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Uvod

Bakalarska prace pojednavé o linearnich zobrazenich mezi normovanymi linear-
nimi prostory. Cilem je sestavit sbirku reSenych prikladi, které jsou zaméiené
na linearitu, spojitost a vypocet normy linearniho zobrazeni.

Préace je ¢lenéna do tii kapitol. Prvni dvé kapitoly jsou teoretické, obsahuji
formulace zakladnich vét a definic potfebnych k porozuméni v piikladové Casti.
Prvni kapitola sestéva ze stézejnich pojmu funkcionélni analyzy, jako jsou normo-
vany linearni prostor, Banachtv prostor, prostor se skalarnim sou¢inem, Hilberttv
prostor, a dale jsou zde predstaveny nékteré znamé normované linearni prostory
a prostory se skalarnim souc¢inem. Druhé kapitola pfedstavuje pojem omezenosti,
normy linedrnfho zobrazeni a zakladni tvrzeni platn& v normovanych linearnich
prostorech. TTeti kapitola obsahuje jiz zminovanou sbirku, kde se ¢tenaf seznami
s postupem vySetrovani spojitosti a hledani normy linearniho zobrazeni. V ptiloze
je odvozen znamy soucet pouzity v praci.

Aby ¢tenaf dobfe porozumél textu prace, mél by ovladat znalosti ze zéklad-
niho kurzu matematické analyzy a lineérni algebry.

Teoreticka ¢ast vychéazi zejména ze zdroje [I], ale také z prameni [2] a [3].

Ptiloha ¢erpa ze zdroje [4].



Kapitola 1

Zakladni pojmy

V této kapitole si shrneme zakladni pojmy z funkcionélni analyzy, které budeme
vyuzivat v piikladové ¢asti. Predstavime si zejména prostory funkci a nékteré

jejich vlastnosti.

1.1. Normované linedArni prostory

Pted zavedenim pojmu normovaného linearntho prostoru si stru¢né pfipomenme,
ze linedrnim mneboli vektorovym prostorem rozumime neprazdnou mnozinu X
nad télesem 7' spolecné s operaci s¢itani dvou prvka z X a nasobeni prvku z X

prvkem télesa T'. Soucasné plati 8 axiomu vektorového prostoru.

Definice 1.1. (Redlngm) normovanym linedrnim prostorem rozumime kazdy
vektorovy prostor X nad télesem realnych ¢isel R vybaveny normou ||.||, coz je

nezaporna funkce na X spliujici pozadavky:
(a) ||z|| > 0, pficemz ||z|| = 0, pravé kdyz = = 0,
(b) [le]} = laff[z]],
(©) [lz+yll < flzll + Nyl

pro kazdé x,y € X a a € R.

Definice 1.2. Banachovym prostorem rozumime kazdy normovany linearni pro-

stor, ktery je v indukované metriceﬂ o(z,y) = ||z — vy, =,y € X, uplny.

"Wychazime z metrickych prostort a predpoklada se jejich predchozi znalost.
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Vzpomenme si, ze prostor se nazyva uplny, jestlize v ném kazda cauchyovska
posloupnost konverguje.

Uvedme priklady nékterych znamych normovanych linearnich prostori:

(a) Prostor R™. Prostory R" jsou tvofeny usporadanymi n-ticemi redlnych ¢isel.

Pro x = (xy,...,2,) € R" definujeme eukleidovskou normu jako

il = \fa 4+ 4 a2,

(b) Prostor C([0, 1]). Vektorovy prostor vSech spojitych funkei na intervalu [0, 1]

budeme uvaZovat s normou
| f]| == max{|f(¢)|: t € [0,1]} pro f € C([0,1]).

(c) Prostor C*([0,1]). Necht k € N. Vektorovy prostor C¥([0,1]) viech spojité

diferencovatelnych funkei az do fadu & na intervalu [0, 1] opatfime normou

— t (¢ (k) )
171 i= macx |£O] + max | F(0)]+ -+ + max | F¥0)] pro f € C(0,1)

(d) Prostory ¢ a cy. Prostor vSech konvergentnich posloupnosti realnych ¢isel

x = {z,} znac¢ime ¢ a opatiime ho normou
l|z|| := sup{|z,|: n € N}.

Specialni pripad, kdy c¢ je prostor vSech posloupnosti konvergujicich k 0,

budeme znagcit cg.

(e) Prostory LP, p € [1,00]|. Necht (X, A, ) je prostor s mirou. Symbolem
L>® = L2(X, A, p) zna¢ime mnozinu v8ech méfitelnych funkei na X, jez jsou

skoro vSude omezené, tzn. existuje konstanta C' tak, ze

|f(t)] < C pro skoro v8echna t € X.



Nejmensi takovou konstantu C' nazveme L*-normou funkce f a znaci se
| flloo- Jinak Feceno, L*-norma funkce f je esencidlnim supremem funkce
f na X. Muzeme psat

[flloo = inf{sup{[f(#)]: t € X\ M}: M € AN p(M) =0}
a znacime

| f|loo := esssup{|f(t)]: t € X}.

Necht p € [1,00). Mnozinu £P = LP(X, A, u) tvorii viechny méfitelné funkee

na X, kde
1
I i= [ 1Pan)" < o0
X

Toto ¢islo se nazyva LP-norma funkce z LP.

Takto definované funkee ||.||« a ||.||, v8ak nejsou normami. Prvky piislus-
nych prostortt modifikujeme nasledovné. Kazdé funkci f € £P,1 < p < o0,
pritadime t¥idu funkei

[f] ={g € LP: g = f skoro vSude na X}
a definujeme LP = LP(X, A, u) = {[f]: f € LP}. Potom uz L* je linearni
prostor opatfeny normou ||[f]||, := [|f]|,- Pro jednoduchost budeme dale

o prvcich tohoto prostoru hovorit jako o funkcich, nikoli t¥idach ekvivalence.

Jako specialni piipad LP prostori se daji chapat nésledujici prostory.

Prostory [P, p € [1,00]. Symbolem ?;1 < p < oo, zna¢ime prostor vSech
(nekone¢nych) posloupnosti realnych ¢isel x = {x,}, kde
o0 v
lzllp = | D laal” | < oo,
n=1

a [> je prostor vSech omezenych posloupnosti realnych ¢isel © = {x,} vy-
baveny normou

| ]| o := sup{|z,|: n € N}.

Povsimnéme si, Ze prostor ¢ je podprostorem v [*°.
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Poznamka 1.3. Vsechny uvedené prostory jsou v zavedenych normdch Bana-

chovy.
Za zminku stoji nerovnost, které hraje vyznamnou roli pfi studiu L? prostorii.

Véta 1.4 (Holderova nerovnost). Na prostoru s mirou (X, A, i) méjme méritelné

funkce f,g. Ddle necht existuji ¢isla p,q € (1,00) tak, Ze ]lj + % = 1. Potom plati

1glle < W f 1w Nlglly-

Diikaz. 3], str. 111. O

1.2. Prostory se skalarnim soucinem

Ze zakladniho kurzu linearni algebry jsou ndm znédmy tzv. eukleidovské prostory,
coz jsou prostory se skalarnim soucinem kone¢né dimenze. My tento pojem zo-

becnime 1 na nekonec¢nou dimenzi.

Definice 1.5. Prostorem se skaldrnim soucinem rozumime kazdy vektorovy pro-
stor X (nad R), v némz pro kazdé dva prvky z,y je definovan skaldrni soucin

(x,y) jakozto prvek R spliwjici pozadavky:
(a) (x,x) >0, pficemz (z,z) = 0, pravé kdyz = = 0,
(b) (,y) = (y,2),
(¢) (az,y) = afz,y),
(d) (z+y,2) = (z,2) + (y,2),
kde oo € R.
Poznamka 1.6. Skaldrni soucin indukuje normu ||z|| := \/(z,z), v € X.

Definice 1.7. Hilbertiv prostor je kazdy prostor se skaldrnim sou¢inem, ktery je

v indukované normé tplny.

11



Uvedme nékolik piikladi prostort se skalarnim soucinem:

(a) Banachovy prostory R", kde je skalarni soucin dvou prvka z = (z1,...,x,)

ay=(y1,...,yn) definovan jako

(7,y) = 2191 + -+ + TnY,
tvori Hilberttiv prostor.

(b) Prostor L? je Hilberttv a skalarni soucin dvou funkei f,g € £? je ve tvaru
(f.9) = / fadp.
X

(c) Prostor posloupnosti I?, kde skalarni sou¢in dvou prvki z = {z,} a y = {y,}

predstavuje
(x7 y) = Z LnYn;,
n=1

je Hilbertiv.
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Kapitola 2

Linearni zobrazeni a operatory

Tato kapitola pojednava o linearnich zobrazenich mezi normovanymi linearnimi
prostory X a Y. Je-li Y = X, zobrazeni se nazyvaji operdtory, pokud ¥ = R,
hovotime o funkciondlech na X.

Nezaménujme v8ak pojem linedrniho zobrazeni a linearni funkce. Pfipomenme,
ze zobrazeni L : X — Y nazveme linedrni, jestlize pro kazdé x,y € X aa €T
jsou splnény podminky:

L(zx+vy) = Lz + Ly,
L(az) = aLz,

kde T je téleso skalari nad X (a Y'). Linearni zobrazeni tedy zachovava s¢itani
prvki linedrniho prostoru a nasobeni prvku skaldrem z télesa nad timto prosto-

rem. Tyto dvé vlastnosti se nazyvaji aditivita a homogenita.

Definice 2.1. Podmnozina A normovaného linearntho prostoru je omezend, ma-li

koneény primer diam A := sup{||x — y||: =,y € A}.

Poznamka 2.2. MnoZina A je omezend, prdvée kdyz je obsaZena v néjaké kouli,
nebo dokonce v kouli se stredem v pocdtku, tj. existuje K > 0 tak, Ze pro kazZdé

re A |z| < K.

Definice 2.3. Rekneme, Ze lineadrni zobrazeni L prostoru X do Y je omezené,

zobrazuje-li omezené mnoziny v X na mnoziny omezené v Y.
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Poznamka 2.4. Je-li linedrni zobrazeni L omezené na jednotkové kouli, tj. existu-
je-li K > 0 tak, Ze |Lz|ly < K pro vSechna x € X, ||z||x < 1, lze diky linearité

turdit, Ze L je omezené.

Véta 2.5. Necht L je linedrni zobrazeni X do Y. Nasledujici vyroky jsou ekuvi-

valentni:
(a) L je spojité,
(b) L je spojité v 0,
(c) L je omezené.
Diikaz. [1], str. 17. O

Tato véta vlastné 1ika, ze diky linearité zobrazeni neni tfeba dokazovat spoji-

tost primo z definice. Staci tedy dokazat, Ze linedrni zobrazeni je omezené.

Definice 2.6. Je-li L omezené linearni zobrazeni mezi normovanymi linedrnimi

prostory X a Y, definujeme jeho normu vztahem
IL]| = sup{|| La|ly - [|lz[x < 1}.

Prostor v§ech omezenych linearnich zobrazeni X do Y zna¢ime symbolem £(X,Y)

a uvazujeme na ném pravé definovanou normu.

Poznamka 2.7. Plat7

Lely o,
el - “ €M }}'

1Ll = sup{

Definice 2.8. Dudlnim prostorem k normovanému linedrnimu prostoru X na-
zveme prostor v8ech omezenych (spojitych) linearnich funkcionalu z L£(X,R)

a znac¢ime ho X*, pricemz norma zde predstavuje
IL]] = sup{|Lx]: [lx]lx <1}

Nasledujici véta nam umozni libovolny spojity linearni funkcionél na Hilber-
tové prostoru reprezentovat pomoci skalarniho soucinu.
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Véta 2.9 (Rieszova véta). Necht L je spojity linedrni funkciondl na Hilbertové
prostoru X. Potom ezistuje pravée jedno a € X tak, Ze L(x) = (x,a) pro kaZdé

x € X. Navic plati | L|| = ||a]|.

Diikaz. [1], str. 19. O

Pripomenme, Ze dva vektorové prostory X, Y nazveme izomorfni, jestlize exis-
tuje mezi témito prostory bijektivni a linedrni zobrazeni X na Y neboli izomor-

fismus (izomorfni zobrazeni).

Definice 2.10. Normované prostory X a Y nazveme izometricky izomorfni,

existuje-li izomorfni zobrazeni, které je navic izometrické.

Jen ve strucnosti doplnime, Ze izometrické zobrazeni je takové, které zacho-

vava normy prvkia. V Hilbertové prostoru pak dokonce zachovavé skalarni soucin.

Véta 2.11. Nechtl <p<ocaq= z%' Pak prostory (LP)* a LY jsou izometricky

izomorfni. Pokud je g € LT a Fy ve tvaru

Foif = [ fod

kde f € LP, je F, spojity linedrni funkciondl z (LP)* a ||F,| = ||g]|-
Diikaz. 2], str. 361. O

Definice 2.12. Necht X a Y jsou normované line4rni prostory. Rekneme, 7€ pro-
stor X je spojité vnoren do prostoru Y, znacime X — Y, jestlize je identické

zobrazeni [ : X — Y spojité, tzn. existuje C' > 0 tak, ze pro kazdé f € X plati

11y < Cllfllx-
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Kapitola 3

Resené piiklady

Zadani uvedenych piikladu je prevzato z [I], str. 33.

Priklad 1. Zjistéte, zda nésledujici operatory na prostoru X jsou linearni a spo-

jité. Pokud ano, spoctéte jejich normu:

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)

Lf(t) :=w(t)f(t), X =C([0,1]) (w € C([0,1]),
Lf(t) :==w(t)f(t), X = L*([0,1]) (w € L>([0,1])),
Lf(t) = f(#), X =C([0,1]),

Lf(t) = f(*), X = L*([0,1]),

L je identické vnofeni prostoru C'([0,1]) do C([0,1]),

LE(t) = /0 " (s) cos(t — 5)ds, X = L2([0, 2x]),

Lf(t) ::t/O f(s)ds, X = L*([0,1]),

L{zn}) =
L{n}) =

L(xy, 29, x3) := (x1, =229, 3x3) pro (xy,xs,x3) € R3.

33'1,1}2,.%3,0,0,...)7 X = ll,

—~ o~

.171,272,1'370,0,...), X = Co,

Reseni. Linearita je ve vétsiné pripadi zfejma za predpokladu, Ze je operator de-

finovany korektné. Z tohoto diivodu ji budeme vySetfovat jen u nékterych tuloh.

ad (a): Nejdiive je t¥eba ovéfit, zda je operator dobie definovany. Protoze sou-

¢inem dvou spojitych funkci na prislusném intervalu je funkce spojitd na tomto
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intervalu, zobrazeni je definované korektné. V dalsim kroku vysSetiime, zda je

tento operator linearni. Tedy pro kazdé f, g € C([0,1]) plati

L{af + Bg)(t) = w(t)(af(t) + Pg(t))
= aw(t) f(t) + Pw(t)g(?)
= aLf(t)+ fLy(1),

kde a, 8 € Rat € [0, 1]. Déle chceme dokézat, Ze je operator spojity. Podle Véty [2.5]

staci ukazat, ze je linearni operator omezeny. Dostavame odhad

ILf(#)] = lw®) f@)] = lw@If (O] < [lwlllfllo ¢ € [0,1],
kde posledni nerovnost vyplyvé ze vztahu

w(®)] = max jw(t)] = [|wllo, t € [0,1].
€[0,1]

Odvodili jsme, ze pro kazdé f € C([0, 1])

1L f oo < flwllooll flloc-

Tedy operator je omezeny, spocteme jeho normu. Z predchozi nerovnosti dale

plyne
L] < lwllso-

V tomto pifpadé staci najit takovou funkci f° € C([0,1]), pro kterou nabyva

operator své normy. Lze vidét, Ze pokud polozime f° = 1, potom

Looo: t)- 1] = 00
L8 = s o) 11 = o]

piitom plati || f°||« = 1. Odtud plyne nerovnost
I} = flwl] -

Ztejmé jsme s vypocCtem hotovi a celkové ndm vychéazi

1L = Tl oo

17



ad (b): Fakt, Ze funkce f € L?([0,1]) a w je skoro v8ude omezena na [0,1], znadi,

Ze je operator dobie definovany. Plati totiz
2 ! 2 ! 2 2
1L = / (W(t)f(£)2dt = / PO dt < w1

pro s.v. t € [0,1] a pro kazdé f € L*([0,1]). Posledni nerovnost jsme dostali
ze vztahu

w(t) <esssup |w(t)] = ||w|]lew pros.v.te[0,1].
te(0,1]

Dokézali jsme, Ze operdtor je omezeny, tedy i spojity. Z pfedchoziho odhadu
mame nerovnost

L] < [lwll -

Zvolme € > 0 libovolné a ozna¢me si mnozinu
M. ={t€[0,1]: |w(t)] > [|w][ec — £}

Déle definujme charakteristickou funkci

1 prote M,
f€<t> = .
0 jinak.

Pak plati

ILEAE _ Jolw®)] - xan ()2 dE_ oy lo(®)]
1£:115 JoOo (1))2 dt (M)

(lwlloo — €)?p(Me)
p(M;)

= (lwllec — )"

Z toho nadm vychézi nerovnost
I} = flwllee =&
Protoze ¢ bylo libovolné, dokézali jsme, Ze ||L|| > ||w||o, & dohromady

1L = [lelloo-
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ad (c): Prot € [0,1] je t* € [0,1] a f € C([0,1]). To znamen4, Ze je zobrazeni
dobfe definované. Ukazme linearitu. Pro kazdé f, g € C([0, 1]) plati

L(af + Bg)(t) = af (1) + By(t’) = aLf(t) + BLg(t), t € [0,1].

Spocteme normu. Pro kazdé f € C([0,1]) plati

L = 3 = = 1
L fll = mas | )] = mass [£(2)] = /e ¢ € [0.1),

coz plyne z faktu, Ze ¢ je bijekce na intervalu [0, 1]. Lze okamzité vidét, ze

1] = 1.
ad (d): Ukazme, ze toto zobrazeni neni korektné definovano. Zvolme napiiklad
funkci L%([0,1]) 3 f(t) = ==, t € [0,1], tzn. fol L dt =3 < oo, ale foltl? dt = 0o
tedy Lf ¢ L2([0, 1)).
ad (e): Zobrazeni je korektné definovano, protoze C!([0,1]) C C([0, 1]). Pro kazdé
f € C([0,1]) plati

1Eflloe = max [F()] = [[flloe < Iflloe + 1/l = /111 € [0, 1]

t€[0,1]

7, predchozi nerovnosti plyne spojitost operatoru a pro normu L patrné plati

|L|| < 1. Polozme f° = 1, pak

LS oo = max 1=1,
t€[0,1]

tedy je ndm uz jasné, ze
IL]| = 1.

ad (f): Zobrazeni je definovdno korektng, protoze f € L*([0,27]) a cos je funkce
omezena v R. Pro kazdeé f, g € L*([0,27]) plati

Liaf +89)(0) = [ (af(s)+ Aas) costt — 5)ds

—a/ f(s)cos(t — s) ds+ﬁ/ s)cos(t — s)ds
=aLf(t)+ BLg(t),
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kde a, € Rat € [0, 27, tzn. operator je linearni. Nyni ukdZzeme, Ze je i omezeny.

Nejprve si odvodime nerovnost, kterd bude uzitecné v dalsim vypoctu. Tedy plati

2w 27
= / f(s)cos(t —s)ds = / f(s) (costcoss +sintsins) ds
0 0

2m 2m
= cost f(s)cossds+sint f(s)sinsds, (3.1)

0 0

TI'T;Z[ T:gl
kde

1 2m

ap = — f(s)cosnsds, n € NU{0},
T Jo

1 27
:—/ f(s)sinnsds, n € N,
T Jo

jsou (realné) Fourierovy koeficienty funkce f. Z Parsevalovy rovnosti (viz|Pfilohal)
dale plyne

1 D~
;||f||§:%+z a2 +12) > a? + b2, (3.2)
n=1
Pro kazdé f € L*([0,2x]) plati
27
| Lfl3 :/ (may cost + mby sint)® dt
0

2 2m 2m
= 12a] / cos® tdt + 2m%a; by / sint cost dt +m°b3 / sin® t dt
0 0 0

S

0
=77 (aim + bim) = 7° (af + b7) < =°| f]I3,
kde jsme uzili (3.2)). Odtud plyne, ze ||L|| < 7. Zvolme funkci

£O(s) = % s € (0,27,

pritom plati || f°||o = 1, pak dosazenim do (3.1)) dostaneme
oz _ L [ 2 2
ILf°|5 = = (wcost)” dt = n*.
T Jo
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Celkové to pro nas znamené, ze
IL]| = .

ad (g): Jelikoz t € [0,1] a f € L*([0,1]) < L'([0,1]), zobrazeni je korektné
definované. Snadno nahlédneme, Ze je operator linearni. Pro f,g € L?*([0,1])

totiz plati

Liaf + Bo)(t) = ¢ / (af(s) + B(s)) ds

:t/olaf(s)ds+t/olﬁg(s)ds

—a(t [ s0as) 45 (o [ o))

= aLf(t) + BLy(t),

kde a, 8 € R at € [0,1]. V dalsim kroku chceme ukazat, ze je operator spojity.

Plati
sz [ (¢ [ ds)2 a= [ ([ ds)2 i
_ (/Olf(s)ds)Q/oltzdt: % (/le(s)ds>2

T, 1,
<3 | PG00

kde f € L*([0,1]) a ¢t € [0,1]. Posledni nerovnost plyne z Hélderovy nerovnosti
(Véta , kde p = ¢ = 2. Tim jsme ukazali spojitost operatoru a odvodime,

ze ||L|| < \/Tg Zvolme f° =1, pak mame

ILfOll2 = \//01 (t/oll ds)2 dt = \/Tg

Tim je nas vypocet u konce a celkové nam vychazi

V3
=%
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ad (h): Protoze (z1,x2,23,0,0,...) je konetna posloupnost realnych ¢isel, zobra-

zeni je korektné definované pro kazdé x = {x,} € I'. Dostavame odhad

o
|1Zall, = [a1] + || + |23| <) |l = [l

n=1

kde z € I'. Z toho uz vidime, Ze L je spojity. Nyni spo¢teme normu. Vyjdeme
z nerovnosti ||L]] < 1. Staci zvolit posloupnost z° = (1,0,0,...), potom je
|L2°)| = |1| = 1, tedy

IL]| = 1.
ad (i): Zobrazeni je dobfe definované, nebot (z1, zs, x3,0,0, . ..) konverguje k nule

pro kazdé x = {x,} € c¢y. Spoc¢teme normu. Dostavame

[ Lxllo = sup{|z:1], [z2| , |zs]} < sup|zn| = [|zo,
neN

kde x € ¢p. Vezméme napiiklad posloupnost z° = (1,1,1,...), tedy ||Lz°| = 1,
pak je pochopitelné
IL]| = 1.

ad (j): Zobrazeni je definovano korektns, nebot (1, —2zs,3r3) € R?. UkaZeme,
7e je linearni. Pro kazdé x = (21,22, 23),y = (y1, ¥, y3) € R? plati
L(ax + By) = (@1 + Byr, —2(axz + Bys), 3(axs + Bys))
= (axy + By1, =209 — 2Bya, 3wz + 38ys3)
= a(x1, =222, 3x3) + B(y1, —2y2, 3y3)
= aLx + BLy,

kde a, 8 € R. V dalsim kroku ukazeme, Ze je operator omezeny. Tudiz plati
1L ])* = o + (=22)" + (313)°
=23 + 413 + 923
< 9(z} + 25 + 23)

2
= 9%,
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kde z € R3. Z predchoztho déle plyne nerovnost || L] < 3. Zvolme z° = (0,0, 1),
pak uz je vidét, ze

1La° = VB 17 =3,

S vypoctem jsme patrné u konce a

IL]| = 3.
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Priklad 2. Rozmyslete si, zda nasledujici funkcionaly na Banachové prostoru X

jsou line4rni a omezené. V kladném piipadé naleznéte jejich normy:

(a) F: {xn}+—>2%, X = ¢,
(b) F: f|—>/07rf(t)sintdt, X = L*([0,n]),

@ Fir Y O (1) X =c(1),

n? n

()F{xn}»—>z ) —a,, X =12

(€) F: f e lim | f(em)de, X = (o, 1)),

n—oo

) F: fl—)/ “5 f(t)dt, X = L*([0,1]),

(g) F: {xn}r—>2(1——)xn, =1
(h) F: fn—>/tf(t)dt, X = L7([0,1]).

Resent. Stejné jako v predchozim fFeSeni vySetfovani linearity u nékterych pii-
klada vynechame, nebot je ¢asto patrné jiz z tvaru zadaného funkcionalu.

ad (a): V prvnim kroku ukazme linearitu. Tedy pro kazdé x = {z,,},y = {y.} € <o
a a, 5 € R mame

o0 1 oo "
F(ax + By) = Zaxn—i-ﬁynn —Z( n2+ﬁy)
n=1

n=1
—0Y % aY s o
—a_1n2 _1n2—ocx Y,
pokud jsou uvedené soucty konecné. Pro kazdé x € ¢y plati

Tn =1z, =1 2
| = || = spleal 35 < el T < oo
= n=1 n neN n—1 n 6

|Fa| =
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kde posledni nerovnost plyne z faktu, ze
=1 2

n
n=1

Zobrazeni je dobre definované a omezené, tedy spojité. Dostavame

o3,

IE]l <

Zvolme nyni ¢y 3z = (1,1,...,1,0,...), k € N, pak je

k—krat
k [e'9)
: . 1 1 2
fo Foe=fim 3 55 =0 5=
Tedy celkové nam vychézi
2
T

17l ==

ad (b): Funkcional je dobie definovany, nebot f € L2([0,7]) a sin € L*([0, 7).
Pro kazdé f € L?*([0,7]) totiz plati
P = / £(1) sintdt‘ g/ |F(t) sint] dt
0 0

= ! sint|d " d 7rsin2 d
/O|f(t)|| t| tﬁ\//of(t) t\//o tdt
= /5l < o

kde ¢ € [0, 7], pfitom posledni nerovnost plyne z Holderovy nerovnosti (Véta[l.4)),

kde p = ¢ = 2. Ziejmé je funkcional omezeny a dale mame ||F|| < \/g Zvolme

PO = te ol
2
Pak dosazenim do funkcionélu plyne
Ff'= L/ﬁsin%chﬁ: i _ T
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a celkové mame

T
Il =4/
Mohli bychom argumentovat i jinym zptsobem. Protoze (f, sin) fo t)sintdt

predstavuje skalarni soucin v L2([0, 7]), lze podle Rieszovy véty (Veta polozit

|F|| = | sin||s = ” sin®t dt = \/7

Ditkaz Rieszovy véty nam vlastné ¥ika, pro¢ volime funkci f pravé v uvedeném
tvaru.

ad (c): Pro kazdé f € C([—-1,1]) a pro t € [—1, 1] plati
<

SR ()| <2l ()
=Sl ()] = oy

7T2

=l flle < o0,

o0

[Ffl=

kde jsme opét vyuzili vzorec (3.3). Tedy funkcionél je definovany korektné. Z ome-

zenosti plyne spojitost a dale plati

7T2

17 < %

V dalsim kroku zkonstruujeme posloupnost po ¢astech linearnich funkei fi(t)

+(3)

fr(=1) = (1), keN.

splhujici

(=)™ pro n=1,...,k,

Na Obrazku jsou vidét grafy nékolika prvnich ¢lenti uvedené posloupnosti.
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Dale dostavame

kh_}rgo Ff, = lim (_1)n(—1)" + lim Z (_1)n(—1)k

k—o00 77,2 k—o00 7’L2
n=1 n=k+1
k 00
1 1 T
= lim E — = g —_ = —
k—o0 n? n? 6
=1 n=1

S D
fim 2 (=0
n=k+1

Ztfejmé jsme s vypocCtem u konce a celkové mame

2
s
17 ==

ad (d): Pro kazdé x = {x,} € [? plati

o0 n o0
Fzx| = aln| S
|Fal ;(2+%)2x <>

VAN
M
/N
—
)
+ 3
3=
SN—
SE
~_—
(Y]

IN

\gﬁuxuz.

Naprtiklad pomoci odmocninového Cauchyova kritéria bychom zjistili, Zze S kon-

verguje. V tom piipadé je zobrazeni definovano korektné. Spojitost jsme dokazali
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1 L 1
~1 1 3 1 ~1 1
—1 +
—1 —1
(a) fi(t) (b) fa(t) (c) f5(t)
1 . 1]
—1 1 3 1 —1 1
~1 — —1
—1
(d) fa(t) (e) f5(t) (f) fo(t)

Obrazek 3.1: Grafy funkei z Pf. 2.(c)

a dale plati || F'|| < S. Uvazujme posloupnost z° = {z%} definovanou predpisem

1 n
$0:——, n € N,

SRR

pak nahlédneme, Ze

] — n n ] — n? 1
FZEO:— ) - = = —n:_'SQZS,
S& DT f SE B S

a skoro hned je vidét, ze

IF] = 5.

[ v tomto piipadé lze vyuzit Rieszovy véty (Véta , nebot Fx predstavuje

skalarni souc¢in v [2. MiZeme psat

£ =‘




ad (e): Plati

1
|Ff| = | lim / f(t") dt‘ < lim [ max |f(t")] dt
n—oo n—o0 0 teOl

= lim max 1f(@®)] dt = || f]lo hm/ldt
%,_/

n—oo Jg telo

£l
= [Ifllee < 00,

kde f € C([0,1]) a t € [0,1]. Zobrazeni je dobie definované a je vidét, ze je
funkcional omezeny. Pro kazdé f, g € C([0,1]) plati

Flaf +89)(0) = im [ afer)+ soler)dt

:T}Lnolo< /ft" dt+ﬁ/ (") dt)

= lim f(t”) dt+ hm / (t")d

n—oo O
=alF' f+ fBFy,

kde o, 5 € R a t € [0,1], pfitom jsme nejprve uzili linearitu integralu a potom
linearitu limity. Z linearity a omezenosti plyne spojitost funkcionalu. Pro normu
zobrazeni F plati | F|| < 1. Pfi volbé f° =1 dostavame

1

Fff=1lim [ 1dt=1

n—o0 0

a dohromady mame ||F|| = 1.

ad (f): Pro kazdeé f € L*([0,1]) a t € [0, 1] plati

dt‘ / 0
t)| dt < \//0 t_sdt\//o () dt

[ £ll2
5
ST

[Ffl =
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coz jsme odvodili pomoci Holderovy nerovnosti (Véta , kde p = g = 2. Funk-

cionél je korektné definovany a spojity. Uvazujme funkci

=

~

5

fo(t>: ; te [071]7

a proto muzeme psat

)
7= 2

Také bychom opét mohli vyuzit Rieszovy véty (Véta a normu pocitat jako

1
—,//tidt—\/g
2 0 3

ad (g): Pro kazdé¢ x = {x,} € [ plati

1Pl = [le

|Fz| = 2(1__)% <> (1__> 0] 1) || < o0.
n n
n=1 n=1\ , n=1
<1

- llzllx

Funkcional je definovany korektné. Dokéazali jsme také jeho spojitost a v dalsim
kroku spoc¢teme normu. Plati ||F|| < 1. Zvolme z;, = (0,...,0,1,0,...), k € N,

pak

1
lim Fx, = lim (1_E> =1,

k—o0 k—o0

tedy uz je vidét, ze
£ = 1.
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ad (h): Funkcional je korektné definovany, protoze t € [0, 1] a L'([0, 1]) > L?(]0, 1]),
kde p € [1, 00]. Plati
1 1
P =| [ roa] < [l
0 0

< (//Oltqdfj//olﬂt)pdf,

N~ v~
lltllq £l

kde f € LP([0,1]) a t € [0,1]. Zde jsme uzili Holderovu nerovnost (Véta [L.4)),
kde % + % =1lal<p,q<oo. Dostavame odhad

ATt 1
po< ({ [25] W= 07l

Pro normu zobrazeni F' tedy plati

_1
IFl < (g+1)"=

V poslednim kroku vyuzijeme toho, ze prostory L9 a (LP)* jsou izometricky izo-
morfni, kde p,q jsou sdruzené hodnoty spliujici ]13 + é =lal < pgq< oo
Podle Véty [2.17] totiz plati

Fe (L) al|F| =ty =(a+1)

Nyni vyfesime pripad, kdy p = 1 nebo p = co. Pro p = 1 dostéavame

1

[Ff] =

<>dt‘ < I/l te 0,1

Z toho nam plyne, Ze | F|| < 1. Zvolme posloupnost fi,(t) = (k + 1)t*, t € [0, 1],
k € N, pro kterou

k1 _
kh_}rgoka hm(k:—i—l)/ot dt_kll»Holok—i—Z 1,

celkové nam vychazi
£l = 1.
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V pripadé, ze p = oo, dostaneme

1 1
1
o= | [e s < [iwlac g
0 0
pro s.v. t € [0, 1]. Posledni nerovnost vyplyva ze vztahu

f(t) <esssup|f(t)| = ||fllo pros.v.te[0,1].
te(0,1]

Lze vidét, ze pti volbé fO = 1 vychézi

! 1
Ffoz/tdt:—.
0 2

A celkové mame || F| = 3.
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Zaveér

Cilem bakalarské prace bylo vytvorit sbirku fesenych piikladi tykajici se lineér-
nich zobrazeni.

V prvnich dvou kapitolach jsou struéné uvedeny teoretické znalosti nezbytné
pro porozuméni v piikladové casti, ktera utvari kapitolu tfeti. Prvni kapitola
pojednavala zejména o prostorech funkci a predstavila stézejni definice a pojmy,
jako jsou normovany linearni prostor, Banachiiv prostor, prostor se skalarnim
sou¢inem a Hilbertiv prostor. V druhé kapitole se pak ¢tenar dozvédél primo
o linearnich zobrazenich a zakladnich vétach platnych v normovanych linearnich
prostorech. V kapitole tfeti byl pak seznamen s postupem vysetfovani spojitosti

a vypoc¢tu normy linearniho zobrazeni.
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Priloha

Ukazeme si jeden z mnoha zptsobii, jak lze odvodit soucet

o0
1 w2

— .
n 6
n=1

Véta (Parsevalova rovnost). Necht a € R, p > 0 a f € L*([a,a + p]) je p-pe-
riodickd funkce. Ddle necht jsou a, a b, (redlné) Fourierovy koeficienty funkce f.
Potom plati

9 [otp 2 >

—/ £t dt = %—F (a2 +12).
P Ja

n=1
Diikaz. [3], str. 154. O

Funkci f(t) =t rozvineme do Fourierovy fady na intervalu (—m, 7) s koeficienty
a, =0, n € NU{0},

nebot f(t) =t je licha a jde tedy o sinovou fadu. Dale dopocitame koeficent b,

uzitim metody per partes a pro n € N dostavame

2 ™
b, = —/ tsinnt dt
0

T
2 cosnt]™ 2 [T cosnr
e + = dt
T n |, mJ n
—
0
__pcosnm (—1)n*t
N n n



Fourierova fada k funkci f vypadé nasledovné
o0 (_1)n+1
t~ 2———sinnt, t € (—m, 7).
; . (—m,7)

Podle Parsevalovy rovnosti plati

Tedy celkové mame
=1
L
n=1

Pomoci Fourierovych tad lze zfejmé odvodit i dalsi znamé soucty, které ctenér

nalezne napft. v [4].
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