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Abstrakt
Tato bakaláøské práce se zabývá vyjádøením diferenciálních operátorù gradient, diver-
gence, rotace a Laplaceova operátoru v ortogonálních køivoèarých souøadnicích. Odvo-
zeny jsou vzorce pro válcový souøadnicový systém. Dále je analyzováno proudìní kapaliny
s trajektorií tvaru prostorové spirály, pro které jsou odvozeny Navier-Stokesovy rovnice.
Nakonec jsou vyøe¹eny tøi pøíklady potenciálního proudìní v rovinì na oblastech po-
psaných polárními a eliptickými souøadnicemi. Výpoèet je proveden numericky metodou
koneèných diferencí v programu MATLAB.

Summary
This bachelor thesis deals with the expression of di�erential operators gradient, diver-
gence, curl and Laplace operator in orthogonal curvilinear coordinates. The formulas for
cylindrical coordinate system are derived. Further, liquid ow with a trajectory of spatial
spiral shape is analyzed, for which the Navier-Stokes equations are derived. Finally, three
examples of potential ow in the plane are solved in the areas described by polar and
elliptical coordinates. The calculation is done numerically by the �nal di�erences method
in MATLAB.

Klíèová slova
køivoèaré souøadnice, diferenciální operátory, proudìní kapaliny, spirální trajektorie, po-
tenciální proudìní

Keywords
curvilinear coordinates, diferential operators, uid ow, spiral trajectory, potential ow
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1. Úvod
Pro popis a analýzu proudìní kapaliny je nutné zvládnout matematický aparát, který

pro tento popis pou¾íváme. Ve v¹ech základních rovnicích hydrodynamiky, jako je Eule-
rova rovnice hydrodynamiky, Navier-Stokesova rovnice nebo rovnice kontinuity, se vysky-
tují diferenciální operátory. Proto bychom mìli rozumìt tomu, co tyto operátory zname-
nají, a jak se s nimi poèítá.

Cílem této bakaláøské práce je de�nice køivoèarých souøadnic a vyjádøení diferenciál-
ních operátorù v køivoèarých souøadnicích.

V rùzných reálných problémech analyzujeme proudìní na oblasti, kterou lze lépe po-
psat nìjakými køivoèarými souøadnicemi ne¾ klasickým kartézským souøadnicovým sys-
témem. Kvùli tomu potøebujeme vyjádøení diferenciálních operátorù a následnì i rovnic
v tìchto køivoèarých souøadnicích. Odvození v obecných køivoèarých souøadnicích pomocí
kovariatních a kontravariatních komponentù metrického tenzoru najdeme napø. v Br-
dièka [2]. Spojitost s Christo�elovými symboly uvádí Sungnul [12]. V Red¾i�c [10] nebo
v Nikitin [8] nalezneme odvození pro speciální pøípad ortogonálních køivoèarých souøadnic
pomocí tzv. Laméových (metrických) koe�cientù.

Dal¹ím cílem práce je analyzovat proudìní kapaliny s trajektorií tvaru prostorové
spirály. Spirální vír vzniká napøíklad v savce turbíny. Pøi analýze tohoto proudìní budeme
vycházet z Pochylý [9]. Problematikou spirálních vírù se ¹iroce zabývá Kuibin v [1] nebo
i v nìkolika jeho èláncích, napø. v [6].

Motivací pro popis a analýzu proudìní mù¾e být tzv. tvarová optimalizace, napøí-
klad pro èásti hydraulických strojù. Pokud doká¾eme popsat proudìní na nìjaké oblasti,
mù¾eme pak zmìnou tvaru dosáhnout zmìny proudìní podle na¹ich po¾adavkù.

Práce obsahuje matematickou teorii vektorové analýzy, obecný popis proudìní ideální
a reálné kapaliny, dále samotnou analýzu pohybu po prostorové spirále a na závìr pøíklady
potenciálního proudìní na oblastech popsaných køivoèarými souøadnicemi.
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2. VEKTOROVÁ ANALÝZA

2. Vektorová analýza
Pro popis fyzikálních velièin se èasto setkáváme s pojmem (fyzikální) pole. Polem

nazýváme velièinu, která závisí na poloze v urèitém prostoru.
Funkci a : Rm → R nazýváme skalárním polem. Ka¾dému bodu oblasti U ⊂ Rm, kde

je funkce a de�nována, pøiøazuje urèitou èíselnou hodnotu (skalár).
Vektorovou funkci ~u : Rm → Rm nazýváme vektorovým polem. Podobnì ka¾dému

bodu oblasti U ⊂ Rm, kde je vektorová funkce ~u de�nována, pøiøazuje urèitý vektor o m
slo¾kách.

Dále budeme uva¾ovat pouze trojrozmìrný prostor, tedy m = 3, a = a(x, y, z) a
~u = ~u(x, y, z), kde x, y, z jsou kartézské souøadnice.

Pøíkladem skalárního pole je teplota, tlak nebo hustota, vektorovým polem mù¾e být
napø. síla v gravitaèním poli, intenzita magnetického a elektrického pole nebo, jak tomu
bude v této práci, rychlost proudìní kapaliny. Vektorové pole mù¾eme znázornit gra�cky,
viz obrázek 2.1.

Obrázek 2.1: Pøíklad vektorového pole

V literatuøe hydromechaniky (a obecnì fyziky) èasto pou¾íváme pro zjednodu¹ení zá-
pisu Einsteinovo sumaèní pravidlo. Podle tohoto pravidla provádíme sumaci pøes ka¾dý
index, který se ve výrazu vyskytuje právì dvakrát. Sèítáme pøes v¹echny mo¾né hodnoty
indexu. Mù¾eme pøitom vynechat znak sumace Σ.

Dále se pro zjednodu¹ený zápis vyu¾ívá Levi-Civitùv tenzor. Je to tenzor tøetího øádu,
antisymetrický ve v¹ech indexech [2] a platí pro nìj:

εijk =


0, pokud i = j ∨ j = k ∨ i = k
1, pro ε123, ε312, ε231
−1, pro ε321, ε132, ε213

Jako pøíklad uveïme zápis vektorového souèinu dvou vektorù. Je-li ~c = ~a × ~b, pak pro
jednotlivé slo¾ky vektoru ci platí

ci = εijkajbk. (2.1)
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2.1. OPERÁTORY GRAD, DIV, ROT

2.1. Operátory grad, div, rot

Zavedeme diferenciální operátor 1. øádu, tzv. Hamiltonùv nabla operátor

∇ =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
=

∂

∂xi
~ei,

kde ~ei jsou bázové vektory.

De�nice 2.1.1. Gradientem skalárního pole a nazýváme funkci

grad(a) = ∇a =

(
∂a

∂x
,
∂a

∂y
,
∂a

∂z

)
=

∂a

∂xi
~ei.

Vidíme, ¾e gradient funkce f je vektor, jeho¾ slo¾ky jsou parciální derivace této funkce
podle jednotlivých kartézských souøadnic. V ka¾dém bodì vyjadøuje smìr nejvìt¹ího rùstu
funkce.

De�nice 2.1.2. Divergencí vektorového pole ~u nazýváme funkci

div(~u) = ∇ · ~u =
∂u1
∂x

+
∂u2
∂y

+
∂u3
∂z

=
∂ui
∂xi

.

Divergence je souèet parciálních derivací jednotlivých slo¾ek podle jednotlivých kartéz-
ských souøadnic. Výsledkem divergence je tedy skalár. Je-li div(~u) = 0, pak je ~u nezøídlové
vektorové pole. Naopak platí-li div(~u) 6= 0 nazveme pole ~u zøídlové.

Platí-li pro konkrétní bod A uva¾ované oblasti div(~u)(A) > 0, pak je v bodì A zøídlo.
Naopak pokud platí v bodì A div(~u)(A) < 0, pak je v bodì A nor (propad).

Pokud ~v vyjadøuje rychlost proudìní kapaliny, pak pro nestlaèitelnou kapalinu platí
div(~v) = 0. Tato rovnice je vyjádøením rovnice kontinuity pro nestlaèitelnou kapalinu, se
kterou budeme pracovat v dal¹ích kapitolách práce.

De�nice 2.1.3. Rotací vektorového pole ~u nazýváme funkci

rot(~u) = ∇× ~u =

(
∂u3
∂y
− ∂u2

∂z
,
∂u1
∂z
− ∂u3

∂x
,
∂u2
∂x
− ∂u1

∂y

)
.

Jednotlivé slo¾ky rotace mù¾eme vyjádøit jako

roti(~u) = εijk

(
∂uk
∂xj

)
.

Platí-li rot(~u) = ~o nazýváme ~u nevírové vektorové pole. Naopak je-li rot(~u) 6= ~o nazýváme
~u vírové vektorové pole. Pokud pro konkrétní bod A uva¾ované oblasti platí rot(~u)(A) 6= ~o,
øekneme, ¾e je v bodì A vír.

Nevírové pole oznaèujeme nìkdy jako pole potenciální. V dal¹ích kapitolách budeme
také pracovat s pojmem kvazipotenciální pole, které de�nujeme jako pole, pro které platí

rot(~u) · ~u = 0. (2.2)

Pokud ~v vyjadøuje rychlost proudìní kapaliny, pak de�nujeme vír rychlosti ~Ω vztahem

~Ω = rot(~v). (2.3)

V anglické literatuøe se pro rotaci pou¾ívá oznaèení curl(~u).

4



2. VEKTOROVÁ ANALÝZA

Poznámka. Divergenci a rotaci mù¾eme té¾ de�novat pomocí integrálních vìt. Divergence
je spjata s Gauss - Ostrogradského vìtou, která dává do souvislosti plo¹ný a objemový
integrál. Rotace �guruje ve Stokesovì vìtì, která pøevádí plo¹ný integrál na køivkový a
naopak. Tvary i odvození tìchto integrálních vìt nalezneme napø. v [2].

2.2. Nìkteré identity vektorové analýzy

V následující podkapitole uvedeme nìkolik identit vektorové analýzy, které budou pou¾ity
v dal¹ích kapitolách práce. V¹echny identity lze dokázat pøímým rozepsáním a porovná-
ním levé a pravé strany. V jednotlivých dùkazech ale pou¾ijeme rùzné zpùsoby vyjádøení
jednotlivých èlenù identit.

Nejprve uveïme, jak lze vyjádøit divergenci vektoru, vynásobeného skalární funkcí, a
divergenci vektorového souèinu dvou vektorù:

div(a · ~u) = a · div(~u) + ~u · grad(a), (2.4)

div(~u× ~v) = ~v · rot(~u)− ~u · rot(~v). (2.5)

Dùkaz. Ovìøení (2.4) provedeme pomocí (Einsteinova) sumaèního zápisu divergence a
pravidla pro derivaci souèinu.

div(a · ~u) =
∂(aui)

∂xi
=

(
∂a

∂xi
ui +

∂ui
∂xi

a

)
=

∂a

∂xi
ui + a

∂ui
∂xi

Poslední tvar u¾ zjevnì odpovídá pravé stranì identity (2.4) ~u · grad(a) + a · div(~u).
Pro dùkaz (2.5) pou¾ijeme zápis rotace a vektorového souèinu pomocí Levi-Civitova

symbolu, Einsteinovo sumaèní pravidlo a vyjádøení vektorového souèinu (2.1). Platí

div(~u× ~v) =
∂(~u× ~v)i
∂xi

=
∂(εijkujvk)

∂xi
= vkεijk

(
∂uj
∂xi

)
+ ujεijk

(
∂vj
∂xi

)
.

Z de�nice Levi-Civitova tenzoru je zøejmé, ¾e platí εijk = −εjik = εkij, a po uvá¾ení
de�nice slo¾ek rotace dostáváme identitu (2.5). [7]

Rotaci vektoru násobeného skalární funkcí lze vyjádøit jako

rot(a · ~u) = a · rot(~u)− ~u× grad(a). (2.6)

Dùkaz. Dùkaz provedeme pomocí pøímého výpoètu. Rozepí¹eme levou a pravou stranu
identity:

L(2.6) = rot(a · ~u) = rot((au1, au2, au3)) =

=

(
∂(au3)

∂y
− ∂(au2)

∂z
,
∂(au1)

∂z
− ∂(au3)

∂x
,
∂(au2)

∂x
− ∂(au1)

∂y

)
=

=

(
∂u3
∂y

a+
∂a

∂y
u3 −

∂u2
∂z

a− ∂a

∂z
u2,

∂u1
∂z

a+
∂a

∂z
u1 −

∂u3
∂x

a− ∂a

∂x
u3,

∂u2
∂x

a+
∂a

∂x
u2 −

∂u1
∂y

a− ∂a

∂y
u1

)
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2.2. NÌKTERÉ IDENTITY VEKTOROVÉ ANALÝZY

P (2.6) = a · rot(~u)− ~u× grad(a) =

= a ·
(
∂u3
∂y
− ∂u2

∂z
,
∂u1
∂z
− ∂u3

∂x
,
∂u2
∂x
− ∂u1

∂y

)
− ~u×

(
∂a

∂x
,
∂a

∂y
,
∂a

∂z

)
=

= a ·
(
∂u3
∂y
− ∂u2

∂z
,
∂u1
∂z
− ∂u3

∂x
,
∂u2
∂x
− ∂u1

∂y

)
−
(
u3
∂a

∂y
− u2

∂a

∂z
, u1

∂a

∂z
− u3

∂a

∂x
, u2

∂a

∂x
− u1

∂a

∂y

)
Z posledního tvaru P(2.6) je u¾ patrné, ¾e identita platí.

Prozatím jsme aplikovali gradient, divergenci a rotaci pøímo na zkoumané skalární èi
vektorové pole. Slo¾ením tìchto operací dostaneme pìt rùzných operací druhého øádu

1. div(rot(~u)),

2. rot(grad(a)),

3. div(grad(a)),

4. rot(rot(~u)),

5. grad(rot(~u)).

Aplikujeme-li divergenci na rotaci, dostaneme v¾dy nulu.

div(rot(~u)) = 0 (2.7)

Dùkaz. Vyjádøíme divergenci i rotaci pomocí nabla operátoru a dostáváme

div(rot(~u)) =∇ · (∇× ~u) =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
·
(
∂u3
∂y
− ∂u2

∂z
,
∂u1
∂z
− ∂u3

∂x
,
∂u2
∂x
− ∂u1

∂y

)
=

=
∂2u3
∂y∂x

− ∂2u2
∂z∂x

+
∂2u1
∂z∂y

− ∂2u3
∂x∂y

+
∂2u2
∂x∂z

− ∂2u1
∂y∂z

= 0.

Podobnì, kdy¾ aplikujeme rotaci na gradient, dostaneme v¾dy nulový vektor

rot(grad(a)) = ~o. (2.8)

Dùkaz. Rozepí¹eme výraz a dostaneme

rot(grad(f)) = rot

(
∂a

∂x
,
∂a

∂y
,
∂a

∂z

)
=

=

(
∂2a

∂y∂z
− ∂2a

∂z∂y
,
∂2a

∂z∂x
− ∂2a

∂x∂z
,
∂2a

∂x∂y
− ∂2a

∂y∂x

)
= ~o
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2. VEKTOROVÁ ANALÝZA

Aplikujeme-li divergenci na gradient, de�nujeme tím diferenciální operátor 2. øádu,
tzv. Laplaceùv delta operátor ∆

div(grad(a)) = ∇ · grad(a) = ∇ · ∇a = ∇2a = ∆a.

Snadno odvodíme, ¾e pro Laplaceùv operátor platí

∆ = ∇ · ∇ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
=

3∑
i=1

∂2

∂x2i

a mù¾eme ho aplikovat na skalární i vektorové pole

∆a =
∂2a

∂x2
+
∂2a

∂y2
+
∂2a

∂Z2
=

3∑
i=1

∂2a

∂x2i
,

∆~u = (∆u1,∆u2,∆u3) =
3∑
i=1

∆ui~ei =
3∑
i=1

(
3∑
j=1

∂2ui
∂x2j

)
~ei.

Aplikujeme-li rotaci na rotaci, dostáváme

rot(rot(~u)) = grad(div(~u))−∆~u. (2.9)

Dùkaz. Pro dùkaz pou¾ijeme vyjádøení rotace pomocí nabla operátoru. Vyjdeme z iden-
tity, která platí obecnì pro vektory [7]

~u× (~v × ~w) = (~u · ~w) · ~v − (~u · ~v) · ~w = ~v · (~u · ~w)− (~u · ~v) · ~w.

Potom platí

rot(rot(~u)) = ∇× (∇× ~u) = ∇ · (∇ · ~u)− (∇ · ∇) · ~u = grad(div(~u))−∆~u.

Identitou (2.9) jsme také odvodili vztah mezi zbývajícími operacemi druhého øádu.

Poslední identitu si uvedeme bez dùkazu. Platí

(~u · ∇)~u =
1

2
grad(‖~u‖2)− ~u× rot(~u). (2.10)

Vysvìtleme si význam èlenu (~u · ∇)~u. Skalární souèin

(~u · ∇) = u1
∂

∂x
+ u2

∂

∂y
+ u3

∂

∂z
= ui

∂

∂xi

sám o sobì nic neznamená, proto¾e je to stále pouhý (diferenciální) operátor. Neplatí
tedy, ¾e ~u · ∇ = ∇ · ~u aèkoliv je nabla operátor ∇ v jistém smyslu vektor. Kdy¾ tento
diferenciál aplikujeme na vektor ~u, dostaneme

(~u · ∇)~u = ((~u · ∇)u1, (~u · ∇)u2, (~u · ∇)u3)

a oznaèíme-li ~w = (~u · ∇)~u, tak pro j-tou slo¾ku wj dostáváme

wj = u1
∂uj
∂x

+ u2
∂uj
∂y

+ u3
∂uj
∂z

= ui
∂uj
∂xi

.

Pokud ~v vyjadøuje rychlost proudìní kapaliny, výraz (~v · ∇)~v pøedstavuje konvektivní
zrychlení kapaliny (prostorová zmìna rychlosti).
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2.3. DIFERENCIÁLNÍ OPERÁTORY V KØIVOÈARÝCH SOUØADNICÍCH

2.3. Diferenciální operátory v køivoèarých souøadni-

cích

De�nice 2.3.1. Køivoèarým souøadnicovým systémem q1, . . . , qn v nìjaké oblasti U ⊂ Rn

nazýváme (nelineární) difeomor�smus ψ : U → V , kde V ⊂ Rn je oblast v kartézských
souøadnicích x1, . . . , xn a pí¹eme

x1 = ψ(q1, . . . , qn),
... (2.11)

xn = ψ(q1, . . . , qn).

Poznámka. Difeomor�sums je zobrazení, které je spojitì diferencovatelné, a existuje k nìmu
inverzní zobrazení, které je také spojitì diferencovatelné. Pro difeomor�smus platí, ¾e jeho
jakobián je na uva¾ované oblasti rùzný od nuly

∂x1
∂q1

· · · ∂x1
∂qn

...
. . .

...
∂xn
∂q1

· · · ∂xn
∂qn

 6= 0.

Pro odvození diferenciálních operátorù v obecných (neortogonálních) køivoèarých sou-
øadnicových systémech je potøebný tenzorový poèet. Kompletní odvození nalezneme napø.
v [2].

V této práci se budeme dále zabývat pouze ortogonálními køivoèarými souøadnicovými
systémy. Mezi nì patøí v¹echny nejèastìji pou¾ívané souøadnicové systémy jako napø.
polární, válcový nebo sférický.

De�nice 2.3.2. Mìjme obecné køivoèaré souøadnice (2.11) a v nich polohový vektor ~r

~r = ~r(x1, . . . , xn) = ~r(x1(q1, . . . , qn), . . . , xn(q1, . . . , qn)).

Jednotkové bázové vektory tohoto køivoèarého souøadnicového systému de�nujeme vzta-
hem

~ei =

∂~r
∂qi∥∥∥ ∂~r∂qi∥∥∥ . (2.12)

De�nice 2.3.3. Køivoèarý souøadnicový systém se nazývá ortogonální, jestli¾e pro jeho
bázové vektory platí

~ei · ~ej = δij,

kde δij je tzv. Kroneckerovo delta, pro které platí

δij =

{
0, pro i = j,
1, pro i 6= j.

Poznámka. Jednodu¹e mù¾eme øíci, ¾e køivoèarý souøadnicový systém je ortogonální, jest-
li¾e jsou jeho bázové vektory navzájem kolmé.
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2. VEKTOROVÁ ANALÝZA

Pro ortogonální køivoèarý souøadnicový systém zavedeme tzv. Laméovy (metrické)
koe�cienty vzorcem

hk =

∥∥∥∥ ∂~r∂qk
∥∥∥∥ . (2.13)

Vzhledem k (2.12) a (2.13) mù¾eme psát

hk ~ek =
∂~r

∂qk
. (2.14)

Pro trojrozmìrný souøadnicový systém dostáváme [8]

hk =

√(
∂x

∂qk

)2

+

(
∂y

∂qk

)2

+

(
∂z

∂qk

)2

k = 1, 2, 3. (2.15)

Pomocí tìchto koe�cientù lze snadno zavést obecné vzorce pro výpoèet diferenciálních
operátorù v ortogonálním køivoèarém souøadnicovém systému. Oznaème h = h1h2h3, pro
skalární pole a a vektorové pole ~u pak platí [8]

grad(a) =

(
1

h1

∂a

∂g1
,

1

h2

∂a

∂g2
,

1

h1

∂a

∂g3

)
, (2.16)

div(~u) =
1

h

[
∂

∂q1

(
hu1
h1

)
+

∂

∂q2

(
hu2
h2

)
+

∂

∂q3

(
hu3
h3

)]
=

1

h

3∑
i=1

∂

∂qi

(
hui
hi

)
, (2.17)

rot(~u) =

(
h1
h

[
∂h3a3
∂q2

− ∂h2a2
∂q3

]
,
h2
h

[
∂h1a1
∂q3

− ∂h3a3
∂q1

]
,

h3
h

[
∂h2a2
∂q1

− ∂h1a1
∂q2

])
(2.18)

a pro úplnost vzorec pro výpoèet Laplaceova operátoru

∆ =
1

h

3∑
i=1

{[
∂

∂q1

(
h

h2i

)]
∂

∂q1
+

h

h2i

∂2

∂g2i

}
. (2.19)

Nejpou¾ívanìj¹ím pøíkladem ortogonálních køivoèarých souøadnicových systémù je vál-
cový (cylindrický) souøadnicový systém

x = r cosϕ,

y = r sinϕ,

z = z,

kde r > 0 a 0 ≤ ϕ < 2π, viz obrázek 2.2.
Pomocí vý¹e uvedených vztahù odvodíme vzorce pro gradient, divergenci a rotaci ve

válcovém souøadnicovém systému. K výpoètu Laméových koe�cientù potøebujeme deri-

9



2.3. DIFERENCIÁLNÍ OPERÁTORY V KØIVOÈARÝCH SOUØADNICÍCH

Obrázek 2.2: Válcové souøadnice

vace jednotlivých kartézských souøadnic x, y, z podle (ortogonálních) køivoèarých souøad-
nic r, ϕ, z

∂x

∂r
= cosϕ,

∂y

∂r
= sinϕ,

∂z

∂r
= 0,

∂x

∂ϕ
= −r sinϕ,

∂y

∂ϕ
= r cosϕ,

∂z

∂ϕ
= 0,

∂x

∂z
= 0,

∂y

∂z
= 0,

∂z

∂z
= 1.

Tyto derivace dosadíme do (2.15) a získáme tak Laméovy koe�cienty pro válcové souøad-
nice

h1 = hr =
√

(cosϕ)2 + (sinϕ)2 + 02 = 1 (2.20)

h2 = hϕ =
√

(−r cosϕ)2 + (−r sinϕ)2 + 02 =
√
r2(cos2 ϕ+ sin2 ϕ) = r (2.21)

h3 = hz =
√

02 + 02 + 12 = 1 (2.22)

Po dosazení tìchto koe�cientù do (2.16) - (2.18) dostáváme vzorce pro výpoèet gradientu,
divergence a rotace ve válcových souøadnicích

grad(a) =

(
∂a

∂r
,
1

r

∂a

∂ϕ
,
∂a

∂z

)
, (2.23)

div(~u) =
∂ur
∂r

+
ur
r

+
1

r

∂uϕ
∂ϕ

+
∂uz
∂z

, (2.24)

rot(~u) =

(
1

r

∂uz
∂ϕ
− ∂uϕ

∂z
,
∂ur
∂z
− ∂uz

∂r
,
∂uϕ
∂r

+
uϕ
r
− 1

r

∂ur
∂ϕ

)
. (2.25)

Pøidejme je¹tì vyjádøení Laplaceova operátoru
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2. VEKTOROVÁ ANALÝZA

∆ =
1

r

∂

∂r
+

∂2

∂r2
+

1

r2
∂2

∂ϕ2
+

∂2

∂z2
. (2.26)

Jako dal¹í pøíklad uveïme sférické souøadnice

x = r sin θ cosϕ,

y = r sin θ sinϕ,

z = r cos θ,

kde r > 0, 0 ≤ θ < π a 0 ≤ ϕ < 2π, viz obrázek 2.3.

Obrázek 2.3: Sférické souøadnice

Bez dal¹ího odvozování uveïme diferenciální operátory pro sférické souøadnice

grad(a) =

(
∂a

∂r
,
1

r

∂a

∂θ
,

1

r sin θ

∂a

∂ϕ

)
, (2.27)

div(~u) =
1

r2
∂

∂r
(r2ur) +

1

r sin θ

∂

∂θ
(sinθuθ) +

1

r sin θ

∂uϕ
∂ϕ

, (2.28)

rot(~u) =
1

r

(
1

sin θ

(
∂(sin θuϕ)

∂θ
− ∂uθ
∂ϕ

)
,

1

sin θ

∂ur
∂ϕ
− ∂(ruϕ)

∂r
,

∂(ruθ)

∂r
− ∂ur

∂θ

)
, (2.29)

∆ =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

∂2

∂ϕ2
. (2.30)
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3. Proudìní kapaliny
Popisem pohybu kapalin (proudìním) se zabývá hydrodynamika. Obecnì existují dva

pøístupy, jak vy¹etøovat pohyb kapaliny. Pøi tzv. Lagrangeovì metodì si v urèitém èase
t0 zvolíme libovolnou èástici, její¾ polohu v tomto èase mù¾eme obecnì urèit pomocí
køivoèarých souøadnic x0, y0, z0. Potom bude poloha zkoumané èástice záviset právì na
její poèáteèní poloze a èasu t

~x = ~x(x0, y0, z0, t). (3.1)

Rùznou volbou parametrù x0, y0, z0 mù¾eme zahrnout v¹echny èástice zkoumané kapaliny.
Èastìji ov¹em pou¾íváme tzv. Eulerovu metodu, pøi které vy¹etøujeme proudìní kapa-

liny v urèitém bodì zkoumaného prostoru o souøadnicích x, y, z. Pro rychlost proudìní
kapaliny v tomto bodì v èase t pak mù¾eme psát

~v = ~v(x, y, z, t). (3.2)

Zvolíme-li pevnì èas t, dostaneme vektorové pole rychlosti proudìní kapaliny.
S Lagrangeovou metodou souvisí pojem trajektorie èástice kapaliny. Trajektorie je

dráha pohybu èástice za urèitý èasový úsek. Její parametrické vyjádøení získáme vylou-
èením èasu t ze soustavy rovnic (3.1).

S Eulerovou metodou je spjat pojem proudnice (proudová èára), co¾ je trajektorie
velmi malého objemu, její¾ teèna ukazuje v libovolném bodì smìr rychlosti pohybující se
èástice, viz obrázek 3.1. Svazek proudnic tvoøí tzv. proudové vlákno. Oznaèíme-li dx, dy, dz
slo¾ky elementárního oblouku proudnice, pak mù¾eme proudnici popsat diferenciálními
rovnicemi ve tvaru

dx : dy : dz = vx(x, y, z, t) : vy(x, y, z, t) : vz(x, y, z, t), (3.3)

kde vx, vy, vz jsou slo¾ky vektoru ~v. [2]

Obrázek 3.1: Proudnice

3.1. Rozdìlení proudìní podle kinematických hledisek

Podle závislosti proudìní kapaliny na èase t rozli¹ujeme stacionární (ustálené) a nesta-
cionární (neustálené) proudìní. Pøi stacionárním proudìní se velièiny s èasem nemìní a
napø. pro rychlost platí

∂~v

∂t
= 0, resp. ~v = ~v(x, y, z).
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3. PROUDÌNÍ KAPALINY

U nestacionárního proudìní jsou velièiny závislé na èase a pro rychlost platí naopak

∂~v

∂t
6= 0, resp. ~v = ~v(x, y, z, t).

Na základì uspoøádání proudìní v prostoru rozli¹ujeme prostorové (3D) proudìní, pro
které platí ~v = ~v(x, y, z), rovinné (2D) proudìní, analogicky ~v = ~v(x, y) a jednorozmìrné
(1D) proudìní po støední proudnici ~v = ~v(x).

3.2. Proudìní ideální kapaliny

Podle fyzikálních vlastností rozli¹ujeme dva základní modely kapalin - ideální a reálné ka-
paliny. Ideální (dokonalá) kapalina je nestlaèitelná a její odpor proti zmìnì tvaru (visko-
zita) je nulový. Díky tomuto zjednodu¹ení je tento model vhodný pro matematické odvo-
zení mechanických vlastností kapaliny.

3.2.1. Nevíøivé (potenciální) proudìní

Proudìní (ideální) kapaliny nazveme nevíøivé, pokud pro její rychlost ~v resp. vír rychlosti
~Ω platí v ka¾dém bodì

rot(~v) = ~Ω = ~o. (3.4)

Prakticky to znamená, ¾e se èástice kapaliny neotáèejí kolem vlastní osy. Do nevíøivého
proudìní øadíme také tzv. potenciální vír, kdy se èástice pohybují po kruhové trajektorii
kolem vírového vlákna (osy), viz obrázek 3.2.

Podle (2.8) je rovnice (3.4) nutnou i postaèující podmínkou pro to, aby byl vektor
rychlosti ~v gradientem nìjaké skalární funkce φ. Tuto funkci nazýváme potenciálem rych-
losti (proto o nevíøivém proudìní mluvíme nìkdy jako o proudìní potenciálním). Nevíøivé
proudìní tedy mù¾eme alternativnì de�novat vztahem

~v = grad(φ), (3.5)

kde φ je obecnì funkcí souøadnic x, y, z a èasu t.

Obrázek 3.2: Nevíøivé proudìní, potenciální vír
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3.3. PROUDÌNÍ REÁLNÉ KAPALINY

3.2.2. Víøivé proudìní

U víøivého proudìní se èástice mohou otáèet kolem vlastních os, viz obrázek 3.3 a pro vír
rychlosti obecnì platí

~Ω 6= ~o. (3.6)

Obrázek 3.3: Víøivé proudìní

Matematickým popisem proudìní ideální kapaliny je Eulerova rovnice hydrodynamiky.
Jedná se o rovnici silové rovnováhy vzta¾enou na jednotku hmoty. Její vektorový zápis je

~A− 1

ρ
grad(p) =

∂~v

∂t
+ (~v · ∇)~v, (3.7)

kde ~A je vnìj¹í objemové zrychlení, ρ znaèí hustotu kapaliny a p tlak v kapalinì. Èlen
1
ρ

grad(p) vyjadøuje tlakové zrychlení, ∂~v
∂t

pøedstavuje lokální zrychlení a èlen (~v · ∇)~v

konvektivní zrychlení (nezávislé na èase). Matematický smysl posledního èlenu rovnice je
vysvìtlen na konci kapitoly 2.2.

Rovnice kontinuity pro ideální kapalinu má tvar

div(~v) = 0. (3.8)

Tato rovnice vychází ze zákona zachování hmotnosti a její odvození najdeme napø. v [2].

3.3. Proudìní reálné kapaliny

Reálné kapaliny jsou stlaèitelné a viskózní. V tomto pøípadì je matematický popis slo¾itý,
a proto vyu¾íváme experimentálnì zji¹tìné koe�cienty.

Rozli¹ujeme newtonskou a nenewtonskou (reálnou) kapalinu. Newtonská kapalina se
øídí Newtonovým zákonem viskozity ve tvaru

τ = η
dv

dy
, (3.9)

kde τ vyjadøuje vnitøní tøení (teèné napìtí), η znaèí dynamickou viskozitu (vlastnost
kapaliny, závislá na teplotì a tlaku) a dv

dy
je gradient rychlosti.

Nenewtonské kapaliny nemají teèné napìtí pøímo úmìrné gradientu rychlosti, ale je
pouze obecnì jeho funkcí

τ = f

(
dv

dy

)
. (3.10)
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3. PROUDÌNÍ KAPALINY

K matematickému popisu se tak u tìchto kapalin pou¾ívají rùzné reologické modely, o kte-
rých nalezneme více napø. v [4].

U reálné kapaliny rozli¹ujeme obecnì dva typy proudìní - laminární a turbulentní -
které dále blí¾e popí¹eme.

3.3.1. Laminární proudìní

Pøi laminárním proudìní se èástice pohybují ve vrstvách a nedochází tak ke køí¾ení proud-
nic, viz obrázek 3.4.

Navier-Stokesovy rovnice popisují laminární proudìní reálné kapaliny. Vektorový tvar
této rovnice má pro stlaèitelnou kapalinu tvar

~A− 1

ρ
grad(p) + ν∆~v +

ν

3
grad(div(~v)) =

∂~v

∂t
+ (~v · ∇)~v, (3.11)

kde ν znaèí kinematickou viskozitu kapaliny, která se dá vyjádøit jako podíl dynamické
viskozity a hustoty

ν =
η

ρ
. (3.12)

V rovnici (3.11) vyjadøuje èlen ν∆~v tøecí zrychlení. Podobný význammá i èlen ν
3

grad(div(~v)),
který ov¹em vyjadøuje tøecí zrychlení vzhledem ke stlaèitelnosti kapaliny. Zbylé èleny rov-
nice mají stejný význam jako u Eulerovy rovnice hydrodynamiky (3.7).

Pro nestlaèitelnou kapalinu platí (3.8) a díky tomu se Navier-Stokesovy rovnice (3.11)
zjednodu¹í na tvar

~A− 1

ρ
grad(p) + ν∆~v =

∂~v

∂t
+ (~v · ∇)~v. (3.13)

Doplòme je¹tì rovnici kontinuity reálné kapaliny

∂p

∂t
+ div(ρ~v) = 0 (3.14)

a její tvar pro stacionární proudìní

div(ρ~v) = 0. (3.15)

Obrázek 3.4: Laminární proudìní
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3.3. PROUDÌNÍ REÁLNÉ KAPALINY

3.3.2. Turbulentní proudìní

U turbulentního proudìní mù¾e docházet ke køí¾ení jednotlivých proudnic. Èástice mají
kromì postupné rychlosti i tzv. uktuaèní (turbulentní) slo¾ku rychlosti v′, která je zod-
povìdná za pøemís»ování èástic v prùøezu, viz obrázek 3.5.

Pøechod mezi laminárním a turbulentním proudìním urèuje Reynoldsovo èíslo Re de-
�nované vztahem

Re =
vd

ν
,

kde v je støední rychlost kapaliny, d charakteristický rozmìr a ν je kinematická viskozita.
Je-li hodnota Reynoldsova èísla vìt¹í ne¾ kritické Reynoldsovo èíslo, tedy platí-li Re >
Rekr, dochází k turbulentnímu proudìní. Hodnoty Rekr se vztahují ke konkrétní kapalinì
a konkrétnímu tvaru obtékaného pro�lu. Napø. pro proudìní vody v potrubí s kruhovým
prùøezem platí Rekr = 2320.

Turbulentní proudìní popisují Reynoldsovy rovnice. Ty vychází z Navier-Stokesových
rovnic, ve kterých navíc zahrnujeme turbulentní napìtí. Uveïme tvar Reynoldsovy rovnice
pro x-ovou souøadnici:

Ax −
1

ρ

∂p

∂x
=
∂vx
∂t

+ ν∆vx +
∂(v′xv

′
x)

∂x
+
∂(v′xv

′
y)

∂y
+
∂(v′xv

′
z)

∂z
. (3.16)

V rovnicích se vyskytují støední hodnoty velièin. Poslední tøi èleny vyjadøují uktuaèní
zrychlení od pøídavných turbulentních napìtí. [13] Spoleènì s rovnicí kontinuity tak do-
staneme soustavu 4 rovnic pro 10 neznámých. Tuto soustavu tedy nelze vyøe¹it, a proto se
k pøibli¾nému øe¹ení zavádìjí doplòující pøedpoklady a vytváøí se tak rùzné matematické
modely turbulence. [5]

Obrázek 3.5: Turbulentní proudìní
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4. POHYB ÈÁSTICE PO TRAJEKTORII TVARU PROSTOROVÉ SPIRÁLY

4. Pohyb èástice po trajektorii tvaru
prostorové spirály

Uva¾ujme dále reálnou nestlaèitelnou kapalinu s laminárním proudìním. Základem
pro analýzu takového proudìní jsou Navier-Stokesovy rovnice (3.13) a rovnice kontinuity
(3.8). Pro pøehlednost uveïme znovu jejich tvary

∂~v

∂t
+ (~v · ∇)~v = ~A− 1

ρ
grad(p) + ν∆~v, (4.1)

div(~v) = 0. (4.2)

Vektorový zápis rovnice (4.1) mù¾eme rozepsat do jednotlivých slo¾ek (souøadnic). Na-
pøíklad pro válcový souøadnicový systém dostaneme

∂vr
∂t

+ (~v · ∇)vr = Ar −
1

ρ

∂p

∂r
+ ν

(
∆vr −

vr
r2
− 2

r2
∂vϕ
∂ϕ

)
, (4.3)

∂vϕ
∂t

+ (~v · ∇)vϕ = Aϕ −
1

ρr

∂p

∂ϕ
+ ν

(
∆vϕ −

vϕ
r2

+
2

r2
∂vr
∂ϕ

)
, (4.4)

∂vz
∂t

+ (~v · ∇)vz = Az −
1

ρ

∂p

∂z
+ ν∆vz. (4.5)

Rovnice kontinuity (4.2) má ve válcových souøadnicích tvar

∂vr
∂r

+
vr
r

+
1

r

∂vϕ
∂ϕ

+
∂vz
∂z

= 0. (4.6)

Nyní upravme Navier-Stokesovy rovnice (4.1) do jednodu¹¹ího tvaru. Nìkteré èleny
této rovnice vyjádøíme pomocí identit (2.9) a (2.10), podle kterých platí

(~v · ∇)~v =
1

2
grad(‖~v‖2)− ~v × rot(~v) (4.7)

a také
∆~v = grad(div(~v))− rot(rot(~v)). (4.8)

Identita (4.8) se po uvá¾ení rovnice kontinuity (4.2) zjednodu¹í na tvar

∆~v = − rot(rot(~v)), (4.9)

nebo» je zøejmé, ¾e platí grad(0) = ~o. Po dosazení (4.7) a (4.9) do rovnice (4.1) dostáváme
Navier-Stokesovy rovnice ve tvaru

∂~v

∂t
+

1

2
grad(‖~v‖2)− ~v × rot(~v)− ~A+

1

ρ
grad(p) + ν rot(rot(~v)) = 0. (4.10)

Pokraèujme dále v úpravách. Ve druhé i tøetí kapitole jsme zavedli pojem vír rychlosti
proudìní ~Ω de�nován vztahem

~Ω = rot(~v). (4.11)

17



Dále platí, ¾e gradient je aditivní operátor, co¾ pøímo vyplývá z jeho de�nice a linearity
(parciálních) derivací. Obecnì tedy platí

grad(a+ b) = grad(a) + grad(b), (4.12)

kde a, b jsou libovolná skalární pole.
Vzhledem k (4.11) a (4.12) se Navier-Stokesovy rovnice (4.10) upraví na tvar

∂~v

∂t
+ ν rot(~Ω)− ~v × ~Ω + grad

(
p

ρ
+

1

2
‖~v‖2 − ~A · ~x

)
= 0 (4.13)

V této rovnici oznaème vztahem

Y =

(
p

ρ
+

1

2
‖~v‖2 − ~A · ~x

)
(4.14)

lokální mìrnou energii v bodì (~x, t), kde ~x je polohový vektor ~x = (x, y, z). [9]
Navier-Stokesovy rovnice mají po tìchto úpravách tvar

∂~v

∂t
+ ν rot(~Ω)− ~v × ~Ω + grad(Y ) = 0. (4.15)

Dále uva¾ujme pohyb èástice kapaliny po trajektorii tvaru prostorové spirály. Pod-
mínku pro tento pohyb lze vyjádøit vztahem [9]

~v × ~Ω = ~o. (4.16)

Za uvá¾ení této podmínky (4.16) se Navier-Stokesovy rovnice (4.15) zjednodu¹í na koneèný
tvar

∂~v

∂t
+ ν rot(~Ω) + grad(Y ) = 0. (4.17)

Pokud je výsledkem vektorového souèinu dvou vektorù nulový vektor, znamená to,
¾e jsou vektory kolineární (lineárnì závislé). Z podmínky (4.16) tedy plyne, ¾e vektor
víøivosti ~Ω je kolineární s vektorem rychlosti ~v a mù¾eme psát:

~Ω = rot(~v) = λ(~x)~v, (4.18)

kde λ(~x) je neznámá skalární funkce. Dosazením (4.18) do vyjádøení Laplaceova operátoru
na vektor rychlosti (4.9) dostáváme

∆~v = − rot(λ~v). (4.19)

Tuto rovnici upravíme podle identity (2.6) na tvar

∆~v = − rot(λ~v) = −(λ rot(~v) + grad(λ)× ~u) (4.20)

a nakonec vyu¾ijeme opìt (4.18) a mù¾eme tak psát

∆~v + grad(λ)× ~v + λ2~v = 0. (4.21)

Z rovnice (4.21) a rovnice kontinuity (4.2) mù¾eme pøi zadaných okrajových podmínkách
stanovit neznámou skalární funkci λ(~x) a neznámou rychlost proudìní kapaliny ~v a tím
vyøe¹it a popsat pohyb po prostorové spirální trajektorii. [9]
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4. POHYB ÈÁSTICE PO TRAJEKTORII TVARU PROSTOROVÉ SPIRÁLY

Vra»me se je¹tì k funkci λ(~x). Rovnici, ve které jsme tuto funkci de�novali (4.18),
vynásobíme skalárnì vektorem ~v a dostaneme tak

rot(~v) · ~v = λ~v · ~v. (4.22)

Z tohoto tvaru mù¾eme vyjádøit funkci λ

λ =
rot(~v) · ~v
~v · ~v

. (4.23)

Tato hodnota vyjadøuje tzv. helicitu, která je spojena s velikostí druhé køivosti (torze)
prostorové køivky. Helicita urèuje míru odklonu proudového pole kapaliny (obecnì teku-
tiny) od pole kvazipotenciálního de�novaného vztahem (2.2). Pro kvazipotenciální pole
tedy platí λ = 0. [9]

Kvazipotenciální pole mù¾eme vyjádøit ve tvaru

~v = κ grad(φ), (4.24)

kde κ a φ jsou skalární funkce.

Dùkaz. Dùkaz provedeme pøímým dosazením rovnice (4.24) do vztahu (2.2). Platí

rot(κ grad(φ)) · (κ grad(φ)) = 0 (4.25)

a vzhledem k identitì (2.6) mù¾eme psát

[κ rot(grad(φ))− grad(φ)× grad(κ)] · (κ grad(φ)) = 0. (4.26)

Dále díky identitì (2.8) se rovnice zjednodu¹í na tvar

[grad(κ)× grad(φ)] · (κ grad(φ)) = 0. (4.27)

Pro smí¹ený souèin vektorù obecnì platí [7]

~a · (~b× ~c) = ~b · (~c× ~a) = ~c · (~a×~b).

Vzhledem k této vlastnosti a komutativitì skalárního souèinu vektorù mù¾eme rovnici
(4.27) pøepsat do tvaru

grad(κ) · [κ grad(φ)× grad(φ)] = 0. (4.28)

Vektory κ grad(φ) a grad(φ) jsou zjevnì kolineární a výsledkem jejich vektorového souèinu
je tedy nulový vektor. Poslední identita tak platí pro libovolné κ a φ, èím¾ jsme dokázali
platnost (4.24).

Pro kvazipotenciální proudìní nestlaèitelné kapaliny mù¾eme sestavit soustavu rovnic

rot

(
1

κ
~v

)
= ~o, (4.29)

div(~v) = 0, (4.30)

kde ~v = κ grad(φ).
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5. Pøíklady
V této kapitole vyu¾ijeme køivoèaré souøadnicové systémy a vyjádøení diferenciálních

operátorù v tìchto souøadnicích na konkrétních pøíkladech. Nejprve krátce popí¹eme nu-
merickou metodu pro výpoèet øe¹ení okrajových úloh - tzv. metodu sítí. Potom uvedeme
pøíklady potenciálního 2D proudìní v polárních souøadnicích a eliptických souøadnicích.
Okrajové úlohy jsou podrobnì popsány v [11] a [3]. V této práci je nebudeme blí¾e popi-
sovat.

5.1. Diferenèní metoda

Diferenèní metoda, nìkdy oznaèována jako metoda sítí nebo metoda koneèných diferencí,
slou¾í pro numerické øe¹ení (parciálních) diferenciálních rovnic. Spoèívá v tom, ¾e na
oblasti, ve které hledáme øe¹ení dané rovnice, zvolíme koneènou mno¾inu bodù - tzv. sí».
V tìchto bodech, které nazýváme uzly sítì, poté hledáme aproximaci øe¹ení.

Pro ka¾dý bod sestavíme tzv. sí»ovou rovnici tak, ¾e derivace nahradíme diferenèním
podílem. V této práci poèítáme s centrální diferencí, podle které aproximujeme derivace
následujícími vztahy. Pro pøípad jedné dimenze, u = u(x), dostáváme pro první a druhou
derivaci

∂u

∂x
=

Ui+1 − Ui−1
2∆x

+O(∆x)2, (5.1)

∂2u

∂x2
=

Ui+1 − 2Ui + Ui−1
(∆x)2

+O(∆x)2. (5.2)

Ve dvou dimenzích, pro u = u(x1, x2), poté

∂u

∂x1
=

Ui+1,j − Ui−1,j
2∆x1

+O(∆x1)
2, (5.3)

∂2u

∂x21
=

Ui+1,j − 2Ui,j + Ui−1,j
(∆x1)2

+O(∆x1)
2 (5.4)

a obdobnì pro promìnnou x2. Chybové èleny O zanedbáme a získáme tak soustavu n al-
gebraických rovnic, kde n je poèet uzlù.

Více informací o této metodì mù¾eme najít napø. v [11] nebo v [3].

5.2. Pøíklad 1 - Potenciální proudìní na oblasti mezi-

kru¾í

V prvním pøíkladì uva¾ujme rovinné kvazipotenciální proudìní v oblasti tvaru mezikru¾í
o krajních hodnotách R1 a R2. Na této oblasti zavedeme polární souøadnice, viz obrázek
5.1.

Pro rychlost kvazipotenciálního proudìní platí (4.24). Pokud zvolíme κ = 1, pole je
pøímo potenciální a mù¾eme psát ~v = grad(φ). Pak se rovnice kontinuity (4.30) pøevede
na tvar

∆φ = 0. (5.5)
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5. PØÍKLADY

Obrázek 5.1: Pøíklad 1

Rovnice (5.5) se nazývá Laplaceova rovnice. [3] Vyjádøení Laplaceova operátoru v po-
lárních souøadnicích je analogické s vyjádøením ve válcových souøadnicích, mù¾eme tak
psát

∆φ =
1

r

∂

∂r

(
r
∂φ

∂r

)
+

1

r2
∂2φ

∂ϕ2
= 0. (5.6)

Vzhledem k tomu, ¾e je oblast symetrická podle ϕ a okrajové podmínky zadáme té¾
symetrické podle ϕ, platí ∂φ

∂ϕ
= 0. Potenciál φ je tedy závislý pouze na souøadnici r:

φ = φ(r). Stejnì tak i pro rychlost ~v platí ~v = ~v(r). Problém se tak zjednodu¹í na 1D
proudìní.

Øe¹íme tedy diferenciální rovnici pro neznámou skalární funkci φ

1

r

∂

∂r

(
r
∂φ

∂r

)
= 0 (5.7)

s okrajovými podmínkami

φ(R1) = K, (5.8)

φ(R2) = 0, (5.9)

kde K < 0. Tento okrajový problém lze øe¹it analyticky. Integrací rovnice (5.7) podle r
dostáváme

r
∂φ

∂r
= C1, (5.10)

kde C1 ∈ R a upravíme na tvar
∂φ

∂r
=
C1

r
(5.11)

opìtovnou integrací dostáváme obecné øe¹ení diferenciální rovnice (5.7)

φ = C1 ln(r) + C2, (5.12)
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5.2. PØÍKLAD 1 - POTENCIÁLNÍ PROUDÌNÍ NA OBLASTI MEZIKRU®Í

kde C1, C2 ∈ R. Dosazením okrajových podmínek (5.8) a (5.9) získáme hodnoty konstant
C1 a C2

C1 =
K

ln
(
R1

R2

) , (5.13)

C2 = −K ln(R2)

ln
(
R1

R2

) . (5.14)

a dostaneme partikulární øe¹ení odpovídající okrajovým podmínkám

φ =
K

ln
(
R1

R2

) ln(r)− K ln(R2)

ln
(
R1

R2

) , (5.15)

které je¹tì zjednodu¹íme substitucí na tvar

φ = K0 ln(r)−K0 ln(R2), (5.16)

kde K0 = K
ln(R1/R2)

.

Pro rychlost ~v pak v polárních souøadnicích platí

~v = grad(φ) =

(
∂φ

∂r
,
1

r

∂φ

∂ϕ

)
=

(
∂φ

∂r
, 0

)
=

(
K0

1

r
, 0

)
(5.17)

Výpoèet byl proveden i numericky pomocí metody koneèných diferencí. Výsledné skalární
pole potenciálu φ mù¾eme vidìt na obrázku 5.2 a vektorové pole rychlosti ~v na obrázku
5.3. Pro vykreslení v programu Matlab bylo potøeba pøevést výsledky do kartézských
souøadnic x, y.

Obrázek 5.2: Pø. 1 - výsledný potenciál φ Obrázek 5.3: Pø. 1 - výsledná rychlost ~v
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5. PØÍKLADY

5.3. Pøíklad 2 - Potenciální proudìní na oblasti výseèe

mezikru¾í

Uva¾ujme opìt rovinné potenciální proudìní, tentokrát v oblasti tvaru výseèe mezikru¾í
o krajních hodnotách R1 = 3, R2 = 6, ϕ1 = 0◦, ϕ2 = 60◦. Na této oblasti zavedeme
polární souøadnice, viz obrázek 5.4.

Obrázek 5.4: Pøíklad 2

Opìt øe¹íme parciální diferenciální rovnici pro neznámou skalární funkci φ, nyní ji uveïme
v rozepsaném tvaru

∆ =
1

r

∂φ

∂r
+
∂2φ

∂r2
+

1

r2
∂2φ

∂ϕ2
= 0. (5.18)

Doplníme smí¹ené okrajové podmínky

φ(R1, ϕ) = K, (5.19)

φ(r, 0) = φ(r, 60◦) = L, (5.20)
∂φ

∂n
(R2, ϕ) = 0. (5.21)

Tuto okrajovou úlohu ji¾ nelze øe¹it analyticky a tak k výpoètu potenciálu φ resp. rychlosti
~v vyu¾ijeme metodu koneèných diferencí, viz kapitola 5.1. Z diferenciální rovnice (5.18)
dostaneme sí»ovou rovnici ve tvaru

r2i
φi−1,j − 2φi,j + φi+1,j

(∆r)2
+ ri

φi+1,j − φi−1,j
2(∆r)

+
φi,j−1 − 2φi,j + φi,j+1

(∆ϕ)2
= 0 (5.22)

pro v¹echny aproximace φ(ri, ϕj) ≈ φi,j. Výsledné vektorové pole rychlosti mù¾eme vidìt
na obrázku 5.5. Pro porovnání výsledku pøilo¾me vykreslené vektorové pole rychlosti
vypoèítané funkcí pdetool programu Matlab, která øe¹í okrajové úlohy pomocí metody
koneèných prvkù, viz obrázek 5.6.
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5.3. PØÍKLAD 2 - POTENCIÁLNÍ PROUDÌNÍ NA OBLASTI VÝSEÈE MEZIKRU®Í

Obrázek 5.5: Pøíklad 2 - vektorové pole rychlosti ~v

Obrázek 5.6: Rychlost ~v vypoèítaná pomocí programu Matlab
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5. PØÍKLADY

V pøípadì rùzných okrajových podmínek pro ϕ1 = 0◦ a ϕ2 = 60◦, napøíklad

φ(r, 0) = 1, (5.23)

φ(r, 60◦) = 0, (5.24)

dostaneme nesymetrické vektorové pole, viz obrázek 5.7.

Obrázek 5.7: Vektorové pole rychlosti ~v, nesymetrické okrajové podmínky
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5.4. PØÍKLAD 3 - ROZ©IØUJÍCÍ SE POTRUBÍ

5.4. Pøíklad 3 - Roz¹iøující se potrubí

Znovu budeme poèítat s potenciálním proudìním, tentokrát na roz¹iøující se zakøivené 2D
oblasti, viz obrázek 5.8.

Obrázek 5.8: Pøíklad 3

Na této oblasti zavedeme eliptický souøadnicový systém

x = a coshµ cos ν, (5.25)

y = a sinhµ sin ν, (5.26)

kde a = konst., µ > 0 a ν ∈ 〈0, 2π〉. Z obrázku 5.9 je patrné, ¾e tento systém je slo¾en
z elips, které odpovídají souøadnici µ, a hyperbol, které odpovídají souøadnici ν. Kon-
stanta a odpovídá vzdálenosti mezi poèátkem [0, 0] a ohniskem elips. Pøesný tvar na¹í
oblasti tedy urèujeme volbou parametrù a, µ1 a µ2, kde hodnota µ1 odpovídá hornímu
zakøivenému okraji potrubí a hodnota µ2 dolnímu okraji potrubí.

K vyøe¹ení budeme potøebovat vyjádøení gradientu a Laplaceova operátoru v tìchto
souøadnicích. Podle (2.15) vypoèítáme Laméovy koe�cienty, které jsou v tomto pøípadì
shodné pro souøadnici µ i ν

hµ = hν = a

√
sinh2 µ+ sin2 ν. (5.27)

Pro gradient a Laplaceùv operátor poté dostáváme

grad(φ) =
1

a
√

sinh2 µ+ sin2 ν

(
∂φ

∂µ
,
∂φ

∂ν

)
, (5.28)

∆φ =
1

a2(sinh2 µ+ sin2 ν)

(
∂2φ

∂µ2
+
∂2φ

∂ν2

)
. (5.29)

Znovu øe¹íme Laplaceovu rovnici

∆φ =
1

a2(sinh2 µ+ sin2 ν)

(
∂2φ

∂µ2
+
∂2φ

∂ν2

)
= 0, (5.30)
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5. PØÍKLADY

Obrázek 5.9: Eliptické souøadnice [15]

kterou mù¾eme tentokrát upravit na jednoduchý tvar

∂2φ

∂µ2
+
∂2φ

∂ν2
= 0. (5.31)

Pøidáme okrajové podmínky

φ(µ,
3

2
π) = K, (5.32)

φ(µ, 2π) = L, (5.33)
∂φ

∂n
(µ1, ν) = 0, (5.34)

∂φ

∂n
(µ2, ν) = 0, (5.35)

kde pro konstanty K a L platí K < L a pro krajní hodnoty souøadnice µ platí µ1 < µ2.
Výpoèet provedeme opìt pomocí metody koneèných diferencí. Sí»ová rovnice, kterou

získáme z rovnice (5.31), má v tomto pøípadì tvar

φi−1,j − 2φi,j + φi+1,j

(∆µ)2
+
φi,j−1 − 2φi,j + φi,j+1

(∆ν)2
= 0. (5.36)

Dostaneme øe¹ení potenciálu φ v odpovídajících uzlech. Pro rychlost ~v pak platí

~v = grad(φ) =
1

a
√

sinh2 µ+ sin2 ν

(
∂φ

∂µ
,
∂φ

∂ν

)
. (5.37)

Výsledné vektorové pole mù¾eme vidìt na obrázku 5.10.
Tato oblast byla navr¾ena tak, aby pøibli¾nì odpovídala meridiálnímu øezu radiálního

odstøedivého èerpadla, který mù¾eme vidìt na obrázku 5.11.
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Obrázek 5.10: Pøíklad 3 - vektorové pole rychlosti ~v

Obrázek 5.11: Meridiální øez radiálního èerpadla
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6. ZÁVÌR

6. Závìr
Prvním cílem práce byla de�nice køivoèarých souøadnic a vyjádøení operátorù gradi-

ent, divergence, rotace a Laplaceova operátoru v køivoèarých souøadnicích. Ve 2. kapitole
jsme uvedli vzorce pro výpoèet tìchto operátorù v ortogonálních køivoèarých souøadni-
cích pomocí Laméových koe�cientù. Z tìchto vzorcù jsme následnì odvodili vztahy pro
válcový souøadnicový systém. V podkapitole 2.2 jsme dokázali nìkolik identit vektorové
analýzy.

Dal¹ím cílem byla analýza spirální trajektorie èástice kapaliny. Ve 3. kapitole jsme
obecnì rozebrali proudìní ideální a reálné kapaliny s pøihlédnutím na matematický popis.
V následující 4. kapitole byl odvozen tvar Navier-Stokesových rovnic pro spirální trajekto-
rii. Z podmínky pro pohyb èástice po prostorové spirále jsme odvodili vztah pro výpoèet
helicity a také jsme popsali kvazipotenciální proudìní, které s helicitou souvisí.

V 5. kapitole jsme øe¹ili pøíklady potenciálního proudìní na zadaných oblastech, které
jsme popsali køivoèarými souøadnicemi. Zaèali jsme jednoduchým pøíkladem 1D proudìní,
dále jsme øe¹ili proudìní na oblasti výseèe mezikru¾í a nakonec proudìní na zakøivené
roz¹iøující se 2D oblasti. V¹echny pøíklady jsme spoèítali numericky metodou koneèných
diferencí pomocí vlastních skriptù v programu MATLAB, ve kterém jsme poté také vy-
kreslili výsledky. Dal¹ím logickým krokem by bylo øe¹ení potenciálního proudìní v nìjaké
3D oblasti.

K samotnému modelování proudìní kapaliny na trajektorii prostorové spirály, které je
nutné øe¹it právì v trojrozmìrném prostoru, jsme se v práci z èasových dùvodù nedostali.
Nicménì výsledky této bakaláøské práce mohou být pou¾ity v navazující diplomové práci.
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7. Seznam pou¾itých symbolù a
velièin

Oznaèení Jednotka Popis

~A m · s−2 vnìj¹í objemové zrychlení
K,K0, L 1 konstanty v pøíkladech
p Pa tlak
R1, R2 m krajní hodnoty (výseèe) mezikru¾í v pøíkladech 1 a 2
Re 1 Reynoldsovo èíslo
t s èas
~v m · s−2 rychlost kapaliny
Y J · kg−1 lokální mìrná energie
δij 1 Kroneckerovo delta
εijk 1 Levi-Civitùv tenzor
η Pa · s dynamická viskozita
ν m2 · s−1 kinematická viskozita
µ1, µ2 m krajní hodnoty souøadnice µ v pøíkladu 3
ρ kg ·m−3 hustota
τ Pa teèné napìtí
ϕ1, ϕ2 rad krajní hodnoty výseèe mezikru¾í v pøíkladu 2
Ω rad · s−1 vír rychlosti
x, y, z m kartézské souøadnice
r, ϕ, (z) m, rad, (m) polární (válcové) souøadnice
µ, ν m, rad eliptické souøadnice
r, θ, ϕ m, rad, rad sférické souøadnice
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8. SEZNAM PØÍLOH

8. Seznam pøíloh
K práci je pøilo¾en CD nosiè, který obsahuje elektronickou verzi práce a zdrojové kódy

skriptù programu MATLAB pro jednotlivé pøíklady:

• 2017 BP Klimes Ondrej 170446.pdf

• Priklad1 mezikruzi.m

• Priklad2 vysec mezikruzi.m

• Priklad3 rozsirujici se potrubi.m
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