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Abstrakt

Tato bakalarské prace se zabyva vyjadienim diferencidlnich operatori gradient, diver-
gence, rotace a Laplaceova operdtoru v ortogondlnich kiivocarych soutfadnicich. Odvo-
zeny jsou vzorce pro valcovy souradnicovy systém. Dale je analyzovano proudéni kapaliny
s trajektorii tvaru prostorové spiraly, pro které jsou odvozeny Navier-Stokesovy rovnice.
Nakonec jsou vyfeSeny tii piiklady potencidlniho proudéni v roviné na oblastech po-
psanych polarnimi a eliptickymi souradnicemi. Vypocet je proveden numericky metodou
kone¢nych diferenci v programu MATLAB.

Summary

This bachelor thesis deals with the expression of differential operators gradient, diver-
gence, curl and Laplace operator in orthogonal curvilinear coordinates. The formulas for
cylindrical coordinate system are derived. Further, liquid flow with a trajectory of spatial
spiral shape is analyzed, for which the Navier-Stokes equations are derived. Finally, three
examples of potential flow in the plane are solved in the areas described by polar and

elliptical coordinates. The calculation is done numerically by the final differences method
in MATLAB.

Kli¢ova slova
kfivocaré soutadnice, diferencidlni operatory, proudéni kapaliny, spiralni trajektorie, po-
tencidlni proudéni

Keywords
curvilinear coordinates, diferential operators, fluid flow, spiral trajectory, potential flow

KLIMES, O. Analijza proudéni kapaliny s trajektorii tvaru prostorové spirdly. Brno: Vy-
soké uceni technické v Brné, Fakulta strojniho inzenyrstvi, 2017. 33 s. Vedouci doc. Ing.
Simona Fialova, Ph.D.






Prohlasuji, Ze jsem bakalaiskou praci Analyjza proudéni kapaliny s trajektorii tvaru
prostorove spirdly vypracoval samostatné pod vedenim doc. Ing. Simony Fialové, Ph.D. s
pouzitim materialti uvedenych v seznamu literatury.

Ondrej Klimes






Rad bych na tomto misté podékoval své vedouci doc. Ing. Simoné Fialové, Ph.D. za
vedeni mé bakalaiské prace a za vSechny cenné rady a tipy. Déle bych rad podékoval
rodi¢lim a prarodi¢tim za podporu béhem celého studia.

Ondrej Klimes






OBSAH

Obsah

1 Uvod 2
2 Vektorova analyza 3
2.1 Operatory grad, div, rot . . . . . .. . ... L oo 4
2.2 Nékteré identity vektorové analyzy . . . . . ... ... ... ... ..... 5
2.3 Diferencialni operatory v kfivocarych soutadnicich . . . . . . ... ... .. 8

3 Proudéni kapaliny 12
3.1 Rozdéleni proudéni podle kinematickych hledisek . . . . . ... ... ... 12
3.2 Proudéni idedlni kapaliny . . . . . . .. ... Lo 13
3.2.1 Nevifivé (potencidlni) proudéni . . . . . ... ... ... ... ... 13

3.2.2 Vifivé proudéni . . . . ... Lo 14

3.3 Proudéni redlné kapaliny . . . . . . .. .. ..o 14
3.3.1 Lamindrni proudéni . . . . . . . . .. ... Lo 15

3.3.2 Turbulentni proudéni . . . . . . . .. ... .o 16

4 Pohyb ¢&astice po trajektorii tvaru prostorové spiraly 17
5 Priklady 20
5.1 Diferencéni metoda . . . . . . . . ... 20
5.2 Priklad 1 - Potencidlni proudéni na oblasti mezikruzi . . . ... ... ... 20
5.3 Priiklad 2 - Potencialni proudéni na oblasti vyse¢e mezikruzi . . . ... .. 23
5.4 Piiklad 3 - Roz8ifujici se potrubi . . . . . . ... o000 26

6 Zavér 29
7 Seznam pouzitych symboli a veli¢in 32
8 Seznam priloh 33



1. Uvod

Pro popis a analyzu proudéni kapaliny je nutné zvladnout matematicky aparat, ktery
pro tento popis pouzivame. Ve vSech zékladnich rovnicich hydrodynamiky, jako je Eule-
rova rovnice hydrodynamiky, Navier-Stokesova rovnice nebo rovnice kontinuity, se vysky-
tuji diferencidlni operatory. Proto bychom méli rozumét tomu, co tyto operatory zname-
naji, a jak se s nimi pocita.

Cilem této bakalarské prace je definice kfivocarych soutadnic a vyjadieni diferencial-
nich operatorta v kiivocarych souiadnicich.

V riiznych realnych problémech analyzujeme proudéni na oblasti, kterou lze 1épe po-
psat néjakymi kiivoc¢arymi soutadnicemi nez klasickym kartézskym soutradnicovym sys-
témem. Kvili tomu potfebujeme vyjadieni diferencidlnich operatort a nasledné i rovnic
v téchto kfivocarych soutadnicich. Odvozeni v obecnych kfivoc¢arych souradnicich pomoci
kovariatnich a kontravariatnich komponentti metrického tenzoru najdeme napf. v Br-
di¢ka [2]. Spojitost s Christoffelovymi symboly uvadi Sungnul [12]. V Redzié¢ [10] nebo
v Nikitin [8] nalezneme odvozeni pro specidlni piipad ortogonélnich kfivocarych souradnic
pomoci tzv. Laméovych (metrickych) koeficienti.

Dalsim cilem préace je analyzovat proudéni kapaliny s trajektorii tvaru prostorové
spiraly. Spiralni vir vznika napiiklad v savce turbiny. Pfi analyze tohoto proudéni budeme
vychézet z Pochyly [9]. Problematikou spiralnich virt se $iroce zabyva Kuibin v [1] nebo
i v nékolika jeho ¢lancich, napt. v [6].

Motivaci pro popis a analyzu proudéni muze byt tzv. tvarova optimalizace, napfii-
klad pro ¢asti hydraulickych stroji. Pokud dokazeme popsat proudéni na néjaké oblasti,
muzeme pak zménou tvaru dosdhnout zmény proudéni podle naSich pozadavki.

Prace obsahuje matematickou teorii vektorové analyzy, obecny popis proudéni idealni
a realné kapaliny, dale samotnou analyzu pohybu po prostorové spirdle a na zavér priklady
potencidlniho proudéni na oblastech popsanych kfivocarymi soutadnicemi.



2. VEKTOROVA ANALYZA

2. Vektorova analyza

Pro popis fyzikalnich veli¢in se Casto setkdvame s pojmem (fyzikalni) pole. Polem
nazyvame veli¢inu, kterd zavisi na poloze v uréitém prostoru.

Funkci a : R™ — R nazyvame skaldrnim polem. Kazdému bodu oblasti U C R™, kde
je funkce a definovana, pfifazuje urcitou ¢iselnou hodnotu (skalar).

Vektorovou funkci @ : R™ — R™ nazyvame vektorovym polem. Podobné kazdému
bodu oblasti U C R™, kde je vektorova funkce @ definovana, pfifazuje urcity vektor o m
slozkéch.

Déle budeme uvazovat pouze trojrozmérny prostor, tedy m = 3, a = a(x,y,z) a
u=1u(z,y,z), kde x, y, z jsou kartézské soutadnice.

Ptikladem skalarniho pole je teplota, tlak nebo hustota, vektorovym polem miize byt
napt. sila v gravita¢nim poli, intenzita magnetického a elektrického pole nebo, jak tomu
bude v této préci, rychlost proudéni kapaliny. Vektorové pole miizeme znazornit graficky,
viz obrazek 2.1.

Obrazek 2.1: Priklad vektorového pole

V literatufe hydromechaniky (a obecné fyziky) ¢asto pouZivame pro zjednoduseni za-
pisu Finsteinovo sumacni pravidlo. Podle tohoto pravidla provadime sumaci pres kazdy
index, ktery se ve vyrazu vyskytuje pravé dvakrat. Scitdme pies vSechny mozné hodnoty
indexu. M{izeme pfitom vynechat znak sumace 3.

Déle se pro zjednoduseny zapis vyuziva Levi-Civituv tenzor. Je to tenzor tietiho radu,
antisymetricky ve v8ech indexech [2] a plati pro néj:

0, pokudi=jVji=kVi=k
Eijk = 1, Pro €123, €312, €231
-1, PTO €321, €132, €213

Jako priklad uvedme zapis vektorového soucinu dvou vektort. Je-li ¢ = @ x g, pak pro
jednotlivé slozky vektoru c¢; plati
C; = 8Z‘jkajbk. (2.1)



2.1. OPERATORY GRAD, DIV, ROT
2.1. Operatory grad, div, rot

Zavedeme diferencidlni operator 1. fadu, tzv. Hamiltonuv nabla operdtor
o 0 0 0
V = a8 49 ) 9 = _6_’27
ox’ 0y’ 0z oz;

Definice 2.1.1. Gradientem skaldrniho pole a nazyvame funkci

da da Oa da _
A a2 va. | — 7 6

ox’ 0y’ 0z ox;

Vidime, Ze gradient funkce f je vektor, jehoz slozky jsou parcidlni derivace této funkce

podle jednotlivych kartézskych soutadnic. V kazdém bodé vyjadiuje smér nejvétsiho ristu
funkce.

kde ¢; jsou bazové vektory.

grad(a) = Va = (

Definice 2.1.2. Divergenci vektorového pole i nazyvame funkci

8u1 a’u,z au?, au,
=+ 5+ = .

ox dy 0z oz;
Divergence je soucet parcidlnich derivaci jednotlivych slozek podle jednotlivych kartéz-
skych soufadnic. Vysledkem divergence je tedy skalar. Je-li div(@) = 0, pak je 4 nezridlové
vektorové pole. Naopak plati-li div(#) # 0 nazveme pole 4 zfidlové.

Plati-li pro konkrétni bod A uvazované oblasti div(@)(A) > 0, pak je v bodé A zridlo.
Naopak pokud plati v bodé A div(w@)(A) < 0, pak je v bodé A nor (propad).

Pokud ¢ vyjadruje rychlost proudéni kapaliny, pak pro nestlacitelnou kapalinu plati
div(?) = 0. Tato rovnice je vyjadfenim rovnice kontinuity pro nestlacitelnou kapalinu, se
kterou budeme pracovat v dalSich kapitolach prace.

div(u) =V -4

Definice 2.1.3. Rotaci vektorového pole @ nazyvame funkci

rot(f) = V x if = (%_%,%_%7%_%)_

Jednotlivé slozky rotace mizeme vyjadrit jako

auk
I‘Oti(ﬂ:) = &iik <—) .
J al’j

Plati-li rot(u@) = o' nazyvame @ nevirové vektorové pole. Naopak je-li rot(%) # 0 nazyvame
U virové vektorové pole. Pokud pro konkrétni bod A uvazované oblasti plati rot(«)(A) # 0,
fekneme, ze je v bodé A wir.

Nevirové pole oznacujeme nékdy jako pole potencidlni. V dalSich kapitolach budeme
také pracovat s pojmem kvazipotencidalni pole, které definujeme jako pole, pro které plati

rot(«) -4 = 0. (2.2)
Pokud ¢ vyjadiuje rychlost proudéni kapaliny, pak definujeme vir rychlosti () vztahem
Q = rot(?). (2.3)

V anglické literatufe se pro rotaci pouziva oznaceni curl ().
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Pozndmka. Divergenci a rotaci mizeme téz definovat pomoci integralnich vét. Divergence
je spjata s Gauss - Ostrogradského vétou, kterd dava do souvislosti plosny a objemovy
integral. Rotace figuruje ve Stokesove wveéte, kterd prevadi plosny integral na kiivkovy a
naopak. Tvary i odvozeni téchto integralnich vét nalezneme napft. v [2].

2.2. Neékteré identity vektorové analyzy

V nasledujici podkapitole uvedeme nékolik identit vektorové analyzy, které budou pouzity
v dalsich kapitolach prace. VSechny identity lze dokdzat piimym rozepsanim a porovnéa-
nim levé a pravé strany. V jednotlivych dikazech ale pouzijeme riizné zpiisoby vyjadieni
jednotlivych ¢lent identit.

Nejprve uvedme, jak lze vyjadrit divergenci vektoru, vynasobeného skalarni funkci, a
divergenci vektorového souc¢inu dvou vektort:

div(a-4) = a-div(d)+

div(d x v) = ¥-rot(ud) —

- grad(a), (2.4)
- rot (7). (2.5)

Diikaz. Ovéteni (2.4) provedeme pomoci (Einsteinova) sumaéniho zépisu divergence a
pravidla pro derivaci souc¢inu.

, . J(au;) Oa ou; da Ou;
div(a - @) = o~ \ g + 9.0 = a5t + am

Posledni tvar uz zjevné odpovida pravé strané identity (2.4) u - grad(a) + a - div(4).
Pro dikaz (2.5) pouzijeme zapis rotace a vektorového sou¢inu pomoci Levi-Civitova
symbolu, Einsteinovo sumaéni pravidlo a vyjadieni vektorového soucinu (2.1). Plati

o(u x v);  Oeinujvg) ou; v,
( ) 81’, 81’, k=igh 81’, g=igh 81’,
Z definice Levi-Civitova tenzoru je ziejmé, Ze plati €, = —€jix = €xij, @ po uvazeni
definice slozek rotace dostdvame identitu (2.5). [7]
]
Rotaci vektoru nasobeného skalarni funkci lze vyjadrit jako
rot(a - 4) = a - rot(d) — u x grad(a). (2.6)

Drikaz. Dilkaz provedeme pomoci pfimého vypocétu. Rozepiseme levou a pravou stranu
identity:

L(2.6) = rot(a - ©) = rot((auy, aus, auz)) =
_ <a(aU3) B d(auy) O(auy) (auz) O(auz) a(aul))

oy 0z = 0Oz ox ' Ox oy
_ (%, 00, Ou Do Ow  Oa = Ou Oa
oy oy > 0z 0z * 9z 9z ' Ox x>
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P(2.6) =a-rot(u) — U x grad(a) =
Ous  Ouy Ou;  Oug Ous  Ouy . da Oda Oa
- (6‘—?;_5’5_%’%_8—?;)_W <_ y _) -
G Y
dy 0z 0z Ox’ Ox dy
< da da  Oa da  Oda aa)

— Uz, U2 Ul

0z ox’ “Ox dy

Z posledniho tvaru P(2.6) je uz patrné, ze identita plati. O

Prozatim jsme aplikovali gradient, divergenci a rotaci pfimo na zkoumané skalarni ¢i
vektorové pole. Slozenim téchto operaci dostaneme pét riznych operaci druhého radu

O = W N =
o,
jms :
<
oy
o
=
o}
(oW
~—~
Q
S~—

Aplikujeme-li divergenci na rotaci, dostaneme vzdy nulu.
div(rot(@)) =0 (2.7)
Driikaz. Vyjadiime divergenci i rotaci pomoci nabla operatoru a dostavame

div(rot(i@) = V- (v x i) = (2 0 2N (Qus _ Ou O Oug Oz Our)
oxr’ 0y 0z
8211,3 8211,2 8211,1 8211,3 8211,2 8211,1

- oydr 020z + 020y  0xdy + 0xdz  Oydz =0

Ul
Podobné, kdyz aplikujeme rotaci na gradient, dostaneme vzdy nulovy vektor
rot(grad(a)) = 0. (2.8)
Drikaz. RozepiSeme vyraz a dostaneme
da Oa Oa
rot(grad(f)) = rot (%’ a_y’é) =
0%a 0%a  0%a 0%a  0%a 0%a .
prnd —_ —_ —_ = 0
Oydz 020y’ 020x  Ox0z’ dxdy  Oyox

O
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Aplikujeme-li divergenci na gradient, definujeme tim diferencidlni operator 2. fadu,
tzv. Laplacetv delta operdtor A

div(grad(a)) = V - grad(a) = V - Va = V?a = Aa.
Snadno odvodime, ze pro Laplaceiv operator plati

SR SR N AL
A=V V=artorTor Loz

1=

a muzeme ho aplikovat na skaladrni i vektorové pole

9%a  0%a 0% 2 8

“o Tap o T Lo

1=

3 3 3 o2
AT = (Aug, Aug, Aug) = Y Auiéi = Y ( %) &
i=1 j

i=1 \j=1 J

Aa

Aplikujeme-li rotaci na rotaci, dostavame
rot(rot(w)) = grad(div(@)) — A (2.9)

Diikaz. Pro dikaz pouzijeme vyjadieni rotace pomoci nabla operatoru. Vyjdeme z iden-
tity, ktera plati obecné pro vektory [7]

UX (Ux W)= (u-w) - v—(d-0)-W=0- (W) — (d- V) -0.
Potom plati

rot(rot(@)) = V x (V x @) = V- (V- @) — (V- V) - @ = grad(div(@)) — Ad.

O
Identitou (2.9) jsme také odvodili vztah mezi zbyvajicimi operacemi druhého fadu.
Posledni identitu si uvedeme bez dikazu. Plati
(0-V)u = 3 grad(||@]|”) — & x rot(u). (2.10)
Vysvétleme si vyznam €lenu (@ - V)u. Skalarni soucin
. 0 0 0 0
(U : V) =U— +tUs— F U3 = Uj—

ox dy 0z 0x;

sdm o sobé nic neznamena, protoze je to stale pouhy (diferencidlni) operator. Neplati
tedy, 7ze @ - V = V - 4 ackoliv je nabla operator V v jistém smyslu vektor. Kdyz tento
diferencial aplikujeme na vektor «, dostaneme
(i V)i = ((d-V)uy, (d-V)ug, (- V)us)
a oznacime-li w = (u - V)i, tak pro j-tou slozku w; dostavame
Ju; Ou,; Ouj  Ouy

Ox oy + s 0z “iaxi‘

Pokud ¢ vyjadfuje rychlost proudéni kapaliny, vyraz (v - V)u predstavuje konvektivni
zrychleni kapaliny (prostorova zména rychlosti).




2.3. DIFERENCIALNI OPERATORY V KRIVOCARYCH SOURADNICICH

2.3. Diferencialni operatory v kfivocarych souradni-
cich

Definice 2.3.1. Kriwocarym souradnicovym systémem qq, .. .,q, v néjaké oblasti U C R"
nazyvame (nelinearni) difeomorfismus ¢ : U — V, kde V' C R™ je oblast v kartézskych
soufadnicich z1,...,x, a piSeme

o :¢(QI7"'7QH>7
(2.11)
Tp = ¢(91» ceey Qn>
Poznamka. Difeomorfisums je zobrazeni, které je spojité diferencovatelné, a existuje k nému

inverzni zobrazeni, které je také spojité diferencovatelné. Pro difeomorfismus plati, ze jeho
jakobian je na uvazované oblasti riizny od nuly

Oz, Om

’76‘]1 6Qn-|
Lo | #0
Ozn ., Oxn

Jq1 Oqn,

Pro odvozeni diferencialnich operatori v obecnych (neortogondlnich) kiivocéarych sou-
fadnicovych systémech je potfebny tenzorovy pocet. Kompletni odvozeni nalezneme napft.
v [2].

V této préci se budeme déle zabyvat pouze ortogonalnimi kfivocarymi soutfadnicovymi
systémy. Mezi né patii vSechny nejcastéji pouzivané souradnicové systémy jako napf.
polarni, valcovy nebo sféricky.

Definice 2.3.2. Mé&me obecné kiivocaré soufadnice (2.11) a v nich polohovy vektor 7

= @) = @1 @)oo Bald - 00)).

Jednotkové bazovée vektory tohoto kfivocarého soutadnicového systému definujeme vzta-
hem

Q
i

T

& = “9‘“ . (2.12)

or
9q;

Definice 2.3.3. Kiivocary souradnicovy systém se nazyva ortogondlni, jestlize pro jeho
béazové vektory plati
6_; . 6} = (Sij,

kde 0;; je tzv. Kroneckerovo delta, pro které plati
5. = 0, proi=j,
Y1 1, proi# .

Poznamka. JednoduSe miizeme fici, Ze k¥ivocary souradnicovy systém je ortogonalni, jest-
lize jsou jeho bazové vektory navzajem kolmé.
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Pro ortogondlni kiivocary soufadnicovy systém zavedeme tzv. Laméovy (metrické)
koeficienty vzorcem

2.13
H Iqr ( )
Vzhledem k (2.12) a (2.13) miZeme psat
or
hiér, = —. 2.14
k= 5 (2.14)

Pro trojrozmérny soutadnicovy systém dostavame [8]

oz \? 8y)2 <az)2
he=1/(22) + (22) 4+ (&£ k=1,2,3. 2.15
’ \/(3%) (3% Oqk (2.15)

Pomoci téchto koeficienti lze snadno zavést obecné vzorce pro vypocet diferencidlnich
operatort v ortogonalnim kfivocarém soutadnicovém systému. Oznac¢me h = hihohs, pro
skaldrni pole a a vektorové pole @ pak plati [8]

(2.16)

(h“’) . (217)

rad(a) = 1 9a 1 0a 1 Oa
& hy Dgy’ hy gy’ hy Dgs

. R _1 8 hu1 8 hu2 8 hU3 . 1 3
) =5, {aql ( ha ) " 9 ( ha ) " s ( )} _EZ

N <h1 |:ah3a3 ah202:| h2 |:ah1(11 ah3a3:|
rot(u) = | — - ;

h g2 dqs ’ ? dqs oq
h3 |:ah2(12 ah1(11:| )
9 _ 2.18
b 00 o (2.18)

a pro uplnost vzorec pro vypocet Laplaceova operatoru
3
1 o h 0?
= _ — 5. 2.19
hz{[(?m( )] o * o) (219)

Nejpouzivanéjsim piikladem ortogonélnich kfivocarych souradnicovych systémi je val-
covy (cylindricky) soufadnicovy systém

T = TCosp,
= rsingy,
z = 2z,

kde r > 0 a 0 < ¢ < 2m, viz obrazek 2.2.
Pomoci vyse uvedenych vztahti odvodime vzorce pro gradient, divergenci a rotaci ve
valcovém souiadnicovém systému. K vypoc¢tu Laméovych koeficientti potfebujeme deri-



2.3. DIFERENCIALNI OPERATORY V KRIVOCARYCH SOURADNICICH

P(r,p,z)

Obrazek 2.2: Valcové sourfadnice

Y

vace jednotlivych kartézskych soufadnic z,y, z podle (ortogonalnich) kfivoc¢arych soufad-

= sin ¢,

0z
ar
0z
0
Oy ’
0z
= o
0z

Tyto derivace dosadime do (2.15) a ziskdme tak Laméovy koeficienty pro valcové soufad-

v/ (cos )2 + (sin)? + 02 =1

(2.20)

V(=71 cos@)? 4+ (—rsing)? + 02 = \/?”2(0082 o +sinfp) =r (2.21)

nic r, @, z
alj—cos
a - (107
%——rsin
8(10_ (107
ox
=9
0z ’
nice
hi = h,=
ho = h,=
hs = h,=v02+02+12=1

(2.22)

Po dosazeni téchto koeficientti do (2.16) - (2.18) dostavame vzorce pro vypocet gradientu,
divergence a rotace ve valcovych souradnicich

grad(a)
div ()

rot(u)

Pridejme jesté vyjadireni Laplaceova operatoru

10

_ (00 100 o0

o \or'rop’oz)’
ou, u, 10u,

e —|—— _—
or r o rdp

B lauz _% ou,

- \rop 0z’ 0z

ou,,

0z’

Ou, Ou,
Cor or

(2.23)
(2.24)
up laur
- a@). (2.25)



2. VEKTOROVA ANALYZA

1 0 9? 1 0% 9?
A = —_— "t =+ —. 2.2
ror * or? * r2 0p? * 022 (2.26)

Jako dal$i priklad uvedme sférické souradnice

= rsinf cosy,
= rsinfsinp,

z = rcosé,

kde r >0,0< 6 <7ma0<y<2m, viz obrazek 2.3.

A
Z

Obrazek 2.3: Sférické souradnice

Bez dal$iho odvozovani uvedme diferencialni operatory pro sférické souradnice

da 10a 1 Oa
o 0 1 Ouy,
div(u) = ( r) + T — (sinfuy) + snd 0y (2.28)
(@ _1 1 /0O(sin Quw) Juyg 1 Ou,  O(ruy)
ro _r sm9 By ) "sinh dp or '’
( aur
50 ) (2.29)
1 8 0 1 0 0 1 0 o
AP 2y, - 9 - 79 2.
r2or (T ar) * r2sin 6 00 (Smeae) * r2sin @ 00 0p? (2:30)
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3. Proudéni kapaliny

Popisem pohybu kapalin (proudénim) se zabyva hydrodynamika. Obecné existuji dva
pristupy, jak vySetifovat pohyb kapaliny. Pti tzv. Lagrangeove metodé si v urcitém case
to zvolime libovolnou ¢astici, jejiz polohu v tomto case mizeme obecné urcit pomoci
kiivocarych soutadnic xg, 4o, 20. Potom bude poloha zkoumané ¢astice zaviset pravé na
jejil pocatecni poloze a casu ¢

f:f(l’o,yo,ZO,t>. (31)

Riznou volbou parametri zg, yo, 2o mizeme zahrnout vSechny ¢astice zkoumané kapaliny.

Castéji oviem pouzivame tzv. Fulerovu metodu, pii které vySetiujeme proudéni kapa-
liny v urc¢itém bodé zkoumaného prostoru o souradnicich x, y, z. Pro rychlost proudéni
kapaliny v tomto bodé v case t pak mizeme psat

U= (z,y,2,t). (3.2)

Zvolime-li pevné ¢as ¢, dostaneme vektorové pole rychlosti proudéni kapaliny.

S Lagrangeovou metodou souvisi pojem trajektorie cdstice kapaliny. Trajektorie je
draha pohybu ¢astice za urcity ¢asovy usek. Jeji parametrické vyjadieni ziskame vylou-
¢enim ¢asu ¢ ze soustavy rovnic (3.1).

S Eulerovou metodou je spjat pojem proudnice (proudovd édra), coz je trajektorie
velmi malého objemu, jejiz te¢na ukazuje v libovolném bodé smér rychlosti pohybujici se
¢astice, viz obrazek 3.1. Svazek proudnic tvori tzv. proudové vlakno. Oznacime-li dx, dy, dz
slozky elementarniho oblouku proudnice, pak mizeme proudnici popsat diferencidlnimi
rovnicemi ve tvaru

dr :dy: dz = v.(x,y, 2, 1) tvy(z,y, 2,1) 1 v.(2,y, 2, 1), (3.3)

kde v, vy, v, jsou slozky vektoru 7. [2]

proudnice

Obrazek 3.1: Proudnice

3.1. Rozdéleni proudéni podle kinematickych hledisek

Podle zévislosti proudéni kapaliny na ¢ase t rozliSujeme staciondrni (ustdlené) a nesta-
ciondrni (neustdlené) proudéni. Pfi stacionarnim proudéni se veli¢iny s ¢asem neméni a

napft. pro rychlost plati
aU — —
— =0, resp. v = U(x,y, 2).

ot
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3. PROUDENI KAPALINY

U nestacionarniho proudéni jsou veli¢iny zavislé na ¢ase a pro rychlost plati naopak

aU — —
— # 0, resp. v = U(x,y, z,1).
ot

Na zéakladé usporadani proudéni v prostoru rozliSujeme prostorové (3D) proudéni, pro
které plati v = (x, y, 2), rovinné (2D) proudéni, analogicky v = ¥(x,y) a jednorozmérné
(1D) proudéni po stiedni proudnici v = v/(x).

3.2. Proudéni idealni kapaliny

Podle fyzikalnich vlastnosti rozlisSujeme dva zékladni modely kapalin - idedlni a redlné ka-
paliny. Idealni (dokonald) kapalina je nestlacitelnd a jeji odpor proti zméné tvaru (visko-
zita) je nulovy. Diky tomuto zjednoduseni je tento model vhodny pro matematické odvo-
zeni mechanickych vlastnosti kapaliny.

3.2.1. Nevifivé (potenciilni) proudéni

Proudéni (idealni) kapaliny nazveme nevifivé, pokud pro jeji rychlost @ resp. vir rychlosti
Q) plati v kazdém bodé
rot(v) = Q = 0. (3.4)

Prakticky to znamena, Ze se castice kapaliny neotaceji kolem vlastni osy. Do nevitivého
proudéni fadime také tzv. potencidlni vir, kdy se ¢astice pohybuji po kruhové trajektorii
kolem virového vldkna (osy), viz obrazek 3.2.

Podle (2.8) je rovnice (3.4) nutnou i posta¢ujici podminkou pro to, aby byl vektor
rychlosti ¥ gradientem néjaké skaldrni funkce ¢. Tuto funkci nazyvame potencidlem rych-
losti (proto o nevifivém proudéni mluvime nékdy jako o proudéni potencialnim). Nevifivé
proudéni tedy miizeme alternativné definovat vztahem

v = grad(¢), (3.5)

kde ¢ je obecné funkei soutadnic z,y, z a ¢asu t.

:\\
proudnice / '

Obrazek 3.2: Nevifivé proudéni, potencialni vir
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3.3. PROUDENI REALNE KAPALINY

3.2.2. Virivé proudéni

U virivého proudéni se ¢astice mohou otacet kolem vlastnich os, viz obrazek 3.3 a pro vir

rychlosti obecné plati ~
Q # 0. (3.6)

proudnice

Obrazek 3.3: Vitivé proudéni

Matematickym popisem proudéni idealni kapaliny je Eulerova rovnice hydrodynamiky.
Jedné se o rovnici silové rovnovahy vztazenou na jednotku hmoty. Jeji vektorovy zapis je

L1 oL
A— ;grad(p) =5 + (V- V)0, (3.7)

kde A je vnéjsi objemové zrychleni, p znaéi hustotu kapaliny a p tlak v kapaliné. Clen
%grad(p) vyjadiuje tlakové zrychleni, ‘g—f predstavuje lokalni zrychleni a ¢len (v - V)U
konvektivni zrychleni (nezévislé na ¢ase). Matematicky smysl posledniho ¢lenu rovnice je
vysvétlen na konci kapitoly 2.2.

Rovnice kontinuity pro idedlni kapalinu ma tvar
div(?) = 0. (3.8)

Tato rovnice vychazi ze zdkona zachovani hmotnosti a jeji odvozeni najdeme napt. v [2].

3.3. Proudéni realné kapaliny

Realné kapaliny jsou stlacitelné a viskézni. V tomto ptripadé je matematicky popis slozity,
a proto vyuzivame experimentalné zjisténé koeficienty.

Rozlisujeme newtonskou a nenewtonskou (redlnou) kapalinu. Newtonskd kapalina se
fidi Newtonovym zdkonem viskozity ve tvaru

dv

T = nd—y, (3.9)

kde 7 vyjadifuje vnitini tfeni (te¢né napéti), n zna¢i dynamickou viskozitu (vlastnost

kapaliny, zavisld na teploté a tlaku) a Z—Z je gradient rychlosti.
Nenewtonské kapaliny nemaji te¢né napéti pfimo timérné gradientu rychlosti, ale je

pouze obecné jeho funkci
dv
= — . 3.10
! f(@) (310

14



3. PROUDENI KAPALINY

K matematickému popisu se tak u téchto kapalin pouzivaji riizné reologické modely, o kte-
rych nalezneme vice napf. v [4].

U realné kapaliny rozliSujeme obecné dva typy proudéni - lamindrni a turbulentni -
které dale blize popiSeme.

3.3.1. Laminarni proudéni

Pfti laminarnim proudéni se ¢astice pohybuji ve vrstvach a nedochazi tak ke kiizeni proud-
nic, viz obrazek 3.4.
Navier-Stokesovy rovnice popisuji laminarni proudéni realné kapaliny. Vektorovy tvar
této rovnice ma pro stlac¢itelnou kapalinu tvar
- 1 LV o ov . .

A— ;grad(p) + VAT + 3 grad(div(7)) = yn + (- V)7, (3.11)
kde v znaci kinematickou viskozitu kapaliny, ktera se da vyjadrit jako podil dynamické
viskozity a hustoty .

v == (3.12)
V rovnici (3.11) vyjadiuje ¢len v At t¥eci zrychleni. Podobny vyznam ma i ¢len £ grad(div(v)),
ktery ovSem vyjadiuje tfeci zrychleni vzhledem ke stlacitelnosti kapaliny. Zbylé ¢leny rov-
nice maji stejny vyznam jako u Eulerovy rovnice hydrodynamiky (3.7).
Pro nestlacitelnou kapalinu plati (3.8) a diky tomu se Navier-Stokesovy rovnice (3.11)
zjednodusi na tvar

-1 ov
A — = grad(p) + vAT = a—;’ + (7 V)T (3.13)
p
Dopliime jesté rovnici kontinuity realné kapaliny
0
Py div(pt) =0 (3.14)
ot
a jeji tvar pro stacionarni proudéni
div(p?) = 0. (3.15)
> ——

Yy
Yy

|

Obrazek 3.4: Laminarni proudéni
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3.3. PROUDENI REALNE KAPALINY

3.3.2. Turbulentni proudéni

U turbulentniho proudéni miize dochéazet ke kifZeni jednotlivych proudnic. Céstice maji
kromé postupné rychlosti i tzv. fluktuacni (turbulentni) slozku rychlosti o, kterd je zod-
povédnéa za premistovani ¢astic v prifezu, viz obrazek 3.5.
Pfechod mezi laminarnim a turbulentnim proudénim uréuje Reynoldsovo ¢islo Re de-
finované vztahem
vd
Re = —,

1%

kde v je stfedni rychlost kapaliny, d charakteristicky rozmér a v je kinematicka viskozita.
Je-li hodnota Reynoldsova ¢isla vétsi nez kritické Reynoldsovo ¢islo, tedy plati-li Re >
Rey,., dochazi k turbulentnimu proudéni. Hodnoty Rey,. se vztahuji ke konkrétni kapaliné
a konkrétnimu tvaru obtékaného profilu. Napi. pro proudéni vody v potrubi s kruhovym
prifezem plati Reg, = 2320.

Turbulentni proudéni popisuji Reynoldsovy rovnice. Ty vychazi z Navier-Stokesovych
rovnic, ve kterych navic zahrnujeme turbulentni napéti. Uvedme tvar Reynoldsovy rovnice
pro x-ovou souradnici:

— lop Ov, _ O O(vpy)  O(vkur)
- = zr x Tz ) 1
A pOx Ot VAT, + 0 dy 0z (3.16)

V rovnicich se vyskytuji stfedni hodnoty veli¢in. Posledni tfi ¢leny vyjadiuji fluktuacni
zrychleni od piidavnych turbulentnich napéti. [13] Spole¢né s rovnici kontinuity tak do-
staneme soustavu 4 rovnic pro 10 neznamych. Tuto soustavu tedy nelze vytesit, a proto se
k pfibliznému feseni zavadéji doplnujici predpoklady a vytvari se tak rtizné matematické
modely turbulence. [5]

=

Obrazek 3.5: Turbulentni proudéni
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4. POHYB CASTICE PO TRAJEKTORII TVARU PROSTOROVE SPIRALY
4. Pohyb castice po trajektorii tvaru
prostorové spiraly

Uvazujme déle redlnou nestlacitelnou kapalinu s lamindrnim proudénim. Zakladem
pro analyzu takového proudéni jsou Navier-Stokesovy rovnice (3.13) a rovnice kontinuity
(3.8). Pro piehlednost uvedme znovu jejich tvary

oy +(T-V)o=A— lgrad(p) + VAT, (4.1)
ot p
div(¥) = 0. (4.2)

Vektorovy zapis rovnice (4.1) miZzeme rozepsat do jednotlivych slozek (soutfadnic). Na-
priklad pro vélcovy soufadnicovy systém dostaneme

ov 10p v 2 v

T 5V, = A, — =P U 20 -
5 T (0-V)v ar +v (AU R 8(,0) , (4.3)
v, . B 1 0p vy, 2 0vy
at + (’U . V)’UW = ALp or 6(10 +v <A’U¢ — ﬁ + ﬁ a(p) N (44)
ov, . 10p

. = A, —-= Av,. )

Y + (U V), T 0%, + vAwv, (4.5)

Rovnice kontinuity (4.2) mé ve valcovych soufadnicich tvar

o r r % 0z

ov, N vy laup N ov, _o (4.6)

Nyni upravme Navier-Stokesovy rovnice (4.1) do jednodussiho tvaru. Nékteré ¢leny
této rovnice vyjadiime pomoci identit (2.9) a (2.10), podle kterych plati

1
(- V)7 =5 grad(||7]|*) — ¥ x rot(d) (4.7)
a také

AV = grad(div(?)) — rot(rot(v)). (4.8)

Identita (4.8) se po uvazeni rovnice kontinuity (4.2) zjednodusi na tvar
AU = — rot(rot(v)), (4.9)

nebot je ziejmé, Ze plati grad(0) = 0. Po dosazeni (4.7) a (4.9) do rovnice (4.1) dostavame
Navier-Stokesovy rovnice ve tvaru

ovr 1 2 o I | .

g + §grad(||v|| ) — U x rot(v) — A+ ;grad(p) + vrot(rot(v)) = 0. (4.10)
Pokrac¢ujme dale v tpravach. Ve druhé i tfeti kapitole jsme zavedli pojem vir rychlosti
proudéni 2 definovan vztahem

—

2 = rot(?). (4.11)
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Dale plati, ze gradient je aditivni operator, coz piimo vyplyva z jeho definice a linearity
(parcialnich) derivaci. Obecné tedy plati

grad(a + b) = grad(a) + grad(b), (4.12)

kde a, b jsou libovolna skalarni pole.
Vzhledem k (4.11) a (4.12) se Navier-Stokesovy rovnice (4.10) upravi na tvar
ov

— — 1 —
E—l—yrot(ﬂ)—ﬁxﬂ—l—grad <§+§||U||2—A‘f) =0 (4.13)

V této rovnici ozna¢me vztahem
1 —
Y:<3+—WW—A46 (4.14)
p 2

lokélni mérnou energii v bodé (Z,t), kde Z je polohovy vektor & = (z,y, 2). [9]
Navier-Stokesovy rovnice maji po téchto upravach tvar

—

07
ot

Déle uvazujme pohyb ¢astice kapaliny po trajektorii tvaru prostorové spiraly. Pod-
minku pro tento pohyb lze vyjadiit vztahem [9]

+ vrot(§) — 7 x @+ grad(Y) = 0. (4.15)

TxQ=0 (4.16)

Za uvéazeni této podminky (4.16) se Navier-Stokesovy rovnice (4.15) zjednodusi na koneény
tvar

ov =

5 +vrot(2) + grad(Y) = 0. (4.17)

Pokud je vysledkem vektorového sou¢inu dvou vektor nulovy vektor, znamené to,
ze jsou vektory kolinearni (linedrné zavislé). Z podminky (4.16) tedy plyne, Ze vektor
vitivosti €2 je kolinearni s vektorem rychlosti v a mizeme psat:

0 = rot(7) = \(@)7, (4.18)

kde \(Z) je neznadma skalarni funkce. Dosazenim (4.18) do vyjadieni Laplaceova operatoru
na vektor rychlosti (4.9) dostavame

AT = —rot(\7). (4.19)
Tuto rovnici upravime podle identity (2.6) na tvar
AU = —rot(AJ) = —(Arot(¥) + grad(A) x @) (4.20)
a nakonec vyuzijeme opét (4.18) a miiZzeme tak psat
AT+ grad(\) x 7+ A?7 = 0. (4.21)

Z rovnice (4.21) a rovnice kontinuity (4.2) mtZeme pfi zadanych okrajovych podminkach
stanovit neznamou skalarni funkci A(Z) a nezndmou rychlost proudéni kapaliny ¥ a tim
vytesit a popsat pohyb po prostorové spirdlni trajektorii. [9]

18



4. POHYB CASTICE PO TRAJEKTORII TVARU PROSTOROVE SPIRALY

Vratme se jesté k funkci A(Z). Rovnici, ve které jsme tuto funkci definovali (4.18),
vynasobime skalarné vektorem ¢ a dostaneme tak

rot(v) - U= AU - U. (4.22)
Z tohoto tvaru miizeme vyjadrit funkci A

rot(

7). v
U -

A= (4.23)

U
Tato hodnota vyjadfuje tzv. helicitu, kterd je spojena s velikosti druhé k¥ivosti (torze)
prostorové krivky. Helicita ur¢uje miru odklonu proudového pole kapaliny (obecné teku-
tiny) od pole kvazipotencidlniho definovaného vztahem (2.2). Pro kvazipotencidlni pole
tedy plati A = 0. [9]

Kvazipotencidlni pole mtizeme vyjadrit ve tvaru

U = rgrad(¢), (4.24)
kde x a ¢ jsou skalarni funkce.

Diikaz. Ditkaz provedeme piimym dosazenim rovnice (4.24) do vztahu (2.2). Plati

rot(r grad(¢)) - (r grad(¢)) =0 (4.25)
a vzhledem k identité (2.6) miZeme psat
[k rot(grad(¢)) — grad(¢) x grad(x)] - (x grad(¢)) = 0. (4.26)
Déle diky identits (2.8) se rovnice zjednodusi na tvar
[grad(k) x grad(¢)] - (r grad(¢)) = 0. (4.27)

Pro smiSeny souéin vektorii obecné plati [7]
G-bxd)=0b-(Zxa) =c-(axb).

Vzhledem k této vlastnosti a komutativité skaldrniho souéinu vektort midZeme rovnici
(4.27) prepsat do tvaru

grad (k) - [k grad(¢) x grad(¢)] = 0. (4.28)

Vektory k grad(¢) a grad(¢) jsou zjevné kolinearni a vysledkem jejich vektorového sou¢inu
je tedy nulovy vektor. Posledni identita tak plati pro libovolné s a ¢, ¢imz jsme dokézali
platnost (4.24). O

Pro kvazipotencialni proudéni nestlac¢itelné kapaliny miizeme sestavit soustavu rovnic

|
rot <EU) =0, (4.29)
div(7) = 0, (4.30)
kde U = k grad(¢).
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5. Priklady

V této kapitole vyuzijeme kiivocaré souradnicové systémy a vyjadieni diferencidlnich
operatort v téchto soutadnicich na konkrétnich prikladech. Nejprve kratce popiseme nu-
merickou metodu pro vypocet feseni okrajovych tloh - tzv. metodu siti. Potom uvedeme
priklady potencidlniho 2D proudéni v polarnich soutadnicich a eliptickych soutadnicich.
Okrajové tlohy jsou podrobné popsény v [11] a [3]. V této préci je nebudeme blize popi-
sovat.

5.1. Diferen¢ni metoda

Diferen¢ni metoda, nékdy oznacovana jako metoda siti nebo metoda konec¢nych diferenci,
slouzi pro numerické feSeni (parcidlnich) diferencidlnich rovnic. Spoé¢ivd v tom, Ze na
oblasti, ve které hledame feSeni dané rovnice, zvolime kone¢nou mnozinu bodt - tzv. sit.
V téchto bodech, které nazyvame uzly site, poté hleddme aproximaci feseni.

Pro kazdy bod sestavime tzv. sitovou rovnici tak, ze derivace nahradime diferenénim
podilem. V této praci pocitdme s centralni diferenci, podle které aproximujeme derivace
nasledujicimi vztahy. Pro pfipad jedné dimenze, u = u(x), dostdavame pro prvni a druhou
derivaci

ou U'H—l — Ui 2
s A 1
0*u U1 —2U,+U;
_ 3 % % O(A 2‘ 5.2
Ox? (Az)? +O(Az) (5:2)
Ve dvou dimenzich, pro u = u(xy, x2), poté
ou Ui+1j - Ui—lj 2
— = —= > 1 O(A 5.3
axl 2Al’1 + ( l’1> ) ( )
8211, U‘+1j—2U‘j+U‘_1j
= oW T O(Ay)? 5.4
Ox? (Azq)? +O(Aay) (5.4)

a obdobné pro proménnou x,. Chybové ¢leny O zanedbame a ziskame tak soustavu n al-
gebraickych rovnic, kde n je pocet uzlt.
Vice informaci o této metodé miizeme najit napf. v [11] nebo v [3].

5.2. Priklad 1 - Potencialni proudéni na oblasti mezi-
kruzi

V prvnim ptikladé uvazujme rovinné kvazipotencialni proudéni v oblasti tvaru mezikruzi
o krajnich hodnotach R; a Rs. Na této oblasti zavedeme polarni soutadnice, viz obrazek
5.1.

Pro rychlost kvazipotencidlniho proudéni plati (4.24). Pokud zvolime x = 1, pole je
pfimo potencidlni a miZzeme psit ¢ = grad(¢). Pak se rovnice kontinuity (4.30) prevede
na tvar

A¢ = 0. (5.5)
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5. PRIKLADY

Obréazek 5.1: Priklad 1

Rovnice (5.5) se nazyva Laplaceova rovnice. [3] Vyjadieni Laplaceova operatoru v po-
larnich souradnicich je analogické s vyjadienim ve valcovych soutadnicich, mizeme tak

psat
10 (0 1 9?
Ay =—— r—¢ +——¢:O. (5.6)
ror \' oOr r2 0p?

Vzhledem k tomu, Ze je oblast symetrickd podle ¢ a okrajové podminky zadame téz
symetrické podle ¢, plati %ﬁ = 0. Potencidl ¢ je tedy zavisly pouze na soutadnici r:
¢ = ¢(r). Stejné tak i pro rychlost ¥ plati & = 9(r). Problém se tak zjednodusi na 1D
proudéni.

Resime tedy diferencialni rovnici pro neznamou skalarni funkci ¢

10 dp\
s okrajovymi podminkami

kde K < 0. Tento okrajovy problém lze fesit analyticky. Integraci rovnice (5.7) podle r
dostavame
d¢

—=C 5.10
“or b (5.10)
kde C; € R a upravime na tvar
99 _Cy
= =— 5.11
orr (5.11)
opétovnou integraci dostdvame obecné FeSeni diferencialni rovnice (5.7)
¢ =Ciln(r) + Cy, (5.12)
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5.2. PRIKLAD 1 - POTENCIALNI PROUDENI NA OBLASTI MEZIKRUZI

kde C1,Cy € R. Dosazenim okrajovych podminek (5.8) a (5.9) ziskdme hodnoty konstant
01 a 02

K
C, = , (5.13)
In (Rz)
KIn(R
¢, = _Kulfs) (5.14)
In (g;)
a dostaneme partikularni feseni odpovidajici okrajovym podminkam
K Kln
n(®) (R—)
které jesté zjednodusime substituci na tvar
QZS = KO hl(’l") - KO hl(RQ), (516)

_ K
kde Ko = n(R1/R2)"

Pro rychlost ¢ pak v polarnich soutadnicich plati

o= (21 L (20) L (he) e

Vypocet byl proveden i numericky pomoci metody konec¢nych diferenci. Vysledné skalarni
pole potencidlu ¢ mizeme vidét na obrazku 5.2 a vektorové pole rychlosti ¥ na obrazku
5.3. Pro vykresleni v programu Matlab bylo potieba prevést vysledky do kartézskych
soutadnic z, y.

o]
Al
il
sk
2r 3
=0
o ‘
ak
&F )
s
8 I 4 2 0 2 ‘ : ; i
X x

Obrazek 5.2: Pt. 1 - vysledny potencial ¢ Obrazek 5.3: Pf. 1 - vysledna rychlost ¢
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5. PRIKLADY

5.3. Priklad 2 - Potencialni proudéni na oblasti vysece
mezikruzi
Uvazujme opét rovinné potencialni proudéni, tentokrat v oblasti tvaru vysece mezikruzi

o krajnich hodnotdch Ry = 3, Ry = 6, ¢1 = 0°, @2 = 60°. Na této oblasti zavedeme
polarni soutadnice, viz obrazek 5.4.

Obréazek 5.4: Priklad 2

Opét Fesime parcidlni diferencidlni rovnici pro nezndmou skalarni funkci ¢, nyni ji uvedme
v rozepsaném tvaru

10 0? 16?
A=122,99, 290 _

=z Sk i) 1
ror  0r?  r20p? 0 (5.18)
Doplnime smiSené okrajové podminky
o(Ri,9) = K, (5.19)
¢(r,0) = ¢(r,60°) = L, (5.20)
99
—(R = 0. 21
an( 27@) (5 )

Tuto okrajovou tlohu jiz nelze Tesit analyticky a tak k vypoctu potencialu ¢ resp. rychlosti
¥ vyuZijeme metodu koneénych diferenci, viz kapitola 5.1. Z diferencidlni rovnice (5.18)
dostaneme sitovou rovnici ve tvaru

20i-1j = 20ij + Pivrj | Pit1j — Picnyg L Pij—1 — 20i; + dijn1

(Ar)? + 7 20AT) (Bp)? =0 (5.22)

pro v8echny aproximace ¢(r;, ;) = ¢; ;. Vysledné vektorové pole rychlosti mizeme vidét
na obrazku 5.5. Pro porovnani vysledku prilozme vykreslené vektorové pole rychlosti
vypocitané funkci pdetool programu Matlab, kterd tesi okrajové tlohy pomoci metody
kone¢nych prvki, viz obrazek 5.6.
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5.3. PRIKLAD 2 - POTENCIALNI PROUDENI NA OBLASTI VYSECE MEZIKRUZI
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Obrazek 5.5: Priklad 2 - vektorové pole rychlosti ¢
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Obrazek 5.6: Rychlost ¢ vypoéitand pomoci programu Matlab
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5. PRIKLADY
V pripadé rtznych okrajovych podminek pro ¢; = 0° a 2 = 60°, naptiklad

o(r,0) = 1, (5.23)
¢(r,60°) = 0, (5.24)

dostaneme nesymetrické vektorové pole, viz obrazek 5.7.

B T T T T T
& 4
4F -
W
1 L : .
ANt
3 \ \(f Fl =
| .r'
- _,J , " - = .
rd -~ —- - el
2F P pr ! = S T
-~ — g N f
- c o,
- . \
= L}
_.._"" b
1F = ~a \\ o -
i, Y \
W\ N
-, A
T ol
Y i) \"._ 11 Iﬁ
0or \\\“ 7
A 1 1 I ] 1 1
0 1 2 3 4 5 & )

Obréazek 5.7: Vektorové pole rychlosti ¢/, nesymetrické okrajové podminky
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5.4. PRIKLAD 3 - ROZSIRUJICI SE POTRUBI
5.4. Priklad 3 - Rozsifujici se potrubi

Znovu budeme pocitat s potencidlnim proudénim, tentokrat na rozsitujici se zakiivené 2D
oblasti, viz obrazek 5.8.

Y a
0 | -
x
Obrazek 5.8: Priklad 3
Na této oblasti zavedeme elipticky soutadnicovy systém
x = acoshpucosvy, (5.25)
= asinhpsinv, (5.26)

kde a = konst., p > 0 a v € (0,27). Z obrazku 5.9 je patrné, Ze tento systém je slozen
z elips, které odpovidaji soutadnici p, a hyperbol, které odpovidaji souradnici v. Kon-
stanta a odpovida vzdalenosti mezi poc¢atkem [0,0] a ohniskem elips. Pfesny tvar nasi
oblasti tedy urcujeme volbou parametri a, pq a ps, kde hodnota py odpovidd hornimu
zakiivenému okraji potrubi a hodnota ps dolnimu okraji potrubi.

K vyteseni budeme potiebovat vyjadreni gradientu a Laplaceova operatoru v téchto
soutfadnicich. Podle (2.15) vypoé¢itame Laméovy koeficienty, které jsou v tomto p¥ipadé
shodné pro soutradnici p i v

h, = h, = a\/sinh2 4 sin? v, (5.27)
Pro gradient a Laplaceiiv operator poté dostavame
1 ¢ 0
grad(¢) = — — <—¢, —¢) , (5.28)
av/sinh? i + sin® v o Ov

1 P¢ 0%
Ap = . 5.29
¢ a2(sinh? p + sin? v/) <8u2 * aw) (5:29)

Znovu Fe$ime Laplaceovu rovnici

Ag = ! (6% + (%) =0, (5.30)

a2(sinh? p 4 sin® v) \Op? o2
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5. PRIKLADY

Obrézek 5.9: Eliptické soufadnice [15]

kterou miizeme tentokrat upravit na jednoduchy tvar

0?¢ 0%
a_;LQ + ke 0. (5.31)
Ptiddme okrajové podminky
3
¢(p,2m) = L, (5.33)
0
a—¢(u1,V) = 0, (5.34)
n
0p B
%(/127 V) — 0, (5'35)

kde pro konstanty K a L plati K < L a pro krajni hodnoty soutfadnice p plati pq < po.
Vypocet provedeme opét pomoci metody konecénych diferenci. Sitova rovnice, kterou
ziskdme z rovnice (5.31), ma v tomto piipadé tvar

Gi—1; — 20i5 + di1 L Gij1— 205 + dijn

VL L =0. (5.36)

Dostaneme fesSeni potencidlu ¢ v odpovidajicich uzlech. Pro rychlost ¢ pak plati

. 1 9¢ 3¢)
— d - —, = . 5.37
7= grad(d) a\/sinhzu—i—sinzy <8u v (5:37)

Vysledné vektorové pole miizeme vidét na obrazku 5.10.
Tato oblast byla navrzena tak, aby pftiblizné odpovidala merididlnimu fezu radialniho
odstfedivého c¢erpadla, ktery mizeme vidét na obrazku 5.11.
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5.4. PRIKLAD 3 - ROZSIRUJICI SE POTRUBI
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Obrazek 5.10: Priklad 3 - vektorové pole rychlosti ¢/
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Obrazek 5.11: Meridialni fez radidlniho ¢erpadla
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6. ZAVER
6. Zavér

Prvnim cilem prace byla definice kfivocarych soutadnic a vyjadieni operatori gradi-
ent, divergence, rotace a Laplaceova operatoru v kiivoc¢arych souradnicich. Ve 2. kapitole
jsme uvedli vzorce pro vypocet téchto operatorti v ortogonalnich kiivocarych souradni-
cich pomoci Laméovych koeficientli. Z téchto vzorcti jsme nésledné odvodili vztahy pro
valcovy souradnicovy systém. V podkapitole 2.2 jsme dokazali nékolik identit vektorové
analyzy.

Dalsim cilem byla analyza spiralni trajektorie c¢astice kapaliny. Ve 3. kapitole jsme
obecné rozebrali proudéni idedlni a realné kapaliny s pfihlédnutim na matematicky popis.
V nasledujici 4. kapitole byl odvozen tvar Navier-Stokesovych rovnic pro spiralni trajekto-
rii. Z podminky pro pohyb ¢astice po prostorové spiradle jsme odvodili vztah pro vypocet
helicity a také jsme popsali kvazipotencialni proudéni, které s helicitou souvisi.

V 5. kapitole jsme tesili priklady potencidlniho proudéni na zadanych oblastech, které
jsme popsali kiivoc¢arymi souradnicemi. Zacali jsme jednoduchym piikladem 1D proudéni,
dale jsme fesili proudéni na oblasti vysece mezikruzi a nakonec proudéni na zakiivené
rozSitujici se 2D oblasti. VSechny ptiklady jsme spocitali numericky metodou konec¢nych
diferenci pomoci vlastnich skriptt v programu MATLAB, ve kterém jsme poté také vy-
kreslili vysledky. Dalsim logickym krokem by bylo feseni potencidlniho proudéni v néjaké
3D oblasti.

K samotnému modelovani proudéni kapaliny na trajektorii prostorové spirdly, které je
nutné tfesit pravé v trojrozmérném prostoru, jsme se v praci z ¢asovych diivodi nedostali.
Nicméné vysledky této bakalaiské prace mohou byt pouzity v navazujici diplomové praci.
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7. Seznam pouzitych symbola a
veli¢in
Oznaceni Jednotka Popis

—

A m-s 2 vnéjsi objemové zrychleni

K, Ky, L 1 konstanty v prikladech

P Pa tlak

Ri, Ry m krajni hodnoty (vysece) mezikruzi v piikladech 1 a 2
Re 1 Reynoldsovo ¢islo

t S cas

0l m-s2 rychlost kapaliny

Y J kg ! lokalni mérnéa energie

0ij 1 Kroneckerovo delta

Eijk 1 Levi-Civituv tenzor

n Pa dynamickd viskozita

v m? . st kinematicka viskozita

41, o m krajni hodnoty soutadnice p v prikladu 3
p kg-m™3 hustota

T Pa teéné napéti

01, P2 rad krajni hodnoty vysece mezikruzi v piikladu 2
Q rad - s~ vir rychlosti

T, 2 m kartézské souradnice

r, o, (2) m,rad,(m) polarni (valcové) soufadnice

Ly V m,rad eliptické souradnice

r, 6, m,rad,rad sférické souradnice
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8. SEZNAM PRILOH

8. Seznam priloh

K préci je piiloZzen CD nosic¢, ktery obsahuje elektronickou verzi prace a zdrojové kédy
skripti programu MATLAB pro jednotlivé piiklady:

2017_BP _Klimes_Ondrej_170446.pdf

Priklad1_mezikruzi.m

Priklad2_vysec_mezikruzi.m

Priklad3_rozsirujici_se_potrubi.m
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