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Abstrakt/Anotace

Hlavnim cilem bakaléiské prace je sestaveni sbirky pfiklada z linearni alge-
bry, ktera by mohla slouzit jako doplhujici studijni material studentiim prvniho
roéniku pedagogické fakulty Jihoceské univerzity v éeskfrch Budéjovicich. Diile-
zita a stézejni ¢ast mé prace je elektronické zpracovani této sbirky v programu
GeoGebra a vizualni interpretace prikladi pomoci 3D obrazkta, QR koda a hy-

pertextovych odkazi, které ma studentiim priblizit feseni tloh.

Abstract

The aim of this thesis is to create a collection of solved examples and problems
of linear algebra, which could serve as a learning tool for the first-year students
of the Faculty of Education of University of South Bohemia in Ceské Budéjovice.
The most important part of this thesis is the electronic processing of the collection
in a program GeoGebra and its visual interpretation of examples and problems

by 3D pictures, QR codes and hyperlinks that specify the solutions.
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Uvod

Jak jiz nézev napovidé, prace se zabyva jednou ze zakladnich disciplin ma-
tematiky, a to linearni algebrou. Hlavnim cilem mé bakalaiské prace je vytvorit
sbirku piikladi z lineadrni algebry pro studenty prvniho ro¢niku pedagogické fa-
kulty JU v éeskjrch Budéjovicich a jeji zpristupnéni v elektronické podobné v pro-
gramu GeoGebra prostiednictvim |GeoGebra knihy, hypertextovych odkazi a QR
kodi. Student si tak u kazdého piikladu muze zkontrolovat vysledek, eventuélné
podivat se na grafické znazornéni daného problému pomoci QR kodii.

QR kody nalezneme pouze u prikladu, které bylo mozné znazornit pomoci
obrazku, tedy priklady nejvyse dimenze 3. V piipadé vyssich dimenzi je vlozen
pod feseni kod do GeoGebry s vysledkem, ktery zaroven slouzi pro ¢tenéfe jako
navod pro vkladani piikazi do programu. Od piikladu jsou tyto vstupy oddéleny
Sedym pruhem.

Hypertextové odkazy se nachézi vzdy u piikladi, k nimz nebylo mozné vytvo-
it vizualni interpretaci. Odkazy se vzdy vyskytuji pfimo v zadani bud u oznaceni
wpriklad + ¢islo prikladu“, nebo u ¢islovani - a), b), ¢), d).

Cela prace se ¢leni na sedm kapitol. V kazdé kapitole na zacatku objasnim
zékladni pojmy a definice, které jsou dilezité pro reSeni pfikladi v dané casti.
V prvnich ¢tytfech kapitolach se zaméruji na zédkladni operace a vlastnosti matic,
které jsou stézejni v jejich aplikaci, konkrétné na vypocet soustavy linearnich
rovnic, zjisténi linearni zavislosti a nezéavislosti vektorii, linearni kombinace a béazi
vektorovych prostori.

Praci jsem napsala v Overleafu, v online edita¢nim nastroji pro psani a pu-
blikovani texti pomoci programu IXTEX. Obrazky jsem vytvorila v programu
GeoGebra. V priubéhu jsem vyuzivala ke kontrole mych feseni nejen Geogebru,
ale i internetovou stranku Kalkulacka matic, ktera ukazuje feSeni i postup vy-

poctu. Diky tomu je z mého pohledu velmi uzite¢nym nastrojem a v nékterych

Cvveiv e


https://www.geogebra.org/m/wvxcqdzw
https://matrixcalc.org/cs/

1 Zakladni operace s maticemi

V této kapitole si predstavime zakladni operace s maticemi a za jakych podmi-
nek jsou tyto operace definovany. Konkrétné se budeme zabyvat s¢itanim matic,
nasobenim matice skalarem a nasobenim matic.

Sc¢itani je celkem intuitivni. Matice museji byt stejného typu, jinak je nemii-
zeme secist ani odecist. Pokud je tato podminka splnéna, s¢itame spolu prvky
na stejnych pozicich. Vznikne ndm matice stejného typu jako jsou matice, které

jsme spolu scitali:
1 2 8 9 9 11
+ =
3 4 5 3 8 7
Pti nasobeni skaldrem nemusi byt splnén zadny predpoklad. Plati pouze, ze
skaldrem vynasobime kazdy prvek matice. Vysledkem je matice stejného typu

jako matice, kterou jsme nésobili skalarem:

1 3 7 3 9 21
3-15 6 2| =1|15 18 6
4 39 123 27

Nejzaludnéjsi ze vsech zakladnich operaci, které si popiSeme, je ndsobeni ma-
tic. Neni intuitivni jako pfedchozi dvé operace, které jsme si uvedli. Nenasobime
mezi sebou odpovidajici ¢leny, ale ndsobime mezi sebou skaldrné vzdy radek prvni
matice a sloupec matice druhé. Nejdiive si vzdy musime ovérit, zda je splnéno
zékladni kritérium. Pii nasobeni musi platit, Ze pocet sloupcii v prvni matici je
roven poc¢tu fadka v matici druhé. Napiiklad mame dvé matice, A typu2x2 a B
typu 2 x 3. Podminka nasobeni je splnéna v piipadé, Ze spolu nasobime matice
v poradi AB. Vznikla matice je typu 2 x 3, kde 2 je pocet fadku prvni matice
a 3 je pocet sloupcii matice druhé. Zaménime-li poradi nasobeni BA, tak predpo-
klad neni splnén a matice mezi sebou nemiizeme nasobit. Zaroven je z predchozi
véty ziejmé, Ze nasobeni neni komutativni. Jak presné algoritmus nasobeni matic

probih& si muzeme ilustrovat nésledujicim piikladem v némz néasobime matice

3 5 3 41
a v tomto poradi. Ozna¢me si matice postupné A a B. Prvni

5 3 4 3 0
radek matice A vynasobim skalarné s prvnim sloupcem matice B, ziskam tak

prvni ¢len nové matice, viz zluté vyznacené prvky. Druhy ¢len ziskdime analo-



gicky. Prvni faddek matice A vynésobime skalarné s druhym sloupcem matice B.

Obdobné pokracuji u dalsich prvka matice, viz napf. ¢ervené vyznacené prvky.

3 5 3 4 1 29 27 3
5 3 4 3 0 27 129 5

V nasledujici tabulce si uvedeme vlastnosti vySe zminénych operaci.

Vlastnosti operaci s maticemi

Komutativnost A+B=B+A

Séitani matic Asociativnost (A+B)+C=A+(B+C)
Nulova matice A+0=A=0+A
Matice opatna k A | A+ (-A4)=0, —-A=(-1A
Asociativnost c(dA) = (cd)A

Nasobeni skalarem | Distributivnost c¢(A+ B) = (cA) + (cB)

(c+d)A = (cA)+ (dA)
Nésobeni jednickou | 1A = A

Nasobeni nulou 0A=0
Asociativnost (AB)C = A(BC)
Nasobeni matic Distributivnost A(B+C) = (AB) + (AC)

(A+ B)C = (AC) + (BC)
Jednotkova matice | Al =A=1TA
Nulova matice AO =0, OA=0

Tabulka 1: Vlastnosti operaci [5l s. 9]



Priklad 1 [B] s. 9]

Mame matice:

1 -1 3 2 3
-6 0 3

A=1|-1 4 =2|, B= , C=1-3 —4
4 2 -1

3 0 6 | )

Rozhodnéte, zda je mozné spocitat nasledujici vyrazy. Pokud ano, vyfeste.

a) 34— B, b aB <) BA, d) 4+ B)C,

Y

) a+BC, O A+20B, 8 BeB-1, W A2_34471

D (B-1)(C+1).

Reseni:

Ad a) Matice nejsou stejného typu, nemizeme je secist.

Ad b) A = 3 x 3, B = 2 x 3, poCet sloupct prvni matice je jiny nez pocet

radkt matice druhé, proto je nemiuZzeme mezi sebou vynésobit.

Ad ¢) B =2x3, A =3 x 3, tyto dvé matice miZeme nasobit. Spliuji pod-

minky pro nésobeni matic. Vznikne matice 2 x 3:

—6 0 3 3 6 0
BA = -1 4 -2 =
4 2 -1 —1 4 2

Ad d) Pii nasobeni matic uplatime vlastnost distributivnosti

(A+ B)C = (AC + BC). Piislusné souc¢iny maji smysl, plati:

1 -1 3 2 3 8 13
AC=|-1 4 =2|-|-3 —4|=|-16 23|,
3 0 6 1 2 12 21


https://www.geogebra.org/m/wy98tmzx

—6 0 3 —9 —12
BC = -3 —4| =
4 2 -1 12

Matice jsou ruzného typu, nemizeme je tedy secist.

Ad e) Stejny pripad jako v d).

Ad f) Vynésobenim matic BC' ziskdme matici 3 x 3. Tuto matici mizeme se-

¢ist s matici A:

2 3 0 6 3
-6 0 3
CB=|-3 —4 =12 =8 =5,
4 2 -1
1 2 2 4 1
1 -1 3 0 12 6 1 11 9
A+20B=|-1 4 -2|-|4 —16 —10| = |3 —12 —12
3 0 6 4 8 2 7 8 8

Ad g) BCB je typu 2 x 3, proto ji nemuzeme odeéist od jednotkové matice. Jed-

notkova matice je matice ¢tvercova 2 x 2, 3 x 3 atd.

Ad h) A? miZeme rozepsat jako nasobeni dvou matic A - A. Vznikne matice
3 x 3. Nasobeni readlnym ¢islem typ matice nezméni.

Jednotkova matice je také typu 3 x 3. Muzeme je s¢itat i od¢itat:

11 -5 23 3 =3 9 1 00 9 -2 14
-1 17 =23 —|-3 12 —-6|+|0 1 Of=]-8 6 —17
21 -3 45 9 0 18 0 01 12 -3 28

Ad i) Nelze. Matice B a C' nejsou ¢tvercové, proto je nemtizeme secist s 1.



GeoGebra

Priklad 2 [0 s. 5]

. ) r+y T—2 10
Pro jaké hodnoty =z, y, z, w se matice: , rov-
y+w x4+ 2w 2 1
naji?
Resent:

Aby se matice rovnaly, musi se prvky na vSech pozicich v matici rovnat, proto

plati:
r+y=1
r—2=0
y+w=2
r+2w =1

10



https://www.geogebra.org/m/wnyjjmwr

Ziskdvame linearni soustavu rovnic o ¢tyfech neznamych. Pro nalezeni hodnot

neznamych vyuzijeme Gaussovu eliminaci |I|:

1 1 0 0]1 1 1 0 0] 1 1 1 0 0] 1
1 0 -1 010 0 -1 -1 0] -1 0 -1 -1 0] -1
01 0 112 O 1 0 1] 2 O 0 -1 1] 1
1 0 0 2|1 0O -1 0 2] 0 O 0o 1 2|1
1 1 0 0] 1
0 -1 -1 0|-1
00 —1 1|1 |
O 0 0 3| 2
2 120 i —1-
Y T3 yT3= T3
12 1 1
—_—y = —] — — Yy = —1 — — rT = ——
: 3 4 3
_1 _4
Z_3> y37
GeoGebra
1 1 0o 01
10 -100
A 01 o1 2
1 0 0o 21

Aq = SchodovityTvar(A)

1 00 0 -033
010 0 133
- 001 0 —033
00 0 1 067

1V nasledujici kapitole si blize vysvétlime, co je Gaussova eliminace.

11



Piiklady k procviceni [0, s. 84]

B: y C:

|
—_
D=
w

—_

. Spocitejte AC' a BC.

[\

3. Spocitejte ABC a BAC.

4. Spocitejte BTA.

Pro praci s nasledujicimi tkoly mame dany matice: A =

1

-1
0

. Spocitejte A+ B a ukazte, ze AC' + BC = (A+ B) - C.

Y

Piiklady k procviceni |2, s. 73|
Vypoctéte AB a BA, pokud existuji:

2
a)A:[123}, B=13]|.
5
2 0
1 23
b: 7B:317
0 3 2
0 2
2
1 23
c) A= , B=13
0 3 2
5

12



https://www.geogebra.org/m/kdtk9nmt
https://www.geogebra.org/m/jep9a3ad

2 (Gaussova eliminace

V této praci vyuzivame Gaussovu eliminacni metodu predevsim pii feSeni sou-
stav linearnich rovnic. Tato metoda méa vsak Sirsi uplatnéni napft. pfi urcovani
hodnosti matic, ur€ovani inverzni matici nebo determinantu matice, ke stanoveni
zéavislosti a nezavislosti vektori, dimenze ¢i baze vektorového prostoru atd. Exis-
tuje tak rada situaci, které lze Tesit aplikaci Gaussovy eliminace.

Gaussova elimina¢ni metoda je zaloZena na vytvafeni série navzajem ekviva-
lentnich matic. Koneéné matice je v tzv. Gaussové tvaru, mizeme se setkat také
s oznacenim schodovity, trojihelnikovy nebo stupnovity tvar. Gaussova elimina¢ni
metoda je zaloZzena na konkrétnich iipravach matice, které "zachovavaji"vektorovy
prostor generovany fadkovymi (sloupcovymi) vektory matice tj. neméni hodnost
této matice. Tyto dpravy nazyvame ekvivalentni a konkrétné se jedna o tyto

zmény:
1. vzédjemné prohozeni radk,
2. séitani, odcitani radk,
3. vynasobeni radku redlnym ¢islem,
4. odstranéni nulového rfadku.

Kone¢nou matici jsme oznagdili jako matici B, ktera vznikla z ptivodni matice
A vySe zminénymi tpravami. Rikdme, ze B je ekvivalentni s matici A, znacime

A~ B.

13



Priklad 1 [B] s. 15]
Pro nasledujici matice napiste odpovidajici soustavu linearnich rovnic. Najdéte

feSeni soustavy uzitim Gaussovy eliminace:

1 2 0 |-3 3 -1 2 |-3
a) | -1 2 1 |-6], b) |0 —2 —5| -1
20 -3|1 6 —2 1 | -3

Reseni: Ad a)

1. zptsob: Maticovy zapis soustavy

1 2 0] |z -3
-1 2 1| |y|=|-6
—2 0 =3| |z 1

2. zpusob: Jako soustava rovnic

r+2y=-3
—r+2y+z=-6

—2x — 3z = 1.

Resent spocitame pomoci Gaussovy eliminace. Prvni fadek odec¢teme od druhého
fadku a dvojnéasobek prvniho fadku od tfetiho. Poté vynasobime druhy fadek (-1)
a odeCteme od tfetiho. Ziskdme matici v trojuhelnikovém tvaru. Ziskdme matici
v Gaussové tvaru, ke které zpétné prifadime soustavu rovnic, z niz jiz snadno

dostaneme reSeni.

1 2 0 |-3 12 0 |-3 12 0|3
-12 1|{-6|~(04 1 |-9~]04 1 |-9],
-2 0 =3| 1 0 4 =3|-5 00 —4] 4
z=—1, dy—1=-9 r—4=-3

4y = =8 r=1

y= =2,

14



Obrazek 1: Grafické znazornéni feSeni a)

Resent: Ad b)

1. zptisob: Maticovy zapis soustavy

3 -1 2 x -3
0 -2 5| |yl =1[-1
6 -2 1 z -3

2. zpusob: Jako soustava rovnic

3 —y+22=-3
—2y—Hz= -1

6x — 2y + 2z = —3.

Reseni spocitame Gaussovou eliminaci.

3 -1 2 |-3 3 -1 2 |-3
0 -2 -5|-1|~]0 -2 =5|-1]1,
6 -2 1 |-3 0 0 =33
z=—1, —2y+5=-1 3r—5=-3
—2y = —6 3r =2
2
Y 5 =3

15



https://www.geogebra.org/m/akwep8ay
https://www.geogebra.org/m/akwep8ay

Obrazek 2: Grafické znazornéni feseni b)

Priklad k procviéeni [2] s. 90, 91|

Reste v R dané soustavy rovnic:

(Vyuzij Gaussovu nebo Gauss-Jordanovu eliminaci.)

a) —r1+tar2—2x3+twg = 2 b) T1 + Ty — 313
209 —3x3+ 224 = -1 T1 + 59 — X3
—2r1+ 219 —223+24 = 0 6x1 + 10z9 — 1423
3ry +x3 = 1,
c) T+ ToF+as+ay = 1
Ty — X9 —dr3+2x4 = 0
T1+xotaz—z4 = 0

3x1+ 219 — 33 +214 = 0.

16



https://www.geogebra.org/m/v3ecruxt
https://www.geogebra.org/m/v3ecruxt
https://www.geogebra.org/m/uwc2muqp

3 Hodnost matice

Hodnosti matice rozumime dimenzi vektorového prostoru generovaného jejimi
fadkovymi (sloupcovymi) vektory. [1} s. 142]

Laicky re¢eno hodnosti matice A rozumime dislo, které se rovna poctu radkiu
matice v Gaussoveé tvaru, ktera je s ni ekvivalentni. Muzeme také fici, Ze hodnost
matice se rovnd maximalnimu poc¢tu jejich linearné nezéavislych radka (sloupci).
Pro hodnost matice A typu m x n tak plati h(A) < min(m,n).

Hodnost matice je pro nas dilezita naptiklad pti hleddni feSeni soustavy li-
nearnich rovnic, kdy podle hodnosti matice soustavy a hodnosti jeji rozsifené
matice uré¢ime s vyuzitim Frobeniovy véty, zda mé dana soustava jedno, zadné
nebo nekone¢né mnoho feseni.

V kapitole, kde se zabyvame dimenzemi a vektorovymi prostory, uvadime hod-
nost matice jako dimenzi vektorového prostoru generovaného Fadky (sloupci) uva-

Zované matice A.

Priklad 1 [3, s. 63|

Urcete hodnost nésledujicich matic:

2020 2 11 1 1 1

01 010 12 3 4 1
a) , D)

21021 1 3 6 10 1

01111 1 4 10 20 1

Reseni:
Pomoci elementarnich tuprav prevedeme matice na Gaussuv tvar.

Ad a)

_20202_ _20 2 0 2_ _20 2 0 2_
01010 01 0 1 0 01 0 1 0
210 21 - 01 -2 2 -1 - 00 -2 1 -1
01111 01 1 1 1 00 1 0 1

17


https://www.geogebra.org/m/v7gyjj9z

Ad b)

—_ = =
=W NN =

GeoGebra

10

[ 0% e IS

10 1
20 1

HEPR o

1
4

1
1

o O O N

OO

Schodovity Tvar(A,)

l
[ I e i e O

Ap =

=

o0 O

L2 B =

[ e O

_o oo

O S e

1

Schodovity Tvar(Ap)

1
0
- 0
0

(=Rl ]

o= OO

o oo

Lol £ I i e ]

o O = O

o o o =
Ll = I

[ B e i Y

S O =

== =

o o O =

N =

— = = O

W O = e

—_ W W

Ne G N

o o o

18

o o o =

o O = =

W = N

10

o o o =




Priklad k procviceni [I] s. 153]

Vypoctéte hodnost matic:

2 1 11 2 01010
a) -1 0 4 1 b) 20 2 0 2
5 4 56 11 01010
6 -1 5 2 210 21
00110 001 3 6 0
110 00 1 2 3 14 32 3
< 11010 o0, D lhioo 1 41
01011 4 5 6 32 77 9
01100 010 2 5 1
Priklady k procviceni [2] s. 82]
Vypoctéte hodnost matic:
2 145 6. b |4 1 _of,
78 9 2 0 3
1 1 1 1
2 7 3
1 1 -1 -1
) |39 4f. d)
1 -1 1 -1
1 5 3
1 -1 -1 1

19



https://www.geogebra.org/m/xymgrduv
https://www.geogebra.org/m/cjmrdd4f

4 Inverzni matice

Inverzni matice A~! existuje pouze k regularni étvercové matici A. Regularni
¢étvercova matice je matice, jejiz hodnost se rovné jejimu stupni h(A) = n,
tzn. det A # 0 ﬂ Pokud matice neni regularni, pak je singularni, plati h(A) < n,
tzn. det A = 0.

Necht A je ¢tvercova matice stupné n. Matice X téhoz stupné se nazyva

inverzni matici k matici A, jestlize plati:
X-A=A-X=1,
kde T je jednotkova matice stupné n. Inverzni matici zna¢ime A~'. [9, s. 38|

Inverzni matici miZzeme ur¢it bud Gauss-Jordanovou eliminaci nebo pomoci

adjungované matice. Obé metody si ukidZeme na nasledujicim prikladu.

Priklad 1 [5, s. 35|

Reste soustavu linearnich rovnic ve tvaru A - X = I, kde

1 2 0
A=10 1 3
1 -1 -8

Urcete matici inverzni zprava k A.

Resent:

Nejdfive si ukazeme metodu Gauss - Jordanovy eliminace. Postupujeme tak, ze
si vedle sebe napiSeme matici, kterou chceme invertovat, a matici jednotkovou
prislusného typu, tj. vytvofime z nich délenou matici, v niz jsou zapsany dané
matice vedle sebe. V nasem piipadé takovou matici je A a jednotkova matice typu
3 x 3. Poté matici A upravujeme standardnim postupem na matici jednotkovou.

Omezime se pouze na Fadkové upravy, které provadime s celymi fadky délené

matice;
1 2 0 1]1 00 1 0 0/-5 16 6
o1 3/(01 0|~..~~]010]3 -8 =3
1 -1 -8]0 0 1 001|-1 3 1

20znagenim det A rozumime determinant matice. Vice o determinantu v nasledujici kapitole,

str. E}
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Adjungovand matice nam prinasi dalsi zpusob ziskédni inverzni matice. Plati:
—1 __ adjA c 1w . . .. . . 103 L.

A~ = Z35. Nejdiive si najdeme matici algebraickych dopliki | k matici A (po-

drobnéjsi vysvétleni nalezneme v Prikladu 2, str. . Transponovanim matice

doplnki ziskdme matici adjungovanou:

-5 3 -1 -5 16 6
A=1]16 -8 3 — adjA=| 3 -8 -3
6 —3 1 -1 3 1

Spocitame determinant matice: det A = 1;

5 16 6
o _adid e o
detA 2
103 1

Ukazali jsme dva zpiisoby, jak ziskat inverzni matici A~!. Ted mtiZeme spocitat
maticovou rovnici A - X = [I. Tato rovnice vychazi z definice inverzni matice.

Vime, 7Ze X se rovna A~!. Presto si toto tvrzeni ovéiime:

A-X=1
X=1I-A"
100 -5 16 6 -5 16 6
X=l010]"]3 -8 -=3|=|3 -8 -3
001 -1 3 1 -1 3 1

Pokud bychom fesili X = A~!. I, tj. nasobili bychom jednotkovou matici s in-

verzni matici k A zleva, dostali bychom stejny vysledek.

GeoGebra

1 2 0
A=0 1 3
1 -1 -8

3Pfesn4 definice algebraického doplitku je zminéna v podkapitole o rozvoji determinantu na

str. @
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Ay = Invertovat(A)

-5 16 6
— 3 -6 -3
-1 3 1

Piiklady 2 [3 s. 67]

Urcete matici X tak, aby platila rovnost:

121 1 2 4 3.0 1 4 5 6
(@lo 13| X=|56 0], bX|1 -20|=|-12 7

150 -1 2 -3 1 -1 0 8 6 —5
Reseni:

Ad a) Nejdfive vyhledame inverzni matici k matici A pomoci Gaussovy eliminace.

12 1/100 12 1/1 00 12 1,1 0
01301 0|~101 3]0 10f~)J]01 3 |0 1
150/001 03 —1/-10 1 00 —10/ -1 -3
Loof 3 .
~10 1L 0l-5% % i - A= =5 5%
001 % % —1 % W

Kdyz uz zname A~!, miiZzeme vyf¥esit maticovou rovnici:

A-X=8B
X=A"B
1 15
5 1 =%
— |1 3 _=z
X 10 5 10
Ty 1
10 5 10

GeoGebra
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A, = Invertovat(A,)

15 —-05 -05
— -03 01 03
01 03 -01

1 2 4
E = 5 6 0
-1 2 -3

X = Ai.w B
-05 -1 7.5
— 01 06 2.1
17 1.8 0.7

Ad b) Inverzni matici v této ¢asti piikladu vypoéitdme pomoci adjungované ma-
tice.

Nejdrive vytvorime matici doplikii:

-2 0 1 0

aj; = (_1)1+1 . — O7 Ao = (_1)1+2 . —_ 07
-1 0 1 0
1 -2 0 1

a3 = (_1)1+3 X _ 17 a9 = (_1)2+1 . — _1’
1 -1 -1 0
3 1 3 0
10 1 -1
0 1 3 1

as = (_1)3+1 . — 27 Asg = (_1)3+2 . — 1,
-2 0 1 0
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3 0
a33 = (—1)3+3 . = —0.
1 -2

A’ transponujeme, diky ¢emuZ dostaneme matici adjungovanou:
)

0 O 1 0 -1 2
A=|_-1 -1 3 — adjA=]0 -1 1
2 1 —6 1 3 —6

Determinant matice se rovna 1, tudiz se inverzni matice rovna matici adjungo-

vané. Nakonec vyTesime maticovou rovnici:

X-A=B
X=B-A"
6 9 -23
X=|7 2 —42
-5 —29 52

GeoGebra

30 1
Ab=11 —2 0
1 -1 0

Ainy = Invertovat(Ay)

0 -1 2
— 0 -1 1
1 3 -6
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Priklady 3 [B, s. 42

Vyfteste nasledujici soustavu linearnich rovnic za pomoci inverzni matice:

a b) c
r+2y =1 r—y+3z =3 y+oz =3
T =2y = -2 rT—2y+3z =-2 r—y+3z =-1
T—2y+z =2, —2r+3y =5.
Regent:

Ad a) Soustavu rovnic pfevedeme do maticového tvaru:

A-X=B8B
1 2 x 1
1 =2 Y 2

Stejné jako v predchozim piikladé pro nalezeni feSeni soustavy urc¢ime inverzni

matici k matici A:

N[ =

At =

= N

=

Vyjadiime matici X a néasledné vypocitame feseni:

X=A"1.B
x %% 1
v il [2
_1
X=| 2
3
| 1

GeoGebra

_ 1 2
A= (1 3)
Ay = Invertovat(A)

0.5 0.5
- 0.256 —0.25
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= ()

X = J'ﬂkin\f B
—0.5
- 0.75

V ¢asti b) a c) postupujeme stejné jako v ¢asti a).

Ad b)
A-X=B
X=A"1B
z 2 -%2 3 3
yl=11 -1 0 —2
z _0 % —% 2
14
X=15
-2
GeoGebra

1 -1 3
A= 1 -2 3
1 -2 1

Ainv = Invertovat(A)
2 =25 1.5

— 1 -1 0
0 0.5 —-05

(9

X = Apy B
14

— 5
-2
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Ad ¢)

A-X=8B
0 1 5 x 3
1 -1 3| |y|=]-1
-2 3 0 z >
x -9 —-15 -8 3
yl=11 -1 3 —1
z -1 2 1 )
_2
X =3
0

GeoGebra

Aine = Invertovat(A)

9 —-15 -8
— 6 —10 -5
-1 2 1
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Priklady 4 [0, s. 35]

Dokazte, ze L' je matice inverzni k matici L:

100 1 00
L=1a 10|, L' '=1]-a 1 0],
b 0 1 b 0 1

ale matice M~ neni matice inverzni k matici M. Vyhledejte inverzni matici k

matici M.
1 00 1 0 O
M=|a 10|, M'=|a 1 0
b ¢ 1 —b —c 1
]%esvem’:

Aby matice L=! byla inverzni k matici L, musi podle definice platit: L - L=! = I.

To samé se tyka matice M a M~!. Nasledujici tvrzeni ovéfime pro ob& matice:

1 00 1 00 1 00
a 1 0l -|-a 1 0 =1(0 1 0},
b 0 1 —-b 0 1 0 01

0 1 00 100
0l =12 1 0| #[0 1 0
1 ac 0 1 0 01

1 00 10
a 1 0l-]a 1
b ¢ 1 —b —c

Vidime, Ze souc¢in matic M a M~! se nerovna matici jednotkové, tedy M ! neni

matici inverzni k M. V nésledujicim piikladé spocitame matici inverzni k M:

10 0|1 0 O 100 1 0 0
a1 0(01 O0]~...~Y 1010 —a 1 0
b ¢ 1|10 0 1 00 1|-b+ac —c 1
1 0 0
M= —a 1 0
—b+ac —c 1
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1 00
M=1a 10
b ¢ 1
1 0 0
Mnesp.im. = a 1 0
b -1
M Mnﬁp.'mv.

1
— 2a
ac

M, = Invertovat({M)

[= =]

= oo
—

Linw = Invertovat(L)

!
PN
L= I S
o= O

M r"‘Iin\r

1
— 0
0

(= =]
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Priklady k procviéeni |5 s. 35]

Ovéftte, ze nasledujici matice jsou inverzni:

a)
2 3
A= ,
~-1 -1

b)
2 1 1
A=13 2 1|,
2 1 2

c)
-1 3 2
A=1 2 2 -1
-2 1 3

Ao | T
1
3
A= 4
—1
Al =

-3

2 )
1 -1
2 1
0 1
1 1
4 1
7 77
6 5
7 7
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5 Determinant,

Determinantem ¢tvercové matice A rozumime skalar (prvek télesa T', v nasem
piipadé se jedné o reéalné ¢islo) prislusejici této matici dle nize uvedené definice.
Zapisujeme det A. Jak uz jsme se zminili v pfedchozi kapitole, pokud je deter-
minant matice nenulovy, existuje k této matici matice inverzni, takovou matici
nazyvame reguldrni. Je-li determinant roven nule, pak je matice singuldrni.

Definice: Necht A = (a;;) je ¢tvercova matice n-tého radu nad télesem T.

Determinantem matice A rozumime prvek télesa T ve tvaru:

det A = E ZNT - A1y * Qopy * o v o Q2 s

TESH
kde sc¢itame pres vSechny permutace m mnoziny 1,2, 3, ..., n. Mnozina téchto per-
mutaci je oznacena symbolem S,. [1][9, s. 60]

Kromé postupu vypoctu dle definice existuji dalsi postupy vypoctu determi-
nantu prizptisobené typu piislusné matice. Konkrétné pomoci kriZového pravi-
dla, které pouzivame pro vypocet determinanti matic typu 2 x 2. Déle pouzitim
Sarrusova pravidla pouzivaného u determinantt tfettho fadu. Pro determinanty
n > 3 vyuzivime tzv. rozvoj determinantu. Determinant lze vypocitat i za po-
moci Gaussovy eliminace. Tato metoda je univerzalni a hodi se nam predevsim
u determinant vyssich radi, kde by byl vypocet pomoci rozvoje ponékud kompli-
kovany. Lze také jednotlivé postupy kombinovat. V8echny vyse zminéné metody

si podrobnéji popiSeme.

5.1 Kr¥izové pravidlo

Moy

Jak jsme si jiz uvedli, kiizové pravidlo pouzivame pii vypoc¢tu determinantu

matice 2 X 2. Samotny nazev nam napovida, Ze elementy matice nasobime kiizem

4Znaménkem znm permutace 7 rozumime hodnotu vyrazu (—1)¥, kde k je podet viech inverzi

permutace w. Zapisujeme
znm = (—1)%. [, s. 59)

O permutaci vice [I].
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a poté soucin prvki na vedlejsi diagonale ode¢teme od prvki na diagonale hlavni.

a b
= (a-d)~ (b-0)
c d
Priklad 1

2
=(1-4)—(2-5)=-6

Priklad 2 [3, s. 42]
Vypoctéte determinanty matic:

1+v2 2—+2 b coS ¢ sin
2++/3 1—\/57 —r-siny r-cos<p.

Reseni:

Ada) ;g ?:g = [(1+v2)- (1= V2) = (2= V3)- 2+ V3) -

=(1-2)—(4-3)=1-2—-4+3=-2.

Cos ¢ sin

Ad b) =r-cos’p+r-sin’p =r-(cos?p+sin*p) =r.

—r-siny 71-cosy

5.2 Sarrusovo pravidlo

Sarrusovo pravidlo je o néco komplikovanéjsi. Vyuziva se u determinanti typu
3x3. Jedné se o schéma, které ndm usnadnuje vypocet determinantu. Proto nemu-
sime slozité odvozovat vSechny permutace a kontrolovat znaménka jednotlivych
¢lend.

Princip vypoctu je zaloZen na piepisu dvou fadku (resp. dvou sloupci) pod
determinant (resp. za determinant) a néslednym vynésobenim prvki lezicich
ve trech liniich rovnobéznych s hlavni diagonalou, které spolu se¢teme. To samé
udéldme s elementy lezicimi rovnobézné s diagonélou vedlejsi. Nasledné tento

druhy soucet odec¢teme od prvniho:
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a1

det(B) = | ag

[(a11+age+ass)+(ara+ass+asy)+(arz+a+as:)|-
[(as1+age+ais)+(asetass+arr)+(ass+ag+a2)).

Priklad 3 [3, s. 42]

Urcete determinant matice:

5 3 0
2 5 3.
0 2 5
Re§em’:
5 3 0 5 3
det(B) = | 2 5| = (125+0+0)-(0+30+30)=65.
0 2 510 2
GeoGebra
Determinant 2 5 3
0 2 5
— B5

Priklad k procviceni [2] s. 105, 107|

Podle definice uréete hodnotu determinantu:

123 01 1 9o 4 1
a) 14 5 ¢l b) 11 o 1], o) |1 3 _g.
789 110 3 1 4

5.3 Rozvoj determinantu

Definice: (Algebraicky doplnék) Necht A je ¢tvercova matice fadu n. Determi-
nant matice, ktera vznikne z A vynechanim ¢-tého radku a j-tého sloupce nazveme

subdeterminant a znacime M;;. Cislo

A

]

= (=1)"™ - M
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nazveme algebraickym dopliikem prvku a;;. |9, s. 66]
Definice: (Rozvoj determinantu) Je-li ¢tvercova matice fadu n > 3, pro kazdé

i =1,2,...,n definujeme rozvoj matice A podle i-tého fadku jako vyraz
ain - Ai + aio - App + .o+ Qi - A
a pro kazdé 7 = 1,2,...,n definujeme rozvoj matice A podle j-tého sloupce
ar; - Avj+ag; - Agj + . 4 ayj - Apj. [9, s. 66]

Tento postup dokazeme na konkrétnim prikladé.

Piiklad 4 [3] s. 43]

Rozvojem podle fadku urcete determinant matice:

12 0 o]
34 0 0
00 -1 -1
00 2 4

Resent:

Udélame rozvoj podle prvniho rfadku. Muzeme si samoziejmé zvolit fadek nebo
sloupec podle vlastniho uvazeni. Zvolime ho ovSem tak, aby vypocet byl co mozné
nejjednodussi. Nejdiive vytvorime algebraicky doplnék prvniho prvku: subdeter-
minant vznikne vynechanim radku a sloupce, ve kterém lezi dany prvek. Nasledné
subdeterminant vynésobim (—1)'*! a tim ziskAime prvni algebraicky doplnék,
ktery nasobim danym prvkem, v tomto ptripadé 1. To samé udélame u elementu
2. éleny s nulami vypadnou a mizeme je proto vynechat. Nemaji vliv na vysled-

nou hodnotu determinantu.

12 0 0
4.0 0 3.0 0
34 0 0
=1-(=D)"' 0 -1 —1[+2- (=D )0 -1 -1|=
00 -1 -1
0 2 4 0 2 4
00 2 4
-1 -1 -1 —1
=14 ~2-3 =4-(=2)—6-(-2)=-8+12=4.
2 4 2 4
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GeoGebra

Determinant

o O W
= O =N
|
-
|
=

V idealnim ptipadé zvolime sloupec nebo fadek, kde se vyskytuji prevazné
nuly. Tim se vypocet determinantu pomoci rozvoje vyznamné urychli. Idealni
pro vypocet je, kdyz alespon v jednom radku nebo sloupci je pouze jeden ne-
nulovy prvek. Do toho tvaru mizeme ptevést kazdy determinant pomoci nize
uvedenych tprav. Pfitom je tfeba respektovat vliv nasledujicich operaci na hod-

notu determinantu:

1. vynasobime-li fadek (sloupec) determinantu ¢islem k, bude mit novy deter-

minant k-nasobnou hodnotu oproti ptivodnimu,

2. vyménime-li v determinantu vzajemné dva fadky (sloupce) bude mit novy

determinant opa¢nou hodnotu, nez mél ptavodni.
Operace, které nam hodnotu determinantu nezméni:
1. determinant matice a matice k ni transponované je stejny,

2. pri¢teme-li k libovolnému fadku (sloupci) libovolna p-nasobek jiného radku

(sloupce), hodnota determinantu se nezméni,

3. pric¢teme-li k libovolnému fadku (sloupci) linearni kombinaci jinych fadka

(sloupcti), hodnota determinantu se nezméni.
Pripady, kdy je determinant roven nule:
1. pokud determinant obsahuje v fadku (sloupci) samé nuly,
2. jsou-li v determinantu dva fadky (sloupce) stejné.

Na predeslém prikladu si nazorné ukazeme, jak se ndm vypocet determinantu
zjednodusi, kdyz ziskdme fadek (sloupec) s alespon jednim nenulovym prvkem.

Ovsem po celou dobu musime mit na paméti pravidla, které jsou spojena s danymi
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tpravami. Pokud bychom tyto zmény nerespektovali, determinant by nabyval

nespravné hodnoty.

r2 0 0 L 0 0 0
-2 0 0
34 0 0 0 -2 0 O
= =110 -1 —-1|=1-4=4
00 -1 -1 0 0 -1 -1
0 2 4
00 2 4 0 0 2 4

Priklad 5 [3] s. 43]

Pomoci elementarnich tprav a rozvoje urcete determinant matice:

1 2 4 8
-1 1 -1
1 3 9 27|
1 4 16 64

Reseni:
S ohledem na vySe zminéna pravidla upravime determinant na trojtuhelnikovy

tvar, poté vynasobime prvky na hlavni diagonale, tim ziskame hodnotu determi-

nantu:
1 2 4 8 1 2 4 8 1 2 4 8
1—11—1:0—3—3—9:(_1).01519:
1 3 9 27 0O 1 5 19 0 0 12 48
1 4 16 64 0 2 12 56 0 0 2 18
1 2 4 8
:(—1)~12-0 Lo 19:(—1)~12-(1-1-1-10):—120.
001 4
0 0 0 10
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GeoGebra

1 2 4 8

. 1 -1 1 -1
Determinant 1 3 9 97
1 4 16 64

— —120

Toto jsou dva zplisoby, jak vypocitat determinant n > 3.

Priklad k procviceni [2] s. 105, 109]

Vypoctéte hodnotu determinantu:

1 0 0 1 -1 1 1 1 1 110
a) 0 2 3 1 b) 1 -1 1 1 ) 1101 .

1 0 —-11 1 1 -1 1 1 011

2 =3 1 0 1 1 1 -1 0111

Priklad 6 [3] s. 43]

Uréete determinant matice:

10101
1 a 001
11600
1 01 ¢ O
1001 d

Regeni:

Jedna se o matici n > 3, konkrétné 5 x 5. Mame tedy dvé moznosti, jak dany
determinant vypo¢itat. Bud pomoci rozvoje, anebo uzitim Gaussovy eliminace.
Volba je na nas. Jakmile se v8ak podivime na 4. sloupec, zjistime, Ze jsou zde

prevazné nuly. Proto je jednodussi vyuzit metodu rozvoje nez Gaussovu eliminaci.

1 0101

1 011 1 011
1 a 001

1 a 01 1 a 01
1 1b 0 0f=c- (=) + 1 (=1)7H =

1 1 b6 0 1156 0
1 01 ¢ O

1 0 0 d 1 010
1 00 1 d
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01 1 101 01 1
=c- ()" lg 0 1|+ec-d-(-D)4+4-11 ¢ O|—(-D*" g 0 1|—
1 b 0 11 b 1 b 0

1 01

—(-)"* 11 ¢ 1|=c-(ab+1)+cd-(—a+ab+1)+ (ab+ 1) —a=
110
= —a+ ab— +abc — ¢ — acd + abed + cd + 1.

GeoGebra
1 0101
1 a 0 01
A= 1 1 b 00
1 01 ¢ 0
1 0 01 d

Determinant(A)

— abcd—abct+ab—-acd—a+cd—c+1

Priklad k procviceni [2] s. 109]

Vypoctéte hodnotu determinantu:

000 f a
0 d 0 2
g d k h m
4 =5 ¢ 6
a) 5 b) 0 e u n
a 1 0 =7
000 b 0
0 0 0 D
c 00 5 1
Priklad 7[5 s. 15]
Urcete, které z néasledujicich matic jsou regularni:
r - 3 =2 1
o P b [0 9 |4 s
1 4 3 =2
- - 3 -2 1
r 1 3 =30
1 -2 3
-1 0 -1 2
19 4 —1f, ¢)
3 3 —6 1
3 -1 2
- 2 3 -3 5
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Reseni:

Zda je matice regularni nebo singularni, mizeme ovérit dvéma zptsoby:
1. Pomoci hodnosti matice; pro matici A regularni je h(A) = n.
2. Vypoctem determinantu; pro matici A regularni plati det A # 0.

Vyzkousime si oba zptisoby.

2 1 1 4 2 1
Ad a) ~ ; =8—-1=T.
1 4 0 -7 1 4

Hodnost matice je rovna jejimu fadu, resp. jeji determinant je nenulovy. Ma-

tice je regularni.

0 —1 3 —2 3 —2
Ad b) ~ . det A= ~ -3
3 —2 0 -1 0 —1

Matice je regulérni.

3 -2 1 ~1 4 -3
Ade) [-1 4 -3|~|0 10 —8;
3 -2 1 0 0 0

Matice je singularni.

1 -2 3 1 =2 3
Add) |—2 4 —1| ~ |0 5 —7|; =
3 -1 2 0 0 5
—925.
Matice je regularni. ) .
1 3 =30 13 -3 0 1 3 -30
-1 0 -1 2 03 —4 2 -10 -1 2
Ade) N~ ; detA= =
3 3 —6 1 00 -5 5 3 3 —6 1
2 3 -3 5 00 0 —30 2 3 -35
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1 3 =30
3 —4 2
0 3 —4 2
—1- (=) |6 3 1|=45-36+12418—9—120 = —90.
0 -6 3 1
-3 3 5
0 -3 3 5

Matice je regulérni.

GeoGebra

_ (0 1
v=(52)

1 -2 3
Ag=1| —2 4 1
3 -1 2
1 3 -3 0
10 -1 2
Ae = 33 -6 1
2 3 35

a = Determinant(A,)

—_7

b = Determinant(A;)

— 3

¢ = Determinant(A.)

— 0

d = Determinant(Ay)

— =25

e = Determinant(A,)

— -90
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6 Soustava linearnich rovnic

Linearni rovnici o n neznamych rozumime rovnici prvniho stupné, tj. rovnici
v niz se vSechny neznamé vyskytuji v prvni mocniné. Muzeme ji zapsat v tomto
tvaru:

a1r1 + asxs + ...+ apx, = b,

kde x1, 2o, ..., x, jsou nezndmé a aq, as, . . ., a,, b jsou realna c¢isla.
Zde se budeme vénovat feSeni soustav m linedrnich rovnic o n neznamych

s realnymi koeficienty

a11T1 + A2 + ... + ATy = bl,

a21T1 + A2 + ... + AopTy = bg,

Am1T1 + A2l + ..+ Qpp @y = bna

tj. hledani vSech uspofadanych n—tic (z1,xs,...,2,), které jsou feSenim vsech
rovnic soustavy.

Otéazkou tesitelnosti soustavy se zabyva Frobeniova véta, ktera ve strucnosti
k4 to, Ze soustava méa TeSeni pravé tehdy, kdyz h(A) = h(A*) a neméa feSeni
pravé tehdy, kdyz tato rovnost neplati. Uplné znéni této véty viz [I].

Soustavy rovnic, které maji na pravé strané samé nuly, nazyvame homogenni.
Podle Frobeniovy véty ma takova soustava vzdy teSeni - tzv. "trividlni”. Trivi-
dlnim TeSenim rozumime nulovy vektor tj. usporadanou n-tici tvofenou samymi

nulami.

SMatici A* rozumime matici rozsifenou. Jedna se o specificky zapis soustavy m linearnich

rovnic o n neznamych:

ail ai2 e A1n bl
ag1 a99 e a9n bQ
Gmy  Qmy -+ Qmn | by
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Piiklad 1 [5, s. 4]

Urcete koeficienty a,b a c tak, aby feSenim soustavy linearnich rovnic

ar + by +cz =3

ar —y+cz=1
r+by—cz=2
bylox=1,y=2, 2= —1.
Resent:
a+2b—c=3
a—2—-c=1
14+204c=2.

V druhé rovnici vyjadiime a: a = 3 + ¢ a nasledné dosadime do prvni rovnice.

Dopocitame b a poté c a a.

34+c+20—c=3 1+0+c=2 a=3+c
2b=0 c=2-1 a=3+1
b=0, c=1, a=4.

Na nasledujicim prikladu ukazeme mozné zptsoby feSeni soustavy linearnich rov-

nic.

Priklad 2 [5] s. 52]

Vyfteste nasledujici soustavu linearnich rovnic:
a) pomoci Gaussovy elimina¢ni metody,
b) Gauss-Jordanovy elimina¢ni metody,

¢) pomoci inverzni matice.
2 —4y+62=6

3r — 3y +4z= -1

—4x 4+ 3y — 4z = 5.
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Reseni:

Nejprve zapiSeme matici soustavy A spolu s rozsifenou matici A*:

2 —4 6 2 —4 6|6
A=13 =3 4], A= 3 -3 4 |-1
—4 3 —4 —4 3 =415

Ad a) Jak jsme jiz uvedli vyse, feseni pomoci Gaussovy elimina¢ni metody spo-
¢iva ve vytvareni posloupnosti navzajem ekvivalentnich matic. Soustavy rovnic
piislusné témto maticim maji stejna feseni jako dana soustava. Ziskavame je po-
moci ekvivalentnich tprav - sloupcovych nebo fadkovych. Upravy provadime do
doby, nez ziskdme matici schodovitého, tzv. Gaussova tvaru. Jak vidime z na-
sledujiciho postupu, soustava rovnic prislusna této matici je diky jejimu tvaru

snadno feSitelna:

2 -4 6|6 1 -2 3| 3 ]
3 =3 4 |—-1 ]|~ 3 =3 4 |-1
-4 3 -4 5 -4 3 4|5

1 -2 3 3 1 -2 3 3 ]
~10 3 —-5|-10|~[0 3 —=5|-10

0 -5 8 | 17 0 0 -1} 1 |

Ziskali jsme matici pozadovaného tvaru. Vidime, ze h(A) = h(A*). Podle Fro-
beniovy véty muzeme Tici, Ze naSe soustava mé alespon jedno feSeni. Soustavu

feSime metodou dosazovaci postupné od posledniho radku:

—z=1 3y — bz =—10 r—2y+32=3
s=-1, 3y—5-(-1)=-10  z-2-(=5)+3-(-1)=3
y = —5’ r = —4

ReSenim soustavy je usporadané trojice: X = [—4, —5, —1].

Ad b) V pfipadé, Ze je matice A regularni, lze pokracovat v ekvivalentnich tupra-

vach az do chvile, kdy je v levé ¢asti matice A* jednotkova matice. Potom na
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pravé strané rozsifené matice A* ziskdvdme rovnou hodnoty feseni pro jednotlivé

neznamé. Tento postup se nazyva Gauss-Jordanova elimina¢ni metoda:

2 —4 6 |6 1 -2 33 1 -2 3 3
3 =3 4 | -1 |~ 3 -3 4 |-1|~]10 3 —=5|-10 |~
-4 3 —4] 5 -4 3 —4] 5 0 -5 8 | 17
1 -2 3 3 1 -2 3 3 1 -2 0| 6
~10 3 -5|-10|~]0 3 —=5|-10|~0 3 O0]—-15 ]|~
0 0 -1 1 0 0 1| -1 0 0 1] -1
1 =2 0] 6 1 0 0|4
~10 1 0/ -5|~]010-5
0 0 1]-1 0 0 1]-1

Jak muZzeme vidét, FeSeni je totozné s vysledkem v ¢asti a).

Ad ¢) Aby mélo smysl poéitat soustavu rovnic pomoci inverzni matice, je nutné,
aby matice byla regularni, tzn. det A # 0 nebo h(A) = n. Tato podminka je
splnéna a potvrzena v ¢asti a). Linearni soustavu rovnic mizeme zapsat v mati-
covém tvaru: A- X = B. Definujeme tedy tii matice - A pro levou stranu rovnice,

B pro pravou a X pro neznamé:

2 -4 6 6 T
-4 3 —4 ) z

K tomu abychom mohli vyfesit maticovou rovnici A - X = B musime najit in-
verzni matici k matici A. Tu mtuZzeme ziskat dvéma zpusoby. Bud pomoci Gauss-
Jordanovy eliminace, anebo adjungované matice.

Pro vypocet inverzni matice pouzijeme Gauss-Jordanovu eliminaci:

2 -4 6100 100[0 -1 -1
3 -3 4101 0f~...~]0 102 -8 —5
-4 3 —4]/0 0 1 0012 -5 -3
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Jakmile zname inverzni matici, miizeme vyfesit rovnici.

A-X=B
X=A"B
_x_ _O -1 -1 6
yl =12 -8 =5 -1
| 7| _% -5 =3 D
-x- -—4
yl = | -9
z -1

Bod X v geometrické interpretaci predstavime jako spoleény bod vSech tif rovin.

|
/

Obrazek 3: Grafické znazornéni bodu X

Videéli jsme, ze vSechny tii pouzité zplisoby vedly k feSeni dané tlohy, ktery

7 nich zvolime zavisi na konkrétni situaci.
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Piiklad 3 [5, s. 66|

Mame rozsifenou matici linearniho systému:

a 0 b2
a 2 alb
b 2 ala

Pro jaké a, b ma soustava
a) jedno TFeSeni,

b) Zadné fesent,

¢) nekone¢né mnoho feseni?

Reseni: [
Ze vseho nejdiive rozsifenou matici pfevedeme do Gaussova tvaru s podminkou,

ze a, b #0:

a 0 b|2 a 0 b 2 a 0 b 2
«a 2 albl~l02a-blb—2|~|02 a=b| b-2
b 2 ala 0 2 a?—b* | a®-2b 00 —b%+ab | a®+2a—ab—2b

Ad a) Ma-li mit soustava pravé jedno feSeni, musi platit: h(A) = h(A*) = 3.
Proto:
a0 A —b*+ab#0,

—b* +ab#0
b-(a—0b)#0
b#A0 A (a—10b)#0.

SFrobeniova véta poskytuje pouze informaci o tom, zda ma soustava Fegeni ¢i nikoliv. Miizeme

ji v8ak roz§ifit o kritérium toho, zda méa jediné feSeni ¢i nekone¢né mnoho:

a) h(A) = h(A*) = n - soustava ma jediné FeSeni (je regularni). Roviny, pfimky maji

spole¢ny jeden bod,

b) h(A) = h(A*) < n - soustava mé nekone¢né mnoho feseni. Roviny, pfimky maji spole¢nou

primku,

c) h(A) < h(A*) - soustava nem4 FeSeni. Roviny, pfimky se neprotinaji.
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Za téchto podminek je soustava regularni a mé pouze jedno reSeni, které se rovna:

—b% + ab Z_a2+2a—ab—2b
a B a
_a®+2a—ab—2b
b-(a—10)
Z:a-(a—b)+2-(a—b)
b-(a—b) b-(a—0)
Z_a+2
=—
2 2
2y—|—(a—b)—a;L =b—2 aa:—l—a—g b=2
2 —ab+2a—2b
2y+a ¢ —ib_ a =b—2 ar=2—a—2
b? —2b — a® 4 ab — 2a + 2b
_a*—2a+b*+ab
y_ 2[) )

Ad b) Pokud by soustava neméla zadné feseni, podle Frobeniova pravidla, musi

platit: h(A) # h(A*). Podminky feSeni jsou:

2 1 94 — ab— 2b
040 A b=0 V (a—b)=0 A a+aaa 20,

Ad ¢) Ma-li mit soustava nekone¢né mnoho FeSeni, musi dle Frobeniovy véty byt
h(A) = h(A*), pfitom ale tyto hodnosti musi byt mensi nez 3, tj. h(A) = h(A*) < 3.

Pro nasi ulohu tak dostavame podminky:

a2—|—2a—ab—2b_

aZ0 A b=0 V (a—b)=0 A 0,
a
potom:
z=1t€R, 20+ (a—=bt=0b—2 axr + bt =2
b—2 —b

y:T_a2 t, ar =2 — bt
2—bt
T = :

a
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Priklad 4 |2, s. 91|

Reste v R danou soustavu homogennich rovnic:

T1+ 2209 +4x3 — 324 = 0 3x1+2x9 + 23 +3x4+5x5 = 0
3I1+5ZE2+6ZL‘3—4$4 =0 6ZE1+4ZL‘2+3{L‘3+5IL‘4+7$5 =0

4ZE1+5ZE2—2$3+3J}4 = 0 9[E1+6$2+5$3+7I4+9l’5 = 0

3x1 + 8xy + 24x3 — 1924 = 0, 3x1 + 229 + 43 — 45 = 0,
c) d)
3r1+ 59+ 223 = 0 T1— 209+ a3+ x4 — 25 = 0
4oy + Txo + 523 = 0 200+ a9 — a3 — x4+ 25 = 0
r1+x9—4xy = 0 r1+ 700 —0x3—2x4+25 = 0
2x1 + 929 + 623 = 0, 3r1 — X9 — 223+ x4 — x5 = 0.

Tento priklad je vénovan feSseni homogennich soustav. I v tomto pripadé se
odkazujeme na Frobeniovu vétu. Plati-li h(A) = n, soustava ma pouze trivialni
feseni. Pokud je matice singularni, tedy hA(A) < n, soustava ma nekoneéné mnoho

feSeni a trividlni je pouze jedno z nich. [§]

Reseni:

Ad a) Provedeme Gaussovu eliminaci matice dané soustavy:

(12 4 3]
35 6 —4 1 2 4 -3
45 =2 3 o -1 -6 5
38 24 —19

Soustavu zapiSeme:

LL’1+2$2+4I‘3—3$4:O

—x9 — 623+ by = 0.
Ziskdvame dvé rovnice o ¢tyfech neznamych, proto dvé proménné nahradime pa-
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rametrem:
ry=1tt€e R, r3=35; s € R, To = —b65 + 5t xr1 = 8s — Tt.
Mnozina feSeni dané homogenni soustavy:

K = [8s — Tt,—6s + 5t,s,t]; t,s € R.

MnoZina K je podprostorem vektorového prostoru R*. MiZeme ji zapsat jako

line4rni obal dvou nezavislych vektorti:

K =1[(-7,5,0,1),(8,-6,1,0] C R*.

GeoGebra
1 2 4 -3
3 5 6 —4
M=l s 2 3
3 8 24 -19
Schodovity Tvar(A,)
1 0 8 7
01 6 5
—“ 100 0 o0
00 0 0
Ad b) i i
3213 5
6 4 3 5 7 321 3 5
9657 9| o001 -1 -3
3240 —4
2 4
rs=tt€ R, z4y=5s€R, r3=5+3t, z2=v,v€R, xlz—gv—gs——.
Mnozina feseni dané homogenni soustavy:
2 4 8t
K:[—EU—;—g,v,s%—?)t,s,t];t,s,vER,
2
K= [(_ga1707070)a(__a0717170)7( _7Oa 37071)] g R5~
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GeoGebra

Ay =

[N R RN
| R0 [ oy T N UG
£ 7w
o =lm W
= D =] N

Schodovity Tvar(Ay)

OO0 =

(o R o B e Y PN Y O

(== e B T o
|

OO =W
|

oo wWwlo

Ad c)

w
ot
]

Wi

e}

(e BN
|

wo

ot

3 5
4 7 5
11
29

Pro matici plati h(A) = n. Proto ma pouze trivialni feSeni: #* = (0,0,0), neméa

bézi.
GeoGebra
3 5 2
a7 5
Ac 11 -4
29 6
Schodovity Tvar(A.)
1 00
0 1 0
- 0 01
0 0 0
Ad d) ] _ ] -
1 -2 1 1 -1 -2 1 1 -1
2 1 -1 -1 1 O 5 -3 -3 3
1 7 -5 -1 1 0 0 —3 17 17|
3 -1 -2 1 -1 00 0 -1 1
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$5:t,t€R, I4:0, Z‘3:07 .1:2:0, 371:0.

K =0,0,0,t,{;t e R — K =1[(0,0,0,1,1)].

GeoGebra
1 -2 1 1 -1
2 1 -1 -1 1
A=11 7 5 1 1
3 -1 -2 1 -1
Schodovity Tvar(Ag)
1 0 0 0O 0
01 0 0 0
- 0O 0 1 0 0
0 0 0 1 1

Priklad k procviceni [0, s. 104]

1. Soustavu line4rnich rovnic vyjadiime pomoci maticového zépisu tak, aby
. _ 2 6
se rovnice rovnala: s koeficienty: a; = . Gy =

3 -3 0

2. Vyfteste systém linedrnich rovnic pomoci Cramerova pravidla.
3. Vyjadfete matici v Gaussové tvaru.
4. Vyteste soustavu pomoci Gaussovi eliminace a zpétné substituce.

5. Najdéte inverzni matici k matici soustavy.

Piiklad k procviceni [2] s. 93]

Reste v R soustavu linedrnich rovnic danou matici:

2 -3 3 2|12 0 12 —-16 24| 29
a) 1 2 9 -4} 9 b) 27 24 =32 47| 55
3 =3 0 —=5]-20 50 51 —68 95| 115
1 2 3 0 7 31 21 —28 46| 30
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Priklad k procviceni [2] s. 93]

Reste v R homogenni soustavu linearnich rovnic danou matici:

3 4 5 7] 3 4 1 2 3
2 3 3 -2 5 7 13 4
a) |4 11 —13 10| b) 14 5 21 5
7 2 1 3 710 16 5)

6.1 Cramerovo pravidlo

Pro feSeni regularnich soustav mizeme pouzit tzv. Cramerovo pravidlo: Necht
A -z = b je soustava linedrnich rovnic, kde A je requldrni matice stupné n.
Pro kazdé j = 1,2,...,n oznacime A; matici, kterd vznikne z matice A nahra-
zenim j-tého sloupce sloupcovym vektorem b pravijch stran rovnic dané soustavy.
Ndsledné pro kazdé j = 1,2,...,n plati:

det Aj
~ det A &

Lj

Pokusme se spocitat Priklad 2, str.[49s vyuzitim Cramerova pravidla a uka-

zat, ze TeSeni bude totozné s vysledky, které ndm vyslo pomoci jinych metod.

Reseni:

Nejdfive musime spocitat determinant matice A:

2 —4 6
A=|3 -3 4|=-2
-4 3 -4

Poté nahradime prvni sloupec pravou stranou a spocitame determinant nové

vzniklé matice:

6 —4 6
Ai=|-1 -3 4 |=8.
5 3 —4

Dale nahradime pravou stranou druhy sloupec a opét spoc¢itame determinant:

2 6 6
Ay =13 —1 4 |=10.
—4 5 —4
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To samé provedeme s tfetim sloupcem:

2 —4 6
As=13 -3 —-1|=2.
-4 3 5

Ziskali jsme ¢tyfi ruzné determinanty. Determinant A # 0, feSeni soustavy mii-

Zeme napsat ve tvaru:

det A, 8 ~detA, 10 detAz_i__1

YT det A _—_2:_47 Y7 3tA T 27 7Y T qeA T 2

Piiklad 5 [5, s. 66]

Rozhodnéte, kterd z nasledujicich soustav mé:
1. jedno TeSeni,
2. nekonec¢né mnoho TeSent,

3. Z&dné FeSeni.

a) b)
r—2y+5z =1,
c) d)
rT—2y+2z—w =3 v —2y+z2 =4
3r+y+6z+ 11w =16 r+3y—4z = -3
2c —y+4z+w =9, 20 —3y+5z =7
r—8y+9z =10.
Reseni:
Ad a)
1 -2] 1 1 —2| 2
3 2 |-3 0 8 |—6|
2 — 47 1 —
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h(A) = h(Ax) = n soustava m4 jedno FeSeni.

[=l, ]
5
Rt
Obrazek 4: Grafické znazornéni a)
Ad b)

1 1 -2|-3 1 1 -2|-3 11 -2|-3

2 -1 3|7 |~|]0 =3 7|13 |~|0 =3 T7]13

1 -2 5 |1 0 -3 7 | 4 0O 0 0 |-9

h(A) < h(Ax) podle Frobeniovy véty soustava nem4 feSeni.

Obrazek 5: Grafické znazornéni feseni b)

Ad ¢)
1 -2 2 -1} 3 1 -2 2 —-11]3 1 -2 2 —-1|3
31 6 11|16 | ~(0 7 0 M4|7|~]0 1 0 2|1
2 -1.4 119 0 3 0 3 1|3 0 1 0 1|1
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1 -2 2 —-1/3
~10 1 0 2|1/,
0 0 0 —-11]0

xy =0, r3=1t;t € R, To =1, xr1 =5 —2t.

Plati h(A) = h(Ax) < n. Proto mé soustava nekonecné mnoho FeSeni.

GeoGebra
1 -2 2 -1 3
A= 3 1 6 11 16
2 -1 4 1 9
Schodovity Tvar(A)
1 02 065
— 01 001
00010
Ad d)
3 =2 1 4 1 3 —-4|-3 1 3 —4|-3
1 3 —4|-3 0 —11 13| 13 0 2 010
2 -3 5 7 0 -9 13|13 0 -9 13|13
1 -8 9 |10 0 —11 13| 13 0 0 010
13 —4 -3
~10 2 01]0 )
0 0 26|26
.133:]_, 1’2:0, 1’1:1.

Nachazime se v prostoru dimenzi 3. Jedné se o 4 rtiznobézné roviny, které maji

jeden spolecny bod.
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Obrézek 6: Grafické znézornéni feseni d)

Piiklad 6 |7, s. 313]

Nésledujici soustavy vyreste pomoci Cramerova pravidla:

a) b) c)
r+y+z = 6 r—y+z = —10 r—3z = —15
20 —y+2z = 6 20 +3y — 2z = -3 r—2y = 2
3r+2y—2z = 4, rT—>Hy+3z2 = =8 y+z = 4
Resent:

Jiz vime, ze Cramerovo pravidlo mizeme pouzit pouze za predpokladu, ze dana
soustava je regularni. UkézZe se, ze tuto podminku spliuji vSechny tii zadané sou-

stavy.

Ad a) Nejdrive vypoéitame determinant matice soustavy pomoci Sarrusova pra-

vidla.
1 1 1
2 —1 2|=12.
3 2 -1

Determinant matice soustavy je rtizny od nuly. V tom pripadé lze pokracovat v
6

dalsich vypoctech. Nahradime postupné prvni, druhy a treti sloupec matici |6

4

a vypocitame nové vzniklé determinanty:
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6 1 1 1 6 1
detD, =6 —1 2 |=12, detD, =12 6 2 |=24,
4 2 -1 3 4 -1
1 1 6
detD, =12 —1 6| = 36.
3 2 4
Pomoci dfive zminéného algoritmu dopocitame hledané neznamé:
_detDm_1 _detDy_2 _detD,
YT qetD Y73t O " detD

Obrazek 7: Grafické znazornéni feSeni a)

Analogicky postupujeme u soustav rovnic b) a c).

Ad b)
3 -1 1
2 3 —-2/=-8
1 =5 3
—10
Nahradime postupné prvni, druhy a tfeti sloupec matici | —3 | a vypocitame
-8

nové vzniklé determinanty:
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—-10 -1 1 3 =10 1
detD,=|-3 3 —2/=24, detD,=[2 -3 —2/=-8,
-8 =5 3 1 -8 3
3 —1 —10
detD,=1[2 3 —3|=0.
1 -5 =8
Dopocitame hledané neznamé:
det D, det D, det D, 0
Tr = = — = = z = =
det D ’ Y74t D ’ det D
Obrazek 8: Grafické znazornéni feseni b)
Ad c)
1 0 =3
1 -2 0]=-5
0 1 1
—15
Nahradime postupné prvni, druhy a tieti sloupec matici | 2 | a vypocitame
4

nové vzniklé determinanty:
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-15 0 -3 1 =15 -3
detD,=| 2 -2 0|=0, detDy, =11 2 0|=05,
4 1 1 0 4 1
1 0 -15
detD, =11 —2 2 |=—25.
0 1 4

Dopocitame hledané neznamé:

deth_O y_detDy_ ] detDz_5

~detD = detD

v detD 7

Obrazek 9: Grafické feseni piikaldu c)

Piiklad k procviceni [I} s. 170]

Uzitim Cramerova pravidla feSte soustavu:

a) b)
T+ 2o +223+3x4 = 1 To—3xs+4xy = —5
31 —T9g —x3— 214 = —4 r1 —2x3+3xy = —4
201+ 319 — 23— 24 = —6 3r1 + 225 — by = 12
1+ 209 — 33 — x4 = —4, 4r1 + 3x3 — dx3 = 5.
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7 Linearni kombinace, linearni zavislost a nezavis-

lost

Abychom si mohli vysvétlit, jak pozname, zda jsou vektory linearné zavislé
¢i nikoliv, musime se nejdiive seznamit s klicovym pojmem definice zavislosti
a nezavislosti. Tim je linearni kombinace vektorti. Jednoduse feceno, linearni
kombinace je operace, v niz se kombinuje nasobeni vektoru skalarem se s¢itanim
vektortu. Presnéji viz nasledujici definice.

Definice: (Linedrni kombinace) Necht 07,03, ..., vt jsou prvky vektorového

prostoru V', potom soucet
k
C101 + €Uy + ...+ cpUr = E Ci;,
i=1

kde koeficienty ¢y, co, ..., cx jsou libovolné skalary, se nazyva linedrni kombinaci
vektord vy, v3, . . ., v |5l s. 89]

Pokud jsou vSechny koeficienty rovny nule, pak se linearni kombinace nazyva
trivialni. V opa¢ném piipadé se nazyva netrivialni. [§]

Mnozinou v8ech linearnich kombinaci danych vektoru v7, v3, ..., v je tzv. li-
nearni obal (angl. span) mnoziny téchto vektori. Zapisujeme [v7, 03, . . ., U}, pii-
padné [W], pokud zavedeme oznaceni W = {vi,vs,...,v;}, W C V. Naptiklad
linedrnim obalem jednoho vektoru je mnozina vsech vektora téhoz sméru. Line-
arnim obalem tii linearné nezavislych vektoru je tfirozmérny prostor. Obecné lze

fici, Ze kazdy linearni obal je vektorovym prostorem. [§]

Piiklad 1 [5] s. 93]

-1 2
Napiste vektor © = | 2 | jako linearni kombinaci vektora v; = | —1 |,
3 5
5
n=|—4
1

Reseni:

Hledame hodnoty koeficientu z, y linearni kombinace zv7 + yvs, ktera je rovna ,
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tj. fesime rovnici xv7 + yv3 = 4. Neni pfitom zaruceno, Ze feSeni existuje. Vektor
u nemusi totiz patrit do linearniho obalu vektoru v7, v5. To se ale ukaze pii reSeni

soustavy linearnich rovnic, kterou dostaneme rozepsanim rovnice

2 5 -1
x|l -1|+y-|—4]=1] 2
2 1 3
Resfme tedy soustavu:
20+ by = —1
-l -4y =2
2v +y = 3.

Ziskali jsme soustavu tii rovnic o dvou neznamych. Pro vyreSeni vyuzijeme Gaus-

sovu eliminaci:

2 5 | -1 -1 —4]2 -1 —4| 2
-1 —4] 2
-1 —4| 2 ~ 0 3|3 |~ 0O 1 |—-1/|~ ;
0 1 |-1
2 113 0 =77 0 1 ]|-1
y=—1, =2

Zjistili jsme, ze vektor « patii do linearniho obalu mnoziny vektori. Geometricky

to mizeme interpretovat tak, ze vektory lezi v jedné roving, jak vidime na obrazku.

61



Obrazek 10: Grafické znazornéni vektorua v prostoru

Piiklad 2 [2 s. 42]
Pro kterou hodnotu parametru b je vektor @ = (7,—2,b) linearni kombinaci

vektora uj = (2,3,5), uz = (1,—6,1), uz = (3,7,8).

Reseni:

To, ze je vektor « linearni kombinaci danych vektort, zapiseme takto:
U = xu) + yus + 2u3.

Jak vime z TeSeni predchoziho prikladu, tuto rovnici muzeme rozepsat do podoby

soustavy linedrnich rovnic, kterou potom fesime Gaussovou eliminaci:

2 1 3|7 2 1 3 7
3 6 7|-2]|~...~[0 =15 5| =25
5 1 8| b 0 0 0/b—-15

Aby soustava méla feSeni, z Frobeniovy véty vyplyva, ze posledni fadek musi byt
roven nule, tj.
b—15=0
b=15.
Z matice v Gaussové tvaru je ziejmé, ze linedrni obal vektori vy, 03, U3 je genero-

van pouze dvéma vektory, tzn. po dosazeni 15 za b lezi vSechny 4 vektory v jedné

roviné.
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Obréazek 11: Znazornéni vektoru v prostoru

[u1, u3).

Priklad k procviceni [2] s. 42]
Jsou déany vektory uj = (1,0, 1), us = (2,1, 1). Ovéite, zda vektor © = (0, —1,5)

je jejich linearni kombinaci, tj. zda vektor u lezi ve vektorovém prostoru V =

Rozhodnéte, zda

Piiklad 3 [5, s. 93]

1 1 0
a) vektor | —2 | nalezi do linearniho obalu vektora |1 | a | 1 |,
-3 0 1
1 1 1 0
b) vektor | —2 | nalezi do linearniho obalu vektora [ 2|, | =2 | a | 3|,
-1 2 0 4
3 1 0 2
2 -1 0
c)| vektor nalezi do linearniho obalu vektori , a
-1 0 3 1
-2 1 0 —1
Regeni:

Nésledujici piiklad budeme Fesit stejné jako Priklad 1, str.[60 Proto rovnou za-

¢neme hledat koeficienty linearni kombinace pomoci Gaussovy eliminace.
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Ad a)

1 0] 1 1 0] 1
11}/ -2(~10 1, -31,
0 1|-3 0 00

Vektor # je linearni kombinaci vektori v; a v3. ZapiSeme:

1 0 1
1f-3-[1]=]-2
0 1 -3

8 " &
& ’@

Obrazek 12: Znézornéni linearniho obalu vektori v, vy

Ad b)

—_
—_
e}
—_
—_
—_
e}
—_

2 0 4]-1 0 0 —-5|2
2 6 3
Z:——’ —4y——:—4 r = —
5 5 10
6
Ay = —4 + =
Y s
T
Y 10’

Zapis linearni kombinace:

1 1 0 1

5 2| + ! 2 2 = | -2

10 0 | 5 1=
2 0 4 -1
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Obrazek 13: Znazornéni linedrniho obalu vektora vy, vs, v3

Ad ¢)
(1 0 2|3 ] (10 2| 3 ]
2 -1 0|0 0 -1 —4| —6
003 1 |-1] T lo o —11]-19
|1 0 —-1|-2 00 0 | 3 |

Vektor neni linedrni kombinaci vektoru v, v5 a v3.

GeoGebra
1 0 2 3
2 -1 0 0
A=lo 3 1 1
1 0 1 2
Schodovity Tvar(A)
1 00 0
01 0 0
- 0 010
00 01

Ted, kdyz uz vime, co je linearni kombinace vektort, muzeme si vysvétlit, co
je linedrni zavislost/nezdvislost:

Definice: (Linedrni zdvislost/ nezdvislost) Vektory 01,05, ..., 0, kde n > 1
z vektorového prostoru V nad télesem T jsou linedrné zdvislé praveé tehdy, kdyz

aspon jeden z nich je linearni kombinaci ostatnich. Pokud tomu tak neni, vektory
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se nazyvaji linedrné nezdvislé. |8 str. 32]
Vyse zminénou definici si podrobnéji ilustrujeme na nasledujicich ptikladech.
UkézZeme si, jak se pro ur¢ovani linearni zavislosti a nezavislosti d& vyuzit hodnost

madtice.

Priklad 4 | [5, s. 99|

a) Ukazte, ze vektory , , jsou linearné nezavislé.

N R =T
w
|
[\

b) Ktery z nasledujicich vektort patii do jejich linedrniho obalu:

1 1 0 0
1 0 1 0
i) , i) , i) ,iv) ?

2 0 0 0

1 0 0 0
a

c¢) Predpokladejme, ze b= lezi v jejich linearnim obalu. Jaké podminky

c
d

musi a, b, ¢, d spliiovat?

Resent:
Ad a) Kdyby byly vektory linearné zéavislé, pak alespon jeden z vektora v7, v3, U3

a vy lze zapsat jako linedrni kombinace vektortu ostatnich:
U1 = avs + bus, Uy = cv1 + dvz, vy = evy + f03.
Koeficienty a, b, c,d, e, f € R. Rovnice prevedeme na homogenni tvar:
U1 — avy — buy = 0, Uy — V1 + dv3 = 0, U3 — evy — fuy = 0.
Nemusime fesit tyto tii rovnice zvlast. Pfevedeme je do jednoho spole¢ného tvaru:

TV + Yva + 2V3 = 0,
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kde z,y,z € R. Do rovnice dosadime vektory:

1 -2 2 0

0 3 -2 0
T +y +z =

2 -1 1 0

1 1 -1 0

1 =2 2
0 3 =2
2 -1 1
1 1 -1

1 -2 2
1 -2 2
0 3 =2
~oe~ 103 =2
2 -1 1
0 0 -1
1 1 -1

Vidime, Ze plati h(A) = n, kde n je pocet uvazovanych vektort, tj. pocet nezna-

mych.

Homogenni soustava rovnic ma proto pouze trividlng reseni: v = y= z = 0.
Vektory jsou linedrné nezduvislé. Pokud by vS8ak hodnost matice byla mensi nez
pocet danych vektort, tj. pocet neznamych, homogenni soustava rovnic by méla
nekonecné mnoho teseni, dané vektory by potom byly linedrné zdvislé. Jak vi-
dime zéalezi na vztahu hodnosti piislusné matice a poctu danych vektorta. Protoze
hodnot matice je stejnd jako hodnost matice k ni transponované, tak nezélezi,

zda vektory napiSeme jako sloupce ¢i fadky prislusné matice.

GeoGebra
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Hodnost(A)

— 3

Ad b)
i ) )
1 -2 2|1
1 -2 2|1
0 3 —2|1
~oo~l0 3 —201 ],
2 —1 12
00 1|1
11 -1]1
i. ) ) ) )
1 -2 2|1 1 -2 2|1
0 3 —2/0 0 3 -2/ 0
o -1 10| |0 3 —3|-2|
1 1 -1]0 00 01
i, ) )
1 -2 2|0
1 -2 2|0
0 3 —2|1
~oo~l0 3 2|1 |,
2 —1 10
0 0 —1|-1
1 1 -1]0
iv. ~ _
1 -2 2|0
1 -2 2|0
0 3 —2/0
~oem 03 =200
2 —1 10
0 0 —1]0
1 1 -1]0

Vsechny vektory kromé vektoru (1,0,0,0)7 lezi v linearnim obalu zadanych vek-

toru.

Ad ¢) Aby b patfil do linedrniho obalu vektort, musi platit:

a 1 -2 2

b 0 3 —2
=z | |+y +2 :

c 2 -1 1

d 1 1 -1
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b:x—'—,?,’, 6221’,

a=2x+Yy,

GeoGebra

Schodovity Tvar(A;)

— =D

oo -0

o-OoO o

- o oo

Schodovity Tvar(A;)

oo o -

oo -0

o-OoO o

- o oo

Schodovity Tvar(Ay)

ocooo

o e T Y e

oO—=HO O

- o O o
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Piiklad 5 [I] s. 118]

Rozhodnéte, zda nasledujici vektory z aritmetického vektorového prostoru R3

nad R jsou linearné zavislé nebo nezavislé:
a) u=(3,2,7), v=(1,1,1), W = (2,0,3),

b) @=(3,2,0), 7

(L1L1), &= (5,4,2),

¢) @=(3,-8,1), 7= (—6,16,—2).

Reseni:

Resime analogicky jako Priklad 4, str. @

3 27 3 2 7
Ada) |1 1 1] ~...~ |0 % _% ; vektory jsou linedrné nezavislé.
2 0 3 00 -7

\/\

Obrazek 14: Grafické znazornéni vektoru a)

320

Adb) |1 1 1| ~...~ ; vektory jsou linearné zavisleé.

5 4 2
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o ZhEl
s

A &

Obrazek 15: Grafické znazornéni vektoru b)

3 -8 1
Ad ¢) ~ (3 -8 1> ; vektory jsou linearné zavislé.
—6 16 -2

Obrazek 16: Grafické znazornéni vektort c)

Piiklad 6 I s. 118]
Urcete realné ¢islo b tak, aby vektory i, ¥, @ z aritmetického prostoru R* nad R

byly linearné zavislé.

a) @=(1,2,3), 7= (3,1,4), @& = (b,4,11),

b) U= (_6>ba 5)7 U= (_2’ 173)’ W= (2’3’ _1)
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Resend:
Tento piiklad je obdobny jako Priklad 2, str.[63V piipadé, Ze jsou vektory line-

arné zavisle, plati h(A) < n.

Ad a)
1 2 3 1 2 3
31 4 |f~..~]0 1 1
5 4 11 00 —b+7
Musi platit:
—b+7=0
b="T.

Ad b)
—6 b 5 -6 b 5
21 3 |[~..~[0 =3
2 3 -1 0 0 250

Musi platit:
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Obrazek 18: Grafické znazornéni zavislosti vektoru a)

Priklad 7 [5] s. 99]

a) Ukazte, ze vektory

1 1 1 1
1 1 1] |-
1 =1l [o]'|o
0 0 1 1

jsou linearné nezavislé.

b) Ukazte, Ze vektory generujf linearni obal vektorového prostoru R*.

1
c¢) Napiste vektor 2 jako jejich linearni kombinaci.
1
Reseni:
Ad a)
-1 1 1 1 ] -1 1 1 1 ]
1 1 -1 -1 0 -2 -1 -1
1 -1 0 O - 0 0 -2 =2
_0 0 1 —1_ _0 0 0 —2_

Pro hodnost matice plati h(A) = n, vektory jsou linearné nezavislé.
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Ad b) Jak jsme se jiz diive zminovali, linearni obal je mnozina vSech linear-
nich kombinaci mnoziny vektorti daného prostoru. Proto musime zjistit, zda se

kazdy z vektori dé vyjadrit jako linedrni kombinace ostatnich:

1 1 1 1 T

1 1 -1 -1 Y
k +1 +m +n =

1 -1 0 0 z

0 0 1 -1 w

11 1 1|z 11 1 1| =

11 -1 —1]y 0

1 -1 0 02| 0o 0 -2 —2|-2+y
0

00 1 —1|w 0 0 -2z

-2 -1 —-1|—-z+=z

Podle Frobeniovy véty ma soustava pouze jedno feseni. Hodnost matice je 4
tj. rovnou dimenzi vektorového prostoru R*). Podminka je splnéna, tedy mi-
J J Yy

zeme prohlasit, Ze vektory generuji linearni obal vektorového prostoru R*.

Ad c¢) Opét budeme vychéazet z definice. Musi platit:
r=z-(1,1,1,0)+y-(1,1,-1,0) + z- (1,-1,0,1) + w - (1,—1,0,—1).
Vychazime ze stejné analyzy jako v Prikladu 1, str.[60 Pro soufadnice & plati:

r+y+z+tw=1
r+y—z—w=0
r—y=0

z—w = 1.

Ziskavame soustavu ¢tyT rovnic o ¢tyfech neznamych, které vyfesime pomoci ma-

tice a elementarnich tprav:

(11 1 1|1 (101 1 1|1 ]
1 1 -1 10 0 0 —2 —2|-1
210 olo| T o =2 -1 -1 1|
00 1 —1]1 00 0 —-4|1
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1 3 1
w = 47 2_47 y_47
1 1 3 1
r=--(1,1,1,0 --(1,1,-1,0 --(1,-1,0,1) — = -(1,—-1,0,—1).
x 4 (7 ) 7 )+4 (7 ) 7)_'_4 (7 ) 7) 4 (7 ) ) )
GeoGebra
1 1 1 1
1 1 -1 -1
A=11 -1 0o o
0o o0 1 1
Schodovity Tvar(A)
1 0 0 0
01 00
— 10010
0001
1 1 1 1 1
1 1 -1 -1 0
Alinkom = 1 -1 0 0 0
o 0 1 11

Schodovity Tvar{Ajin kom)

1000%
_.0100£3L
001{)%
OOOI_T

N

Priklad k procviceni: [5, s. 99]

Rozhodnéte, zda jsou vektory linearné zavislé nebo nezévislé:

1 0 0 1
S R N R T I
-2 —1 1 0
1 1
2 1 0
0 0
C) 1 ) _2 ) _3 9 _]_ d> )
1 0
3 1 4
0 1

S = NN

-~ W N
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8 Baze a dimenze vektorového prostoru:

Definice: (Bdze vektorového prostoru) Baze vektorového prostoru V je ko-

necné mnozina vektoru vi,...,v, € V, ktera
1. je mnozinou generatori prostoru V'
2. a zaroven je linearné& nezavisla. [5]

Definice: (Dimenze vektorového prostoru) f{ekneme, ze vektorovy prostor
V nad télesem 7" ma kone¢nou dimenzi, jestlize ve V' existuje kone¢na mnozina
generatort V. Dimenzi vektorového prostoru V' rozumime pocet prvki jeho libo-
volné béze (tj. jeho systému generatoru tvoreného linearné nezavislymi vektory).

Znacime
dimV = n nebo V,,. [8, s. 45]
Pro vektorovy prostor dimenze n plati:
(a) kazda mnozina vektori, jejiz pocet prvki je vétsi nez n, je linedrné zdvisld,

(b) zadna mnozina vektori, jejiz pocet prvkii je mensi nez n, neni systémem

generatora V,
(c) kazda baze V je systémem generatori V,

(d) vektory tvoii bazi (n&jakého vektorového podprostoru) pravé tehdy, jsou-li

linearné nezavislé. [5]
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Piiklad 1 [5, s. 105]
Rozhodnéte, které z nésledujicich mnozin vektori tvori bazi vektorového

prostoru R3:

2\ (1 0 1\ (1
a) 1|, ]5]. b) AN EEREIE

5/ \2 _5 0 0

0 1 1 9 1 0 1
c) sl ol [=s], ¥ o .1 21.1=1].] 2

1 1 1 o) \ -1 0 1

Reseni:
Ad a) Na prvni pohled vidime, Ze vektory nejsou bézi vektorového prostoru R3.

Aby vektory byly bazi prostoru dimenze 3, musely by byt tfi a souc¢asné byt ne-

zavislé.
Ad b)
0 1 =5 -1 3 0
-13 0| ~...~[0 6 O
1 3 0 0 0 =5

Vektory jsou linearné nezavislé. Jejich linearni kombinaci jsme schopni vygenero-

vat cely prostor. Proto mizeme fict, Ze tvoii bézi vektorového prostoru.

Obréazek 19: Grafické znazornéni nezavislosti vektora b)
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Ad ¢)

0 4 -1
-1 0 1
0 4 -1
1 -8 1

Vektory jsou linearné zavislé, netvoif bazi R3.

Ad d)

2 0 =2
-1 2 1

-1 2 -1
~ ~10 -1 0

0 -1 O
0o 0 -4

-1 2 1

Na prvni pohled vektory netvofi béazi. étyfi trislozkové vektory jsou vzdy zavislé.

Obrazek 21: Grafické znazornéni nezavislosti vektora d)
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Piiklad 2[5, s. 105]

Mame vektory

a) Rozhodnéte, zda dand mnozina vektoru o1, vs,v3,v; generuje vektorovy

prostor R3?

b) Zjistéte, zda jsou dané vektory v1, v5, v3, vy linearné zavislé nebo nezéavislé?

Proc?

c) Tvoif dand mnoZina vektorli v1,vs,v3, 05 béazi vektorového prostoru R3?
Proc¢? Pokud ne, je mozné zvolit podmnozinu vysSe zminénych vektoru ta-

kovou, ktera by bazi byla?

d) Uréi dimenzi linearniho obalu vektora v7, 03, U3, ¥4. Své tvrzeni odivodni.

Resent:

Ad a)
_1 0 2_
3 -1 1 1 0 2
2 -1 -1 - 0 -1 =5
4 -1 3

Hodnost matice je 2, tj. dimenze vektorového podprostoru generovaného danymi
vektory je 2. Dana mnozina vektortii proto neni systémem generatori vektorova

prostor R3.

Ad b) Maximéalni mozny pocet nezavislych usporadanych trojic je 3. Pokud jich

je vice jsou linearné zavislé.

Ad ¢) Z ¢asti a) a b) mizeme vyvodit, Ze vektory netvori bazi vektorového pro-
storu R3. Z hodnosti matice vidime, Ze jsou dva vektory tvofeny linearni kombi-
naci zbylych. Proto neexistuje zadna linedrné nezavisla trojice mezi touto mno-

zinou vektoru.
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Ad d) Jedna se o dimenzi 2.
Pojdme si toto tvrzeni oduvodnit.

Aby vektory generovaly vektorovy prostor dimenze R?, muselo by platit:

1 3 2 4 x
E-l1o|+l- | -1]+m-|-1]|+n-|-1]=|y],
2 1 -1 3 z
1 3 2 4 |z 1 3 2 4 x
0O -1 -1 -1y |~..~0 -1 =1 -1 Yy
2 1 -1 3 |z 0O 0 0 0 |—-2r—-5y+z=z

Je zfejmé, Ze ne vSechny vektory lze vyjadrit jako linearni kombinace ostatnich
vektori. Proto tyto vektory nemohou generovat vektorovy prostor R3. Podle Fro-
beniovy véty méa tato soustava feSeni pouze pro takové vektory, pro které plati:
—2x — by + 2z = 0. V tomto piipadé mé soustava nekonec¢né mnoho feseni a vek-
tory generuji vektorovy prostor R% Najdeme si alesponl jedno konkrétni reseni

soustavy:

r=1tteR, y=s;s € R, —2t =55+ 2 =0,

z = 2t + 5s,

K =1t s,2t+5s];t,s€e R — v =(1,0,2), v5=(0,1,5).

7 uvedeného Teseni i z obrazku 4 je patrné, ze dané vektory lezi v jedné roviné.

Obrazek 22: Grafické znazornéni nezavislosti vektora

80


https://www.geogebra.org/m/jguxcudh
https://www.geogebra.org/m/jguxcudh

Priklad k procviceni [5, s. 105]

Mame vektory:

Odpovézte na stejné otazky jako v Prikladu 2, str.[79

Priklad 3 [2, s. 45|
Urcete bazi a dimenzi vektorového prostoru V generovaného vektory

UL, U, U3, Uy € R, resp. 1y, un, us, iy € R3, kde
a) U_i = (3727 174)a U_é<—3,4,2, 1)7 U_EJ, = (1a0707 1)7 u_;l = (1767376)a

b) w3 = (1,2,1,-1), up(—1,0,2,1), u3 = (2,—1,—2,0), uy = (2,1, 1, 1),

c) up = (2,1,-5), up = (4,5,1), uz3 = (0, =3, —11), uy = (2,4,6).

Resent:
Ad a) ] )
3 2 1 4
1 0 0 1
-3 4 2 1
~...~ 10 2 11
1 0 01
00 0 2
1 6 3 6

Vektory nejsou bazi R*, dimenze jimi generovaného podprostoru je 3.

Ad b)
(1 2 1 -1 121 -1
10 2 1 023 0
> 1 2 0| oo o
2 1 1 1| 000 1

Vektory jsou linearné nezéavislé, tvoii bazi vektorového prostoru dimenze 4.
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Ad ¢)

2 1 =5
4 5 1
0 -3 11 h
2 4 6

21 =5
0 3 11

Nemohou tvoiit bazi R*, dimenze podprostoru je 2.

GeoGebra
3
_ -3
A, 1
1
Hodnost(A,)
— 3
1
~1
A ]
" 2
2
Hodnost(Ay)
— 4
2
A= ¢
2
Hodnost{A.)
— 2

21 4
4 21
0 01
6 3 6
2 1 1
0o 2 1
-1 -2 0
1 1 1
1 -5
5 1
-3 -11
4 6
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Priklad 4[5, s. 106]
Necht P piedstavuje vektorovy prostor obsahujici polynomy p(z) stupné nej-

vyse 4.

a) Rozhodnéte, zda jsou polynomy pi, ps, ps, p4 linearné nezavislé?

pi(z) =2 — 31 + 1,
pg(l') = "LA — 6z + 37

p3(z) = o* — 22° + 1.

b) Jaka je dimenze podprostoru prostoru P® generovaného polynomy

D1, P2, D3, P4’

Resent:

Mnozina polynomi stupné nejvyse n je vektorovym prostorem. Kazdému poly-
nomu ¢tvrtého stupné asa* 4 asx® +asx? + a2+ ap je jednoznaéné prifazen vektor
(ag,as, as, ai, ap). Proto s nimi mizeme pocitat a pracovat jako s vektory. V této

tloze vystupuji jako vektory se souradnicemi:

Puvodni zadani jsme si zjednodusili a nahradili jinym - ekvivalentnim. Proto

na hledané reSeni tato zména nema vliv.

Ad a)

0 1 0 =31
100 -6 3

1 0 0 -6 3f~...~
010 -3 1
1 -2 0 0 1

Polynomy jsou linearné zavislé.

Ad b) dim V' = 2. Odivodnéni by bylo analogické s Prikladem 2, str.[79v ¢asti d).
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GeoGebra

Hodnost(A)

Priklad k procviceni [I} s. 130]

a) Urcete bazi a dimenzi vektorového prostoru generovaného vektory o =
(3,0,0,0), ¥ = (—1,2,0,1), & = (0,6,0,3) z aritmetického vektorového

prostoru R*.

b) Urcete bazi a dimenzi vektorového prostoru generovaného vektory

U_i - (2,071,3,_1),U_é = (171707_17]-)’“_53 - (07_27175a_3)au_£3 -

(1,-3,2,9,—5) z aritmetického vektorového prostoru R®.

8.1 Urceni souradnic vektoru vzhledem k bazi

Necht M = (uy, 43, ..., uy,) je baze vektorového prostoru V. Potom kazdy vek-

tor 4 € V lze napsat jednoznac¢né ve tvaru
U= x1U) + Tols + ... + Ty,

Vektor (z1,x2, ..., z,) € T™ nazveme soufadnicemi vektoru @ vzhledem k bazi M

a znacime

upr = (1,9, ...y ). |8 str. 50|

Priklad 5/ [4] s. 80]

V prostoru R? najdéte souradnice vektoru @ vzhledem k béazi M:
a) = (—5,17,—11), M = (1,2,1),(3,—-2,7), (11, -2, 23),

b) @ =(29,12,5), M = (-3,2,—4),(5,-3,2),(0,6,—3),

c) U= (-10,7,—-4), M = (2,1,3,(=3,1,-2), (5, —2,4),

Ad a) Podle definice musi platit, Ze mnozina vektorit M tvoii béazi vektorového
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prostoru. Aby vektory tvorily bazi vektorového prostoru, pak musi byt linearné

nezévislé:
1 2 1 1 3 11
3 -2 7| ~...~ |0 -8 —-24
11 -2 23 0 O 0

Vidime, ze vektory jsou linedrné zavislé, a tedy netvoii bazi vektorového prostoru

R3. Nelze najit soufadnice vektoru # vzhledem k této mnoZiné vektori.

GeoGebra

1 2 1
A= 3 —2 7
11 -2 23

Hodnost(A,)

—.2

Ad b) Budeme postupovat stejné jako u prvniho piikladu. Nejdiive si musime

ovérit, zda vektory tvorf bazi R? :

-3 5 0 -3 5 0
2 -3 6|~...~|0 3 6
-4 2 -3 0 0 81

Vektory jsou linearné nezavislé, tvori bazi vektorového prostoru R3. Prvni ¢ast

definice je splnéna a vektor u miuzeme napsat jednozna¢né ve tvaru:

-3 5 0 29
T 2 | +x2- | 3| F+x3-] 6 | =112
—4 2 -3 5

Chceme zjistit koeficienty x1, x5, z3. Vektory mizeme zapsat do matice:

-3 5 029 -3 5 0|29
~ L~ 4
2 —3 6 |12 0 3 6% |,
-4 2 =35 0 0 811405
Ty = —3, To = 4, T3 = 5.
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(1, 29,23) = (—3,4,5) jsou souradnice vektoru wy; vzhledem k bézi M. Zapi-

Seme: upr = (—3,4,5).

GeoGebra
-3 5 0
Ap = 2 =3 4]
4 2 -3
Hodnost(A)
— 3

-3 5 0 29
Schodovity Tvar 2 -3 6 12
—4 2 -3 5

1 0 0 3
— 01 0 4
0 01 5

Ad c¢) Postupujeme obdobné jako v ¢asti a) a b).

2 -3 5 2 -3 5
1 1 =2f{~...~0 2 -9
3 —2 4 0 0 1

Vektory jsou linearné nezavislé. Najdeme soutadnice vektoru uy, vzhledem k této

bazi:
2 =3 5 |-10 2 =3 0 |-10
1 1 =2, 7 |~..~]0 2 =312 [,
3 -2 4| -4 0 0 1 |-1
Ir = 2, T = 3, T3 = —1.

Pro vektor uy, plati: uy = (2,3, —1).
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2 -3 5
Ac=|1 1 =2
3 -2 4

Hodnost(A.)
— 3
2 =3 5 —10
Schodovity Tvar 1 1 -2 7
3 =2 4 —4
1 00 2
—_ 0 1 0 3
00 1 -1

87



Kompletni souhrn appletii celé sbirky nalezneme v GeoGebra knize, viz odkaz

nize.
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Z.Avér

Smyslem této prace bylo vytvorit dopliiujici studijni material z linearni alge-
bry pro studenty prvniho ro¢niku pedagogické fakulty JU v éesk;’rch Budéjovi-
cich. Shirek z této oblasti matematiky existuje mnoho. U novéjsich, pfedevsim
zahrani¢nich sbirek uz existuje jejich elektronické zpracovani, pripadné alespon
obsahuji vstupy do matematickych programi, které si ¢tenar v prubéhu muze
zkouset zadavat do svych zarizeni. To mé inspirovalo k vytvoreni sbirky, jejimz
tézistém je jeji zpiistupnéni v elektronické podobé prostiednictvim programu Ge-
oGebra. V ném jsem vytvorila GeoGebra knihu, applety a 3D obrazky, na které
odkazuji pomoci QR kodi a hypertextovych odkazi.

U vSech cviceni nebylo mozné vytvorit prostorovy obrazek, protoze jsme ome-
zeni na dimenzi 3. Tyto mezery jsem vykompenzovala obrazkem s GeoGebra
kodem. Student miize s obrazky manipulovat a lépe si predstavit feSeni danych
iloh, zkontrolovat si své vysledky, eventualné ujasnit si vstupy, které se pouzivaji
pri zadavani matic v programu.

Pro mé osobné bylo vytvareni této sbirky pfinosné. Predevsim proto, ze jsem
si vyzkousela pséat préaci v Overleafu. Pokud jde o matematické prostiedi, prace
s editorem se ukazala jako mnohem vyhodnéjsi a komplexnéjsi nez prace s klasic-
kym Wordem.

Domnivam se, 7Ze linearni algebra patif mezi ty oblibenéjsi ¢asti matematiky.
Presto si myslim, Ze studenti pouzivaji grafickd zobrazeni v malé mife. Doufam,
ze tato sbirka je inspiruje a ukiZze jim, Ze soucasné vymozenosti jim nabizeji

snadnéjsi praci s matematickymi tlohami.
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