Katedra informatiky
Prirodovédecka fakulta
Univerzita Palackého v Olomouci

DIPLOMOVA PRACE

Algebraicka topologie v analyze dat

2019 David Kocir

Vedouci préce: Studijni obor:
doc. RNDr. Michal Krupka, Ph.D. Informatika, prezencéni forma



Bibliografické udaje

Autor: David Kodcir

Nézev prace: Algebraicka topologie v analyze dat

Typ prace: diplomova prace

Pracovisteé: Katedra informatiky, Prirodovédecka fakulta,
Univerzita Palackého v Olomouci

Rok obhajoby: 2019

Studijni obor: Informatika, prezenéni forma

Vedouci prace: doc. RNDr. Michal Krupka, Ph.D.

Pocet stran: 102

Prilohy: 1 CD/DVD

Jazyk prace: Cesky

Bibliograhic info

Author: David Kocir

Title: Algebraic topology in data analysis

Thesis type: master thesis

Department: Department of Computer Science, Faculty of Science,

Palacky University Olomouc

Year of defense: 2019

Study field: Computer Science, full-time form
Supervisor: doc. RNDr. Michal Krupka, Ph.D.
Page count: 102

Supplements: 1 CD/DVD

Thesis language: Czech



Anotace

VyuZiti topologie je modernim trendem v analyze dat. Tato price se konkrétné
venuje vyuziti algebraické topologie v analijze dat: obsahuje tvod do algebraické
topologie, popisuje zdkladni metody algebraické topologie a také tato prdce obsa-
huje nékolik pivodnich analyzovanych prikladii.

Synopsis

Application of topology in data analysis is being a modern trend. This thesis deals
with the use of algebraic topology in data analysis. It contains an introduction to
algebraic topology and describes basic methods of algebraic topology. This thesis
also contains some original analyzed examples.

Klicova slova: topologie, algebraickd topologie, simplicialni homologie, topolo-
gickd analyza dat

Keywords: topology, algebraic topology, simplicial homology, topological data
analysis
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1 Uvod

Cilem této prace je nastudovat zdklady obecné a algebraické topologie a podat
souhrn vybranych aplikaci algebraické topologie v analyze dat s dirazem na
puvodni priklady.

Prvni dvé kapitoly této prace se tedy vénuji zakladnim pojmtm, které jsou
nutné pro porozumeéni algebraické topologie. Kapitola 2 obsahuje zédklady obecné
topologie a také slouzi jako iivod do obecné topologie. Kapitola 3 shrnuje po-
tfebné pojmy z algebry, které jsou nutné ke studiu algebraické topologie.

Kapitola 4 se vénuje zakladum algebraické topologie. Z celkové oblasti alge-
braické topologie jsem vybral ta témata, ktera v soucasné dobé nachézi praktické
uplatnéni v analyze dat. Kapitola 5 pak navazuje na kapitolu 4 zavedenim po-
stupu, ktery rozsifuje moznosti pouziti algebraické topologie v analyze dat.

V kapitole 6 jsou pak popsany zakladni algoritmy algebraické topologie a v ka-
pitole 7 je ukézka jednoduchého pouziti téchto algoritmii pri analyze dat na dvou
puvodni prikladech.

Kapitola 8 se vénuje algoritmu Mapper, ktery se v soucasné dobé pomalu
stava standardnim nastrojem topologické analyzy dat. Nasledujici kapitola 9 ob-
sahuje ptivodni praktické priklady vyuziti tohoto algoritmu s kratkym srovnanim
vysledkt algoritmu Mapper s vysledkem velmi podobné metody analyzy dat:
shlukovanim.

V priloze A se nachazi stru¢ny popis vlastni implementace algoritmt priloze-
nych na CD a také vycet pouzitého software.
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2 Obecna topologie

Tato kapitola slouzi jako tvod do obecné topologie. Jsou zde zminény vsechny
dilezité pojmy, které v této praci budou potfeba. Informace jsou cerpany ze
zdroje [7].

2.1 Topologické prostory

Definice 2.1 (Topologie)
Topologie T na mnoziné X je systém podmnozin X splnujici nasledujici
podminky:

1.0eT,XeT.
2. Pokud U,V € T, pakiUUV € T.
3. Pokud Y C T, pak i Nyex U € T.

Uvazujeme tedy sjednoceni libovolného poc¢tu mnozin a pruniky konecného
poctu mnozin.

Definice 2.2 (Topologicky prostor)
Mnozina X, na niz je dana topologie T, se nazyva topologicky prostor. To-
pologicky prostor budeme znacit pouze X.

Definice 2.3 (Oteviend mnozina a okoli bodu)

Méjme topologicky prostor X s topologii 7. Mnoziny U € T se nazyvaji
otevrené mnoziny na X (zjednodusené pouze otevrené mnoziny). Pokud U je
oteviena mnozina a x € U, kde x € X, pak se mnozina U nazyva okoli bodu x.

PRIKLAD 2.4
Uvazujme mnozinu X = {a, b, ¢, d}. Celkem na této mnoziné miuzeme zavést
355 ruznych topologii. Nékteré z nich si ukazeme.

Nejjednodussi topologie je takzvana trividlni topologie. To je topologie, ktera
obsahuje pouze mnozinu X a prazdnou mnozinu, tedy 7 = {0, X}.

Dalsim zptsobem pak miize byt takzvana diskrétni topologie. To je takova
topologie, pro kterou plati 7 = 2X. V topologickém prostoru s diskrétni topologii
je kazda jednoprvkova mnozina oteviena. V tomto pripadé jsou tedy mmnoziny
{a},{b},{c},{d} oteviené.

Déle pak miZeme uvazovat napiiklad topologie T = {0, {a,b},{c,d}, X},
T =A{0,{a},{d},{a,d},{b,c,d}, X} nebo T ={0,{c},{c,d},{a,b,c}, X}.

Naopak, systém mnozin & = {0, {a},{d},{b,c}, X} netvoii topologii na X.
Dle definice topologie by totiz systém mnozin £ meél obsahovat napriklad mnoziny
{a,d}, {a,b,c} a {b,c,d}, které viak £ neobsahuje.
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Definice 2.5 (Topologicky podprostor)
Méjme topologicky prostor X s topologii T, vezméme libovolnou podmno-
zinu A C X a definujme systém mnozin

Ta={tTNA|T€T}.

Systém T, je topologii na A a mnozina A spolu s topologii T4 tedy tvori to-
pologicky prostor. Tento topologicky prostor se nazyva topologicky podprostor
topologického prostoru X.

Zjednodusené pak také rikame, ze na A C X uvazujeme indukovanou topolo-
g1t z X. Tim se pak mysli presné ta topologie T4, ktera je definovand vyse.
Casto je také uziteéné urcit topologii pomoci baze:

Definice 2.6 (Baze topologie, Topologie generovana bazi)
Méjme mnozinu X . Bdzi topologie na X je praveé takovy systém B podmno-
zin X, pro ktery plati:

1. Pro kazdé = € X existuje alespon jeden bazovy prvek B € B takovy,
zex € B.

2. Pokud x nalezi do priniku dvou bazovych prvki By a Bs, pak musi existo-
vat bazovy prvek Bs takovy, pro ktery plati z € Bj a zaroven By C By UBs.

Topologie T generovand bdzi B je definovana nasledovné: mnozina U C X je
prvkem 7T, jestlize pro kazdé x € U existuje bazovy prvek B € B takovy, pro
ktery plati x € Ba B CU.

Nasledujici lemma tika, jak pomoci bazi B mizeme topologii 7 na X popsat
prehledné:

Lemma 2.7 (O generovani topologie pomoci béze)
Necht X je mnozina a B je bdze topologie T na X. Pak je topologie T rovna
systému mnozin obsahujici vsechna moznd sjednoceni mnozin z B.

PRIKLAD 2.8
Na R uvazujeme takzvanou standardni topologii, kterd je generovana bazi
obsahujici vSechny oteviené intervaly ve tvaru

(a,b) ={x|a<z<b}.
Na R"™ pak uvazujeme topologii generovanou bazi, ktera obsahuje vsechny souciny
vsech otevienych intervali ve tvaru
(al,bl) X (CLQ, bg) X+ X (an,bn) .

Na mnoziné A C R pak uvazujeme topologii indukovanou z R a na mnoziné
A" C R” topologii indukovanou z R™.

Pokud nebude uvedeno jinak, v této praci budeme na mnozinach R, R™ a na
jejich podmnozinach vzdy uvazovat tyto uvedené topologie.
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2.2 Homeomorfismy topologickych prostort

Dilezitym pojmem v topologii je takzvané spojité zobrazeni:

Definice 2.9 (Spojité zobrazeni)

Necht X a Y jsou topologické prostory. Zobrazeni f : X — Y se nazyva
spojité, pokud pro kazdou otevienou mnozinu V € Y plati, Ze mnozina f(V)™!
je oteviena na X.

Definice 2.10 (Homeomorfismus)
Necht X a Y jsou topologické prostory. Zobrazeni f : X — Y se nazyva
homeomorfismus, pokud splnuje nasledujici podminky:

1. Zobrazeni f je spojité.

2. Zobrazeni f je bijektivni a inverzni zobrazeni f=!:Y — X je spojité.

Z definice homeomorfismu také plyne, ze mnozina f(U) je oteviend v Y prave
tehdy, kdyz U je oteviend v X. Tudiz homeomorfismus je bijekci nejen mezi body
v X a Y, ale také mezi otevienymi mnozinami na X a Y.

Pokud mezi topologickymi prostory X a Y existuje homeomorfismus, pak se
tyto topologické prostory nazyvaji homeomorfni. Homeomorfni prostory znacime
X =Y.

Pokud dva topologické prostory X a Y jsou homeomorfni, pak fikame, ze X a 'Y’
jsou stejného topologického typu (nékdy se také rika, ze maji stejné topologické
vlastnosti).

Kazdy topologicky prostor je homeomorfni sdm se sebou. Za homeomorfismus
staéi vzit identitu. Pokud existuje homeomorfismus f mezi X a Y, pak f~! je
homeomorfismus mezi Y a X. A nakonec, pokud existuje homeomorfismus f
mezi X a Y a homeomorfismus g mezi Y a Z, pak sloZené' zobrazeni (g o f)
je homeomorfismus mezi X a Z. Homeomorfismus je tedy relaci ekvivalence na
mnoziné topologickych prostort.

PRIKLAD 2.11

Interval (—1,1) je homeomorfni s R. Jako homeomorfismus z R na (—1,1)
muzeme vzit napriklad funkei f(x) = tanh(x). Tato funkce je spojita a existuje
k nf spojitd inverzni funkce f(x)~' = argtanh(x).

PRIKLAD 2.12

Libovolné dva oteviené intervaly jsou homeomorfni. Jako homeomorfismus
staci vzit naskalovani jednoho intervalu na druhy. Kazdy otevieny interval (a,b)
je tedy homeomorfni i s intervalem (—1,1). Z predchoziho ptikladu pak vyplyva,
ze libovolny otevieny interval je homeomorfni s R.

1SloZené zobrazeni g o f je definovano piedpisem (go f) (z) = g (f (z)).
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PRIKLAD 2.13
Lze dokézat, ze zadny uzavieny interval [a, b] na R neni homeomorfni s R.

PRIKLAD 2.14

Uvazujme pulkruznici k se sttedem v bodé S o poloméru r a necht P a @)
jsou jeji koncové body. Déle vezméme tecnu a k pilkruznici k takovou, ze je
rovnobéznd s primkou vedenou koncovymi body P a ) pulkruznice k.

Nyni uvazujme takovou projekci bodu z této pulkruznice, ze kazdy bod se
promitne ze stiedu S na primku a. Kromé bodi P a @ se tedy kazdy bod
pulkruznice promitne do jednoho jediného bodu na pfimce a.

UvaZzujme na obou geometrickych titvarech topologii indukovanou z R2. Po-
kud z pilkruznice odebereme jeji koncové body P a @), pak je tato pulkruznice
homeomorfni s primkou a. Naopak, celd pulkruznice, tedy véetné svych kraj-
nich bodi P a @), je homeomorfni s tiseckou. Tento homeomorfismus se casto
interpretuje tak, ze pulkruznici lze ,,naprimit®.

Priklad je prevzaty z [10] a je zndzornén na obrazku 2.1.

Obrézek 2.1: Pulkruznice bez krajnich bodi P a @ je homeomorfni s primkou.

PRIKLAD 2.15

Uvazujme zprava otevieny interval [0, 27) a jednotkovou kruznici. Diky tomu,
ze je interval zprava otevreny, existuje mezi nim a jednotkovou kruznici bijekce.
Nicméné, 1ze dokazat, ze zadné bijektivni zobrazeni z jednotkové kruznice na
interval [0,27) neni spojité. Tento interval a jednotkova kruznice tedy nejsou
homeomorfni.

Obecné plati, ze zadna kruznice neni homeomorfni s libovolnym intervalem
v R, popripadé primkou, poloprimkou ¢i tiseCkou v roviné.

PRIKLAD 2.16
Necht = (z1,...,2,) € R". Pro p € R, p > 1 definujeme p-normu x
predpisem

1
P

o, = (3 P
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Pomoci 2-normy je definovana takzvand n-dimenziondlni sféra
s"={z e R | [lall, =1}

Na sféie S jako obvykle uvazujeme indukovanou topologii z R"*1.

Sféra S! je pak homeomorfni s obvodem libovolného ¢tverce v R2, sféra S?
je pak homeomorfni s povrchem libovolné krychle v R3. Tento homeomorfismus
pak plati i pro zobecnéni krychle do vyssich dimenzi.
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3 Algebra

Predtim, nez se podivame na algebraickou topologii, je nutné uvést nékolik pojmu
a poznatki z algebry. Hlavnim cilem této kapitoly je zavést moduly, gradované
moduly a posléze uvést vétu o strukture modulti a vétu o strukture gradovanych
modult. Jak uvidime pozdéji, tyto véty v algebraické topologii hraji klicovou roli.

3.1 Grupy, okruhy a pole

Tato podkapitola obsahuje struéné pripomenuti zakladnich pojmi z algebry,
které budou dale potreba. Pojem operace se zde pouziva ve volnéjsim vyznamu.
Informace jsou Cerpany ze zdroje [12].

Definice 3.1 (Grupa)
Mnozina G spolu s binarni operaci 4+ na G se nazyva grupa, jestlize operace
je + asociativni a dale plati:

1. Existuje prvek e € G takovy, ze pro vsechna x € G plati:
et+tr=x+e=u,
prvek e se nazyva neutrdlni prvek vzhledem k operaci + na G.

2. Pro vSechny prvky a € G existuje takovy prvek —a, pro ktery plati:

prvek —a se nazyva inverzni prvek k prvku a vzhledem k operaci 4+ na G.

Grupu znac¢ime (G, +), zjednodusené pak pouze G.

Definice 3.2 (Abelovska grupa)
Grupa (G, +) se nazyva abelovskd, pokud je operace + komutativni.

Definice 3.3 (Podgrupa)
Meéjme grupu (G, +). Podmnozina H C G spolu s operaci + zizenou pouze
na prvky H se nazyva podgrupa grupy G, pokud je H uzaviend na +.

Definice 3.4 (Pfimy soucet abelovskych grup)

Méjme abelovskou grupu G a systém abelovskych grup A = {A;},.;, kde
I € Z. Pokud Uie; A; = G a pro kazdé i € I plati A; 0 (Ujerjzi A4;) = {0},
pak se grupa G nazyva primgm souctem grup {A;},.;. Pfimy soucet znacime
nasledovneé:

G:@A“ kdet € I.
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U grupy, ktera je definovana pirimym souctem se jeji prvky zapisuji také jako
n-tice, které mohou byt i nekonecné. Tedy napriklad pro grupu G = @, 4;,
kde i € I apro prvek a € G piseme (aq,as,as, ... ), kde a; € A;. Operaci na G
pak mizeme definovat po slozkdch pomoci operaci z jednotlivych grup {4;}, ;.
Necht tedy +* znaci operaci grupy A;. Pro prvky a, b € G tedy definujeme operaci
+% na G takto:

(al,ag,ag, .. )+G (bl,bg,bg, .. ) = (al +1 bl,CLQ —|—2 bg,ag —|—3 bg, Ce )

Definice 3.5 (Okruh)
Neprazdna mnozina R spolu s operacemi + a - se nazyva okruh, jestlize jsou
splnény nasledujici podminky:

1. (R,+) je abelovskd grupa.
2. Operace - je asociativni a dale je distributivni vzhledem k operaci +.

Okruh se znac¢i (R, +,-), zjednodusené pak pouze R. Operace - se ve vyrazech
bézné vynechava.

Definice 3.6 (Jednotkovy okruh, komutativni okruh)

Pokud okruh R obsahuje neutralni prvek vzhledem k operaci -, pak se dany
okruh nazyva jednotkovy (nékdy také okruh s jednotkou). Tento neutralni prvek
se nazyva jednotka a znac¢ime jej 1g. Pokud je operace - komutativni, pak se dany
okruh nazyva komutativni.

PRIKLAD 3.7 (POLYNOMY A OKRUH POLYNOMU)
Necht (R, +, -) je komutativni okruh s jednotkou. Polynom f(x) s koeficienty
v R je formalni suma ve tvaru

f(x)=ao+ax" + -+ a,z",

kde a; € R a x fikdme proménnd. Cislu n se ki stuperi polynomu. Polynom
pouze s jednim nenulovym koeficientem ay stupné d ve tvaru aqz? se nazyva
homogenni.

Mnozina vSech polynomu f(z) s koeficienty v R spolu s obvyklymi opera-
cemi sc¢itani a nasobeni polynomi tvori komutativni okruh s jednotkou, ktery se
znaci R[z].
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Definice 3.8 (Ideal)
Necht (R, +, ) je komutativni okruh. Neprazdnd podmnozina I C R se na-
zyva idedl, pokud plati nasledujici podminky:

1. Pokud a,b € [ paka+be I.

2. Pokudael,r € Rpakar € I.
Pokud idedl I obsahuje jednotkovy prvek, pak plati I = R.

Definice 3.9 (Idedl generovany mnoZinou)
Necht (R, +,-) je okruh s jednotkou a méjme mnozinu S C R. Idedl genero-
vany mnozinou S je nejmensi ideal obsahujici S. Znacime jej (S).

Definice 3.10 (Obor integrity)
Komutativni okruh R s jednotkou se nazyva obor integrity, pokud pro vsechny
prvky a,b € R plati, jestlize a # 0 a b # 0, pak ab # 0.

Definice 3.11 (Pole)
Mnozina F' spolu s operacemi + a - se nazyva pole, pokud plati:

1. Trojice (F,+,-) tvori komutativni okruh s jednotkou.

2. Pro kazdé a € F existuje prvek a=! takovy, Ze plati aa™! = 15, kde 1 je
jednotka okruhu (F,+, ).

Véta 3.12
KaZdé pole je oborem integrity. KazZdy konecny obor integrity je pole.

PRIKLAD 3.13
Trojice (Z,, 4+, ), kde p je prvocislo a operace +,, -, znaci s¢itani a nasobeni
modulo p, jsou konecné obory integrity. Podle predchozi véty tedy také tvori pole.

Definice 3.14 (Hlavni ideal a obor hlavnich ideali)

Necht (R,+,-) je okruh s jednotkou a vezméme prvek a € R. Hlavni idedl
je idedl generovany mnozinou obsahujici pouze prvek a. Pokud (R, +,-) je obor
integrity, jehoz kazdy ideél je hlavni, pak se (R, +, -) nazyva obor hlavnich idedli.

PRIKLAD 3.15

Mnoziny Z,Z,,R a Q spolu s obvyklymi operacemi tvoii obory hlavnich
ideal. Pokud R je pole, pak okruh polynomi R[z] je oborem hlavnich ideali.
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3.2 Moduly

V této kapitole jsou definovany moduly a dale je zde uvedena véta o strukture
moduli. Informace jsou ¢erpany ze zdroje [12].

Definice 3.16 (Modul)

Necht R znaci okruh s jednotkou. R-modul (nebo také modul M nad R) je
neprazdnd mnozina M spolu s dalsimi dvéma operacemi. Prvni operace, zna¢ena
+, kazdé dvojici (u,v) € M x M piitadi prvek u + v € M. Druhé operace,
znacend -, kazdé dvojici (r,v) € M x R pritadi prvek uv € M. Déle musi byt
splnény nasledujici podminky:

1. (M,+) tvori abelovskou grupu.

2. Pro vSechna r,s € R a u,v € M plati:
r(u+v) =ru+rv,
(r + s)u = ru+ su,
(rs)u = r(su),
lpu = u.
Prvky R se bézné oznacuji jako skaldry. Operaci + budeme tikat s¢itani a ope-
raci - nasobeni, popripadé nasobeni skalarem.

Modul se nazyva trividlni, pokud M = {0}. Trividlni modul znacime zjedno-
dusené pouze 0. Pokud modul neni trivialni, oznacuje se také jako nenulovy.

Definice modulu pripomina vektorovy prostor. Skutecné, pokud R je pole,
pak R-modul tvori vektorovy prostor. Vektorové prostory jsou tedy specidlnim
pripadem moduliti nad polem.

Definice 3.17 (Podmodul)
Podmodul R-modulu M je neprazdna podmnozina S C M, kterd tvori R-
modul spolu s operacemi + a - ziZenymi pouze na prvky mnoziny S.

Definice 3.18 (Modul generovany mnozinou)

Méjme R-modul M a necht S C M. Podmodul generovany mnozZinou S je
nejmensi modul obsahujici mnozinu S. Tento modul zna¢ime (S). O mnoziné
S C M tekneme, ze generuje modul M, pokud M = (S).

Definice 3.19 (Cyklicky modul)
Necht M je R-modul a v € M. Podmodul generovany mnozinou obsahujici
pouze prvek v se nazyva cyklicky modul generovany prvkem v.

Definice 3.20 (Kone¢né generovany modul)
R-modul M se nazyva konecné generovany, pokud obsahuje kone¢nou mno-

zinu, ktera jej generuje.
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Definice 3.21 (Linearni nezavislost)
Prvky mnoziny S C M se nazyvaji linedrne nezdvislé, pokud pro vsechny
navzajem ruzné prvky vy, ..., v, € S a libovolné skalary rq,...,r, € R plati:

pokud ryvy +---+r,v, =0, pak r;, =0 pro vSechnai=1,...,n.
Pokud prvky nejsou linedrné nezavislé, pak se nazyvaji linedrné zdvislé.

Definice 3.22 (Baze a volny modul)

Necht M je R-modul. Mnozina 28 se nazyva bdze, pokud jeji prvky jsou
linedrné nezavislé a B generuje M. R-modul M se nazyva volny modul, pokud
ma bazi.

Prvky volného modulu M nad R s koneénou bazi 8 = {by,..., b, } lze vyja-
drit také pomoci formalnich linearnich kombinaci prvka této béaze s koeficienty
v R. Kazdy prvek v € M tedy lze zapsat ve tvaru:

v = Zaibi, kde a; € R, b; € B.
i=1

Definice 3.23 (Hodnost modulu)
Necht R je komutativni okruh s jednotkou. Hodnost volného R-modulu nad
M je definovana jako pocet prvkiu jeho baze. Hodnost modulu se znad¢i rank(M).

Definice 3.24 (R-homomorfismus)
Necht M a N jsou R-moduly. Zobrazeni 7 : M — N se nazyva R-homo-
morfismus, pokud plati:

7(ru+ sv) = r7(u) + s7(v),

pro vSechna r,s € R a u,v € M. Pokud R-homomorfismus je bijektivni, nazyva
se R-izomorfismus. Pokud je R ziejmé z kontextu, zna¢ime R-homomorfismus
jednoduse homomorfismus.

Véta 3.25 (Jadro a obraz R-homomorfismu)
Bud 1 libovolny R-homomorfismus R-moduli M a N. Definujme jadro ho-
momorfismu:
ker(r) ={ve M | 1(v) =0},

a obraz homomorfismu:
im(r) = {r(v) e N |ve M}.

Pak plati, Ze jidro ker(t) je podmodul M a obraz im(7) je podmodul N.
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Definice 3.26 (Faktorovy modul)
Bud S podmodul R-modulu M. Nésledujici binarni relace

u=vesu—veS
je relaci ekvivalence na M. Jeji tiidy ekvivalence jsou nasledujici mnoziny
v+ S={v+s|seS}.

Mnozina vsech trid této ekvivalence tvori R-modul a nazyva se faktorovy modul
M podle S. Znaci se M/S. Operace na M/S jsou definovany nésledovné:

(u+S)+W+S5)=(u+v)+5,

r(u+S)=ru+S.
Nulou faktorového modulu M /S je tiida 0+ S = S.

Obecné podmoduly volnych podmodulii nemusi byt volné. Nasledujici véta
rika, které podmoduly volnych modult volné jsou:

Véta 3.27 (Hodnost modult nad oborem hlavnich ideélit)
Bud M wvolng modul nad oborem hlavnich idedli R. Pak libovolny podmodul
S C M je také volnyj a plati rank (S) < rank (M).

Véta 3.28 (O strukture konecné generovanych moduli nad oborem
hlavnich ideali)

Libovolny konecné generovany modul M nad oborem hlavnich idedli R je
izomorfni primému souctu cyklickych podmoduli modulu M. Existuje tedy ndsle-
dujici izomorfismus:

M =R @%R/(ri)) ,

kde r; € R a r; | riy1 pro néjakd ,m € N. R je danyg okruh a (r;) jeho idedly.
Cislo 8 uddvd pocet takzvanych volnych komponent. Komponenty ve tvaru R/{r;)
se nazyvaji torze.
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3.3 Gradované okruhy a gradované moduly

V této kapitole se dostavame ke gradovanym modultim a k vété o struktufe gra-
dovanych moduli. Informace jsou ¢erpany ze zdroje [13].

Definujme si nejprve pojem gradovany okruh:

Definice 3.29 (Gradovany okruh)
Méjme okruh R a systém abelovskych grup R = {R;},.,, pro ktery plati:

R=@PR;, kde icZ.

Okruh R spolu se systémem R se nazyva gradovany okruh, pokud pro vsechna
m,n plati:
pokud r € R,,s € R,,, pak rs € R,m.

Systém R se nazyva gradovdni okruhu R. Pokud prvek r € R;, pak tikdme,
ze r ma stupen ¢ v gradovani R.

Definice 3.30 (Gradovany modul)
Necht R je gradovany okruh s gradovianim R = {R;}, ,, necht M je modul
nad R a déle méjme systém abelovskych grup M = {M;},_,, pro ktery plati:

M=@M,, kde icZ.

Modul M spolecné se systémem M se nazyva gradovany modul, pokud pro
vSechna m, n plati:

pokud r € R,,a € M,,, pak ra € Ry1n.

Systém M se nazyva gradovini modulu M. Pokud prvek m € M;, pak rikdme,
ze m ma stupen i v gradovani M.

Definice 3.31 (Nezdporné gradované okruhy a nezdporné gradované
moduly)

Gradovany okruh se nazyva nezdporné gradovany, pokud pro vSechna i < 0
v jeho gradovani plati R; = 0. Analogicky je definovano nezaporné gradovani pro
moduly.

PRIKLAD 3.32

Necht R[z] je okruh polynomu s proménnou z. Na R [r] muzeme zavést
gradovani takto: pro ¢ < 0 polozime R; = 0, pro ¢« = 0 polozime Ry = R a pro
¢ > 0 necht R; obsahuje vSechny homogenni polynomy stupné <.

Toto gradovani se nazyva standardni a v této praci budeme vzdy uvazovat
na R [z] standardni gradovani.
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Lemma 3.33 (Faktorovy gradovany modul)
Necht M je gradovany modul nad gradovanym okruhem R a necht N je jeho
podmodul. Pro faktorovy modul M /N plati:

M/N = @Mi/Nia

1€Z

kde M; a N; jsou jednotlivé abelovské grupy v gradovani prislusnych moduli
a M;/N; je faktorovy modul dle definice 3.20.

Definice 3.34 (Homomorfismus gradovanych modulii)

Necht M a N jsou gradované moduly nad gradovanym okruhem R. Grado-
vany homomorfismus f : M — N je takovy homomorfismus modult, pro ktery
plati f (M;) C N; pro vsechna i € Z.

Homomorfismus gradovanych modulta tedy zachovava stupen prvku modulu
v jeho gradovani. Pokud tedy naptiklad prvek a patii v gradovani modulu M
do grupy M;, pak prvek f(a) v gradovani modulu N patii do grupy N;.

Véta 3.35 (O strukture kone¢né generovanych nezaporné gradovanych
moduli nad okruhem polynomi)

Necht Flx| je gradovany okruh polynomi nad polem F. Necht M je ko-
necné generovany nezaporné gradovany modul nad F[z]. Pak existuji celd cisla

Uyeeeslmy J1yeeesJn @l ...l a nasledujici izomorfismus:
M= () o (/)
s=1 t=1

kde jednotlivé (x¢) jsou idedly generované homogennim polynomem .

Kazdy ideal (z?) z pfedchozi véty miizeme uvazovat jako grupu. Kazdy gra-
dovany modul M, ktery spliuje podminky uvedené v této véteé, je tedy izomorfni
piimému souctu grup

m n
(D)o (/).
s=1 t=1
kde tento primy soucet spolu s operaci s¢itani a nasobeni, které jsou definované
po slozkach, tvori gradovany modul. [15]

Komponenty tohoto pifmého souctu ve tvaru (x’) obsahuji polynomy stupné
is a vyss. Komponenty ve tvaru (27)/(z!) pak obsahuji polynomy od stupné j;
do stupné I, — 1 (v¢etné).
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4 Algebraicka topologie

Jednim ze zakladnich problému topologie je urcit, zda dva dané topologické pro-
story jsou homeomorfni, nebo ne. Bohuzel pro vyteseni tohoto problémi neexis-
tuji zadné obecné postupy, predevsim pak i z toho divodu, ze tento problém neni
ani rozhodnutelny.

Proto algebraicka topologie prichézi s jinym fesenim. Na zékladé urcitych
vlastnosti topologickych prostort jim prirazuje rtizné algebraické struktury. Tyto
struktury pak slouzi jako invariant topologického prostoru.

V nasem kontextu algebraické topologie chapeme invariant jako postup, ktery
homeomorfnim prostortim pritadi izomorfni algebraické struktury stejného typu.
Napriklad, pokud se rozhodneme priradit kazdému topologickému prostoru né-
jakou grupu, pak musi byt splnéna nasledujici formule:

pokud X =Y, pak G(X)=G(Y), (4.1)

kde X, Y jsou topologické prostory a G(X),G(Y) jsou jim pritazené grupy.
Uzitecnd pak pro nas miize byt i kontrapozice vyse uvedené formule:

pokud G(X) 2 G(Y), pak X 2Y.

Toto tvrzeni nam 1ika, jak dokazat, ze dva topologické prostory nejsou home-
omorfni: musime urcit jejich invariant a ukazat, ze se tyto invarianty nerovnaji.

Algebraickd topologie se déli na dvé hlavni teorie: homotopii a homologii.
Kazda z teorii zaujimé zcela jiny pristup, avsak princip je v obou teoriich velmi
podobny: v obou se topologickym prostoriim prifazuji algebraické struktury.

V nésledujicich podkapitolach jsou obé teorie popsany. Homotopie se vsak
v topologické analyze dat prilis nepouziva. Proto kapitola vénovana homotopii je
spise informativni a poslouzi nam jako vychozi bod pro algebraickou topologii.
Nicméné nékteré pojmy z homotopie vyuzijeme i v jinych kapitolach, zejména
pak v kapitole 8.

Zbyvajici kapitoly se pak jiz vénuji pouze homologii a to konkrétné jedné jeji
verzi, zvané simplicialni homologie.

Simplicialni homologie a ji pfibuzna témata jsou casto v literature oznacovany
jako vypocetni topologie. Tim autori zduraznuji fakt, ze se simplicialni homologie
vskutku vyuziva v praxi pri pocitacovém zpracovani.

Simplicialni homologie se také riznym zpusobem vyuziva v analyze a zpra-
covani dat. Vybrané moznosti vyuziti simplicialni homologie si ukazeme posléze
na prikladech.
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4.1 Homotopie

Homotopie, podle niz je celd teorie pojmenovana, je relaci ekvivalence na spoji-
tych zobrazenich. Klicovym prvkem je pak spojité zobrazeni zvané oblouk a jeho
specialni pripad, zvany smycka. Na tridach ekvivalence smycek podle homotopie
je pak definovana jiz zminovana grupa.

V této kapitole si postupné tyto pojmy vysvétlime a na konci si ukédzeme, jak
vypada takova grupa pro topologicky prostor S*.

Informace v této kapitole jsou ¢erpany ze zdroju [6] a [7].

Definujme si pojem homotopie:

Definice 4.1 (Homotopie)
Spojita zobrazeni f, g : X — Y se nazyvaji homotopickd, jestlize existuje
spojité zobrazeni
F:Xx[0,1] =Y,

takové, které splnuje

F(z,0) = f(x) a F(z,1)=g(x).

Zobrazeni F' se nazyva homotopie mezi f a g.

Dva topologické prostory X a Y nazyvame homotopicky ekvivalentni, jestlize
existuji zobrazeni f : X — Y a g :Y — X takovd, ze g o f je homotopické
s identitou na X a f o g je homotopické s identitou na Y. Pokud je topologicky
prostor homotopicky ekvivalentni s bodem, nazyva se kontraktibilns.

PRIKLAD 4.2

Vezméme si zobrazeni f(x) = 2 4 sin(x) a zobrazeni g(x) = 4. Definujme
homotopii mezi f a g: F(x,t) = (1 —t) - f(x) +t- g(x). Parametr ¢ mizeme
chapat jako ¢as. Na F' se pak mizeme divat jako na spojitou deformaci kiivky
vykreslenou zobrazenim f na kiivku vykreslenou zobrazenim g: kiivka vykreslena
f se v case postupné vyhladi. Priklad je znazornén na obrazku 4.1.

Nyni si definujme pojem oblouk:

Definice 4.3 (Oblouk)
Oblouk mezi body xy a x; v topologickém prostoru X je libovolné spojité
zobrazeni
~v:10,1] = X,
které splnuje
7(0) =20 a y(1) =21

Bod z( se nazyva pocdtecni a bod z se nazyva koncovy.
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\ T F(x, é)
Se— F(z,})
/ f(z) =2+ sin(z)

Obrézek 4.1: Priklad homotopie funkci. Funkce f je homotopicka s funkci g.

Topologicky prostor X se nazyva obloukove souvisly, pokud pro kazdé dva
body existuje oblouk. Mnozina v topologickém prostoru je obloukove souvisld,
je-1li obloukové souvisla jako topologicky podprostor s indukovanou topologii.

Oblouk chapeme jako spojité zobrazeni, které nas dostane z bodu xy do bodu
x1. V anglické literatute se pro oblouk pouziva termin ,path®“, coz je trochu
vystiznéjsi. Obloukova souvislost topologického prostoru je uziteéna vlastnost.
Bude se nam hodit pozdéji.

Podobné jako na obecnych spojitych zobrazenich, i na obloucich 1ze zavést
homotopii.

Definice 4.4 (Obloukova homotopie)

Oblouky f, g : [0,1] — X se nazyvaji obloukové homotopické, poptipadé ob-
loukove homotopicky ekvivalentni, jestlize maji stejny poc¢atecni bod xq i koncovy
bod x; a existuje spojité zobrazeni

F: 0,1 x[0,1] = X,

které splnuje
F(z,0) = f(z) a F(z,1) = g(z),

F(0,t) =xz9 a F(1,t) =xy,
pro kazdé x € [0,1] a t € [0, 1]. Zobrazeni F' se nazyva obloukovd homotopie mezi
fag.

Prvni podminka tika, ze F' musi byt homotopii mezi f a g. Druhd podminka
rikd, ze pro vSechna t bude F(z,t) obloukem z bodu zy do bodu z;. Jinymi
slovy, pokud se na F' divame jako na spojitou deformaci oblouku f na oblouk
g, nesmi se béhem deformace zménit pocatecni ani koncovy bod oblouku. Tridu
ekvivalence podle homotopie generovanou obloukem f znacime [f]. Po zbytek
této kapitoly, pokud budeme hovotit o homotopii mezi oblouky, budeme tim mit
vzdy na mysli homotopii obloukovou.

Priklad homotopicky ekvivalentnich obloukt je na obrazku 4.2.
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F(z,t)

X1

Zo

X

Obrazek 4.2: Priklad homotopie oblouk.

Zavedme si na mnoziné obloukl nasledujici operaci:

Definice 4.5 (Nasobeni obloukii)
Pokud f je oblouk na X z bodu zy do bodu z; a g je oblouk na X z bodu
21 do bodu x5, definujeme ndsobeni oblouku f * g predpisem

re  telod],
h(t) =
g2t—1) te 1]

Vysledkem je tedy spojité zobrazeni h, které je obloukem z bodu xg do bodu
x5. Oblouk h mizeme chapat tak, ze jeho prvni polovina je tvorena obloukem
f a druha polovina obloukem g. Tato operace také indukuje operaci nasobeni
na tridach homotopicky ekvivalentnich obloukti. Necht f a g jsou oblouky. Jimi
tvorené tridy ekvivalence podle homotopie ozna¢me [f] a [g]. Operace nasobeni
na tridach homotopicky ekvivalentnich oblouku je definovana nasledovneé:

[f]*[g] = [f = 4]

Specialnim pripadem oblouku je takzvana smycka. Je to jednoduse oblouk,
jehoz pocatecni i koncovy bod je stejny. Hovorime tak o smycce v bodé xg.
Pomoci smycky je pak definovana fundamentalni grupa:

Definice 4.6 (Fundamentalni grupa)

Méjme topologicky prostor X a bod xy € X. Mnozina vsech tiid ekvivalence
smycek v bodé xg podle homotopie spolu s operaci * tvori grupu. Této grupé
rikdme fundamentdlni grupa a znacime ji (X, xg). Neutrdlnim prvkem této
grupy je tiida ekvivalence smycek homotopicky ekvivalentnich s konstantni funkei

f(t) = xo pro vSechna t € [0,1].
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Myslenkou homotopie je tedy kazdému topologickému prostoru priradit grupu
(X, zo) na zdkladé vSech moznych existujicich smycek v daném prostoru. Tato
grupa je nezavisla na volbé pocateéniho bodu z(. Jinymi slovy, pokud zvolime
dva ruzné body xq a yo, grupy m (X, zo) a 71 (X, yo) budou izomorfni. Takto tedy
lze klasifikovat topologické prostory.

Véta 4.7 (Fundamentalni grupa prostoru S')
Pundamentdlni grupa m (S, o) je nekonecnd cyklickd grupa generovand tri-
dou homotopicky ekvivalentnich smycek

v (z) = (cos (2mx) , sin (27r:z:))

v bodé xo = (1,0).

Dikaz této véty zde také uvadét nebudeme. Nicméné, pro pochopeni, o co
se jedna, stadi teorie uvedend v této kapitole. Libovolnd smycka na S! miize
byt budto konstantni, ¢ili homotopicky ekvivalentni s konstantnim zobrazenim
f(x) = xp, anebo musi obéhnout celou sféru S'. Nicméné, vSechny smycky,
které obéhnou celou sféru S', jsou homotopicky ekvivalentni smyéce v (z) =
(cos (2mz), sin (27x)).

PRIKLAD 4.8

Pro libovolny prostor R™ je jeho fundamentalni grupa m (R", zo) trividlni.
Libovolna smycka na R™ v bodé xg je totiz homotopicky ekvivalentni s konstantou
xo. Obecné plati, Ze pro jakykoliv prostor, ktery je konvexnim obalem” néjaké
podmnoziny R", je jeho fundamentalni grupa m; (R™, zo) trivialni.

Grupé m (X, zg) se nékdy fikd prvni homotopicka grupa prostoru X. To na-
znacuje, ze existuji i dalsi homotopické grupy. Konkrétné, existuji grupy m, (X, x¢)
pro vSsechna n € Z,. Tyto grupy jsou zobecnénim fundamentalni grupy pro
smycky vysSich dimenzi, které jsou definované jako zobrazeni [0, 1]" — X.

Timto pristupem se vSak v této praci zabyvat nebudeme. Definice fundamen-
talni grupy je zavisla na smyckach, coz jsou spojita zobrazeni v daném topologic-
kém prostoru. Tato zobrazeni je obtizné spocitat. VétSinou se urcuji analyticky,
a navic, problém prirazeni urcité fundamentalni grupy topologickému prostoru
neni rozhodnutelny.

2Pfipomenuti pojmu konvezns obal je na strané 32.
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4.2 Simplicialni komplexy

V predchozi kapitole jsme si ukazali, ze homotopie je zavisla na spojitych zobra-
zenich v daném topologickém prostoru. Na jejich zakladé je pak topologickému
prostoru prifazena patficna grupa.

Nékteré topologické prostory lze reprezentovat pomoci objekti, které se na-
zyvaji simplicialni komplexy a tyto simplicialni komplexy jsou pak déle sestaveny
z jednoduchych dil¢ich objekti, zvanych simplexy.

Nejprve si tedy popiseme zminéné simplicialni komplexy a v nasledujici ka-
pitole se pak budeme vénovat simplicidlni homologii, ve které se ke klasifikaci
topologickych prostorii vyuzivaji pravé zminéné simplicialni komplexy.

Simplicialni komplexy jsou dvojiho typu: geometrické a abstraktni. Zacneme
s geometrickym simplicidlnim komplexem a postupné prejdeme k abstraktnimu.
Ukazeme si také, ze oba dva typy komplext jsou ve skutecnosti ekvivalentni.
To znamend, ze z geometrického simplicidlnitho komplexu lze jistym zptisobem
vytvorit abstraktni simplicialni komplex a naopak.

Zakladni stavebni jednotkou je tedy geometricky simplex. Nez si jej definu-
jeme, pripomenme si nékolik pojmu z oblasti afinni geometrie:

Afinni kombinace, afinni obal Méjme body vy, vi,...,v; € R% Bod z =
SF o Aivg, kde \; € R, se nazyva afinni kombinaci bodt vy, vy, . . ., vk, po-

kud plati Zfzo A; = 1. Afinni obal mnoziny bodu je mnozina vsech afinnich
kombinaci bodt dané mnoziny.

Body v obecné poloze Rekneme, 7e body vy, v1,...,v; € R? jsou v obecné
poloze, pokud zadny z nich neni afinni kombinaci ostatnich.

Konvexni kombinace, konvexni obal Afinn{ kombinace z = >% , \;v; se na-
zyvéa konvexni kombinace, pokud X\; > 0 pro vSechna i € {0, ..., k}. Kon-
vexni obal je mnozina vSech konvexnich kombinaci. Konvexni obal ne-
prazdné mnoziny bodi S = {vg, vy, ..., v} znac¢ime conv(S).

Definice 4.9 (Geometricky simplex)
Mé&jme neprazdnou mnozinu bodt S = {vg,v1,--- ,v} € R? v obecné po-
loze. Konvexni obal mnoziny S se nazyva geometricky k-simplez.

Bodim v S tikdme wvrcholy simpleru. Dimenze k-simplexu je vzdy rovna
¢islu k a znacime ji dim(o).

Definice 4.10 (Sténa)

Necht o je simplicidlni k-simplex s mnozinou vrchola S = {vg, vy, -+, vx}.
Simplex 7 C ¢ s mnozinou vrcholi V' C S se nazyva sténa. Relaci byti sténou
znacime 7 < .
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(a) Vrchol (b) Hrana (c) Trojthelnik (d) Ctyistén

Obrézek 4.3: Priklady simplexi s jejich nézvy.

Priklady geometrickych simplexii jsou na obrazku 4.3. U kazdého simplexu
je uveden také jeho nazev. Tyto nazvy se ¢asto vyuzivaji.

7 jednotlivych geometrickych simplexii se pak sestavuji geometrické simpli-
cialni komplexy:

Definice 4.11 (Geometricky simplicidlni komplex)
Geometricky simplicidlni komplex K je koneéna mnozina simplext, pro kte-
rou plati:

1. Pokud o € K av <o, pakv e K.

2. Pokud 01,09 € K, pak (01 Nog) <oy a (01 Noy) < os.

Prvni podminka jednoduse tika, ze simplicialni komplex musi obsahovat sténu
kazdého simplexu jakozto samostatny simplex. Druha podminka pak tiké, ze
pokud maji libovolné dva simplexy neprazdny prunik, pak timto prinikem miuze
byt jediné dalsi simplex. Jinymi slovy, dva simplexy se sebou mohou sdilet pouze
nekterou ze svych stén a tato sténa se musi nachazet v simplicidlnim komplexu
jakozto samostatny simplex.

Jako dimenzi simplicialniho komplexu K bereme nejvyssi dimenzi simplexu
obsazeného v K, tedy:

dim(K) = max{dim (o) | o € K}.

Jako vrcholy simplicialniho komplexu K uvazujeme vsechny O-simplexy v K.
Mnozinu vrchol zna¢ime vert(K).

PRIKLAD 4.12
Na obrazku 4.4 je ptriklad geometrického simplicialniho komplexu a na ob-
razku 4.5 je priklad mnoziny, kterd geometricky simplicidlni komplex netvori.

Nyni se podivame na to, jak 1ze pomoci simplicialnich komplexti diskrétnim
zplusobem reprezentovat topologické prostory.

Definice 4.13 (Nosna mnoZina geometrického simplicidlniho komplexu)
Nosnd mnozina simplicidlniho komplezu K je mnozina |K| = Uyex 0.
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Obrézek 4.4: Priklad geometrického simplicidlniho komplexu. Tento simplicidlni
komplex obsahuje tii 2-simplexy, nebo-li trojihelniky a nékolik 1-simplexti, nebo-
li hran. VSimnéme si, ze dva trojuhelniky nalevo spolecné sdili jednu stejnou
hranu a dva stejné vrcholy, zatimco trojihelnik vpravo nesdili zadnou ze svych
stén s zadnym dalsim simplexem.

w X

Obrézek 4.5: Priklad mnoziny simplexti, ktera vsak netvori simplicialni komplex.
Jednomu z trojtihelnikt vlevo chybi jedna sténa. U trojuhelnikt vpravo jsou sice
v mnoziné obsazeny vSechny jejich stény, ale jejich prinikem neni spolecnd sténa,
nybrz pouze ¢ast spoleéné hrany.

Nosna mnozina geometrického simplicidlniho komplexu K tedy tvori topolo-
gicky prostor, kde |K| uvaZujeme s indukovanou topologii z R?.

Definice 4.14 (Triangulace)
Triangulace topologického prostoru X je geometricky simplicialni komplex K
spolu s homeomorfismem f : |K| — X.

Definice tedy tikd, ze dany topologicky prostor X musi byt homeomorfni
s topologickym prostorem |K].

Triangulace topologickych prostorit ma sva omezeni. Existuji topologické pro-
story, které nelze triangulovat vibec.

Napriklad uz jen z podminky, Ze simplicialni komplex mtze obsahovat pouze
konec¢ny pocet simplexti, plyne jedno zasadni omezeni pro triangulaci topologic-
kych prostor.

Tato omezeni v této praci nebudeme rtesit, protoze zde budeme vétsinou pra-
covat primo se simplicialnimi komplexy.
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PRIKLAD 4.15
Na obrazku 4.6 je nacrt jedné mozné triangulace jednotkové kruznice.

Obrézek 4.6: Simplicidlni komplex K spolu s homeomorfismem f : |K| — X
tvori triangulaci jednotkové kruznice. Na jednotkové kruznici jsou zvyraznény
obrazy homeomorfismu f odpovidajici jednotlivym simplextim ze simplicidlniho
komplexu K.

Nyni prejdeme k abstraktni verzi simplicidlnich komplext:

Definice 4.16 (Abstraktni simplex)
Libovolnd mnozina S s poctem prvka k + 1 se nazyva abstrakini k-simplex.

Podobné, jako u geometrickych simplexi, jednotlivym prvkim v S fikame
vrcholy. Sténa simplexu je definovana jako jeho libovolna neprazdna podmnozina.

V zésadé stejnym zpusobem je pak z téchto abstraktnich simplext sestaven
abstraktni simplicialni komplex:

Definice 4.17 (Abstraktni simplicidlni komplex)
Abstraktni simplicidlni komplez je dvojice K = (V,S), kde V je libovolna
kone¢nd mnozina a § je systém podmnozin V' spliujici:

1. Pro vSechny prvky v € V plati {v} € S.
2. PokudtrCoeSar#0 pakT€S.

Prvkim v € V fikdme vrcholy. Mnozinu ¢ € S nazveme k-simplex, pokud
plati |o] = k + 1.

Systém mnozin S tedy udava, jaké abstraktni simplexy z vrcholid V' jsou v sim-
plicialnim komplexu K obsazeny. Pokud je systém mnozin S ziejmy z kontextu,
oznacujeme dany abstraktni simplicidlni komplex pouze K.

Rekneme, 7e dva abstraktni simplicialni komplexy K, = (V1,8)) a K, =
(Va, S2) jsou izomorfni, pokud existuje bijektivni zobrazeni ® : V; — V5 takové,
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které spliiuje, ze mnozina o tvoii k-simplex v K pravé tehdy, kdyz ® (o) tvori
k-simplex v K>.

PozNAMKA 4.18

Prozkoumejme kratce pamétovou narocnost abstraktnich simplicialnich kom-
plexti. Z definice stény primo plyne, ze dany k-simplex obsahuje celkem (I;Ll)
riuznych stén dimenze [. Celkovy pocet stén k-simplexu pak odpovida poctu vsech
neprazdnych podmnozin tohoto simplexu:

i <k+1> —ok+l _ 1.
=\ +1

7 definice simplicidlniho komplexu pak plyne, Ze dany simplicidlni komplex
musi obsahovat vSechny stény vsSech svych simplext jakozto samostatné simplexy.

Simplicialni komplex je tedy celkem rozmérny, a tudiz i paméfové narocny
objekt. Tento problém se v praxi fesi tak, ze v paméti explicitné ulozime pouze
mazximalni simplexy. Tedy takové simplexy, které jiz nejsou sténou zadného dal-
stho simplexu kromé sebe samotného. Z takto ulozeného simplicidlniho komplexu
pak lze v pripadé potreby ziskat vSechny jeho simplexy.

PRIKLAD 4.19
Uvazujme systém mnozin

S = {{a}, {0}, {c} {d}, {e} {g}, {N}. {i},
{a,b},{b, ¢}, {c,d}, {d, e}, {e, 9}, {9, h}, {h, i}, {i, a}}.

Tento systém tvori abstraktni simplicidlni komplex spolu s mnozinou vrchola

V = {a,b,c,d e, g,i}.
Pozdéji v této praci vyuzijeme i nasledujici pojem:

Definice 4.20 (Podkomplex)

Rekneme, 7e abstraktni simplicidlni komplex L = (M,U) je podkomplex abs-
traktniho simplicidlniho komplexu K = (V,S§), pokud plati M C V ald C S.
Fakt, ze simplicidlni komplex L je podkomplexem K, znac¢ime L < K.

Nasledujici pojem je mustkem mezi abstraktnim simplicidlnim komplexem
a geometrickym simplicialnim komplexem:

Definice 4.21 (Schéma vrcholii)
Bud K geometricky simplicidlni komplex s mnozinou vrcholi vert (K). Necht
IC je systém mnozin, ktery obsahuje pravé vsechny takové mnoziny

{vo, vy, , v} C vert (K),

které jsou vrcholy néjakého geometrického k-simplexu v K. Systém mnozin IC se
nazyva schéma vrcholi geometrického simplicialntho komplexu K.
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Vsimnéme si, ze systém mnozin K spliuje podminky v definici abstraktniho
simplicidlniho komplexu. Dvojice (vert(K), K) tedy tvori abstraktni simplicidlni
komplex.

Schéma vrcholi nam tedy dava navod, jak z libovolného geometrického sim-
plicialniho komplexu vytvorit jeho abstraktni verzi.

Definice 4.22 (Geometricka realizace)
Geometrickou realizaci abstraktniho simplicidlniho komplexu K nazveme ta-
kovy geometricky simplicialni komplex, jehoz vrcholové schéma /K je izomorfni s K.

Nasledujici véta tika, ze geometrickou realizaci lze provést vzdy.

Véta 4.23 (O geometrické realizaci abstraktnich simplicidlnich kom-
plexii)

Kazdy abstraktni simplicidlni komplex K dimenze dim(K) = d md geomet-
rickou realizaci v prostoru R*+1,

Diikaz

Mé&jme zobrazeni f : vert (K) — R??*! které je injektivni a jeho obrazy jsou
body v obecné poloze. Necht o a o9 jsou abstraktni simplexy v K. Pfipomenme,
ze abstraktni simplicidlni komplexy jsou jen mnoziny prvki. Jejich sjednocenim
vznikne mnozina velikosti:

card (o U 09) = card (01) + card (o3) — card (o1 Nog) < 2d + 2.

Tudiz body f(o1 U 0y) jsou afinné nezavislé, jelikoz z vlastnosti f plyne, Ze
libovolnd mnozina bodt velikosti mensi nebo rovno 2d + 2 je afinné nezavisla.
Z toho plyne, ze jakakoliv konvexni kombinace bodu x € f(o; U 03) je unikatni
kombinaci bodu f(o1) U f(o39).

Dostévame, ze x € convf(oq) ax € convf(oq) pravé tehdy, kdyz z je konvexni
kombinaci bodt z f(o1) N f(02). Z toho plyne, Ze prunik convf(oy) a convf(os)
je budto prazdny, nebo tvori geometricky simplex convf(oy N o3). [

Ke kazdému geometrickému simplicidlnimu komplexu tedy lze vytvorit abs-
traktni simplicialni komplex, ktery je izomorfni s jeho schématem vrcholt. Stejné
tak naopak, ke kazdému abstraktnimu simplicialnimu komplexu mtzeme vytvo-
fit jeho geometrickou realizaci. Geometrické simplicidlni komplexy a abstraktni
simplicialni komplexy jsou tedy v tomto smyslu ekvivalentni.

PRIKLAD 4.24

Geometricky simplicialni komplex na obréazku 4.6 je geometrickou realizaci
abstraktniho simplicidlniho komplexu z prikladu 4.19.
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V metodach topologické analyzy dat, které jsou zalozeny na simplicialni ho-
mologii, se vétSinou pracuje s abstraktnimi simplicialnimi komplexy. Vyhodou
abstraktni verze totiz je, Ze ji 1ze jednoduseji reprezentovat v paméti pocitace.
Navic vétsinou ani neni nutné zabyvat se jejich geometrickou realizaci.

V této praci také budeme vétsinou pracovat s abstraktnimi simplicidlnimi
komplexy. Pokud to vsak dimenze simplicidlnitho komplexu dovoli, geometrickou
realizaci vyuzejeme k jejich zndzornéni. Znazornéni obrazkem je totiz dle mého

......

Pro potteby simplicidlni homologie je jesté nutné vrcholy simplicialniho kom-
plexu uspotradat. Na vrcholech simplicidlntho komplexu K tedy zvolime libovolné
usporadani vrcholt vy < vy -+ < v,_1 < v,, kde n znaci pocet vrcholt simplici-
alntho komplexu K. Simplex s usporadanymi vrcholy znac¢ime nésledovneé:

o = [Vig,Vigs .-, 05, kde vy, <vy < - <y,
Zjednodusené pak muzeme zapsat dany simplex takto:

0 = UipUiy - .. V4.

Budeme tedy predpokladat, Ze na simplicialnim komplexu je vzdy zavedeno
néjaké usporadani. Vétsinou je pak toto usporadani ziejmé z kontextu. Napiiklad,
pro znaceni vrcholii se prevazné vyuzivaji pismena anglické abecedy. Je tedy
prirozené uvazovat lexikografické usporadani.
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4.3 Simplicialni homologie

V této kapitole pomoci simplicidlnich komplexti sestavime jisté moduly. Obsa-
hové je pak kapitola rozdélena na dvé ¢asti. Nejprve si definujeme pottebné pojmy
a poté si ukdzeme, jaké topologické vlastnosti tyto moduly popisuji.

Definice 4.25 (Modul k-Fetézci)

Méjme simplicialni komplex K, necht pro zvolené k € Zs( ¢islo my znaci
pocet k-simplexti v K a necht R je libovolny obor hlavnich idealt. Necht M je
mnozina, jejiz prvky jsou vsechny formalni linedrni kombinace ve tvaru

mg
Zaiai, kde a; € R,0; € K adim (o) = k.

=1

Tyto prvky se nazyvaji k-retézce. Na k-tfetézcich uvazujeme standardni operace
sCitani a nasobeni skalarem. Scitani fetézcl je definovano takto:

(%_k: aigi) + (%_k: bi0i> = %(ai +b;) 0.

i=1

A nisobeni retézcu skaldrem r € R takto:

my mp
r- (Z ai0'2'> = Z (r-a;)o;.

i=1 i=1
Pro k > 0, modulem k-retézci rozumime modul M nad R s bazi tvorenou vSemi
k-simplexy v K, spolu s operacemi s¢itani fetézcli a nasobeni fetézcti skalarem.
Nulou modulu M je fetézec, jehoZ vSechny koeficienty a;, kde i € {1,...,my} jsou
nulové. Modul k-tfetézcti simplicidlniho komplexu K s koeficienty v R znac¢ime
Cr (K, R). Pokud jsou K a R zfejmé z kontextu, znaci se pouze Cj.

POzZNAMKA 4.26

Plati Cy (K, R) = @;"% R, kde my, znaci pocet k-simplext v K. Tento fakt
plyne jednoduse z toho, ze modul Cy (K, R) je volny a je generovan bazi obsa-
hujici pravé my, prvki.

POzZNAMKA 4.27

Pokud za okruh R zvolime Z, pak dany modul k-fetézcu tvori takzvanou vol-
nou abelovskou grupu. Nékteri autori definuji algebraickou strukturu k-fetézci
pomoci volné abelovské grupy, namisto R-modulu. Nevyhoda pti pouziti grupy
je spiSe kosmetickd: u grup totiz nelze tak elegantné mluvit o jejich bazich.
Nicméné pouziti volné abelovské grupy, potazmo modulu nad Z, ma i jistou
vyhodu. Tu probereme pozdéji v této kapitole.

Pro libovolny simplicidlni komplex K a pro k € Z a k > dim(K) jsou vsechny
moduly k-Fetézct trividlni. Plati tedy Cy, (K, R) = 0. Tento fakt plyne jednoduse

z toho, ze simplicidlni komplex K neobsahuje zadné takové k-simplexy.
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Definice 4.28 (Hrani¢ni operator)

Necht Cj a Cg_; jsou moduly k-fetézci a (k — 1)-Tetézci simplicidlniho
komplexu K. Pro k > 0 definujme homomorfismus 0, : C, — C}_1 urceny jeho
hodnotami vzhledem k prvkim bazi Cj a Cy_1. Necht o = [vg, vy ..., vg] znaci
k-simplex o € K. Definujme homomorfismus 0, predpisem

k .
(o) = > (=) [vo,v1, ..., Diye s vg]
=0

7

kde [vg, vy, ..., D, ..., 0] znaéi (k — 1)-simplex s vynechanym vrcholem v;.
Pro k = 0 a fetézec ¢ € C}, definujme homomorfismus 0, predpisem

8k(c) = 0.
Homomorfismus 9, se nazyva hranicni operdtor.

Hranic¢ni operator tedy jednoduse dany simplex o zobrazi na fetézec slozeny
prave ze vsech jeho stén. Jelikoz je hrani¢ni operator definovan vzhledem k bazim,
Ize jej prirozené rozsitit na homomorfismus modulii.

PRIKLAD 4.29
Ukazeme si vyuziti predeslych definic na jednoduchém prikladu. Uvazujme
nasledujici simplicialni komplex:

Tento simplicidlni komplex obsahuje jeden 2-simplex [a, b, ¢|, t¥1 1-simplexy
[a,b], [b,c] a [a,c| a tii 0-simplexy [a], [a] a [c].

Sestavme z nich R-moduly k-fetézct a necht pro obecnost je R libovolny obor
hlavnich idealt. Netrividlni moduly k-fetézcti tohoto simplicidlniho komplexu
jsou tedy moduly Cs, C; a Cj.

Modul 2-fetézct Cy mé bazi tvofenou pouze jedingm 2-simplexem [a, b, c|.
Hranic¢ni operator jej zobrazi na 1-fetézec tvoreny jeho sténami:

x([a, b, c]) = [b,c] — [a,c] + [a,b].

Vsechny 2-fetézce v modulu Cy jsou pak ve tvaru r[a, b, ¢|, kde r € R. Hra-
ni¢ni operator je tedy zobrazi na nasledujici 1-tetézce:

Oa(rfa,b,cl) = rb,c] —rla,c]+rla,b].
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Béze modulu 1-fetézcia C) je tvorena tfemi 1-simplexy: [a,b],[a,c] a [b,c|.
Podobné jako v predchozim pripadé, hrani¢ni operdtor tyto simplexy zobrazi na
fetézce tvorené jejich sténami:

81([&,[)]) = [b] - [CL],
61([6170]) = [ - [CL],
Ou([b,c]) = [d —1[b].

Vsechny 1-fetézce jsou pak ve tvaru r[a,b] + s[a,c] + t[b, ], kde r,s,t € R.
Hranic¢ni operdtor je zobrazi na nasledujici 1-fetézce:

O,

O1(rla,bl + sla,c] +tb,c]) = r[b]—rla]+sc—sla]+t[c]—t[D]
= (r=0[b = (r+s)lal+(s+1)[c].

Modul 0-fetézct Cy je generovan bazi obsahujici tii simplexy: [a], [b] a [c].
Tento modul tedy obsahuje vSechny fetézce ve tvaru rla] + s[b] + s|[c], kde
r,s,t € R. Podle definice hrani¢niho operatoru je obrazem libovolného O-fetézce
prazdny tetézec. To odpovida intuitivni predstave, jelikoz 0-simplexy uz zadné
dalsi stény neobsahuji.

Véta 4.30 (Zéakladni véta hrani¢niho operatoru)
Pro vsechna k > 0 plati O o Op11 = 0.

Diikaz
Pro k = 0 plati véta pifimo z definice hrani¢niho operatoru. Pro k£ > 0 mame

(8k o 8k+1) (O') = ak (Zi:o (—1)Z [Uo,Ul, RN ,@i, Ce ,Uk])

+ Zj>i (—1)1 (—1)J_ [’Uo,vl, . ,QA)Z‘, e ,@j, N ,Uk]
= 0.

]

Pomoci hrani¢nich operatorii mizeme znazornit vztah mezi jednotlivymi mo-
duly k-tetézct v simplicidlnim komplexu K diagramem

O o1 0o

025 ¢y Cpy 25 2 ¢ o 0,
kde pro vSechna k > 0 plati 9y 0 Ox+1 = 0. Nalevo mizeme zapsat ,,0¢, jelikoz pro
k > dim(K) plati Cx = 0. Protoze simplicidlni komplex obsahuje pouze koneény
pocet simplexii, staci nam tuto ,,0“ zapsat v diagramu pouze jedenkrat. VSechna
ostatni zobrazeni by pak totiz pouze zobrazovala nulu trividlniho modulu C} na
nulu trividlntho modulu C}%_;. Napravo muzeme diagram rozsitit o ,,0“ jelikoz

z definice hrani¢niho operédtoru plati dy(Cp) = 0.
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Véta 4.31
im(Ok+1) @ ker(0k) jsou volné podmoduly Ci,.

Diikaz

Hraniéni operdtor Jy je homomorfismem modulii. Im(0yy1) a ker(0dy) jsou
tedy podmoduly CY. Jelikoz C}, je volny modul, pouzitim véty 3.27 dostavame,
ze 1im(0g11) a ker(dy) jsou volné. O

Véta 4.32
im(Ok41) je volng podmodul ker(y).

Dikaz
Véta 4.30 1ik4, ze Ok 0 Oy = 0. Tudiz im (k1) C ker(0y). Z véty 3.27 pak
plyne, Ze i im(Jk1) je volny modul. O

Definice 4.33 (Okraje, Cykly)
Oznacme By = im(0k+1) & Zy = ker(0y). Prvky By nazyvame okraje, prvky
Zy nazyvame cykly.

Okraje jsou tedy ty fetézce v CY, které jsou tvoreny sténami néjakych sim-
plextt v C41 a déale vSechny obrazy Tetézcii, které jsou z téchto simplexti slozeny.
Cykly jsou fetézce s nulovym okrajem.

PRIKLAD 4.34
Pokracujme v predchozim prikladu 4.29. Simplicialni komplex v ném obsa-
hoval pouze jeden 2-simplex [a, b, c]. Jeho okrajem je 1-fetézec:

O ([a,b,c]) = [b,c] — [a,c] + [a,b].

Podle predchozi definice je tedy modul B; generovany pouze timto jednim tetéz-
cem. Tudiz B; obsahuje vSechny 1-fetézce ve tvaru:

Os(ra,b,c]) = rlb,c]—rla,c]+1rla,b], kde r € R.

Nyni se podivime na Z;. Podle definice Z; = ker(9;). Snadno se ale vidi, Ze
jediné 1-fetézce, které maji nulovy okraj, jsou 1-tetézce ve tvaru:

r[b,c] —rla,c]+rla,b], kde r € R.

V tomto pripadé tedy plati Z; = By. Obecné to vsak neplati.
Pro k = 0 je situace vzdy jednodussi. Z definice hrani¢niho operatoru totiz
plyne, ze Zy = Cy. Modul B, pak obsahuje fetézce ve tvaru:

(r—t)[b] — (r +s)[a] + (s +1t)[c], kde r,s,t € R.
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Definice 4.35 (Homologie)

Vezméme Hy = Z/B, = ker(0y)/im(0k+1). Hy se nazyva K-td homolo-
gie (nékdy homologickd grupa) simplicidlnitho komplexu K. Pokud dva cykly
21,29 € Zy spadaji do stejné tiidy ekvivalence, fikame, Ze jsou homologické.

7 definice 3.26 faktorového modulu plyne, ze prvky Hj, jsou tridy ekvivalence
ve tvaru z + By, kde z € Z;. Dva cykly 21, 25 € Zj, jsou tedy homologické prave
tehdy, kdyz z; + By = 29 + By. To také znamena, ze z; — 29 je okrajem néjakého
(k4 1)-cyklu a tedy z; — 29 € By. Nulou Hy, je pak tiida 0 + By = By.

Pripomenme si vétu 3.28 o strukture kone¢né generovanych moduli. Pokud
R je oborem hlavnich ideal, pak kazdy konecné generovany modul M nad R je
izomorfni s uré¢itym primym souc¢tem cyklickych moduli nad R. Pro tento modul
pak existuje nasledujici izomorfismus:

M =R (é R/<r,->> ,

i=1

kde 7; € R,m, 3 € N a ry|ryy;. Cislo 8 udava pocet takzvanych volnych kompo-
nent. Komponenty ve tvaru R/(r;), kde r; > 1, se nazyvaji torze.

Jelikoz modul Hj je faktorovym modulem dvou volnych modult, je tento
modul generovan konecnou mnozinou prvkia. Plati tedy pro néj vyse uvedena
véta a proto muzeme homologii Hy vyjadrit nasledovneé:

H, = Zx/By, = R’ (éRAm).

i=1

Nyni je vhodné zdiraznit, ze struktura Hy je zavisla tom, jaky obor hlavnich
idealt pti tvorbé modult C}, zvolime.

Pokud naptiklad pouzijeme pole Zs, nejsme schopni odhalit zadné torze. To
plyne jednoduse z toho, ze Zy obsahuje pouze dva prvky, 0 a 1. Pokud tedy
ri = 1, pak Zy/1Z5 = 0 a pokud r; = 0, pak Zy/0Zy = Zs. Tudiz struktura Hy
pak bude izomorfni se Zg pro néjaké g € N.

Naopak nejbohatsi popis struktury Hj ziskdme, pokud pouzijeme koefici-
enty v Z. V popisu struktury Hy totiz ziskdme i vSechny mozné torze.

Miize se tedy napriklad stat, ze struktury homologii dvou simplicialnich kom-
plexti, které by mély pri pouziti koeficientti Z stejny pocet volnych komponent,
ale riizné torze, budou mit pii pouziti Z, strukturu stejnou. Cili z pohledu sim-
plicidlni homologie se budou jevit jako ekvivalentni.

Nicméné v redlnych datasetech se torze vyskytuji zridka kdy. Za vyznamnou
informaci se tedy vétsinou udava pocet volnych komponent ve strukture Hy.
Dostava proto i vlastni definici:

Definice 4.36 (Bettiho ¢islo)

Necht Hj je k-t4 homologie simplicidlniho komplexu K. Definujme k-té
Bettiho cislo By jako pocet volnych komponent Hy.
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Protoze Zy i By jsou volné moduly nad oborem hlavnich ideali, plati
Br, = rank(Z) — rank(By). (4.2)

Nyni si vysvétlime vyznam &isel 5y, které lze ze struktury Hy, ziskat. Cisla Gy,
udéavaji pocet takzvanych k-rozmeérngch dér v daném simplicidlnim komplexu.

Presnéji, k-rozmérnd dira je dira tvorend néjakym k-cyklem z € Zy, z ¢ By.
Tento cyklus pak v Hy generuje jednu tfidu ekvivalence ve tvaru z + By.

Méjme tedy k-cyklus z € Zy,z ¢ By. Jelikoz predpokldadame, ze z € Z,
z ¢ By, pak také vime, ze pri faktorizaci Zx /By k-cyklus z bude tvofit tfidu
ekvivalence z + By € H.

V zavislosti na zvoleném okruhu koeficienttt R, modul C} pak také obsahuje
vsechny cykly ve tvaru r -z € Cy, r € R. Z toho také plyne, Ze pro vSechna
r € Rmamer-z+ B, € Hj.

Vidime tedy, ze pokud existuje néjaky k-cyklus z € Zy,z ¢ By, pak Cg
obsahuje vSechny jeho nasobky. Diky tomu také Hj obsahuje k témto nasobktim
odpovidajici tridy ekvivalence.

Je tedy zTejmé, ze mnozina vSech téchto nasobkt k-cyklu z tvori podmodul
a ten je izomorfni s R. Podobné mnozina jim odpovidajicich tiid ekvivalenci v Hy,
tvori podmodul Hj a tento podmodul je izomorfni s R.

Podmodul Hy ve tvarur-z+ B, € Hj, r € R nazyvame homologickd trida.
Pocet téchto homologickych tiid v modulu Hj, pak odpovida presné Cislu S.

Pokud jsou dva cykly z; a z; homologické, pak oba generuji tu stejnou ho-
mologickou t¥idu.

Pocet homologickych tfid dimenze 0, tedy 0-dimenzionalnich dér, odpovida
poctu souvislych komponent v daném simplicialnim komplexu. Analogicky jako u
grafti, souvislda komponenta je takovad mnozina, ve které mezi libovolnymi dvéma
vrcholy existuje cesta. Staci si uvédomit, ze 0-cykly jsou cykly tvorené pouze
vrcholy. V' By jsou pak ty 0-cykly, které jsou tvoreny obrazem néjakych 1-cykli.
1-cykly jsou ale hrany.

Pokud tedy H, obsahuje pravé jednu homologickou ttfidu, pak to znamen4,
ze mezi vsemi vrcholy existuje néjaka cesta. Pokud H, obsahuje napriklad dvé
homologické tridy, pak to znamena, ze v simplicialnim komplexu jsou dvé skupiny
vrcholti, které nejsou mezi sebou spojeny zadnou hranou.

PRIKLAD 4.37

Uvazujme simplicidlni komplex znazornény na obrazku 4.7. Sestavme nyni
moduly k-Tetézct s koeficienty v Zs. Vztahy mezi témito moduly mizeme zna-
zornit diagramem

02 o1 0o

02 (0, C, Co 0.

Urcéime nyni strukturu homologie H;. Jelikoz pouzivame koeficienty v Zo, pak
pro uplné urceni struktury H; staci urcit ¢islo 5;. Pouzitim koeficientii v Z, také
odpada nutnost pouzivat u fetézclt znaménka. Podle rovnice 4.2 je tedy k urceni
¢isla 51 nutné spocitat rank(Z;) a rank(By).
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e f

Obrézek 4.7: Simplicidlni komplex s jednou jednodimenziondlni dirou.

Tento simplicidlni komplex obsahuje celkem ¢tyfi 2-simplexy (trojihelniky).
7 definice By pak plyne, Ze modul B, je generovan bazi tvorenou okraji téchto ¢tyt
simplexu. Naptiklad okrajem 2-simplexu [c, b, s] je 1-TFetézec [b, s| + [c, s| + [c, b].
Dostévame tedy, ze rank(B;) = 4. Jednotlivé okraje jsou zndzornény na obrazku

a) nize.
Nyni je tfeba urcit rank(Z;). Modul Z; je tvotren vSemi 1-cykly, tedy 1-Tetézci
s nulovym okrajem. Napiiklad 1-fetézec 2, = [b,s] + [c, s] + [¢,b] ma nulovy

okraj, nebot 9;(z1) = 0. Pro prehlednost jsou vSechny bézové cykly modulu Z;
vyznaCeny na obrazku b) nize. VSimnéme si, Ze Fetézec z5 = [a, b+ [b, s]+[f, s] +
[a, f] m& také nulovy okraj. Modul Z; je tedy generovan bézi obsahujici 5 cykli
a plati tedy rank(Z;) = 5.

Dostavame tedy, ze f; = 1. Z obrazku je vidét, ze dany simplicialni komplex
opravdu obsahuje jednu 1-dimenzionalni diru. Tato dira je tvorena 1-cyklem zs.
Plati tedy Hl = ZQ.
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Intuitivneé si situaci muzeme predstavit tak, ze kazdy jeden okraj v By zalepi
jednu diru tvotrenou cyklem ze Z;. Nakonec zde zbyde jedna nezalepena dira.

Ted si popiseme situaci pomoci algebry. Modul H; obsahuje pouze dva prvky.
Prvni prvek je B; a druhy prvek je [a,b] + [b, s] + [f, s| + [a, f] + B1. Z definice
faktorového modulu plyne, Ze prvni prvek B; je nulou tohoto modulu. Druhy
prvek pak generuje jednu homologickou tiidu, ktera je zapocitana do cisla f;.

Na zavér se jesté podivame na strukturu Hy. Tento simplicidlni komplex ob-
sahuje pouze jednu souvislou komponentu, plati tedy Hy = Zs.

Timto zptisobem pak probiha séitani libovolného poctu dér v libovolné di-
menzi simplicidlniho komplexu.

PRIKLAD 4.38

Diru dimenze 2 obsahuje naptiklad simplicidlni komplex, ktery je triangulaci
sféry S?. Kazdy simplicidlni komplex, ktery je triangulaci sféry S™, pak obsahuje
jednu diru dimenze n.
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4.4 Persistentni homologie

V minulé kapitole jsme méli jeden pevné zadany simplicidlni komplex a ten jsme
pomoci homologie zkoumali. Nicméné simplicidlni komplex se mize vyvijet.

V praxi se totiz simplicidlni komplexy vétsinou vytvari inkrementalné. Za-
¢neme naptiklad s urc¢itym simplicidlnim komplexem a postupné do néj prida-
vame dalsi simplexy.

Pokud do néjakého simplicidlniho komplexu pridame néjaky simplex, mohou
se struktury homologii Hj tohoto simplicidlniho komplexu riizné ménit. Prave
tyto zmény homologii béhem pridavani simplext jistym zptsobem zachycuje per-
sistentni homologie. V této kapitole si tedy postupné definujeme potiebné pojmy
a nasledné vytvorime takovou algebraickou strukturu, kterd dokéaze tyto zmény
zachytit.

Zacneme s pojmem filtrace, ktery formalné definuje inkrementalni vyvoj sim-
plicidlnich komplex:

Definice 4.39 (Filtrace)
Filtrace simplicialniho komplexu K je nasledujici konecné posloupnost pod-
komplexu K:

P=K'<K'<K*<...<K"'<K'"=K.

Simplicialni komplex spolu s jeho filtraci nazyvame filtrovany simplicidalni kom-
plex.

Cislim [, pro 0 < I < n, budeme ifkat krok filtrace. V literatufe se | nékdy
chape také jako cas.

Je pouze jedind moznost, jak ze simplicidlniho komplexu K! miizeme vytvorit
simplicidlni komplex K'*! tak, aby vznikl filtrovany simplicidlni komplex K:
pridat do K néjaké nové simplexy.

7 definice simplicidlnitho komplexu také plyne, ze simplicialni komplex musi
obsahovat i stény vSech simplexii jakozto samostatné simplexy. To znamena, ze
pokud pridavame simplex o do simplicialniho komplexu v urcitém kroku, pak
nejpozdéji v tom stejném kroku musime do daného simplicidlniho komplexu pfi-
dat také vSechny jeho stény.

Méjme tedy filtrovany simplicidlni komplex K. V kazdém kroku [ filtrace 1ze
ze simplicidlniho komplexu K' sestavit jemu piislusny modul k-fetézcit CL.

Pro dimenzi k tedy miizeme moduly k-fetézcit CL znézornit pomoci nasledu-
jictho diagramu:

0 1 -1 l n—2 n—1
oo L, LT L, o Do
kde zobrazeni f':C! — C’,l;“l je definovano jako inkluze.

47



Fakt, Ze takova inkluze f! existuje, plyne z toho, ze ve filtraci simplicidlniho
komplexu prvky pouze pfiddvdme a moduly k-fetézcti C% jsou nésledné genero-
vané bazi obsahujici pravé k-simplexy v CL.

Pro kazdé dva moduly C! a C!_,, kde 0 <1 < n, je dan hrani¢n{ operator 9.
Vztah mezi posloupnosti modulit C} a CL ; si tedy mtiZzeme znazornit pomoci
nasledujictho komutativniho diagramu:

0 1 -1 l n—2 n—1
e o L, Lo L, ot
| o| al o | %|
0 1 -1 1 n—2 n—1
S e R P ol P o

Oznaceni komutativni znamena, ze vSechna slozeni zobrazeni ve sméru sipek
mezi libovolnymi dvéma objekty v diagramu déavaji stejny vysledek.

V kazdém kroku filtrace [ a v kazdé dimenzi k£ tedy miizeme sestavit homo-
logii H} a urcit tak Bettiho ¢isla L.

V minulé kapitole jsme si Tekli, ze to hlavni, co miuzeme ze struktury homo-
logie H! zjistit, je podet dér v simplicidlnim komplexu K'. Kazdou diru repre-
zentuje néjaka homologicka tiida. Kazda homologicka tiida je pak generovana
néjakym cyklem z.

Predpokladejme, ze pridanim néjakych simplexti do simplicidlniho komplexu
K' v kroku [ vznikne k-cyklus z € Z!, 2 ¢ BL. V H! pak tento cyklus generuje
homologickou tifdu, ktera je zapo¢itdna do &sla 8L. Tato homologicka t¥ida tedy
reprezentuje diru, kterd existuje v simplicidlnim komplexu K'. Rikdme, Ze dand
homologicka t¥ida se narodila v kroku I.

Déle uvazujme, ze pridanim néjakych dalsich simplext do simplicialniho kom-
plexu K™ v kroku m se tento k-cyklus z stane okrajem. Nyni tedy plati z € B}
Zaroven také k-cyklus z jiz negeneruje samostatnou homologickou tiidu v Hj".
Bettiho ¢islo 8" se tedy o jedna snizi. Rikdme, Ze v tomto kroku dand homolo-
gicka trida zanikla.

Persistenci této homologické tiidy rozumime ¢islo m — [ — 1. Pokud dana ho-
mologicka tiida nikdy nezanikla, pak jeji persistenci poklddame rovnu nekonecnu.

Dalsi postup jiz bude velmi podobny s postupem v predchozi kapitole. Nasim
cilem je vytvorit jisté algebraické struktury, ze kterych pak bude mozné zjistit
persistence danych homologickych trid ve filtraci simplicialnitho komplexu.

V tomto pripadé to budou gradované moduly.

Me¢jme tedy filtrovany simplicidlni komplex K. Nejprve zacneme takzvanym
stupném simpleru. Stupném simplezu o € K se rozumi ¢islo kroku prvniho
vyskytu tohoto simplexu ve filtraci simplicidlnitho komplexu K. Tento stupen
zna¢ime deg(o). Pokud je tedy simplex o poprvé pfiddn do simplicidlniho kom-
plexu K!, bude jeho stupeni deg(c) = I.
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Posloupnost modultt C} pouZijeme k vytvoieni jedné abelovské grupy po-
moci pifmého souctu. Kazdy modul C! miizeme uvazovat jako abelovskou grupu,
jelikoz z definice modulu plyne, Ze mnozina prvki C% spolu s operaci séitédni
abelovskou grupu tvorit musi. Necht n je posledni krok filtrace a necht C7' je
odpovidajici modul k-fetézcti. Pro ¢ > n definujme C} = C} a polozme:

© .
Cr = @ Ci.
i=0
Operace na Cy, je definovéna po slozkdch pomoci jednotlivych operaci z Cf.

POZNAMKA 4.40
Prvky Ci tedy lze zapsat jak pomoci n-tic, tak pomoci formélnich linedrnich
kombinaci. Vétsinou se pouziva ten zapis, ktery je v dané situaci vyhodnéjsi.
Nakonec jesté pro viechna i > 0 definujme inkluzi f* : Cf — C;™. Pomoci
téchto pojml nyni mizeme vytvorit gradovany modul:

Definice 4.41 (Persistentni modul k-fetézci)

Mé¢jme filtrovany simplicidlni komplex K, bud F' libovolné pole a méjme
posloupnost modult k-tetézcii Cy s koeficienty v poli F', které odpovidaji sim-
plicialnim komplexim ve filtraci simplicidlniho komplexu K. Persistentni modul
k-retézci® je definovan jako gradovany modul Cy, nad F[t] s bazi tvofenou viemi
k-simplexy obsazenymi v K. Operace sc¢itani je definovana jako obvyklé sc¢itani
k-Tetézcli. Operace nasobeni skalarem je definovana jako posun prvkt modulu na-
pii¢ jeho gradovdnim pomoci dané inkluze f°. Pro homogenni polynom at € F[t]
stupné 1 a fetézec ¢ € C, ¢ = (%, ¢, ¢, ...) a kde ¢' € C} tedy polozme

at- (e, ) = (0,af(), af (ch), afA(d), ..)

a pro polynomy stupné d > 1 aplikujeme d posunuti definovanych pro polynom
stupné 1. Persistentni modul k—retézci znacime Cy.

Tento modul je sestaven z nekone¢ného poctu modultt C%, nicméné z filtro-
vaného simplicialniho komplexu lze ziskat pouze konecny pocet téchto moduli.
Tento krok lze chapat pouze jako nutnou formalitu.

Gradovana struktura modulu Cy tedy do jisté miry zrcadli pribéh filtrace
simplicialniho komplexu. Pokud se k-simplex ¢ béhem filtrace poprvé vyskytne
v komplexu K!, bude jemu odpovidajici jednoprvkovy k-fetézec v modulu Cj
obsaZen v gradovani nejdifve v komponenté Cf.

Méjme tedy jednoprvkovy k-fetézec o € C! reprezentujici tentyz simplex
o € K. Vynéasobeni polynomem ¢ pak tento k-fetézec posune v gradovani do
komponenty Cyt.

3V literatufe tento modul vét$§inou nemd jméno explicitné uvedeno. Obecné jej lze odvodit
z takzvaného Persistentniho modulu. Viz [9], strana 100.
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K-Tetézec o znaci, ze se simplex o poprvé nachazi ve filtraci v komplexu
Kdee(0) | K fetézec to € Cp znad, ze se simplex o nachézi ve filtraci v komplexu
K1te8(0)  Obecné k-Tetézec t"o € Cj znadi, ze se simplex o nachézi ve filtraci v
komplexu K "+des(@),

Pro k-tetézec ¢ € Cy polozme
deg(c) = max {n + deg(o) | at" -0 € ¢, }.
Hrani¢ni operator mezi dvéma gradovanymi moduly Cy a Ci_; pak definujeme

s vyuzitim hrani¢nich operatortt mezi jednotlivymi moduly C% a C!_;:

Definice 4.42 (Persistentni hrani¢ni operator)
Necht Ci a Cx_1 jsou persistentni moduly k-fetézcu a (k — 1)-Fetézcu. Persi-
stentni hranicni operdtor O : Cr, — C_1 je definovan predpisem

(e, 2, ) = (D), D), (), ...,

kde pro [ > 0 je 0 prislugny hrani¢ni operator Cf — Cf_|.

Snadno se vidi, ze plati Oy © 5k+1 = 0. Diky tomu lze jednoduse definovat
k-tou persistentni homologii:

Definice 4.43 (Persistentni homologie)

Necht Cy a Cj_1 jsou persistentni moduly k-fetézci a (k — 1)-Fetézct a necht
O Cr — Cry je jejich hrani¢ni operator. Polozme Z, = ker(ék) a B, =
im(5k+1). K -ta persistentni homologie je definovana nasledovné:

Hy, = 25/ B

Jelikoz Hj je koneéné generovany nezaporné gradovany modul nad okruhem
polynomu F[t], mizeme uplatit vétu 3.35 o struktufe téchto moduli. Plati tedy:

1 (D) o (D).

pro néjaka cela ¢isla i1, ...,0m, J1,-- s gn @ ly, ..., 1.
Struktura Hj jistym zpusobem reprezentuje persistenci danych homologic-
kych tfid béhem filtrace simplicidlntho komplexu. Nez si vysvétlime jak, zave-

deme si nasledujici pojem:

Definice 4.44 (P-interval)
P-interval je usporddand dvojice (i,7), kde i € Z, j € Z U {+oo} a j > 1.
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Véta 4.45

Pro kazdy konecéné generovany nezaporné gradovany modul M nad F[t] exis-
tuje aZ na poradi prave jedna konecnd posloupnost P-intervali. Pro libovolnou
konecnou posloupnost P-intervali existuje aZ na izomorfismus pravé jeden ko-
necné generovany nezdporné gradovany modul M nad Ft].

Dikaz
Prvni ¢ast véty je dusledkem véty 3.35. Pro cela ¢isla iq,...,1,, vezmeme
P-intervaly (i1, 4+00), ..., (im, +00) a pro ¢isla ji,...,75, a ly,...,l, vezmeme

P-intervaly (71,01), ..., (Jn, ln)-

Pro ditkaz druhé ¢éasti vytvorime na zakladé danych P-intervalti gradovany
modul. Necht F' je tedy pole a F[t] okruh polynomi s koeficienty v F. Pro P-
interval (i, 7), kde j # 400 definujme:

Q(i, j) = () /(")
a pro P-interval (i, 4+00) definujme:
Q. +00) = (t)

Pro kone¢nou posloupnost P-intervalt (i1, 1), , (42, J2)9 s - - - » (¢ns Jn),, POloZme
M= (i, ju)
=1

a uvazujme M modul nad F[t] s operacemi s¢itani a ndsobeni skaldrem, které
jsou odvozené z F[t] a definované po slozkach. O

V persistentni homologii tedy kazdé filtraci simplicialniho komplexu K pti-
radime persistentni modul H,. Strukturu tohoto persistentniho modulu pak lze
jednoznac¢né reprezentovat pomoci posloupnosti P-intervalii.

Jednotlivé P-intervaly pak popisuji vznik, zanik a persistenci jednotlivych
homologickych tiid béhem filtrace.

Konkrétné, P-interval (i,7), kde j # 400 znaci, ze v dané filtraci simplici-
alniho komplexu existuje homologicka tiida, kterd se zrodi v kroku ¢ a zanikne
v kroku j. P-interval (i, +00) pak znadci, ze v dané filtraci existuje homologicka
trida, ktera se zrodi v kroku i a nikdy nezanikne.
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5 Ripsuv komplex

V této kapitole si ukazeme, jak lze vytvorit simplicidlni komplex z libovolné
mnoziny prvka a také jak vytvorit filtraci takového simplicialntho komplexu.
Ukazeme si také zptisob, jakym se graficky znazornuji persistence jednotlivych
homologickych tiid ve filtrovaném simplicialnim komplexu.

Informace v této kapitole jsou ¢erpany ze zdroje [2].

Zacneme tedy s vytvarenim simplicialnitho komplexu:

Definice 5.1 (Ripstv komplex)

Necht X je konecnd mnozina a vezméme libovolné zobrazeni d : X x X — R
a ¢islo € € R. Ripsoviym komplezem* rozumime abstraktni simplicidlni komplex
s mnozinou vrcholtt X, ktery obsahuje vSechny abstraktni simplexy ve tvaru:

o={zo,x1,....,205 | k>0, z;,2; € X ad(x;,z;) <eproi,j €{0,...,k}}.

Ripsuv komplex s parametrem e nad mnozinou X znac¢ime VR(X¢).

Ripstv komplex V R(X €) tedy obsahuje takové simplexy, jejichz vrcholy jsou
dle d vzajemné vzdaleny maximalné o e.

Z definice pfimo plyne, ze VR(X,¢e1) < VR(X, €3) pro € < ey. Diky tomu,
ze mnozina X je konecnd, existuje takové €,,4., Zze pro vsechna € > €4, plati
VR(X,€) = VR(X, €mas)-

Zobrazeni d miize byt libovolné. Definice je tedy velmi obecné. Casto se viak
za d voli néjaka metrika:

Definice 5.2 (Metrika)
Necht X je mnozina a d : X x X — R je zobrazeni splnujici nasledujici
podminky:

2. pokud d (z,y) = 0 pak x =y,

3. d(x,y) =d(y,z),
4 d(z,y) +d(y,z) = d(z,2),

pro vsechna z,y, z € X. Zobrazeni d se nazyva metrika na X.

Definice 5.3 (Ripsova filtrace)

Necht X je konecnd mnozina prvka a méjme zobrazeni d : X x X — R. Dale
méjme posloupnost redlnych ¢isel €4, ..., €, pro ktera plati ¢; < --- < ¢,,. Po-
sloupnost simplicidlnich komplexi VR(X,€1),...,VR(X, €y,) tvori filtraci sim-
plicidlniho komplexu V R(X,€,,) a tuto filtraci nazyvame Ripsova filtrace. Po-
sloupnosti Cisel €1, ..., €, se také rika parametry Ripsovy filtrace.

4N&kdy se v literatufe Ripstiv komplex oznacuje také jako Vietoris—Ripsiv komplex.
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Obrazek 5.1: Priklad Ripsovy filtrace s parametry €; < €3 < €3. Na obrazku (a) je
ptuvodni mnozina, na obrazcich (b) - (d) je zndzornéna podoba Ripsova komplexu
s danym parametrem ¢;. Na obrazku (e) jsou ¢arové kédy dimenze 1 k uvedené
Ripsové filtraci. Pro lepsi Citelnost jsou tsecky tucné a stridavé obarveny.

Vytvoreni filtrovaného simplicalniho komplexu pomoci Ripsovy filtrace je
tedy primocaré: staci zvolit néjaké parametry €y, ..., €, a vytvorit posloupnost
Ripsovych komplexu VR(X,€1),...,VR(X, €y).

Jelikoz je mnozina X konecnd, je také konecny pocet vSech riznych vzdale-
nosti mezi prvky této mnoziny. V praxi se pak jako parametry Ripsovy filtrace
vétsinou voli vSechny tyto vzdélenosti.

U Ripsovy filtrace se v P-intervalech misto prislusného kroku uvadi ptimo
odpovidajici hodnoty parametru. Piseme tedy (e;,, €;,): a (€&,, +00);.

Posloupnost P-intervali ziskanych z Ripsovy filtrace znazornujeme pomoci
takzvanych carovich kodi.

Méjme tedy posloupnost (e1,,€1,);, -, (€ny, €ny), P-intervalti. Cdrovy kod
je posloupnost tusecek vykreslenych v grafu v roviné, kde tyto usecky odpovi-
daji jednotlivym P-intervalim v posloupnosti. V grafu je pro kazdy P-interval
(€5 €iy)i, kde €, # +o00, nakreslena usecka zacinajici v bodé¢ = = €,y = i
a vedouci do bodu z = €;,,y = i. Pro P-interval (¢;,, +00); je v grafu vykreslena
dostatecné dlouha vodorovné tisecka zacinajici v bodé = ¢;,,y = ¢ a na pravém
konci ukoncena Sipkou. Hodnoty na ose y tedy odpovidaji indexu P-intervalu
v posloupnosti a obvykle se tato osa nevyznacuje viibec. Osa x reprezentuje
parametry Ripsovy filtrace.

Priklad Ripsovy filtrace a ¢arového kodu je na obrazku 5.1
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6 Algoritmy simplicidlni homologie

V této kapitole jsou popsany algoritmy pro vypocet homologie a persistentni
homologie. Informace v této kapitole vychézi ze zdroje [9], priklady a nékteré
definice jsou vlastni.

6.1 Algoritmus simplicialni homologie

Zpusob vypoctu struktur homologii a posléze i persistentnich homologii vychazi
z poznatkl linedrni algebry. Hlavni myslenkou je vyjadrit hrani¢ni operatory
pomoci matic a nasledné tyto matice pievést do Smithova norméalnfho tvaru’.
Algoritmus, ktery matici prevede do Smithova normalniho tvaru se jednoduse
nazyva redukcni algoritmus.

Tento algoritmus zde neuvedeme cely, pouze zde popiseme klicové operace,
které tento algoritmus provadi. Redukéni algoritmus totiz musi pracovat v celo-
¢iselné aritmetice, coz je v praxi obecné problém. Jednotlivé hodnoty v matici
mohou béhem redukce nartst do extrémné velkych hodnot, a tim padem je vy-
pocet s takto velkymi cisly pamétove i casové velmi narocny. Pravé z tohoto
divodu se redukéni algoritmus pro vypocet homologii nevyuziva. Nicméné, lze
na ném pochopit problematiku vypoctu homologii a v tomto duchu je napsana
i tato kapitola.

Na konci kapitoly je pak uveden jednoduchy algoritmus pro vypocet homolo-
gii, ktery vyuziva koeficienty v Zs a v néasledujici kapitole je pak popsan algorit-
mus, ktery je z redukéniho algoritmu odvozen a je v praxi bézné vyuzivany pro
vypocet persistentni homologie.

Predpokladejme tedy, Ze mame dany simplicidlni komplex K. Pfipomenme si
notaci z kapitoly 4.3 o simplicidlni homologii:

e () je modul k-Tetézcu s koeficienty v Z,

e B; = im(0ky1) je modul Tetézct, které jsou okrajem néjakého retézce z Ci 1,
e 7). = ker(0x) modul fetézcu, které maji nulovy okraj,

e Hy = Zy/ By je k-ta4 homologie simplicidlniho komplexu K.

Cy je volny modul, kde k-simplexy tvori bazi tohoto modulu. Déle pak vime,
ze pro vSechna k € Z, jsou hrani¢ni operatory 0, homomorfismy modult.

SPiipomenuti pojmu Smithiv normdin{ tvar je na strané 57.
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7 linearni algebry pak vime, Ze hrani¢ni operator 0y lze reprezentovat pomoci
matice. Definujme si tedy tuto matici:

Definice 6.1 (Matice hrani¢niho operatoru)
Necht je dan simplicidlni komplex K, hrani¢ni operator dy : Cy — Cj_
a dale necht my, znaci pocet k-simplext v K a my_; pocet (k — 1)-simplexti v K.

Uspotadejme k-simplexy do posloupnosti oF, . .. ,afnk a stejné tak usporadejme
(k — 1)-simplexy do posloupnosti o7, ... okt

Matici hranicniho operdtoru O, rozumime matici Ay velikosti my_1 X my
nad Z, ve které jsou prvky urc¢eny pomoci pravidla

i
i = —1 —O'lk_l < 8k(af),

0 Jinak.

1 ofte (%),

Velikost matice Ay tedy odpovida poctu simplexi v bazich Cy a C_1, coz je
pocet k-simplext a (k—1)-simplext v simplicidlnim komplexu K. Kazdy sloupec
j pak odpovida k-simplexu 0;-“ a kazdy tadek i odpovida (k — 1)-simplexu oF !
Ve sloupci j pak bude na radku ¢ hodnota 1, popripadé -1, jen tehdy, pokud je
(k — 1)-simplex of=1 popifpadé —oF 1, souddsti okraje k—simplexu Uf.

Kazdy sloupec je tedy (k — 1)-TFetézec a z matice jej pre¢teme jednoduse tak,
ze se podivame, jaké koeficienty jsou na radcich u jednotlivych (k£ — 1)-simplex.
Libovolny k-tfetézec ¢ pak mtizeme vyjadrit jako vektor nad Z, ve kterém hodnota
prvku a; odpovida koeficientu bazového simplexu J;? v tomto Tetézci c. Oznacme
tento vektor u. Vynésobenim vektoru u matici Ay zleva ziskdme vektor, ktery

odpovidé obrazu hrani¢niho operatoru dy. Provedeme tedy
v=A,-u

a ve vysledném vektoru v pak hodnota prvku a; odpovida koeficientu bazového
simplexu o' v (k — 1)-Fetézci O (c).

i

PRIKLAD 6.2
Ukazme si konstrukei matice hrani¢niho operatoru z predchozi definice na
konkrétnim prikladu. Uvazujme nasledujici simplicialni komplex:

a d

b e

Tento simplicidlni komplex ma tedy Sest vrcholl, Sest 1-simplext a dva 2-
simplexy. V nésledujici tabulce jsou uvedeny jednotlivé baze prislusnych moduli.
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Modul Baze modulu
Co a, b, c, d, e
Ch ab, ac, bc, cd, ce, de
(& abc, cde

Pro sestaveni matice vezméme stejné znaceni i usporadani, v jakém jsou sim-
plexy v tabulce zapsany. Sestavené matice hrani¢nich operatorti jsou uvedeny
nize. Ay je matici hrani¢nitho operatoru 0; a A, je matici hrani¢niho opera-
toru s.

ab ac be cd ce de
af -1 -1 0 0 0 O
b 1 0 -1 0 0 0
A= ¢ 0 1 1 -1 -1 0
d 0O 0 O 0 —1
e o 0 0 o0 1 1
abc cde
ab 1 0
ac —1 0
be 1 0
Az= 1 0 1
ce 0 -1
de 0 1

Nyni se podivame na Smithiiv norméalni tvar. Jak jiz bylo fe¢eno v uvodu,
cely algoritmus pro nas neni podstatny. Dilezité jsou pro nas operace, které tento
algoritmus provadi a jakym zptsobem méni jednotlivé béze.

Algoritmus tedy provadi nasledujici operace na radcich:

1. vyména radku ¢ za fadek j,

2. vynasobeni radku ¢ ¢islem —1,

3. nahrazeni fadku i za (fadek i ) + ¢(fadek j), kde ¢ € Z a j # i.
A dale provadi tyto operace na sloupcich:

1. vymeéna sloupce ¢ za sloupec j,

2. vynasobeni sloupce ¢ ¢islem —1,

3. nahrazeni sloupce i za (sloupec i) + g(sloupec j), kde ¢ € Z a j # 1.
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Nyni se podivejme, co jednotlivé operace délaji s bazi modult Cj a Cy_q
v matici hrani¢niho operatoru Ay. Kazda sloupcova operace zméni urcitym zpt-
sobem bazi modulu C} a kazda radkova operace zméni urcitym zpusobem bazi

Ch-1.

Necht tedy posloupnost ef=1, ... eﬁ;kl_l je bazi C_1. Na zac¢atku algoritmu se
tato posloupnost bude shodovat s posloupnosti ¥, .. ., an;:. Radkové operace

zmeéni bazi nasledovné:

k—1 k—1
i zae;

1. vyména radku ¢ za fadek j: prohozeni prvka béaze e ;

2. vynasobeni fadku i ¢slem —1: vynasobeni prvku baze ef~! &slem —1,

3. nahrazeni fddku ¢ za (fddek i) + g(fadek j), kde ¢ € Z a j # i: nahrazeni

bazového prvku ef‘l za eg‘?_l — qef 1,
Necht posloupnost e, ... ,e,’j% je bazi modulu Cj. Na zacatku algoritmu se
tato posloupnost bude shodovat s posloupnosti o¥, ... ,afnk. Sloupcové operace

zmeéni bazi C}, nasledovné:

1. vyména sloupce 7 za sloupec j: prohozeni prvki béze e} za e,
2. vynasobeni sloupce i ¢fslem —1: vyndsobeni prvku béaze ef &slem —1,

3. nahrazeni sloupce i za (sloupec 7) + g¢(sloupec j), kde ¢ € Z a j # i
nahrazeni bazového prvku ef za eF + qe?.

Pomoci uvedenych operaci tedy algoritmus matici redukuje do Smithova nor-
malniho tvaru:

Definice 6.3 (Smithiv normalni tvar)

Rekneme, ze matice A nad oborem hlavnich idealt je ve Smithove normdlnim
tvaru, jestlize:

a1 0 e 0
0 ¢
A= qiy,
0 0
0 0 0
a plati ¢;|qis1, kde i € {1,---,1;,}. Cisla ¢; nazyvame invariantni faktory.

Pokud redukujeme vSechny matice hrani¢nich operatort 9, do Smithova nor-
malniho tvaru, ziskdme tim tplny popis struktury modult Hy.
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Necht tedy pro kazdé k > 1 zna¢i Ay, matici mg_1 X my, ve Smithové normal-
nim tvaru hrani¢niho operatoru dy a déle, necht {q1, ..., q, } jsou jeji invariantni
faktory. Pak plati nasledujici:

(i) Torzni koeficienty ve struktufe modulu Hy_; jsou pravé ty invariantni fak-
tory ¢; v matici Ay, které jsou vétsi nez 1.

(ii) Mnozina {gef™' |1 <i < I} je bazf modulu B;_;. Plati tedy:
rank (By) = rank (Agy1) = ks
(iii) Mnozina {e¥ | I +1 < i < my} je bazi modulu Zj,. Plati tedy:
rank (Z) = my — Iy

Kombinaci fakti (ii) a (iii) tedy muzeme dosadit do rovnice 4.2 a dostdvame
uplny vzorec pro Bettiho ¢isla:

B = rank (Zy) —rank (By) = myg — I — lpy1- (6.1)
PRIKLAD 6.4

Pokrac¢ujme v predchozim prikladu. NiZe jsou hrani¢ni matice operatoru 0y
a Oy redukované do Smithova norméalniho tvaru:

ab be cd de 21 z9

b« (1 0 0O 0 0 0

e[ 0 1 0 0 0 0
Aj=ac| O 0 1 0 0 0
ed| 0O 0 0 1 0 0

a 0O 0 0 0 0 0

abc cde
by 1 0
ba 0 1
~ ab 0 0
Az= 10 o
cd 0 0
de 0 0

kde by =ab—ac+bc a by = cd — ce + de

Podle rovnice 6.1 tedy miizeme urcit prvni Bettiho ¢islo:
61 = rank(Zl) —rank(Bl) = my —ll —lg =6—4—-—2 = 0.
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Pro urceni ostatni Bettiho ¢isel si sta¢i uvédomit, ze rank (Zy) se rovna poctu
vrcholu simplicidlniho komplexu K a rank (Bg) = 0 pro vsechna k > dim (K).
Dostavame tedy:

po = rank (Zy) —rank (By) = 5—4 =1
Py = rank (Zy) —rank (By) = 0—0 = 0,
a pro k > dim (K) trividlné:

Be = 0.

Jelikoz vSechny invariantni faktory se rovnaji jedné, tento simplicidlni kom-
plex zadné torze neobsahuje.

Nyni si ukdzeme algoritmus pro vypocet homologii, pokud pouzijeme pro
vypocet koeficienty v Zs.

To, co potfebujeme zjistit pro urceni struktury modult Hy, jsou hodnoty
invariantnich faktor v redukovanych maticich hrani¢nich operatorti. Pokud ale
pracujeme v Zsy, modul Hy zadné torze neobsahuje. Staci pak jednoduse pouzit
jakykoliv algoritmus na zjisténi hodnosti matice.

Pripomenme si nasledujici pojem:

Definice 6.5 (Sloupcové normovany tvar)
Rekneme, ze matice A je ve sloupcové normovaném tvaru, jestlize:

@1 0 0
* Q2 0
* %
* % *
: 0 O
* 0 0

kde symbol * znaci libovolné ¢islo.

Cili nenulové prvky mohou lezet pouze na diagonale a nebo pod diagonalou
matice. Prvnimu nenulovému prvku v kazdém sloupci fikdme pivot. Néasledujici
véta je pro vypocet homologii uzitecna:

Véta 6.6 (Hodnost matice ve sloupcové normovaném tvaru)

Hodnost matice A odpovidd poctu pivoti ve sloupcové normovaném tvaru
matice.
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Stejné tak pro nas neni dulezité, aby sloupce v matici byly usporadany podle
pivotil sestupné za sebou tak, jak jsou uvedeny v definici. Vysledny algoritmus
pro ziskani hodnosti matice je uveden nize.

procedure reduceMatrix(A: m x n)
for j ;=1 to n do
if pivot(j) != null:
for k := j + 1 to n do:
if pivot(k) = pivot(j):
column (k) += column(j)

Algoritmus 6.1: Redukce matice hrani¢niho operatoru do sloupcové normovaného
tvaru s koeficienty v Zs.

Algoritmus muzeme upravit tak, aby pracoval i s jednotlivymi bazemi. Zjis-
time tak i konkrétni cykly, které pak generuji homologické tiidy v Hj.

Pokud tedy ozelime nalezeni torzi, mizeme tento algoritmus pouzit pro vy-
pocet homologii v libovolném simplicidlnim komplexu.
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6.2 Algoritmus persistentni homologie

Algoritmus pro vypocet persistentni homologie vychazi ze standardniho reduké-
niho algoritmu, ktery byl uvedeny v predchozi kapitole. Rozdil je v tom, ze
vypocet probihd nad F[t]-modulem. Diky nékterym vlastnostem F[t]-moduli,
které si uvedeme, ho vsak lze zjednodusit. Za F' miizeme zvolit jakékoliv pole.

Pripomenme si pojmy, se kterymi budeme pracovat:
e C; je persistentni modul k-Fetézcu s koeficienty v F[t],

o B, = im(ng) je gradovany modul fetézct, které jsou okrajem néjakého
retézce z Ciy1,

o Z) = ker(ék) je gradovany modul Tetézct s nulovym okrajem,
o M) = Z; /By je k-ta persistentni homologie simplicidlniho komplexu K,
e deg(o) je stupen simplexu o € K.

Podobné jako v pripadé homologie, i nyni reprezentujeme persistentni hra-
ni¢ni operator pomoci matice. Z definice 3.34 homomorfismu gradovanych mo-
dult pak plyne, ze dany homomorfismus musi zachovavat stupen v gradovani. To
se jednoduse splni pomoci stupné polynomu u daného prvku v matici.

Definice 6.7 (Matice persistentniho hrani¢niho operatoru) ~
Necht je déan filtrovany simplicidlni komplex K, hrani¢ni operator 0y : Cp —
Ci—1 a déle necht my, znaci pocet k-simplext v K a my_; pocet (k — 1)-simplext

v K. Uspofddejme k-simplexy do posloupnosti of, ... ,afnk a stejné tak uspora-
dejme (k — 1)-simplexy do posloupnosti of ', . .. ,cr';;kl_l.

Matici persistentniho hraniéniho operdtoru Oy, rozumime matici Ay, nad F [t]
velikosti my_1 X my, ve které jsou prvky urceny pomoci pravidla

i ol e O(oh),
aij = —t"s  —oit € Ok(a}),
0 Jinak,

kde n;; = deg(o}) — deg(at™h).

Pomoci stejné sady operaci, jako v ptipadé homologii, 1ze redukovat matice
hrani¢niho operdtoru do Smithova normalniho tvaru.

Pripomenme si, ze operace, pomoci kterych redukujeme matici hrani¢niho
operatoru do Smithova normalniho tvaru také méni baze moduli. Z minulé ka-
pitoly tedy vime, Ze z této redukované matice Aj, mizeme vyéist bazi modulu 2.
Tuto bazi tvoif mnoZina {e¥ | I, + 1 <1i < my} a jejl prvky pozname v reduko-
vané matici Ay tak, ze vSechny sloupce, které témto bazovym prvki odpovidaji,
jsou nulové. Pomoci Fadkovych operaci miZzeme pak upravit matici Ay, tak,
aby byla vyjadrena vzhledem k béazi Zj.

61



Necht je tedy Aj,; matice persistentniho hrani¢niho operatoru gkﬂ redu-
kovana do Smithova normalniho tvaru a vyjadrena vzhledem k bazi Z, necht
posloupnost efk, e e’fnk je bazi Z; a vymazme z této matice radky, které neod-
povidaji bazi Z;. Z této upravené matice uré¢ime posloupnost P-intervali nasle-
dovné:

(i) Pokud je fddek i nulovy, pak pfiddme do posloupnosti P-interval (deg(el),
+00).

(ii) Pokud neni fadek i nulovy, pak obsahuje prévé jednoho pivota t" a do
posloupnosti piidame P-interval (deg(ef), deg(ek) + n).

Tato posloupnost P-intervali urcuje strukturu Hy. Ziskdme tedy informace
o persistenci jednotlivych homologickych trid ve filtraci simplicialntho komplexu
K v dimenzi k.

Primocary postup je tedy takovy, ze ziskame bazi Z; z matice Ay, poté
upravime matici Ay, tak, aby jeji fddky odpovidaly této bazi a poté matici
A, prevedeme do Smithova normalniho tvaru. Nakonec z této matice pomoci
vyse uvedenych pravidel uré¢ime posloupnost P-intervali.

PRIKLAD 6.8
Ukazeme si uvedeny postup na prikladu. Uvazujme filtraci simplicialniho

komplexu K uvedenou v tabulce 6.1. Mame tedy filtraci simplicidlniho komplexu
K:

P=K'<K'<K’<XK3<K'<K°<KS<K <K <K’=K

Sestavime nyni persistentni moduly k-Tetézcl a pro jednoduchost pouzijeme
koeficienty v Zs[t]. Jak bylo uvedeno v kapitole 4.4, jako stupné jednotlivych
simplextu vezmeme kroky, ve kterych byly dané simplexy pridany. Tyto stupné
jsou uvedeny v tabulce 6.2.

Podle definice matice persistentniho hrani¢niho ) operatoru sestavime matice
A, a A, persistentnich hrani¢nich operatoru 81 a 82

ab ac bc cd ce de

a (22 0 0 0 0
b 2 0t 0 0 0
Aj=c| 0 ¢t t 3t 0
a| 0 0 0t 0 ¢
e\ 0 0 0 0 t* ¢

abc cde

ac [ t° 0

be t5 0

ab t4 O

A2 B cd 0 t4

e [ O

de 0 t2
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myw
X
X

e b e b e
ab ) cd 6 ce
d a d a d
b e b e b e
7 de 8 abc 9 cde

Tabulka 6.1: Grafické znazornéni filtrace simplicidlniho komplexu. Nové pridané
simplexy jsou zvyraznény modrou barvou, kroky pridani a oznaceni nové prida-
ného simplexu jsou napsany v fadcich pod obrazky simplicidlnich komplexii.

b c d e ac bec ab cd ce de abc cde

Simplex‘a
Stupern | 1 2 2 2 2 3 3 4 5 6 7 8 9

Tabulka 6.2: Stupné jednotlivych simplext ve filtraci simplicidlniho komplexu
z tabulky 6.1.

a redukujme tyto matice do Smithova normalniho tvaru:

ac be cd ce 21 F2)

c—t-a t 0 0 0 0 0

b—c 0 t 0 0 0 O
Ai=ac|O0 0 # 0 0 0
e—d 0 0 0 0 0

a 0 0 0 0 0 O

kde 2y =ab+t-ac+t-bc a 2o =cd+t-ce+t*-de
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abc cde

a2 [t 0
2 0 ¢t
~ al| 0 O
Ap = e | 0 0
cd O O
e \ 0 0

7 redukované matice A, vymazeme fadky, které neodpovidaji bézi Z;:

abc cde
< a [t 0
;A
Az = 2 ( 0 ¢ )
Z této matice tedy ziskdvame dva P-intervaly: (4,8) a (7,9), coz intuitivné
odpovida pribéhu filtrace.
1-cyklus z; vznikl v kroku filtrace 4 pridanim 1-simplexu ab. V simplici-
alni komplexu K* tedy vznikla jemu pifslu$nd homologické tiida. Piiddnim 2-
simplexu abc se z tohoto cyklu stal okraj, ¢imz dana homologicka tiida zanikla.

Tato homologicka t¥ida tedy existovala v simplicidlnich komplexech K4, K°, K¢
a K. Situace u cyklu 1-cyklu 2, je obdobna.

Nyni si uvedeme dvé uziteéna tvrzeni, diky kterym lze zjednodusit standardni
redukéni algoritmus:

Véta 6.9 (P-intervaly ve sloupcové normovaném tvaru)

Necht o, . .. ,o*fnk je bdzi Cy_y1, necht o1, ... ,aﬁ;il je bazi Cr_1 a necht
Ay je matici persistentniho hranicniho operdtoru O : Ciy = Cy_r. Pokud radky
v matici Ay, setridime sestupné podle stupne jednotlivych simplexi v bdzi Cp_1,
pak staci matici prevést pouze do sloupcové normovaného tvaru a ziskame stejné

P-intervaly, jako ze Smithova normdlniho tvaru matice Ay.

Tato véta tedy tika, ze pokud zachovame pozadované poradi simplexti, pak
matici Ay neni nutné redukovat az do Smithova normalniho tvaru, ale staci pouze
sloupcové normovany tvar.

Na zacatku kapitoly jsme si uvedli, Ze P-intervaly lze z redukované matice
ziskat tak, ze ji vyjadiime vzhledem k bazi Z. To tedy znamend, ze bychom méli
matici Agy; pomoci fadkovych operaci upravit tak, aby radky této bazi odpo-
vidaly. Nicméné, bazi Z ziskame jiz z matice Ay, jelikoz ji pomoci sloupcovych
operaci musime prevést do sloupcové normovaného tvaru, abychom z ni ziskali
prislusné P-intervaly.

Nasledujici véta 1ika, jak 1ze matici Ay, vyjadrit vzhledem k bazi Z, pokud
jiz zname bazi Z; z redukce matice Aj.
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Véta 6.10 (Vyjadieni matice persistentniho hrani¢niho operatoru vzhle-
dem k bazi Z)

Bud posloupnost o¥, . .. ,Ufnk bazi modulu Cy setazend sestupmé podle stupné
jednotlivyjch simplexi. Necht Ay je matice persistentniho hranicniho operdtoru
5k, : Cr — Ci_1, necht Ay1 je matice persistentniho hranicniho operdtoru 5k+1 :
Crr1 — Ci a necht sloupce matice Ay a radky matice Ay, odpovidaji uvedné
bizi modulu Ci. Pokud je béhem redukce matice Ay do sloupcove normovaného
tvaru pouZita operace vymeny sloupci, necht je provedena viyména odpovidajich
radki v matici Ayyq1. Jakmile je matice Ay redukovana do sloupcové mormova-
ného tvaru, staci z matice Ay1 smazat ty radky, které neodpovidaji ziskané bdzi
Z1 a bazové prvky u zbylych radku nahradit proky bize Zy.

S pomoci téchto dvou tvrzeni si popiSeme algoritmus, ktery vypocet nad
okruhem polynomt F'[t] pouze simuluje a ke spocteni P-intervalt si vystaci pouze
s vyuzitim koeficientd v poli F.

Méjme tedy filtrovany simplicidlni komplex K s poc¢tem simplexti m. Nejprve
usporadejme vSechny simplexy v K do posloupnosti oy, ..., 0,,_1 podle dimenze
a kroku pridani. Pro takto uspofddané simplexy tedy plati, pokud o; < o;, pak
dim(c;) < dim(o;) a deg(o;) < deg(o;), kde i, € {0,...,m — 1}.

Déle, misto konstrukce jednotlivych matic Ay pro k € {1,...,dim(K)}, se-
stavime jednu velkou matici a pouzijeme tidkou reprezentaci matic. Vime, ze
sloupce v matici persistentniho hrani¢niho operatoru reprezentuji k-tetézce. Po-
kud se v matici Ay ve sloupci j na fadku ¢ nachdzi nenulovy prvek a;;, pak
to znamena, ze retézec 5k(aj) obsahuje prvek a; jo;. MizZeme tedy ke kazdému
simplexu o; ulozit pfimo dany k-fetézec a nemusime tyto koeficienty ukladat
do matice. Zavedme si tedy pole chain délky m. Na zac¢atku algoritmu bude
toto pole prazdné a béhem vypoctu do tohoto pole budeme postupné ukladat
jednotlivé k-tetézce s koeficienty v poli F'. Na konci algoritmu pak budou tyto
fetézce odpovidat sloupetim redukovanych matic Ay,

Dale je potieba znat, které retézce odpovidaji okrajim bazovych prvki mo-
dultt Z,. Pokud totiz néjaky (k—1)-Fetézec neodpovidé okraji néjakého bazového
prvku Zy, pak z véty 6.10 vime, Ze v matici Ay staci jednoduse smazat radky,
které neodpovidaji této bazi. Pro tento tcel zavedeme pole mark délky m, které
bude obsahovat pouze hodnoty true a false. Pokud mark[j] = true, pak
to znaci, ze fetézec chain [ J] je soucasti okraje néjakého bazového prvku mo-
dulu Z; a jemu odpovidajici fadek v matici Ay, nesmi byt smazan. Vzhledem
k tomu, ze pouzivame fidkou reprezentaci matic, tak to znamena, ze pri uplatno-
vani véty 6.10 dany simplex o; nesmi byt smazan v jakémkoliv fetézci, ve kterém
se béhem vypoctu vyskytne. Na zacatku budou vSechny hodnoty v poli mark
nastaveny na false.
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Nakonec jesté zavedeme pole destroyer, také délky m a pole intervals
délky dim(K'). Do pole destroyer budeme znacit indexy simplext, jejichz
pridanim zanikla urcitd homologicka tiida. Pfesnéji, pokud je v poli destroyer
na pozici ¢ ¢islo j, pak to znamend, ze dana homologicka tiida vznikla pridanim
simplexu o; a zanikla pfidanim simplexu ;. Na zacatku algoritmu bude toto pole
prazdné. Pole intervals budeme vyuzivat k ulozeni jednotlivych P-intervali,
kde na indexu i jsou P-intervaly popisujici strukturu modulu H;.

Algoritmus pak prochéazi jednotlivé simplexy podle ur¢eného usporadani od
nejmensiho po nejvetsi a pro kazdy simplex simuluje redukei matice.

Predpokladejme tedy, 7ze se nachazime v kroku j. Nejprve je nutné ziskat
prislusny (k — 1)-fetézec odpovidajici okraji k-simplexu ;. K tomu pouzijeme
hrani¢ni operator 0y,. Oznacme tedy d = 0i(0;). Z tohoto (k — 1)-Tetézce pak dle
véty 6.10 smazeme vsSechny takové simplexy, které neodpovidaji bazi Z;_ ;. To
jsou tedy takové simplexy, pro které plati mark[1] = false.

Nyni je nutné retézec d redukovat. Redukce fetézce d simuluje redukci sloupce,
ktery v matici Ay odpovida simplexu o;. Z véty 6.9 vime, Ze abychom se vyhnuli
pouziti radkovych operaci, je nutné simplexy redukovat v sestupném poradi podle
jejich stupni. Nejvyssi stupen v fetézci d ma vzdy ten simplex, ktery ma nej-
vyssi index v ndmi, na zacatku zvoleném, usporadani simplext. Necht je tedy o;
timto simplexem. (k — 1)-fetézec odpovidajici tomuto simplexu se nachdzi v poli
chain na pozici 1. Pokud fetézec chain[i] neni nulovy, pak jej pouZzijeme
k redukovani retézce d. Necht ¢ je tedy koeficient (k — 1)-simplexu o; v Tetézci
d a necht ¢! znadf inverzni prvek k prvku ¢ v poli F. K Fetézci d pii¢teme ¢!
nasobek retézce chain[i].

Ziskame tedy vzdy (k — 1)-fetézec chain[i] odpovidajici simplexu s nej-
vyssim indexem a Tetézec d budeme vyse uvedenym zptsobem redukovat tak
dlouho, dokud nebude splnéna jedna z nasledujicich podminek: budto je retézec
d nulovy, anebo je nulovy ziskany fetézec chain[i].

Pokud je vysledny (k — 1)-fetézec d nulovy, pak se jednd o Tetézec, ktery
odpovida okraji néjakého bazového prvku Zi. V tomto pripadé tedy pridanim
k-simplexu o; vznikl néjaky k-cyklus z, jehoz okrajem je nulovy fetézec d. Cyk-
lus z tedy generuje jednu homologickou tfidu v H; a tuto skute¢nost oznacime
nastavenim mark [j] = true.

Pokud tetézec d neni nulovy, pak se jedna o éast (k — 1)-Fetézce, ktery od-
povida okraji néjakého k-fetézce z Ci. Retézec d netvoii cely okraj, protoze dle
véty 6.10 nékteré simplexy promazavame. V tomto pripadé jsme tedy zjistili, ze
pridanim k-simplexu o; zanikla néjakd homologicka tfida a to v kroku deg(o;).
7 véty 6.9 vime, ze pivot by se v matici Ay nachazel na fadku s nejvyssim stup-
ném. V této ridce reprezentované matici tomuto pivotu odpovida prvek v fe-
tézci d, jehoz simplex ma nejvyssi index. Necht je tedy timto simplexem simplex
0;. Ziskavame P-interval (deg(o;),deg(o;)) a tento interval pfiddme k interva-
lim v intervals [k-1]. Vysledny fetézec d ulozime do pole chain na pozici
i a nastavime destroyer[i] = 7.
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jejichz homologické tridy vznikly pfidanim simplexu o, ale nikdy nezanikly. Po-
kud tedy pro néjaké j plati mark[j] = J a Tetézec chain[j] je prazdny,
pak to znamend, Ze pridanim simplexu o; vznikl néjaky k-cyklus z, ktery ni-
kdy nezanikl. Ziskavame tedy P-interval (deg(c;), +00) a tento interval pfidame
k intervalim v intervals [k].

Vysledny algoritmus je popsany pseudokdédem v algoritmu 6.3. K redukci
retézcu vyuziva proceduru reduceChain, kterd je popsana pseudokodem v al-
goritmu 6.2.

procedure reduceChain (o, mark, chain):
// initialize
k := dim(o)
d = 0Ok(o)

// remove unmarked simplicies
for each o; in d do:
if not mark[i]:
remove o; from d

// reduce chain
while d '= 0 do:
i := maxIndex(d)

if chain[i] = 0:
break

else:
q := coefficient of o0; in chain[i]
d ;= d — ¢ 'schain[i]

// finish
return d

Algoritmus 6.2: Pseudokéd algoritmu pro redukei fetézce. Algoritmus vyuziva
jednotlivé hranicni operatory negradovanych modula k-Tetézci a pri redukci
pocita inverzi k prvku ¢ v poli F'.
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procedure computelntervals (K):
// initialize

for k := 0 to dim(K) do:

intervals [k] := empty list
for j := 0 tom— 1 do

chain[j] = 0

mark [ j] : alse

destroyer [j] :

// simulate matrix reduction

for j := 0 tom— 1 do:
d := reduceChain(o;, mark, chain)
it d=20:
mark[j] = true
else:
k := dim(oy)
i := maxIndex(d)
chain[i] = d
destroyer [i] = ]

P = (deg(o;),deg(o;))
intervals [k—1].append (P)

// pair homologous classes with infinite persistence

for j ;== 0 to m — 1 do:
if mark[j] and chain[j] = 0:
k := dim(oy)

P = (deg(o;),+00)
intervals [k].append(P)

// finish
return mark, chain, destroyer, intervals

Algoritmus 6.3: Pseudokdéd algoritmu pro vypocet P-intervala filtrovaného
simplicialniho komplexu. K redukci fetézct vyuziva proceduru reduceChain
znazornénou algoritmem 6.2. Kroky algoritmu jsou podrobnéji popsany v textu
vyse.
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Na zavér prozkoumame casovou a pamétovou slozitost algoritmu. Necht m
znaci pocet simplext ve vstupnim filtrovaném simplicialnim komplexu.

Nejprve se podivejme na algoritmus na redukei fetézce popsany v 6.2. Retézec
d ziskany na radku 4 je okrajem vstupniho k-simplexu o a mize mit tedy nejvyse
k + 1 neoznacenych simplexti. Z toho tedy plyne, Ze operace na fadku 19 ma
casovou slozitost k& + 1. V nejhorsim pripadé tato operace snizi celkovy pocet
simplexti v Tetézci d o jedna, a tim padem cyklus na radcich 12 az 19 bude mit
k + 1 opakovani. V simplicidlnim komplexu, ktery obsahuje m simplext, nebude
mit zadny okraj simplexu vice jak m prvki. Dostavame tedy, Ze casova slozitost
tohoto algoritmu je v nejhorsim piipadé O(m?).

Algoritmus pro vypocet intervalti popsany v 6.3 vold na fadku 13 presné
m krat proceduru na redukei fetézce. Casova slozitost celého algoritmu je tedy
O(m?).

Pamétova slozitost celého algoritmu je pak O(m?). To plyne z toho, Ze v nej-
horsim pripadé bude potieba ulozit m nenulovych fetézcii, kde kazdy bude mit

velikost O(m).

69



7 Ukazka jednoduchého pouziti simplicialni ho-
mologie

Tato kapitola je vénovana praktické ukazce pouziti simplicidlni a persistentni
homologie v analyze dat. Obsahuje dva priklady, ve kterych se pokousim ana-
lyzovat data pomoci simplicialni a persistentni homologie a také se pokousim
interpretovat vysledky. Nicméné, priklady v této kapitole jsou spiSe na ukazku,
vysledky by mohly byt zajimavé pro odbornika v dané oblasti, ktery by z nich
mohl vyvodit hodnotnéjsi zavéry.

Jelikoz zde budeme pracovat s daty, je dobré tento pojem formalizovat. Pri
formalizaci jsem se inspiroval v teorii rela¢nich databézi®.

Méjme mnozinu atributtt Y = {yi,...,y,} a necht pro 1 < i < n je mno-
zina D; obor hodnot atributu y;. Predpokladejme navic, ze pro kazdou doménu
D;, 1 < i < n mame k dispozici hodnotu null € D;. Hodnota null sym-
bolizuje neznamou nebo nevyznacenou hodnotu. Déle méjme mnozinu objekt
X ={x1,...,2n}, kde ke kazdému objektu je pfirazena n-tice

(dl,...,dn)ED1X"'XDn.

Rikéme, Ze objekt x; mé na atributu y; hodnotu d;. Danou n-tici také ¢asto
ztotoznujeme s danym objektem. Mnoziné objekti X s atributy Y a vyse defino-
vanymi n-ticemi budeme tikat dataset. Dataset v prikladech budeme jednoduse
znacit X.

7.1 Dataset Mall

Na tomto datesetu si ukdzeme jednu ze zakladnich moznosti, jak 1ze vyuzit per-
sistentni homologii. Postup bude nasledujici:

1. Vytvorime filtraci datasetu pomoci Ripsovy filtrace a ziskame ¢arové kody.
2. 'V ¢arovych koédech najdeme homologické ttidy s velkou persistenci.

3. Pokusime se interpretovat vyznam dér, které odpovidaji témto homologic-
kym tridam.

Tento postup je v topologické analyze jiz celkem osvédcéeny. Nevyhodou to-
hoto postupuje je samoziejmé jeho vypocetni naro¢nost a pak také fakt, ze se
nam nemusi vzdy podafrit interpretovat vyznam takto ziskanych dér. Diky tomu
je také persistentni homologie takto vytvoreného Ripsova komplexu casto zkou-
méana pouze v malych dimenzich, zpravidla v 0, 1, vyjimecné pak v dimenzi 2.

Pro ukazku jsem pouzil dataset Mall, ktery jsem ziskal z otevieného repozi-
tare Kaggle [16]. Tento dataset popisuje zékazniky fiktivniho internetového ob-
chodu. Obsahuje pét atribut: identifikator zé&kaznika, pohlavi, vék,

6Jednd se o pojem relacni schéma.
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prijem a skdre. Atribut pohlavi muze nabyvat pouze dvou hodnot a to
muZ, nebo Zena. Oborem hodnot zbyvajicich atributii jsou redlna ¢isla. Zadny
z atributli neobsahuje nezndmou hodnotu a dataset celkem obsahuje 200 riiznych
zakaznik.

Vyznam atributi pohlavi, vék a prijem je zfejmy. Hodnota atributu
skére je kazdému zdkaznikovi prirazena na zékladé jeho chovani v obchodé.
Jednoduse teceno znaci, jak moc je pro nas dany zdkaznik lukrativni: jak casto
a jaké zbozi zdkaznik nakupuje a jak reaguje na rizné akce obchodu.

Atributy pohlavi a identifikdtor zdkaznika jsem pro analyzu vy-
pustil, zbyvajici hodnoty jsem naskéloval na interval [0, 1]. Dostavame tedy upra-
veny dataset, ktery obsahuje pouze tii atributy, pricemz hodnoty téchto atributi
jsou realnd cisla. Dataset pak lze zobrazit v trojrozmérného prostoru. Jednotliva
data tedy chapeme jako body tohoto prostoru a pro vytvoreni Ripsovy filtrace
vezeme klasickou eukleidovskou metriku. Objekty v datasetu tedy uvazujeme
jako vektory hodnot a metrika je dana obvyklym predpisem

n

m(a:, y) = Z(Il - %‘)27

i=1

kde n znac¢i pocet atributt a x,y € X.

Vzhledem k tomu, ze dataset je trojrozmérny, ma smysl zjistovat persistentni
homologii v dimenzi 0, 1 a 2. Dimenze 0 je v tomto pripadé nejméné zajimava.
Ripstuv komplex v 0-té dimenzi totiz vytvari shluky objektt a persistentni homo-
logie popisuje vyvoj téchto shluki. V této analyze se tedy zamérime na dimenze
1 a 2. Carovy kéd dimenze 1 je na obrazku 7.1.

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Obrazek 7.1: Carové kédy dataset Mall pro dimenzi 1. Na obrazku je zobrazeno
prvnich 10 homologickych tiid s nejvétsi persistenci.
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Obrazek 7.2: Ripstuv komplex vytvoreny z datasetu Mall s hodnotou parametru
e =0.2.

Jiz na prvni pohled si lze z obrazku 7.1 vSimnout, Ze zcela nejvétsi persis-
tenci ma homologickd tiida druha ze shora. Tato homologicka tiida se ve filtraci
vyskytuje pro hodnoty parametru Ripsovy filtrace od 0.167 az do 0.252.

Na obrazku 7.2 je Ripstv komplex vytvoreny s hodnotou parametru ¢ = 0.2.
Dira reprezentovana touto nejdéle trvajici homologickou tridou se nachazi primo
uprostied.

Nyni je treba vysledek interpretovat. Na obrazku 7.2 vidime, Ze zkoumana
dira se nachazi priblizné uprostred datasetu. Vsichni zakaznici se nachézi na
okraji této diry. Znamena to tedy, ze tento obchod nenavstévuji zadni pramérni
zakaznici. Dle mého nazoru to znamena, ze pro tento obchod ma smysl soustiedit
spise na extrémy - zakazniky s nizkym ¢i vysokym prijmem.

Zajimava muze byt také situace ze sociologického hlediska. Mizeme uvazovat,
ze simplicialni komplex zachycuje vyvoj populace. Vidime, ze mladi zakaznici
maji skére celkem vysoké bez ohledu na ptijem. Postupné, jak zakaznici starnou,
jejich skore se vyrovnava a navic se rozdéluji na bohatsi a chudsi. Dle mého
nazoru tento jev muze byt ve spolecnosti také bézny.

V dimenzi 2 tento dataset obsahuje pouze dvé homologické tridy s velmi
kratkou persistenci 0.015 a 0.0015. Dle mého nazoru jsou persistence téchto dvou
homologickych ttid tak malé, Ze je nemé smysl studovat.
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7.2 Dataset US Senate Votes

U tohoto prikladu si ukdzeme zatim nikde nepublikovany postup, diky kterému
se mi podarilo spocitat Bettiho ¢islo v celkem vysoké dimenzi.

Nejprve si popiseme analyzovany dataset. Tento dataset obsahuje zdznamy
hlasovani senatort kongresu spojenych stat u 16 vybranych zakont z roku 1984.
Celkem dataset obsahuje 17 atributi. Prvni atribut je stranickd prislusnost se-
natora, ktery nabyva bud hodnoty demokrat, nebo republikin. Zbyvajicich 16
atributl jsou zaznamy, jak ktery senator hlasoval u prislusného zdkona. Mohou
nabyvat bud hodnoty y, kterd znaci, ze senator byl pro pfijeti, nebo hodnoty
n, ktera znaci, ze senator byl proti prijeti. Chybéjici hodnota null pak znadi,
ze se senator daného hlasovani nezucastnil nebo nehlasoval. Dataset jsem ziskal
z otevieného repozitare UCI [17].

7 cisté technickych dtvodi jsem nakonec vybral pouze 8 atributi: stranu
a sedm ndhodnych zakonii.

Simplicialni komplex sestavime takto: jako vrcholy vezeme vSechny objekty
v datasetu. Poté vezmeme vsechny n-prvkové kombinace atributii a jako simplexy
vezmeme takové maximalni mnoziny objekti, které maji na dané n-tici atributi
stejnou hodnotu. Dale pak simplicialni komplex doplnime o vSechny potiebné
stény. Nakonec spocitdme homologii takto vytvoreného simplicianiho komplexu.

Zajimavé vysla homologie pro n = 5. Pri této volbé tedy vytvarime 5-ti
prvkové kombinace z 8-mi atributii.

Nenulova Bettiho cisla vysla 5y = 1, §; = 20, By = 62 a 3 = 1, pricemz
zajimavé je pravé ¢islo f3. Je totiz veelku vzacné, Ze u simplicidlniho komplexu
sestaveného z realnych dat 1ze Bettiho ¢islo v takto vysoké dimenzi spocitat a ze
vyjde nenulové.

Nyni je treba vysledek interpretovat. Z uvedenych Bettiho cisel je zrejmé,
ze tento simplicidlni komplex neptijde tak jednoduse vykreslit jako v predcho-
zim prikladé. Nicméné miizeme prozkoumat cykly, které tyto homologické t¥idy
generuji.

B3 = 1 tedy znamena, ze simplicidlni komplex obsahuje jednu 3-dimenzionalni
diru. Homologicka tfida reprezentujici tuto diru je tedy generovana 3-cyklem.
Veskeré vrcholy tohoto 3-cyklu jsou tvoreny jen témi sendtory, ktefi jsou v de-
mokratické strané. Tato dira se tedy nachazi uvnitt demokratické strany.

By = 62 znamend, ze v simplicidlnim komplexu se nachazi celkem 62 dér.
Z toho 19 jich je uvnitt demokratické strany a 33 uvniti republikanské. Zbyvaji-
cich 10 cyklt je tvofeno senatory z obou stran. Takovy cyklus vznikne pokazdé,
kdykoliv existuji alespon dva sendatori, ktefi na dané n-tici atributi zahlasuji
stejné a pritom jsou oba z jiné strany.

Pro By = 20 mame 8 cykli uvniti demokratické strany a zbyvajicich 12 je
tvoreno senatory z obou stran.
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Lze tedy fici, ze z topologického hlediska je zajimavéjsi demokraticka strana.
Obecné je znamo, ze demokraticka strana je stranou liberalni a republikani nao-
pak stranou konzervativni. Konzervatismus bych oznacil za jednotnéjsi a libera-
lismus za mnohem méné jednotny. Na zakladé toho, jakym zptisobem byl z téchto
dat simplicidlni komplex sestaven, si myslim, ze takovy je i vyznam ziskanych
homologii.
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8 Algoritmus Mapper

Algoritmus Mapper byl navrhnut za Gcelem redukce dimenzionality dat a ziska-
vani znalosti z dat. Dimenzi dat se mysli pocet atributii a redukce dimenzionality
je pak proces, ktery vhodnym zptisobem snizi pocet atributi. Casto je cilem re-
dukce dimenzionality redukovat pocet atributi tak, aby pak slo tato data zobrazit
v néjaké vhodné grafické podobé.

Algoritmus Mapper k redukci dimenzionality vyuziva topologii: redukuje vy-
sokodimenzionélni data do jednodimenzionalnich simplicidlnich komplexi. Jak
si ukazeme v nésledujicich dvou podkapitolach, tyto simplicidlni komplexy se se-
stavi tak, aby urcitym zptisobem odpovidaly topologii dat. Jelikoz jednodimen-
zionalni simplicialni komplex je ve skutecnosti pouze graf, lze jej pak jednoduse
zobrazit a k jeho zobrazeni se vyuzivaji obvyklé algoritmy k vykreslovani grafii.
Interpretaci téchto grafii lze pak z téchto dat ziskat néjaké znalosti.

Algoritmus Mapper méa dvé verze. Prvni z téchto verzi se jmenuje Topologicky
Mapper a druha verze se jmenuje Statisticky Mapper.

Topologicky Mapper poskytuje teoretické zazemi algoritmu, vyuziva nékteré
pojmy z homotopie a lze jej vyuzit ke zkoumani topologickych prostori. Statis-
ticky Mapper je z néj odvozen a je urcen pro zpracovani dat.

8.1 Topologicka verze

V této kapitole si ukdzeme, jak algoritmus Mapper muzeme aplikovat na to-
pologické prostory. Vystupem topologické verze tohoto algoritmu je specidlni
abstraktni simplicialni komplex, ktery se nazyva Nerv pokryti:

Definice 8.1 (Nerv pokryti)

Necht X je topologicky prostor a U = {Ua,},c 4 jeho libovolné pokryti. Nerv
pokryti U je abstraktni simplicidlni komplex s mnozinou vrcholi A, ve kterém
mnoZina {«y, ..., a } tvoii k-simplex pravé tehdy, kdyz plati Uy, N ---NU,, # 0.
Nerv pokryti U znacime N (U).

Topologicka verze algoritmu ma pak t¥i vstupni parametry. Prvnim parame-
trem je zkoumany topologicky prostor X, na ktery chceme Mapper aplikovat.
Dalsi dva parametry jsou spojité zobrazeni f : X — Z a konecné oteviené po-
kryti U = {Ua},ecq topologického prostoru Z. Oteviené pokryti znamend, ze
prvky tohoto pokryti jsou pouze oteviené mnoziny v daném topologickém pro-
storu. Zobrazeni f se nazyva filtr a spolu s otevienym pokrytim U se jistym
zpusobem vyuzije pravé k sestaveni vysledného nervu pokryti. Cely postup al-
goritmu je popsan v algoritmu 8.1.
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Postup algoritmu Topologicky Mapper
Vstup:
Topologicky prostor X
Filtr f: X = Z
Konecné oteviené pokryti U = {U,}, 4 topologického prostoru Z

Vystup:
Nerv otevieného pokryti prostoru X

1A I U) = {f " (Ua) | € A)

2A: U=10

2B: Pro kazdou mnozinu V € f~1(U) :

2C: Pro kazdou maximalni obloukové souvislou podmnozinu V C V:
2D: U=UUV

3A: N(U) = abstraktni simplicidln{ komplex s mnoZinou vrcholt A
3B: Pro kazdou podmnozinu {ay, ..., ax} C A:

3C: Pokud U,, N---NU,, # 0:

3D: Ptidej {ayp, ..., ax} jako simplex do N (U)

4A: Vrat N(U)

Algoritmus 8.1: Topologicka verze algoritmu Mapper. Vyznam parametri je
podrobnéji popsan v textu vyse.

V krocich 3A az 3D se vytvari nerv pokryti, ktery odpovida definici 8.1. Pro
vykresleni nervu se pouziji vSechny 0 a 1-simplexy. To tedy znamend, Ze pro
simplex vyssi dimenze se vykresli vSechny jeho stény, které maji dimenzi 0 a 1.

Osvétlime si kroky 12 a 2A az 2D. V kroku 1A vytvarime pokryti prostoru X
pomoci zobrazeni f. Jelikoz zobrazeni f je spojité a pokryti U oteviené, f indu-
kuje oteviené pokryti prostoru X. Mnozina f~1(U) je tedy konecnym otevienym
pokrytim prostoru X.

V krocich 2A az 2D pak toto pokryti navic rozkladdme na obloukové sou-
vislé mnoziny. Na nasledujicim piikladu’. si ukdZeme, pro¢ je dileZité mnoZiny
v pokryti f~1(U) rozklddat na obloukové souvislé mnoziny.

PRIKLAD 8.2

Jakozto zkoumany topologicky prostor X si vezméme jednotkovou kruznici
S' = {(z,y) | 2* + y* = 1}. Za prostor Z si vezméme interval [—1, 1] a jako filtr
f: X — Z vezméme projekci bodu kruznice na jeho y soutadnici: f(z,y) = y.
Jako pokryti prostoru Z vezméme mnozinu U = {[—1,0),(—1,1),(0,1]}.

"Pifklad je zpracovan na zakladé pifkladu v [1] na strané 283.
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Filtrem indukované pokryti f=(U) prostoru X tedy obsahuje tyto t¥i mno-
ziny:

o U= fH[-1,0)) ={(z,y) |y >0}
o Uy = f1((0,1]) = {(z,y) |y <0}
o Us=f1((=1,1)) = {(z,y) |y #0}

Toto pokryti je znazornéno na nasledujicim obrazku:

U

Us

Provedme tpravu pokryti f~'(U) na pokryti tvorené obloukové souvislymi
mnozinami. Jedina zména nastava u mnoziny Us, pricemz se tato mnozina rozdéli
na dvé obloukové souvislé mnoziny:

b U31 :{(.T,y) |y7é0,q;<0}

o U32 :{(l',y) |y750,$>0}

Vysledkem tpravy je tedy pokryti U = {Uy, Uy, Us,, Us, }, které je zobrazeno
nize:
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NiZe jsou pak zobrazeny nervy pokryti N(f~1(U)) a N(U):

N(f~Hu)) N(U)

Z obrazku je vidét, ze nerv N(U) je podobny kruznici S', zatimco nerv
N(f~1(U)) spise piipomind tsecku. Ve skutecnosti, geometrickd realizace N (U)
je homotopicky ekvivalentni s topologickym prostorem S!. To je obecny jev, ktery
je shrnut ve vété 8.3.

Véta 8.3 (Nervova véta)

Bud X topologicky prostor a U = {Us} 4 jeho pokryti, které je spocetné
a otevrené. Dale predpoklddejme, Ze pro vsechny neprdzdné podmnoziny S C A,
je NsesUs budto prazdny nebo kontraktibilni. Pak topologicky prostor, vytvoreny
geometrickou realizaci N(U) je homotopicky ekvivalentni s X.

Zde je nutné blize upozornit na fakt, ze v predpokladech véty je uvedeno,
ze NgesUs musi byt budto prazdny, nebo kontraktibilni. Z toho vyplyva, ze po-
kud chceme nas nerv zobrazit pouze jako jednodimenziondlni simplicidlni kom-
plex, pak s geometrickou realizaci tohoto jednodimenzionalniho simplicidlniho
komplexu budou homotopicky ekvivalentni pouze ty topologické prostory X, je-
jichz homotopické grupy mi (X, zo) jsou pro k > 1 trividlni. To je cena, kterou
algoritmus plati za redukci dimenze.

8.2 Statisticka verze

V této podkapitole je popsana statisticka verze algoritmu Mapper, kterd slouzi
k ziskdvani znalosti z dat. Vstupem do tohoto algoritmu jsou tedy data a je
tedy nutné upravit pojmy pouzité v topologické verzi Mapperu tak, aby jej slo
prakticky implementovat a pouzit k analyze dat.

Pro zbytek kapitoly bude X znacit zkoumany dataset. Upravime si pojmy
filtr, oteviené pokryti, obloukové souvislé mnoziny a nerv pokryti.

Pojem filtr se zméni nejméné. Muzeme totiz jednoduse pouzit libovolné zob-
razeni f: Dy x---x D, - R.

Déle je nutné zvolit oteviené pokryti R. Jelikoz je mnozina objekti X ko-
necnd, bude také filtr f na vsSech objektech nabyvat néjakého minima a maxima.
Necht min zna¢i minimum a max znac¢i maximum f na datasetu X. Jako ote-
viené pokryti R pak muzeme vzit libovolné kone¢né pokryti intervalu [min, mazx]
otevienymi intervaly. Konkrétné tedy zvolené pokryti bude mit tvar

U=A{(ar,b1)1,- -, (Qn, bp)n} -
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Vhodné je také zminit, ze diky tomu, Ze je toto pokryti tvoreno otevienymi
intervaly, pak, pokud bude obsahovat alespon dva intervaly, budou se tyto inter-
valy rtizné prekryvat.

7 tohoto pokryti lze snadno pomoci funkce f ziskat pokryti datasetu X:

) = U {z;|z; € Xaa < f(zx;) <b}

(aibi)ieU

Pojem obloukové souvislé mnoziny se méni nejvice. V puvodnim ¢lanku [4] je
tento pojem nahrazen takzvanym shlukovdnim.

Konkrétné, pro danou metriku d : X x X — R a zvoleny parametr e definu-
jeme relaci ~, na X takto:

x; ~ x; prave tehdy, kdyz d(z;, x;) <e,

kde z;,z; € X. Oznac¢me ~, nejmensi relaci ekvivalence na X takovou, kterd
obsahuje relaci ~.. Vysledkem shlukovani je rozklad X podle relace ~, a tridy
ckvivalence podle ~, se nazyvaji shluky. Cim vétsi je hodnota parametru e, tim
vice objektii se slouci do jednoho shluku.

Z f~Y(U) pak vytvorime systém mnozin tak, Ze kazdou mnozinu v f~(U)
rozdélime na zékladé ziskanych shluki. Tuto mnozinu oznac¢ime S..

POZNAMKA 8.4

Zde si dovolim zminit, ze lze pouzit jakykoliv zptsob, ktery rozdéli objekty
datasetu do néjakych mnozin. Neni nutné se striktné drzet pouze shlukovani,
které bylo pouzito v algoritmu v ptivodnim ¢lanku. Je vsak nutné vzit v ivahu,
ze zvoleny zptisob déleni objektti zdsadnim zptsobem zméni chovani Mapperu.

Nakonec z mnoziny S, vytvorime objekt podobny nervu pokryti. Ve statistické
verzi se jiz mizeme bavit primo o konstrukei grafu. Vystupni graf tedy vytvorime
tak, ze kazdou mnozinu v € S, vezmeme jako vrchol a mezi dvéma vrcholy
u,v € S, bude hrana pravé tehdy, kdyz v N v # ().

V této chvili zndme vSechno potiebné k popsani algoritmu statistické verze
Mapperu. Vystupem statistického Mapperu je tedy graf, jehoz uzly jsou tvoreny
mnozinami objekt. Mezi dvéma uzly je hrana, pokud tyto dva vrcholy sdili
néjaky objekt. Ziskani néjaké znalosti z dat pak zase zavisi na nasi schopnosti
interpretovat vyznam tohoto grafu.

Cely postup algoritmu je popsan v algoritmu 8.2.
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Postup algoritmu Statisticky Mapper
Vstup:
Dataset X
Filtr f: X —- R
Koneéné oteviené pokryti U = {(a1,b1)1, ..., (an,bn)n}
intervalu [mingey f(z), maxqex f(x)]
Parametr ¢ € R pro shlukovani

Vystup:
Graf G

Postup:
1AL f7HU) = U beu {7 | 2 € X aa; < f(z;) < bi}

2A: S. =10
2B: Pro kazdou mnozinu V € f~1(U):
2C: V = vysledek shlukovani na mnoziné V' s parametrem e

2D: S.=8S. UV

3A: G = graf s mnozinou vrcholi S, a prazdnou mnozinou hran
3B: Pro kazdé dvé mnoziny u,v € S,:

3C:  Pokud unwv # 0:

3D: Ptidej hranu (u,v) do grafu G

4A: Vrat G

Algoritmus 8.2: Statistickd verze algoritmu Mapper. Vyznam parametri je
podrobnéji popsan v textu vyse.

Tento algoritmus ma tedy ¢tyti vstupni parametry: X, f, U a e. Volba para-
metru X je jasné jedné se o dataset, ze kterého chceme ziskat néjaké znalosti
nahled do zkoumanych dat.

Filtr se zpravidla voli tak, aby co nejlépe odpovidal zaméru nasi analyzy.
Napriklad, pokud nés zajima vyvoj hodnot néjakého atributu, muzeme zvolit
obycejnou projekci na hodnotu tohoto atributu. Casto se také voli néjaké statis-
tické funkce, napriklad aproximace funkce hustoty, ktera je definovana predpisem

-y exp< di,y)” ) (8.1)

yeX

/Xfe(x)dx =1

7 predpisu f. je vidét, ze ¢im vice bude dany objekt x € X vzdalen od ostat-
nich objekti v X, tim mensi bude hodnota f(z), a tim padem jeho pravdépodob-

kde pro f. plati
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nost je mensi. Pravdépodobnostni rozlozeni f. se pak blizi normalnimu rozlozeni
pravdépodobnosti [14].
Déle pak muzeme napriklad pouzit funkei

. (zyex d(x,wp)){

E,(x N (82)
kterd pro zvoleny parametr p vyjadiuje blizkost k imaginarnimu stredu data-
setu X. Objekty, které maji mensi hodnotu E,(x), jsou tedy blize k imagindr-
nimu stfedu datasetu X . Chovani této funkce je velmi podobné chovani predchozi
funkce f..

U zbyvajicich dvou parametri vétsinou jiz nemame moznost, jak smysluplné
zvolit ten spravny. Uvadim zde zakladni postupy, které jsem pak vyuzil i pfi
analyze u prikladt v nasledujici kapitole.

Pokryti U se casto vytvari na zakladé parametrii: zaddnim velikosti inter-
valu v pokryti a prekryvem dvou po sobé jdoucich intervali v pokryti. Pro
kazdy interval (a;, b;); tedy vyzadujeme, aby platilo b; — a; = [, kde [ je pozado-
vand velikost intervalu. Pro dva po sobé jdouci intervaly (a;, b;); a (@;y1,biy1)iv1
pak vyzadujeme, aby mély zvoleny prekryv. Prekryv intervaltl se vétsinou udava
v procentech.

Pti urcovani hodnoty parametru e, ktery udava velikost shlukd, nam muze
pomoci persistentni homologie.

Pomoci 0-dimenzionalni homologie miizeme zjistit, které shluky jsou klicové.
Pomoci 1-dimenzionalni persistence pak muzeme objevit v grafu cykly.

Pri vykreslovani vystupniho grafu je u velikosti uzlit vhodné zohlednit pocet
objektit v danych uzlech. Cim vice objekti tedy dany uzel obsahuje, tim by
mél byt vétsi. Obarveni uzlii se pak voli dle situace tak, aby zohlednilo néjaké
vlastnosti objektu v uzlech.
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9 Priklady pouziti statistického Mapperu

V této kapitole se pokousim analyzovat tii datasety pomoci statistické verze
algoritmu Mapper. Ziskané vysledky se také pokousim interpretovat. Na zavér
této kapitoly je pak kratké porovnani algoritmu Mapper se shlukovanim.

9.1 Dataset World Happiness Report

Tento dataset je vysledkem celosvétového prizkumu pocitu stésti. Kazdy re-
spondent byl pozadan, aby na skédle od 0 do 10 ohodnotil, jak stastny zije zivot,
pricemz hodnota 0 predstavuje nejhorsi mozny a hodnota 10 predstavuje nejlepsi
mozny. V této praci jsem pouzil verzi z roku 2017, pficemz v tomto roce probihal
pruzkum ve 155 zemich svéta a v kazdé z téchto zemi se jej zucastnilo okolo
3000 respondentii. Dale pak dataset obsahuje dalsich 6 faktorti. Hodnoty téchto
faktorti byly ziskany nezavisle na hlavni otdzce pocitu stésti a védci se pomoci
jejich hodnot snazi interpretovat, jakou mirou dany faktor ptispiva pocitu Stésti
v dané zemi. Dataset pak obsahuje primér ziskanych hodnot pro kazdou zemi.
[5]

Vyréet pouzitych® atributii je uveden v tabulce 9.1. Mym cilem je prozkoumat,
jakou mirou dané faktory ovliviiuji pocit stésti v dané zemi.

Dataset jsem ziskal z otevieného repozitare Kaggle [19] a pruzkum provedla
spolecnost Gallup [23].

Vzhledem k uvedenému cili analyzy jsem algoritmus spustil nad upravenym
datasetem. Atributy Country a Happiness—Rank jsem vypustil a to z toho
divodu, jelikoz jejich hodnoty na vysledné skére stésti nemaji vliv. Dale jsem
pro analyzu vypustil atribut Happiness-Score, nicméné hodnotu atributu
Happiness—-Score pak dale vyuzivam k interpretaci ziskanych vysledk.

VsSechny hodnoty jsem naskaloval na interval [0,1] a provedl normalizaci
hodnot: kazdou n-tici hodnot objektu lze uvazovat jako vektor v R™. Spocital
jsem délku nejvetsiho vektoru a touto délkou jsem podélil vSechny n-ticice. Tyto
upravy délam predevsim pro pohodlnéjsi analyzu.

8Piivodni dataset jesté navic obsahuje nékolik atributfl, které vsak neovliviiuji hodnoty
faktora.
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Atribut Obor hodnot Popis
Retézce
nad , «
Country anglickou Nazev zemé

abecedou

Umisténi dané zemeé
Happiness—-Rank N na zakladé hodnoty
atributu Happiness—-Score

Happiness-Score R Uroven stésti v dané zemi
GDP R Hruby doméci produkt
Faktor popisujici,
zda-li se respondent
Family R v pripadé potieby
muze spolehnout na néjaké
rodinné prislusniky.
Pravdépodobnost, s jakou obc¢an
v momenté svého narozeni bude
v dané zemi zit zdrave.
R Udaje pro vypocet
tohoto faktoru jsou
ziskany od Svétové
Zdravotnické Organizace.
Faktor popisujici osobni
svobodu v dané zemi
Faktor sestaveny
na zakladé odpovédi,
zda-li v blizké minulosti
respondent prispél
na néjaké
dobrocinné ucely.
Faktor popisujici davéru
obcant vladeé jejich zemé

Healthy-Life-
Expectancy

Freedom R

Generosity R

Trust-Government R

Tabulka 9.1: Popis pouzitych atributia datasetu World Happiness. Poslednich 6
atributi jsou faktory. Faktory jsou sestaveny tak, ze se pokousi zdivodnit miru
stésti v dané zemi a plati, Ze soucet hodnot vsech faktoru se rovna hodnoté
atributu Happiness—Score.
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Vystup prvni analyzy je vykreslen na obrazku 9.1.

/ S
o / ) /
/ »
e N oo
J \ [
(a) (b)

Obréazek 9.1: Vystup statistického Mapperu aplikovaného na dataset World Hap-
piness Report. Filtrem je funkce aproximace hustoty s parametrem 0.2, oteviené
pokryti je dano velikosti intervalu 1/7 z celkové velikosti intervalu hodnot filtru
s prekryvem 50% a pro shlukovani je zvolen parametr 0.45. Na obrazku (a) jsou
uzly obarveny na zakladé hodnoty filtru: ¢im vyssi je prumérnd hodnota filtru
objektl v daném uzlu, tim je dany uzel obarven cervenéji. Modrie jsou pak obar-
veny nizsi hodnoty. Na obrazku (b) je vystup pro stejné parametry a uzly jsou
obarveny na zakladé primeérné hodnoty stésti objektti v daném uzlu, c¢ervena
barva znac¢i vyssi hodnoty a modra nizsi. Vidime, ze graf ma jeden centrélni
uzel, z kterého vychézi dalsi uzly spojené hranou. Témto komponentam se rika
svétlice.

7 vlastnosti pouzitého filtru vime, zZe hrana je mezi témi objekty, které maji
podobnou pravdépodobnost. Hrana tedy znazornuje plynuly prechod hodnot
pravdépodobnosti.

7 obrazku 9.1 tedy vidime, ze vysledny graf obsahuje tti velké svétlice a kazda
z téchto svétlic vychézi z jednoho centralniho uzlu. Na obrazku 9.1a miizeme vidét
zvyraznénou pravdépodobnost a na obrazku 9.1b zvyraznénou hodnotu pocitu
stésti. Vsimnéme si, ze svétlice vpravo dole obsahuje nejstastnéjsi zemé svéta,
zatimco svétlice vpravo nahore obsahuje zemé s primérnou trovni pocitu stésti.

Prozkoumanim objekti v obou svétlicich jsem zjistil, ze nejvétsi rozdil mezi
zemémi v téchto dvou svétlicich je v hodnoté atributu Trust-Government.
7 grafu lze tedy vyvodit, ze v téch statech, ve kterych ma divéra ve vladu vétsi
vliv na stésti obcant, maji celkové stastnéjsi obyvatelstvo.

Ve treti svétlici vSechny hodnoty faktort postupné od stredového uzlu klesaji.
Na konci této svétlice se nachézeji dalsi tii svétlice. Z obrazku 9.1b vidime, zZe
obsahuje dva zluté stastnéjsi uzly, coz znaci jisté zlepseni. V dolnim z téchto
dvou zlutych uzlt vzrostly hodnoty vsech faktori celkem vyvazené. V hornim
zlutém uzlu naopak vyrazné klesla hodnota atributu GDP oproti zelenému uzlu,
ze kterého tato svétlice vychazi a presto se zvedl celkovy pocit stésti. Naopak
v modrém uzlu nahote hodnota atributu GDP oproti zelenému uzlu klesla.
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Lze tedy usoudit, ze u zemi v téchto trech uzlech hraje dilezitou roli v pocitu
stésti hruby domaci produkt.

Nyni se podivame na druhou komponentu tohoto grafu. Tu tvori jediny, tmaveé
modry uzel. Divod, proc je tento uzel zcela osamocen je ten, ze hodnoty faktort
se prilis lisi od vsSech ostatnich. Ze statistického hlediska je tedy pravdépodob-
nost vyskytu téchto hodnot mala.

Pro zajimavost jsem udélal jesté jednu analyzu. Jeji vystup je na obrazku 9.2.

;}k\
\ /’
\

)"
I—@

\

\

(a) )

Obrazek 9.2: Vystup statistického Mapperu aplikovaného na dataset World Hap-
piness Report: filtrem je funkce aproximace hustoty s parametrem 0.2, oteviené
pokryti je dano velikosti intervalu 1/5 z celkové velikosti intervalu hodnot filtru
s prekryvem 45% a pro shlukovani je zvolen parametr 0.45. Obarveni uzli na
obréazcich (a) i (b) je stejné jako v pfedchozim piikladé na obrazku 9.1

Na vysledek obrazku 9.2 je vhodné zase nahlizet tim zptisobem, Ze spojeni
hranou znamena plynulou zménu v hodnotach faktori. Vidime pak, ze se v grafu
nachézi jedna kruznice. Z obrazku 9.2b pak vidime, Ze dolni a horni ¢ast této
kruznice obsahuje uzly se zcela jinou trovni pocitu stésti. Ze statistického po-
hledu tedy maji zemé v horni i spodni ¢asti kruznice stejnou pravdépodobnost
vyskytu, ale hodnoty jejich faktori jsou odlisné a proto se v grafu vytvorila tato
kruznice.

Myslim si, Ze tato analyza prinesla zajimavé vysledky. Jesté zajimavéjsi by dle
mého nazoru mohlo byt prozkoumat ptivodni data faktortu, tedy bez predzpra-
covani a vyhodnoceni védci z [5]. Hodnoty faktoru jsou navic nastaveny tak, Ze
jejich soucet se rovna hodnoté atributu Happiness—-Score. Naptiklad tedy
z hodnoty faktoru Trust-Government nelze vycist, jestli jsou obc¢ané v dané
zemi vice spokojeni ¢i nespokojeni s vladou, ale pouze zda toto téma vice Tesi.
Hodnoty faktori tedy hodnotu atributu Happiness—Score urcuji nepiimo.
Pro treti analyzu jsem tedy navic upravil hodnoty tak, ze velikost vektoru hod-
not kazdé n-tice objektu je rovna 1.

Vysledek této analyzy je na obrazku 9.3.

85



Obrazek 9.3: Vystup statistického Mapperu aplikovaného na dataset World Hap-
piness Report. Filtrem je funkce aproximace hustoty s parametrem 0.2, oteviené
pokryti je dano velikosti intervalu 1/10 z celkové velikosti intervalu hodnot fil-
tru s prekryvem 50% a pro shlukovani je zvolen parametr 0.3. Obarveni uzli na
obréazcich (a) i (b) je stejné jako v predchozich dvou piikladech.

Z obrazku 9.3 je vidét, ze tento vystupni graf jiz obsahuje mnoho kompo-
nent. Vyvoj pravdépodobnosti tedy jiz neni tak spojity jako v predchozich dvou
pripadech, nicméné nejvétsi z téchto komponent také obsahuje tii svétlice. Mezi
dolni pravou a dolni levou svétlici je nejvétsi rozdil v hodnotach faktortt Family
na prvnim misté a Trust—-Government na misté druhém. Vysledek v tomto
pripadé tedy neni tak vyrazny, jako v prvnim pripadé.

9.2 Dataset World University Rankings

Tento dataset obsahuje zebricek 1000 nejlépe hodnocenych vysokych skol a uni-
verzit z roku 2014 z celého svéta. Pricka v zebticku je dana celkovym dosazenym
skore, které se pocita z nékolika vybranych faktorti. Dataset tyto faktory obsa-
huje také. [24]

Dataset jsem ziskal z otevieného repozitare Kaggle [20] a vSechny atributy
tohoto datasetu i s jejich obory hodnot a s kratkym popisem jsou uvedeny v ta-
bulce 9.2.

Dataset jsem puvodné tspésné analyzoval pomoci Ripsovy filtrace a persis-
tentni homologie podle postupu uvedeného v kapitole 7.1. V datech se mi podarilo
najit jednu jednodimenzionalni diru s relativné velkou persistenci a podarilo se mi
i interpretovat jeji vyznam. Nicméné jsem se nakonec rozhodl vyuzit algoritmus
Mapper k vizualizaci vysledki.
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Atribut Obor hodnot Popis
fetézce
, , nad Nézev univerzity nebo
Institution . ,
anglickou vysoké skoly
abecedou
;(;tgzce Zeme, ve které se dana
Country . univerzita nebo
anglickou o (.
vysoka skola nachazi
abecedou
Score R Celkové dosazené skore
Umisténi na svétovém
World-rank N zebricku na zakladé
hodnoty Score
Umisténi na domacim
National-rank N zebticku na zakladé
hodnoty Score
Quality-of-education R Kvalita vyuky
Alumni-employment R Zameéstnanost absolvent
Kvalita zaméstnancti mérena
Quality-of-faculty R fa Zéfkl,adé Ziskanyclg
ocenéni zaméstnancl
védeckymi cenami
Kvalita publikaci mérena
Publications R na zakladé poctu ¢lankt
s vysokym impaktem
Vliv univerzity méreny
Influence R na zakladé poc¢tu clankt
v odbornych c¢asopisech
Ohodnoceni na zékladé
Citations R poctu citovanych praci
z dané univerzity
Broad-impact R Celkovy vliv dané instituce
Patents R Pocet patentt

Tabulka 9.2: Atributy datasetu World University Rankings s kratkym popisem.
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Pro analyzu jsem vypustil atributy Institution a Country, jelikoz na
umisténi v Zeb¥icku nemaji vliv’. Ddle jsem vSechny hodnoty v kazdé n-tici
podélil délkou nejvétsiho vektoru. Vystup je na obrazku 9.4.

Na obrazku 9.4 si lze vSimnout cyklu tvoreného modrymi uzly. Oba dva vy-
stupy 9.4a i 9.4b zachycuji tutéz informaci.

Podivejme se tedy na obrazek 9.4a: vysoké skoly ve dvou vétsich uzlech na-
hote jsou nizko umistény ve svétovém i na svém domacim zebticku. Hodnota obou
atributt World-rank i National-rank je tedy nizka. Vysoké skoly ve dvou
mensich uzlech dole jsou umistény ve svétovém zebticku nizko, ale ve svém doma-
cim zebricku vysoko. Hodnota atributu World-rank je tedy nizka, ale hodnota
atributu National-rank je vysoka. Vysoké skoly, které se nachazi v posled-
nim modrém uzlu pak maji hodnoty atributi World-rank i National-rank
vyrovnané.

Situace na obrazku 9.4b je pak analogicka.

%%

2 2d

Obrézek 9.4: Vystup algoritmu Mapper pro dataset World University Rankings.
Jako filtr je pouzita projekce na hodnotu atributu World-rank, parametr e
pro shlukovani zvolen 0.65. Na obrazku (a) je pokryti zadané velikosti inter-
valu 1/7 z celkové velikosti intervalu hodnot filtru s velikosti piekryvu 45%
a na obrazku (b) je zadané velikost{ intervalu 1/10 se stejnym piekryvem. Uzly na
obou obrazcich jsou obarveny na zakladé hodnoty filtru, tedy hodnoty atributu
World-rank: ¢im je uzel ¢ervenéjsi, tim je hodnota tohoto atributu vyssi.

9Zanedbavam zde fakt, ze mezi zemi univerzity a jeji pozici ve svétovém Zebficku mize byt
néjaky vztah.
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9.3 Dataset Hayes Roth

Dataset Hayes-Roth byl uméle vytvoren za ticelem otestovani riznych metod kla-
sifikace objektu. Klasifikace je postup, ktery na zakladé urcitych pravidel zaradi
dany objekt do urcité kategorie. Této kategorii se rika trida. Cilem této kapitoly
je ukéazat, ze pomoci algoritmu Mapper 1ze ziskat informace, které mohou byt
pri klasifikaci uzitec¢né.

V puvodnim vyzkumu se testovani zucastnili stfedoskolsti studenti v USA.
Vyzkum se velmi podobal modernimu pristupu algoritmii strojového uceni ke kla-
sifikaci. Nejprve bylo kazdému studentovi predlozeno nékolik objektt i s tfidou,
do které je dany objekt klasifikovan. Béhem této faze bylo tikolem studenta na za-
kladé vysvétlené metody co nejlépe pochopit, proc¢ je dany objekt klasifikovan
do té ¢i oné tridy. Poté bylo studentovi predlozeno nékolik dalsich objektt a tko-
lem studenta bylo ur¢it, do které tfidy patii [3].

Popisme si tento dataset podrobnéji. Kazdy objekt datasetu popisuje fik-
tivni osobu. U kazdé osoby je zaznamenéano celkem 6 atributi: jméno, hobby,
vék, vzdélani, rodinny stav a klub. Atribut jméno je pro kazdou osobu
unikatni. Atribut hobby nabyva tii riznych hodnot, atributy vék, vzdélani
a rodinny stav nabyvaji ¢tyT riznych hodnot. Ve verzi datasetu, ktery jsem
ziskal, jsou hodnoty znaceny pouze ¢islem.

Tridou kazdého objektu, do které je klasifikovan, je hodnota atributu k 1ub.
Dana osoba miize byt bud v klubu 1, 2, anebo v zadném, coz je znac¢eno hodnotou
3. Cilem je tedy kazdou osobu zaradit do spravného klubu, nebo konstatovat,
ze osoba neni ¢lenem zadného klubu. Nejprve tedy byly studentiim predlozeny
objekty i s tridou a poté jim byly predlozeny objekty, u kterych jim byla trida
zatajena.

V uvodu bylo feceno, zZe tento dataset je uméle vytvoreny. Postup vytvoreni
datasetu byl nasledujici. P1i tvorbé datasetu byly zvoleny dva prototypy. Prvni
obsahuje na atributech vék, vzdélani a rodinny stav pouze hodnotu 1,
druhy obsahuje na téchto trech atributech pouze hodnotu 2. Poté byly z téchto
prototypti vygenerovany ostatni objekty, pricemz ani jeden prototypovy objekt
se ve vysledném datasetu nenachéazi. Nahodné byly z téchto ti{ vyse zminénych
atributt vybrany dva a jejich hodnota byla zménéna na nahodné cislo. Poté,
pokud na atributech vék, vzdélani a rodinny stav takto upraveny objekt
obsahuje hodnotu 4, je klasifikovan do t¥idy 3 (nepatii tedy do zadného klubu).
Pokud na atributech vék, vzdélani a rodinny stav obsahuje vice jednic¢ek
nez dvojek, je mu prifazenu trida 1. Pokud obsahuje vice dvojek nez jednicek,
pak je mu prirazena tiida 2. Pokud obsahuje stejny pocet jednicek i dvojek, pak
je ndhodné urcena bud tfida 1, nebo 2 se stejnou pravdépodobnosti. Hodnota
atributu hobby je vygenerovana nahodné a na prislusnost objektu do dané t¥idy
nema zadny vliv.

Student, kterému se podarilo odhalit tato pravidla, mél pak pri klasifikaci
100% tspésnost.
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Nyni se presuneme k vlastni analyze. Pro pohodlnéjsi analyzu nahradime
hodnoty atributu hobby takto: hodnotu 1 nahradime hodnotou A, hodnotu
2 hodnotou B a hodnotu 3 hodnotou C. Tato dprava nijak neméni vyznam
generovani, ale usnadni nam komentare béhem interpretace ziskanych vystupii.

Vzhledem k tomu, Ze obory hodnot vSech atributi v tomto datasetu jsou
diskrétni, je vhodné pouzit takzvanou Hammingovu vzddlenost. Tato vzdalenost
je pro dva objekty x,y € X dana poctem atributli, na kterych se hodnoty téchto
objekttu lisi. Hammingovu vzdalenost budeme znacit dy a pouzijeme jak pri
shlukovani, tak i ve filtru.

Jako filtr vezmeme funkci F,, ktera je definovand predpisem 8.2 a upravime ji
tak, aby vzdalenost byla pocitana pouze k objektim ze stejné tiidy. Tim docilime
toho, ze hodnota ziskand touto upravenou funkeci bude reprezentovat blizkost
daného objektu k pomyslnému stredu vsech objektt jeho tridy.

Necht tedy ¢, znad¢i tfidu objektu = € X. Upravend funkce je definovana
predpisem

’ . ZyGX,cy:cz dH(x7y)p) %
Ep(x)‘<|{yechy=cx}\> |

Hodnota E/(z) je pak tim mensi, ¢im vice je objekt x blize k imaginarnimu
stfedu objektu stejné tridy. Navic ze zptsobu, jakym byl dataset Hayes-Roth
vygenerovan, vyplyva, ze E také méif vzdalenost od jednotlivych prototyp,
prestoze se tyto prototypy v datasetu nenachazeji. Ve vSech prikladech jsem
zvolil p = 1.

Obarveni uzli ve vsech vystupech Mapperu v této kapitole odpovida primeéru
hodnot funkce E ziskanych z objektit v daném uzlu: ¢im je uzel cervenéjsi, tim
je primérna hodnota E; nizsf a tim pddem jsou dané objekty blize ke stiedu.

Vystup takto upraveného statistického Mapperu je na obrazku 9.5. Na ob-
razku 9.6 je vystup Mapperu, kde je navic pri shlukovani pridana podminka,
ze dva objekty mohou byt slouceny do stejného shluku jen tehdy, pokud maji
stejnou tridu.
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Obrazek 9.5: Na obrazku (a) je vystup s parametry velikosti intervalu 1/3 z cel-
kové velikosti intervalu hodnot filtru, prekryvem 50% a vzdalenosti pro shluko-
vani 3. Velky cerveny uzel a s nim spojené malé zZlutozelené uzly obsahuji pouze
ty objekty, u kterych byla tiida urcena na zakladé poctu 1 a 2. Zeleny uzel
vpravo obsahuje pouze objekty tridy 3. Svétlejsi modry uzel obsahuje objekty
t¥idy 3 a ty objekty, které obsahuji stejny pocet 1 a 2 a tfida u nich tedy byla
urc¢ena nahodné. Posledni tmavé modry uzel obsahuje navic objekty tiidy 1 a 2,
které neobsahuji budto Zaddnou jednicku, nebo zddnou dvojku. Na obrazku (b) je
vystup s parametry velikosti intervalu 1/3 z celkové velikosti intervalu hodnot fil-
tru, prekryvem 50% a vzdélenosti pro shlukovani 3, kde pro vypocet vzdalenosti
pri shlukovani neni pouzita hodnota atributu klub. Velky cerveny uzel a s nim
spojené malé zlutozelené uzly obsahuji pouze ty objekty, u kterych byla tiida
urc¢ena na zakladé poctu 1 a 2, pricemz kazdy objekt v téchto uzlech obsahuje
nejméné jednu 1 nebo jednu 2. Zeleny uzel vlevo obsahuje pouze objekty tridy 3.
Svétlejsi modry uzel uprostted obsahuje objekty tiidy 3 a pak ty objekty tridy 1
nebo 2, které maji stejny pocet 1 a 2 a tudiz u nich byla t¥ida ur¢ena nahodné.
Nejvetsi, tmave modry uzel pak jesté navic obsahuje ty objekty tridy 1 nebo 2,
které obsahuji maximélné jednu 1 nebo jednu 2.
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Obrazek 9.6: U této analyzy je navic pfiddna podminka, ze objekty se mohou
sloucit do stejného shluku jen tehdy, pokud maji stejnou tiidu. Na obrazku (a)
vlevo je vystup Mapperu s parametry velikosti intervalu 1/3 z celkové velikosti
intervalu hodnot filtru, prekryvem 50% a vzdalenosti pro shlukovani 3. Velké
cervené uzly a zluté uzly s nimi spojené hranou obsahuji pouze ty objekty tridy
1 nebo 2, podle toho, jestli dany objekt obsahuje vice 1 nebo 2. Tmavsi modré
uzly a s nimi vzdy tii spojené svétle modré uzly obsahuji prevazné ty objekty,
které obsahuji stejny pocet 1 a 2, a tudiz u nich byla tifida urc¢ena nahodné.
Zbylé t1ri uzly, tmavé modry, svétle modry a zeleny pak obsahuji objekty tiidy
3. Na obrazku (b) vpravo je vystup s parametry velikosti intervalu 1/2 z celkové
velikosti intervalu hodnot filtru, prekryvem 50% a vzdalenosti pro shlukovani 3.
V kazdé ze dvou trojic uzli spojenych hranou velké cervené uzly obsahuji ty
objekty, u kterych byla trida ur¢ena na zédkladé poctu 1 a 2. Mensi tmavé modré
uzly v téchto trojicich obsahuji objekty, u kterych byla tiida urc¢ena nahodné.
Svétle modré uzly uprostied pak obsahuji oba typy objekti. Modry a zeleny uzel
dole obsahuje pouze objekty tridy 3.

7 vystupnich grafi je vidét, ze zohlednuji zpusob, jakym je dataset vygene-
rovan, a také jakym zplisobem je objektim ptidélena ttida.

Také by se zde nabizela moznost pouzit na ziskané grafy jesté néjaké dalsi
metody uréené k ziskavani znalosti z dat, které by odhaleni téchto souvislosti
dale usnadnily.

Vysledek je dobry piedevsim diky pouzitému filtru £. Tento filtr jsem po kré-
tké tvaze zvolil pfesné na miru danému problému. Nicméné si myslim, ze jeho
pouziti by bylo opodstatnéné i v pripadé, kdy by objekty nebyly generovany
na zakladé existence néjakych prototypu.

Vzhledem k tomu, ze hodnoty atributi jsou diskrétni, mizeme uvazovat také
nasledujici shlukovani: jako shluk dat vezmeme nejvétsi mnozinu objekti tako-
vou, ve které se hodnoty atributti objektti rovnaji na dané n-tici atributi. Pro
vice zvolenych n-tic atributii pak vytvorime mnozinu vsech shlukt tak, ze sjed-
notime shluky ziskané pro kazdou n-tici ze zvolenych n-tic. Pfi tomto shlukovani
se jeden objekt muze nachazet ve vice shlucich, a tim padem jiz shluky netvori
tridy ekvivalence.

Vystup statistického Mapperu s timto shlukovanim je na obrazku 9.7.
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Obrazek 9.7: Oteviené pokryti je dané velikosti intervalu 1/7 z celkové velikosti
intervalu hodnot filtru s prekryvem 33%. Pro shlukovani byly vybrany vSechny
tri prvkové kombinace atributii hobby, vék, vzdélani a rodinny stav.
Vystupni graf Mapperu je rozdéleny na obrazcich (a) - (f) a obarveni uzla je
stejné jako na predchozich dvou obrézcich. Uzly na obrazku (a) obsahuji objekty
tridy 1 a 2, u kterych byla tfida urcena na zakladé poctu 1 a 2, pricemz kazdy
objekt obsahuje nejméné jednu 1 nebo jednu 2. Na obrazku (b) uzly obsahuji
objekty tfidy 1 a 2, u kterych byla tiida urcena na zakladé poctu 1 a 2, avsak
kazdy objekt obsahuje bud nulovy pocet 1, nebo nulovy pocet 2. Na obrazku (d)
uzly obsahuji objekty tiidy 1 a 2, které obsahuji stejny pocet 1 a 2, a tudiz u nich
byla tiida uréena ndhodné. Uzly na obrézcich (c) a (e) obsahuji pouze objekty
tiidy 3. Uzly na obrazku (f) pak obsahuji objekty tridy 3 a ty objekty tridy 1
nebo 2, které vsak obsahuji pravé jednu 1, nebo jednu 2.

7 obrazku 9.7 je tedy vidét, ze vystupni graf jesté lépe odpovida rozdéleni
objektt do trid a také mnohem vice odpovida pravidlim pouzitym pri generovani
datasetu. Tento vysledek je dobry prévé diky kombinaci filtru E], s pouzitym
shlukovanim. Shlukovani objektti na zakladé stejnych hodnot na n-ticich atributi
lépe vystihuje zptsob, kterym je tento dataset vygenerovan.
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9.4 Porovnani statistického Mapperu se shlukovanim

Jelikoz klicovou c¢asti statistického Mapperu je shlukovani, nabizi se udélat srov-
nani primo se shlukovanim samotnym. Vysledkem samostatného shlukovani jsou
pak pouze shluky objektii.

Hned na prvni pohled velkou vyhodou Mapperu je, ze mezi shluky dat vytvari
hrany. Tyto hrany pak mohou prispét k interpretaci samotnych shlukii. Dale pak
pomoci samotného shlukovani se mi nékterych vysledkt ani nepodatilo docilit.

Jako takovy priklad ukazu analyzu datasetu Hayes-Roth z predchozi kapitoly.
Vysledkem aplikace Mapperu na tento dataset byl graf, ze kterého slo vycist
informaci o existenci prototypu a celkové byly také objekty ve vyslednych uzlech
v grafu dobre rozdéleny dle svych tiid.

Analyzujeme tedy tento dataset pouze pomoci shlukovani a pro vytvareni
shlukii pouzijme Hammingovu vzdélenost. Na tomto datasetu ziskdme pomoci
shlukovani rtazné vysledky pouze pro parametry 0, 1, 2 a 3. Pro parametry 3
a vyssi se totiz vSechny objekty slou¢i do jednoho shluku. Pro parametr € = 0 je
vysledek shlukovani trivialni: kazdy objekt bude tvorit samostatny shluk.

Vysledek shlukovani pro hodnoty 1, 2 a 3 je na obrazku 9.8.

(a) ) ©

Obrazek 9.8: Vysledek shlukovani na datasetu Hayes Roth. Na obrazku (a) je
vysledek pro parametr ¢ = 1. Pro tento parametr je vysledek shlukovani také
trivialni. Diky tomu, Ze hodnota atributu jméno je pro kazdy objekt unikatni, se
pri parametru € = 1 slouc¢i do jednoho shluku pravé ty objekty, které maji shodné
hodnoty na vSech ostatnich atributech. Na obrazku (b) je vysledek shlukovani
s parametrem € = 2. Nejvetsi shluk obsahuje vsechny objekty tiidy 1 a 2. Ostatni
mensi uzly pak obsahuji rizné pouze objekty tridy 3. Na obrazku (c) je vysledek
shlukovani pro parametr ¢ = 3 a pfi tomto parametru jsou jiz vsechny objekty
slouceny do jednoho shluku.

7 obrazku 9.8 je tedy patrné, ze smysl ma zkoumat pouze shluky ziskané
s parametry € = 2 a € = 3.
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Pri pouziti parametru e = 2 se objekty tridy 1 a 2 sloucily do jednoho shluku.
To znamend, ze kazdé dva tyto objekty se lisi maximalné ve dvou hodnotach atri-
buti. Tato informace by mohla byt uzitecnd, avsak celkovy vysledek je horsi nez
napiiklad obrazku 9.5a. Na parametru ¢ = 3 je zajimavé, ze pravé pro hodnotu 3
se cely dataset shlukne do jednoho jediného shluku. Dataset mé totiz celkem 6
atribut a hodnota parametru 3 tedy mutze naznacovat néjaké souvislosti mezi
hodnotami atribut. Nicméné dale je zkoumani tohoto shluku stejné jako zkou-
mani celého datasetu a z této informace jiz nelze nic vic ziskat.

Pro tuplnost si ukazeme i vysledek shlukovani bez pouziti atributu klub.
Pti tomto shlukovani mé smysl prozkoumat pouze parametry 0, 1 a 2, pricemz
vysledek shlukovani pro parametr € = 0 je trivialni a pro parametry e = 2 a vyssi
se jiz cely dataset slouc¢i do jednoho shluku.

Vysledek pro parametry 1 a 2 je tedy na obrazku 9.9.

(a) (b)

Obréazek 9.9: Vysledek shlukovani na datasetu Hayes Roth bez pouziti hodnot
atributu Klub. Na obrazku (a) je vysledek pro parametr ¢ = 1. Do jednoho
shluku se slouci ty objekty, které kromé atributu jméno maji stejné hodnoty na
ostatnich atributech. Na obrazku (b) je vysledek pro parametr e = 2 a pfi této
hodnoté se jiz vSechny objekty slouc¢i do jediného uzlu.

Z obrazku 9.9 je tedy vidét, Ze bez pouziti atributu k 1ub shlukovani neprinasi
zadnou uzitecnou informaci. Algoritmus Mapper vsak prinesl zajimavy vysledek
i pri shlukovani bez tohoto atributu. Pro srovnani se mtuzeme podivat napriklad
na vysledek na obrazku 9.5b, ve kterém byla pouzita informace o t¥idach ve filtru.

Srovnani provadim pouze na jednom datasetu a nabizi se tedy otézka, zda-li
nekdy algoritmus Mapper mize vratit i horsi vysledek, nez shlukovani. Odpoveéd
je, ze nemuze: parametry algoritmu Mapper totiz lze vzdy nastavit tak, aby algo-
ritmus vratil presné takové vysledky, jako shlukovani. Staci za oteviené pokryti
zvolit jediny interval, ktery pokryje cely rozsah hodnot zvoleného filtru.
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Na zaver je vhodné podivat se kriticky i na algoritmus Mapper. Nevyhodou
algoritmu je jisté velké mnozstvi zptsobu, kterymi lze zvolit jeho vstupni pa-
rametry. V tom vychdzi Mapper samoziejmé hire nez shlukovani, jelikoz pro
shlukovani staci volit pouze jediny parametr. Navic, jak miiZzeme srovnat na ob-
razcich 9.5b a 9.7, vysledek Mapperu velice zavisi i na pouzitém shlukovani.

Dle mého nazoru jsou vSak vyhody algoritmu vétsi nez tyto nevyhody.
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ZAaveér

Cilem této prace bylo nastudovat obecnou a algebraickou topologii a dale podat
souhrn vybranych metod a vysledkii v oblasti topologické analyzy dat s diirazem
na puvodni ptiklady. Tato prace obsahuje celkem 5 piivodnich prikladi a v tomto
ohledu tedy prace zadani plni.

Priklady pouziti algoritmu Mapper, které byly prezentovany v kapitole 9
povazuji za uzitecné. Dale pak analyza datasetu Hayes-Roth, ktera byla uvedena
v prikladu v kapitole 9.3 spolu s naslednym srovnanim v kapitole 9.4 ukéazala
vyhody pouziti principti algebraické topologie v analyze dat.

Priklady pouziti obycejné simplicialni homologie, které jsou uvedeny v ka-
pitole 7 prilis hodnotné vysledky nepfinéasi, avsak domnivam se, ze pro experty
v dané oblasti by tyto vysledky mohly byt prinosné.
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Conclusions

The aim of this thesis was to study general and algebraic topology and to present
a summary of selected methods and results in the field of topological data analysis
with emphasis on original examples. Five examples have been shown in this thesis
and so the work fulfills the aim.

I consider examples of using Mapper algorithm presented in chapter 9 as
useful. Moreover, the analysis performed in the example in the chapter 9.3
followed with the comparison in the chapter 9.4 shows the advantages of using
the principles of algebraic topology in data analysis.

The examples of using simplicial homology, that are listed in the chapter 7,
do not produce very valuable results. However, I think that experts in given
fields could gain some useful knowledge from these results.
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A  Poznamky k vlastni implementaci a pouzi-
tému software

V této kapitole velmi stru¢né popisuji vlastni implementaci a pouzity software.

Pro vlastni implementaci algoritmt jsem pouzil jazyk Python. Implemen-
toval jsem algoritmus persistentni homologie, ktery je popsany v kapitole 6.2,
a statisticky Mapper, ktery je popsany v kapitole 8.2.

Implementovany algoritmus persistentni homologie se nachézi v souboru
persistence_intervals.py. Tida FilteredSimplicialComplex re-
prezentuje filtrovany simplicialni komplex. Filtrovany simpliciani komplex se na-
stavi pomoci metody set_filtration. Tato funkce mé jediny vstupni para-
metr, kterym je seznam dvojic ve tvaru (symbol, ¢islo), kde symbol je li-
bovolné unikatni oznaceni simplexu a ¢1islo znaci krok pridani tohoto simplexu.
Metoda compute_intervals pak implementuje algoritmus 6.3 pro vypocet
P-intervalli. Tento algoritmus lze vyuzit také ke spocitani obycejné simplicidlni
homologie: staci jako krok ptidani vSech simplext zadat libovolné stejné ¢islo.

Pro vypocet Ripsovy filtrace a vypocet P-intervalti z Ripsovy filtrace jsem
pouzil program ripser [21]. Tento program se na CD nenachdzi, uzivatelskd pii-
rucka a pokyny pro instalaci jsou uvedeny taktéz v [21] .

Implementovany algoritmus Mapper, respektive jeho statisticka verze, se na-
chazi v souboru mapper.py. Algoritmus reprezentuje tiida Mapper.

Zdrojovy kod obsahuje v této praci analyzované priklady. Tyto priklady jsou
implementovany jako samostatné funkce bez vstupnich parametri a zacinaji vzdy
prefixem example_. Spusténim téchto funkci lze tedy reprodukovat v textu
uvedené priklady. Tvar vystupnich grafii se mize mirné lisit od grafi uvedenych
v této praci v zavislosti na pouzitych verzich veskerych knihoven.

Pro vykresleni grafii jsem pouzil knihovnu graphviz [22]. Uzivatelska ptirucka
a pokyny pro instalaci knihovny jsou uvedeny také v [22]. Tuto knihovnu lze nain-
stalovat také jako balik pomoci spravce balikt PIP, ktery slouzi ke sprave balikt
pro jazyk Python. Tato knihovna je vyzadovana pro spusténi mé implementace
algoritmu Mapper.
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B Obsah ptilozeného CD/DVD

Prilozené CD ma nésledujici adresafovou strukturu:

doc/
Text prace ve formatu PDF, vytvoreny s pouzitim zavazného stylu KI PiF
UP v Olomouci pro zavérecné prace, véetné vsech priloh, a vsechny soubory
potfebné pro bezproblémové vygenerovani PDF dokumentu textu.

src/
Zdrojové kody implementovanych algoritmii.

src/datasets/
Tato slozka obsahuje pouzité datasety.

readme. txt
Instrukce pro spusténi implementovanych algoritmii, véetné vsech poza-
davki.
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