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Úvod

Pojem geometrická mı́sta v rovině je často použ́ıvám jako pojem množina

bod̊u daných vlastnost́ı. Proto i v této bakalářské práci budu nadále použ́ıvat

pojem množina bod̊u daných vlastnost́ı (ve zkratce m.b.d.v.) S pojmem m.b.d.v.

se setkáme již i na základńı škole např. při definici kružnice nebo kruhu. Na

středńı škole se pak často využ́ıvaj́ı m.b.d.v. při řešeńı některých konstrukčńıch

úloh. Ćılem této bakalářské práce bylo vytvořit sb́ırku př́ıklad̊u na geometrická

mı́sta v rovině využit́ım pouze středoškolských znalost́ı. Text je rozdělen do pěti

podkapitol. V prvńı kapitole jsou uvedeny základńı pojmy a m.b.d.v., které budou

potřebné k řešeńı př́ıklad̊u, druhá podkapitola obsahuje př́ıklady zaměřené na

množiny bod̊u, které maj́ı stejnou vzdálenost od dvou geometrických útvar̊u v

rovině. V následuj́ıćı kapitole jsou př́ıklady zaměřené na podobnost trojúhelńık̊u,

využit́ı úhl̊u a cykly. V posledńı kapitole jsou př́ıklady zadané rovnićı prvńıho

stupně.
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Kapitola 1

Množiny bod̊u

Geometrická mı́sta v rovině si můžeme představit jako geometrický útvar

(množina bod̊u) pro který plat́ı určité podmı́nky

Definice 1.0.1

Množina M všech bod̊u dané vlastnosti v rovině ρ je množina (rovinný geomet-

rický útvar) M∈ ρ splňuj́ıćı tyto dvě podmı́nky:

1) Každý bod množiny M má danou vlastnost V .

2) Každý bod roviny ρ, který má danou vlastnost V , patř́ı do množiny M.

1.1. Základńı pojmy

Při konstrukci úloh použ́ıváme pojmy vzdálenost bod̊u, vzdálenost, bodu od

množiny apod., připomeňme si jejich definice. Vzdálenost́ı bod̊u A,B rozumı́me

velikost úsečky AB.

Vzdálenost bodu A od př́ımky p v rovině je definována jako velikost úsečky

AP , kde P je pata kolmice vedené bodem A k př́ımce p (tj. v rovině sestrojujeme

bodem A př́ımku q kolmou př́ımce p.)
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Při konstrukci některých úloh budeme také uvažovat např. vzdálenost bodu

od úsečky, od kružnice, připomeneme si tedy nejprve obecnou definici vzdálenosti

bodu od množiny, kterou poté aplikujeme na konkrétńı množiny.

Definice 1.1.2

Vzdálenost́ı ρ bodu A od množiny M nazýváme č́ıslo ρ(A,M) = infX∈Mρ(A,X).

Aplikujeme-li definici 1.1.2 na uzavřenou úsečku, je zřejmé, že plat́ı:

Vzdálenost bod A od úsečky BC je pak rovna

ρ(A,BC) =

{
|AP |, pro P ∈ BC

min{|AB|, |AC|}, pro P /∈ BC,

kde P je (v rovině) pata kolmice sestrojené z bodu A na př́ımku BC.

Pro kružnici pak zřejmě plat́ı:

Vzdálenost bodu A od kružnice k = (O, r), r ∈ R+, je rovna menš́ımu z č́ısel

|AX|, |AY |, kde X, Y jsou pr̊useč́ıky př́ımky AO s kružnićı k.

V př́ıkladech často použ́ıváme základńı množiny bod̊u dané vlastnosti, se

kterými se běžně pracuje v konstrukčńıch úlohách. Uvedeme zde pouze jejich

přehled

• Kružnice k = (O, r), je množina bod̊u X v rovině, pro něž plat́ı |OX| = r,

r ∈ R+.

• Osa úsečky AB je množina bod̊u X v rovině, pro něž plat́ı |AX| = |BX|

• Osy úhlu AV B jsou množinou bod̊u X v rovině, pro něž plat́ı ρ(X,AV ) =

ρ(X,BV )

• Osa pásu p, q je množina bod̊u X v rovině, pro něž plat́ı ρ(X, p) = ρ(X, q)

• Parabola je množina bod̊u X v rovině, pro něž plat́ı ρ(X, p) = ρ(X,F ), ρ(X,F ),

kde F je daný pevný bod a p daná pevná př́ımka

• Elipsa je množina bod̊u X v rovině, pro něž plat́ı ρ(X,E) + ρ(X,F ) = r, kde

r ∈ R+, r > ρ(E,F ) > 0, kde E,F jsou dané pevné body
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• Hyperbola je množina bod̊u X v rovině, pro něž plat́ı ρ(X,E) − ρ(X,F ) = r,

kde r ∈ R+, 0 < r < ρ(E,F ), kde E,F jsou dané pevné body

• Sjednoceńı rovnoběžek p, q je množina bod̊u X v rovině, pro něž plat́ı ρ(X, a) =

r, a ‖ p, a ‖ q, kde r ∈ R+, a je daná pevná př́ımka

• Sjednoceńı soustředných kružnice l,m je množina bod̊u X v rovině, pro něž

plat́ı ρ(X, k) = r, r < rk kde r, rk ∈ R+, k je daná pevná kružnice
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1.2. Množiny bod̊u stejně vzdálených od dvou

daných geometrických útvar̊u

V této kapitole se budeme zabývat množinami bod̊u, jež jsou stejně vzdálené

od dvou daných geometrických útvar̊u.

1.2.1. Př́ıklady

Př́ıklad 1.2.1

Necht’ je dána kružnice k se středem S a poloměrem r a bod A. Určete množinu

všech bod̊u, jež maj́ı stejnou vzdálenost od bodu A a kružnice k.

Rozlǐsme možnosti, kdy bod lež́ı uvnitř kružnice (zde ještě rozlǐśıme možnost,

kdy bod A je středem kružnice k), vně kružnice anebo na kružnici.

a) Bod A lež́ı uvnitř kružnice k a plat́ı A 6= S (obr. 1.1)

Uvažujme kružnice k′1, k
′
2, . . . , které se dotýkaj́ı kružnice k a procházej́ı bodem A.

Sestroj́ıme př́ımky q1, q2, . . . , které procháźı středem kružnice k, jejichž pr̊useč́ıky

s kružnićı k označ́ıme X1, X2, . . . . Na př́ımkách q1, q2, . . . hledáme středy kružnic

k′1, k
′
2, . . . , jež se dotýkaj́ı kružnice k v bodech X1, X2, . . . a zároveň procháźı bo-

dem A (řešeńı Pappovy úlohy). Vzhledem k tomu, že kružnice k′1, k
′
2, . . . maj́ı

procházet body X1, X2, . . . a zároveň bodem A tak jsou jejich středy stejně

vzdálené od těchto bod̊u, proto jejich středy lež́ı na osách úseček AX1, AX
′
1, AX2,

AX ′2, . . . . Středy kružnic k′1, k
′
2, . . . jsou tak pr̊useč́ıky př́ımek q1, q2, . . . s osami

úseček AX1, AX
′
1, AX2, AX

′
2, . . . . Z rovnoramenných trojúhelńık̊u AXiSi, kde

i = 1, 2, ... plat́ı r = |SXi| = |SSi|+ |SiXi| ⇒ r = |SSi|+ |SiXi| = |SSi|+ |ASi|,

kde i =1, 2, . . . . Pro všechny středy kružnic k′1, k
′
2, . . . pak plat́ı, že maj́ı kon-

stantńı součet vzdálenost́ı od’ středu kružnice k a bodu A, body S a A jsou tak

ohnisky elipsy s hlavńı osou na př́ımce SA. Pro každý bod Y , který nelež́ı na

elipse plat́ı ρ(Y,A) 6= ρ(Y, k), proto každý bod roviny ρ, který má danou vlast-

nost, patř́ı do výsledné množiny. Tato druhá podmı́nka definice množiny bod̊u
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daných vlastnost́ı bude platit i pro následuj́ıćı př́ıklady.

Konstrukce:

1) o1 ... osa elipsy, o1 =
←→
AS

2) o2, o2 ... osa úsečky AS

3) S ′ ... střed elipsy, S ′ = o1 ∩ o2
4) v, v(S ′, r

2
)

5) A′, B′, A′, B′ = o1 ∩ v

6) Elipsa

Obrázek 1.1
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b) Bod A lež́ı uvnitř kružnice k a plat́ı A = S (obr. 1.2)

Postup je stejný jako v př́ıpadě a), kde na rozd́ıl od předchoźıho př́ıpadu oh-

niska elipsy splynou v jeden bod (střed kružnice k) a výsledná množina bod̊u je

kružnice se středem v bodě S o poloměru r
2
.

Konstrukce:

1) k′, k′(S, r
2
)

Obrázek 1.2

c) Bod A lež́ı na kružnici k (obr. 1.3)

Vzhledem k tomu, že bod A lež́ı na kružnici k tak kružnice k′1, k
′
2, . . . se dotýkaj́ı

kružnice k v bodě A a proto jejich středy lež́ı na př́ımce SA. Pro středy kružnic

k′1, k
′
2, . . . , které nelež́ı na polopř́ımce SA plat́ı, že jejich vzdálenost od kružnice

k je menš́ı než vzdálenost od bodu A (z definice vzdálenosti bodu od kružnice),

ρ(S ′, k) 6= ρ(S ′, A), proto hledaná množina bod̊u je polopř́ımka SA.

Konstrukce:

1) SA, polopř́ımka SA
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Obrázek 1.3

d) Bod A lež́ı vně kružnice k (obr. 1.4)

Při hledáńı této množiny postupujeme stejně jako v př́ıpadě a). Na rozd́ıl od

př́ıpadu a) plat́ı r = |SXi| = ||SSi| − |SiXi|| ⇒ r = ||SSi| − |SiXi|| = ||SSi| −

|ASi||, kde i = 1, 2, .... Pro všechny středy kružnic k′1, k
′
2, . . . pak plat́ı, že maj́ı

konstantńı absolutńı hodnotu rozd́ılu vzdálenost́ı od středu kružnice k a bodu A,

body S a A jsou tak ohnisky hyperboly s hlavńı osou na př́ımce SA. Pro středy

kružnic, které tvoř́ı část hyperboly, pro něž plat́ı, že jsou bĺıže ke kružnici k,

ρ(S ′, k) < ρ(S ′, A), tak budou tyto středy z množiny hledaných bod̊u vyloučeny.

Hledanou množinou bude jedna větev hyperboly, která je bĺıže k bodu A.

Konstrukce:

1) o1 ... osa elipsy, o1 =
←→
AS

2) o2, o2 ... osa úsečky AS

3) S ′ ... střed hyperboly, S ′ = o1 ∩ o2
4) v, v(S ′, r

2
)

5) A′, B′, A′, B′ = o1 ∩ v

6) Hyperbola
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Obrázek 1.4

Př́ıklad 1.2.2

Určete množinu všech bod̊u, jež jsou stejně vzdálené od dvou úseček AB a

CD, kde př́ımky AB a CD sv́ıraj́ı úhel 45◦. Plat́ı |XA| = 10 cm, |XB| = 25 cm,

|XC| = 5 cm, |XD| = 15 cm, kde X = AB ∩ CD.

Pro řešeńı toho př́ıkladu uvažujme ke každé úsečce množiny bod̊u, pro které

plat́ı, že vzdálenost bod̊u od úseček je rovna vzdálenosti bod̊u od krajńıch bod̊u

úseček a množiny bod̊u, pro které plat́ı, že jejich vzdálenost od daných úseček je

rovna vzdálenosti bod̊u od pat kolmic vedených z těchto bod̊u k daným úsečkám.

Pr̊uniky těchto množin pak rozděĺı řešeńı př́ıkladu na množinu všech bod̊u stejně

vzdálených od dvou bod̊u, od dvou př́ımek a od bodu a př́ımky. Řešeńı př́ıkladu

si tak rozdělme na části ohraničené př́ımkami kolmými k úsečkám a zároveň

procházej́ıćı krajńımi body těchto úseček. Označme si tyto př́ımky a, b, c, d, kde

A ∈ a, B ∈ b, C ∈ c a D ∈ d. V části ohraničené př́ımkami a a d hledáme množinu

všech bod̊u, jež jsou stejně vzdálené od př́ımek AB a CD, z definice pak plyne,

že výsledná množina je v této části osa úhlu, jež sv́ıraj́ı př́ımky AB a CD. V
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části ohraničené př́ımkami a a c je pak hledanou množinou množina všech bod̊u,

jež maj́ı stejnou vzdálenost od bodu A a př́ımky CD což je z definice parabola s

ohniskem v bodě A a ř́ıd́ıćı př́ımkou CD. Obdobně v části ohraničené př́ımkami

b a d je výsledná množina parabola s ohniskem v bodě D a ř́ıd́ıćı př́ımkou AB.

Ve zbylých částech ohraničených př́ımkami b, c přejde řešeńı na množinu všech

bod̊u, které maj́ı stejnou vzdálenost od obou krajńıch bod̊u a řešeńım tak budou

osy úseček AC a BD.

Obrázek 1.5

Př́ıklad 1.2.3 Určete množinu všech bod̊u, jež jsou stejně vzdálené od př́ımky

p a úsečky AB

Uvažujme možnosti:

a) p ∦ AB, p ∩ AB = ∅ (obr. 1.6)

V tomto př́ıpadě si řešeńı rozděĺıme na části ohraničené př́ımkami a, b, které jsou

kolmé k úsečce AB a zároveň plat́ı A ∈ a, B ∈ b. Př́ımky a, b tak rozděĺı př́ıpad
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na část, kde hledáme množinu všech bod̊u, které maj́ı stejnou vzdálenost od

př́ımky p a př́ımky AB a na dvě části, kde hledáme množinu všech bod̊u, které

maj́ı stejnou vzdálenost od př́ımky p a bod̊u A,B. Protože př́ımka p lež́ı v obou

polorovinách určených př́ımkou AB jsou řešeńım v prostředńı části ohraničené

př́ımkami a a b části os úhl̊u, které sv́ırá př́ımka p s př́ımkou AB a ve zbilých

částech jsou tak řešeńım části parabol s ohnisky v bodech A,B s ř́ıd́ıćı př́ımkou p.

Obrázek 1.6

b) p ∦ AB, p ∩ AB = X (obr. 1.7)

V téhle variantě postupujeme obdobně jako v předešlém př́ıpadě a opět si řešeńı

rozděĺıme na tři části oddělené př́ımkami a, b v př́ıpadě, že X 6= A, X 6= B.

Řešeńım jsou tak části parabol s ohnisky v bodech A,B a ř́ıd́ıćı př́ımkou p a

části os úhl̊u sv́ıraj́ıćı př́ımka p s př́ımkou AB. Pokud X = A (X = B) je

řešeńım v opačné polorovině určené př́ımkou p, pololopř́ımka kolmá na př́ımku p

procházej́ıćı bodem A (B).
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Obrázek 1.7

c) p ‖ AB, p ∩ AB = ∅ (obr. 1.8)

Na rozd́ıl od předešlých př́ıpad̊u je v tomto př́ıpadě př́ımka p rovnoběžná s

př́ımkou AB a proto v část řešeńı ohraničená př́ımkami a a b bude osa pásu

(plyne z definice osy pásu). Výslednou množinou bod̊u tak budou části parabol

s ohnisky v bodech A,B a ř́ıd́ıćı př́ımkou p a část osy pásu určeného př́ımkami

p,AB.

Obrázek 1.8
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d) p ‖ AB, p ∩ AB = X (obr. 1.9)

Úsečka je podmnožinou př́ımky p, hledaná množina je pak množina všech střed̊u

kružnic (plyne z definice kružnice) pro které plat́ı, že př́ımka p je jejich tečnou

a tečný bod T ∈ AB. Všechny středy takových kružnic tedy lež́ı na kolmićıch k

úsečce AB a množina všech takových př́ımek vyplńı pás určený př́ımkami a, b,

kde A ∈ a, B ∈ b.

Obrázek 1.9

Př́ıklad 1.2.4 Necht’ je dána kružnice k se středem S a poloměrem r ∈ R a

př́ımka p. Určete množinu všech bod̊u, jež maj́ı od kružnice k a př́ımky p stejnou

vzdálenost.

Uvažujme možnosti:

a) př́ımka p je vněǰśı př́ımkou kružnice (obr. 1.10)

Hledané body množiny maj́ı mı́t stejnou vzdálenost od př́ımky i kružnice, tj.

Uvažujme kružnice k′1, k
′
2, . . . , které se dotýkaj́ı jak kružnice k, tak př́ımky p.

Středy kružnic k′i, kde i = 1, 2, ..., maj́ı zřejmě stejnou vzdálenost od kružnice

k i od př́ımky p a patř́ı tedy hledané množině. Středy kružnic k′i lež́ı na př́ımce

q =
←→
SX, kde X je libovolný bod př́ımky p. Uvažujme tedy všechny takové př́ımky,

které označme qi =
←→
SXi, Xi ∈ p, kde i = 1, 2, ..., a zároveň uvažujme př́ımku p′,

která je rovnoběžná s př́ımkou p a procháźı středem kružnice k. Středy kružnic
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k′1, k
′
2, . . . budou ležet na př́ımkách p′, q1, q2, . . . . Dále označme P ′1, P

′
2, Q1, Q

′
1, Q2, Q

′
2, . . .

pr̊useč́ıky př́ımek p′, q1, q2, . . . s kružnićı k. Na př́ımkách p′, q1, q2, . . . hledáme

body jež maj́ı stejnou vzdálenost od př́ımky p a pr̊useč́ık̊u př́ımek p′, q1, q2, . . . s

kružnićı k. Převedeme tak řešeńı př́ıkladu z množiny všech bod̊u stejně vzdálených

od př́ımky a kružnice na množinu všech bod̊u stejně vzdálených od př́ımky

a bodu. Body P ′1, P
′
2, Q1, Q

′
1, Q2, Q

′
2, . . . se tak stanou ohnisky parabol s ř́ıd́ıćı

př́ımkou p (plyne z definice paraboly). Pr̊useč́ıky těchto parabol se všemi př́ımkami

qi (Xi proběhne celou př́ımku p) a př́ımkou p′ (p′ ‖ p, S ∈ p′) jsou středy kružnic

k′1, k
′
2, . . . . Všimněme si však, že ne všechny tyto středy jsou stejně vzdálené od

kružnice k a př́ımky p. V př́ıpadě, kdy všechny body kružnice k maj́ı mocnost

ke kružnici k′1, k
′
2, ... ≤ 0 středy těchto kružnic nepatř́ı hledané množině bod̊u,

protože středy těchto kružnic maj́ı menš́ı vzdálenost od kružnice k než je jejich

poloměr a proto maj́ı i menš́ı vzdálenost od kružnice k než od př́ımky p. Zvětš́ıme-

li poloměr kružnic k′1, k
′
2, . . . o poloměr kružnice k, pak takto sestrojené kružnice

budou procházet středem kružnice k a budou se dotýkat př́ımky p′′, která je rov-

noběžná s př́ımkou p a je od ńı vzdálená o poloměr kružnice k. Hledaná množina

bod̊u je tedy parabola, která má ř́ıd́ıćı př́ımku p′′ (p′′ ‖ p, |p′′p| = r) a ohnisko S.

Konstrukce:

1) o1 ... osa paraboly, o1 ⊥ p, S ∈ o1

2) p′′, p′′ ‖ p, ρ(p, p′′) = r, p′′ /∈
−→
pS

3) V ... vrchol paraboly, |V S| = |V p′′|, V ∈ o1
4) Parabola
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Obrázek 1.10

b) př́ımka je tečnou (obr. 1.11)

Při hledáńı bod̊u množiny, jež maj́ı od kružnice k a př́ımky p stejnou vzdálenost

postupujeme stejně jako v př́ıpadě a). Muśıme nav́ıc zjistit, zda bod T dotyku

př́ımky p s kružnićı k hledané množině patř́ı. Vzhledem k tomu, že bod T je bo-

dem př́ımky i kružnice a má tedy od obou útvar̊u vzdálenost rovnu nule, je zřejmé,

že je součást́ı této množiny. Uvažujme kružnice k′′1 , k
′′
2 , . . . které se dotýkaj́ı jak

kružnice k, tak př́ımky p v bodě dotyku T . Středy kružnic k′′ maj́ı zřejmě stejnou

vzdálenost od kružnice k i od př́ımky p a jejich středy lež́ı na př́ımce n. Opět

(stejně jako v př́ıpadě a)) muśıme vyloučit z množiny řešeńı takové středy kružnic

k′′1 , k
′′
2 , . . . , pro která plat́ı, že střed nelež́ı na polopř́ımce ST , protože středy těchto

kružnic maj́ı od kružnice k menš́ı vzdálenost, než je poloměr kružnice.
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Obrázek 1.11

c) př́ımka je sečnou kružnice (obr. 1.12)

Při hledáńı bod̊u množiny, jež maj́ı od kružnice k a př́ımky p stejnou vzdálenost

postupujeme stejně jako v př́ıpadě a). Na rozd́ıl od př́ıpadu a) se rozš́ı̌ŕı množina

hledaných bod̊u o množinu kružnic, které se dotýkaj́ı kružnice k z vnitřńı strany

a př́ımky p, tj. hledanou množinou jsou dvě paraboly s ohniskem S a ř́ıd́ıćımi

př́ımkami p′, p′′ pro které plat́ı p′ ‖ p, p′′ ‖ p a zároveň |p′p| = |p′′p| = r.
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Obrázek 1.12

Př́ıklad 1.2.5

Je dán čtverec ABCD a př́ımka p. Určete množinu všech bod̊u, které maj́ı stej-

nou vzdálenost od čtverce a př́ımky.

Uvažujme možnosti:

a) dvě strany čtverce ABCD jsou rovnoběžné s př́ımkou p a př́ımka p nemá žádný

společný bod se čtvercem ABCD (obr. 1.13)

Pro hledáńı této množiny bod̊u si řešeńı rozděĺıme do dvou skupin na množinu

všech bod̊u stejně vzdálených od dvou př́ımek a na množinu všech bod̊u stejně

vzdálených od př́ımky a od bodu. Body vně čtverce si tak rozděĺıme do osmi

část́ı ohraničenými př́ımkami AB, CD, BC a AD. V jednotlivých částech postu-

pujeme obdobně jako v př́ıkladu 1.2.3. V částech ohraničenými dvojicemi př́ımek

AB, CD a BC, AD jsou tak řešeńım části os úhl̊u, které sv́ıraj́ı př́ımky AB, CD,

BC a AD s př́ımkou p a ve zbychlých částech jsou řešeńım části parabol s ohnisky

ve vrcholech čtverce a ř́ıd́ıćı př́ımkou p. Vzhledem k tomu, že u vzdáleněǰśı rov-

noběžné strany čtverce CD neexistuje taková kružnice, která by se j́ı dotýkala z
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vněǰśı strany a zároveň př́ımka p byla tečnou této kružnice, tak z tohoto d̊uvodu

neexistuj́ı ani body, které by byly stejně vzdáleny od př́ımky p a strany CD.

Výsledkem je tedy sjednoceńı množin, které na sebe navazuj́ı.

Obrázek 1.13

b) žádná strana čtverce ABCD neńı rovnoběžná s př́ımkou p a př́ımka p nemá

žádný společný bod se čtvercem ABCD (obr. 1.14)

Při řešeńı budeme postupovat obdobně jako v předchoźı variantě. Na rozd́ıl od

varianty a) v tomto př́ıpadě existuj́ı body, které maj́ı stejnou vzdálenost od každé

strany čtverce ABCD a od př́ımky p. V částech ohraničených př́ımkami AB, CD

a BC, AD je řešeńı stejné jako v př́ıkladu 1.2.3 a řešńım v těchto částech jsou

tak osy úhl̊u, které sv́ıraj́ı př́ımky AB, CD, BC a AD s př́ımkou p. Řešeńım je

pak množina bod̊u, které přecháźı z části os úhl̊u na části parabol s ohnisky ve

vrcholech čtverce s ř́ıd́ıćı př́ımkou p v mı́stech kde prot́ınaj́ı prodloužené př́ımky

AB, BC a CD a AD .
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Obrázek 1.14

c) př́ımka p obsahuje stranu AB čtverce ABCD (obr. 1.15)

V tomto př́ıpadě, kdy strana AB je součást́ı př́ımky p je strana AB část́ı řešeńı a

části parabol s ohnisky v bodech A, B nejsou součást́ı řešeńı jako ve variantě a).

Sestrojené osy úhlu, které sv́ıraj́ı strany BC a AD s př́ımkou p a paraboly s oh-

nisky v bodech C,D ohraničené př́ımkami, které obsahuj́ı strany čtverce ABCD

jsou opět součást́ı řešeńı jako v př́ıpadě a). Uvažujme zde nav́ıc body v opačné

polorovnině určené př́ımkou p. V této polorovině je řešeńı stejné jako v př́ıkladu

1.2.3 a řešeńım je tedy množina všech bod̊u lež́ıćıch uvnitř pásu ohraničeného

př́ımkami a, b, kde A ∈ a, B ∈ b, a ⊥ p, b ⊥ p. Zároveň hledaná množina ob-

sahuje body, jež se nacháźı uvnitř čtverce. Množinu všech bod̊u uvnitř čtverce si

rozděĺıme na množiny ohraničené úhlopř́ıčkami čtverce a jejich pr̊useč́ık označ́ıme

S. V jednotilvých množinách postupujeme při řešeńı obdobně jako v př́ıkladu

1.2.3. Pro množinu bod̊u uvnitř čtverce tak bude řešeńım trojúhelńık ABS a

množina všech bod̊u uvnitř trojúhelńıku ABS.
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Obrázek 1.15

d) př́ımka p procháźı vrcholem A čtverce ABCD (obr. 1.16)

Řešeńı źıskáme obdobným zp̊usobem jako z předešlých př́ıpad̊u. Bod A neńı oh-

niskem paraboly jako ve variantě b) a na rozd́ıl od varianty c) v polorovniě ne-

obsahuj́ıćı všechny vrcholy čtverce ohraničené př́ımkou p bodem A procháźı po-

lopř́ımka kolmá na př́ımku p a všechny body na této polopř́ımce budou součást́ı

řešeńı spolu s řešeńım z varianty b).

Obrázek 1.16
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e) př́ımka p prot́ıná čtverec ABCD a je rovnoběžná se stranou AB (obr. 1.17)

Řešeńı si zde rozděĺıme na body lež́ıćı vně čtverce ABCD a na body lež́ıćı uv-

nitř čtverce ABCD. Pro body lež́ıćı vně použijeme postup z varianty a). Pro

nalezeńı bod̊u lež́ıćıch uvnitř čtverce využijeme obdobný postup jako ve variantě

c). Označme si nejprve pr̊useč́ıky př́ımky p se čtvercem E,F . Zde si množinu

všech bod̊u uvnitř čtverce rozděĺıme na dva obdélńıky ABEF a ECDF . Každý

obdélńık rozděĺıme na tři množiny M = {X; (|X ED | ≤ |X FD |) ∧ (|X ED | ≤

|X CD |)}, N = {X; (|X FD | ≤ |X CD |) ∧ (|X FD | ≤ |X EC |)} a O =

{X; (|X CD | ≤ |X FD |) ∧ (|X CD | ≤ |X EC |)}. Pro množiny M, N , O

využijeme podobně jako ve variantě c) definici osy úhlu a řešeńım pak budou

části os úhl̊u a os pás̊u. Výsledkem je pak jak množina bod̊u, které postupně na-

vazuj́ı z části os úhl̊u na části osy pás̊u tak množina bod̊u obdobných ve variantě

a), kde přecháźı části os úhl̊u na části parabol.

Obrázek 1.17

f) př́ımka p prot́ıná čtverec ABCD a neńı rovnoběžná s žádnou stranou čtverce

(obr. 1.18)

Jako ve variantě e) si rozděĺıme řešeńı na body lež́ıćı vně čtverce ABCD a na body

lež́ıćı uvnitř čtverce ABCD. Pro body lež́ıćı vně použijeme postup z varianty

b). Pro nalezeńı bod̊u lež́ıćıch uvnitř čtverce postupojeme jako ve variantě e) a
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vytvoř́ıme části os úhl̊u, které źıskáme prodloužeńım všech stran čtverce ABCD.

Řešeńım jsou jak části os úhl̊u, které postupně na sebe navazuj́ı tak i množina

bod̊u obdobných ve variantě b), kde přecháźı části os úhl̊u na části parabol.

Obrázek 1.18

Př́ıklad 1.2.6

Je dán čtverec ABCD se středem S a kružnice k se středem S a poloměrem r.

Určete množinu všech bod̊u, které maj́ı stejnou vzdálenost od čtverce a kružnice.

Uvažujme možnosti:

a) |SA| < r (obr. 1.19)

Pro hledáńı množiny bod̊u budeme využ́ıvat množiny všech bod̊u stejně vzdálených

od př́ımky a od kružnice a množiny všech bod̊u stejně vzdálených od bodu a od

kružnice. Řešeńı si rozděĺıme na části ohraničené př́ımkami AB, BC, CD a AD.

V částech ohraničených dvojicemi př́ımek AB, BC a CD a AD hledáme množinu

všech bod̊u, které budou stejně vzdálené od stran čtverce a kružnice k. Řešeńım v

těchto částech tak budou části parabol s ohniskem v bodě S (podrobněji popsáno

v př́ıkladu č. 1.2.4). Ve zbylých částech se bude jednat o př́ıpad množiny všech

bod̊u stejně vzdálených od bodu a kružnice. Řešeńım v těchto částech jsou tak

části elips s jedńım ohniskem ve středu kružnice k a druhým ve vrcholech čtverce

ABCD (podrobněji popsáno v př́ıkladu 1.2.1.) Výsledná množina hledaných bod̊u
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se tak skládat z část́ı parabol a elips ohraničených př́ımkami AB, CD, BC a AD.

Obrázek 1.19

b) 1
2
|AB| > r (obr. 1.20)

V tomto př́ıpadě si řešeńı rozděĺıme na množiny ohraničené př́ımkami AC a

BD. M = {X; ρ(X,AB) ≤ ρ(X,BC) ∧ ρ(X,AB) ≤ ρ(X,CD) ∧ ρ(X,AB) ≤

ρ(X,AD)},N = {X; ρ(X,BC)≤ ρ(X,CD)∧ρ(X,BC) ≤ ρ(X,AD)∧ρ(X,BC) ≤

ρ(X,AB)} aO = {X; ρ(X,CD) ≤ ρ(X,AD)∧ρ(X,CD) ≤ ρ(X,AB)∧ρ(X,CD) ≤

ρ(X,BC)} a P = {X; ρ(X,AD) ≤ ρ(X,BC)∧ρ(X,AD) ≤ ρ(X,CD)∧ρ(X,AD) ≤

ρ(X,AB)}. Pro množinuM řeš́ıme množinu všech bod̊u, které jsou stejně vzdálené

od př́ımky AB a kružnice k. Obdobně postupujeme u množin N ,O a P , kde

řeš́ıme množinu všech bod̊u, které jsou stejně vzdálené od př́ımek BC, CD, AD

a kružnice k. Ve všech těchto př́ıpadech využijeme postup z př́ıkladu 1.2.4 a).

Řešeńım jsou tak části parabol ohraničenými př́ımkami AC a BD s ohnisky ve

středu kružnice k.
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Obrázek 1.20

c) ρ(S,A) > r ∧1
2
|AB| < r (obr. 1.21)

Postupujeme stejně jako v předešlé variantě b) a rozděĺıme si množinu opět na

části ohraničené př́ımkami AC a BD. Na rozd́ıl od varianty b) čtverec prot́ıná

kružnic k a proto využijeme pro hledáńı množiny všech bod̊u stejně vzdálených od

jednotlivých stran čtverce a kružnice k př́ıkladu 1.2.4 c). Nav́ıc v tomto př́ıpadě

si body vně čtverce rozděĺıme na části ohraničené př́ımkami AB, BC, CD a AD.

Řeš́ıme tak množinu všech bod̊u, jež maj́ı stejnou vzdálenost od vrchol̊u čtverce

a kružnice k. Protože vrcholy čtverce lež́ı vně kružnice k bude řešeńı v těchto

částech rameno hyperboly, které je bĺıže k vrchol̊um čtverce (podrobněji popsáno

v př́ıkladu 1.2.1 d)). Řešeńım jsou tak části parabol ohraničené př́ımkami AC a

BD s ohnisky ve středu kružnice k a části hyperbol s ohnisky ve vrcholech čtverce

a kružnice k.
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Obrázek 1.21

d) ρ(S,A) = r (obr. 1.22)

Tuto variantu řeš́ıme obdobně jako v př́ıpadě a). Řešeńı si rozděĺıme na části

ohraničené př́ımkami AB, BC, CD a AD. V částech ohraničených dvojicemi

rovnoběžných př́ımek AB, CD a BC, AD řeš́ıme množinu všech bod̊u stejně

vzdálených od př́ımek AB, BC, CD, AD a kružnice k, a proto jsou v těchto

částech řešeńım části parabol (viz. př́ıklad 1.2.4). Ve zbylých částech řeš́ıme

množinu všech bod̊u stejně vzdálených od vrchol̊u čtverce a kružnice k a využijeme

postup z př́ıkladu č. 1 c), kde muśıme zohlednit, že strany čtverce lež́ı uvnitř

kružnice, a protože sv́ıraj́ı úhel 90◦ tak nebude existovat kružnice, jež by se

dotýkala kružnice k ve vrcholech čtverce z vnitřńı strany. Řešeńı v těchto částech

se tak zredukuje na polopř́ımky od vrchol̊u čtverce. Hledaná množina je pak sjed-

noceńı část́ı parabol s polopř́ımkami.
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Obrázek 1.22

e) 1
2
|AB| = r (obr. 1.23)

V tomto řešeńı postupujeme podobně jako v př́ıpadu b). Zde ovšem vezměme

v úvahu body dotyku kružnice k se stranami čtverce. V těchto bodech budeme

řešit množinu všech bod̊u, jež jsou vzdálené od bod̊u dotyku a kružnice k jako v

př́ıkladě 1. c). Dostáváme tak polopř́ımky vedené ze středu kružnice k procházej́ıćı

body dotyku kružnice k se stranami čtverce. Sjednoceńım těchto polopř́ımek

źıskáme dvě na sebe kolmé př́ımky a po sjednoceńı s částmi parabol źıskáme

hledanou množinu.

Obrázek 1.23
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1.3. Množiny bod̊u s využit́ım podobnosti, obvo-

dové úhlu, cyklu

1.3.1. Př́ıklady

Př́ıklad 1.3.7

Určete množinu všech bod̊u, ze kterých lze vidět trojúhelńık ABC pod

úhlem α

Uvažujme nejprve kružnicové oblouky k1, k2, k3, pod kterými lze vidět jednot-

livé strany trojúhelńıku pod daným úhlem α (využijeme zobecněnou Thaletovu

větu o obvodových úhlech). Sestroj́ıme př́ımky p1, p2, p3, kde p1 =
←→
AB, p2 =

←→
BC

, p3 =
←→
AC. Protnou-li tyto př́ımky kružnicový oblouk přecháźı řešeńı v bodě

pr̊uniku na kružnicový oblouk sestrojený nad protilehlou stranou trojúhelńıku.

Obrázek 1.24

Př́ıklad 1.3.8 Necht’ jsou dány př́ımky p, q určete množinu všech bod̊u X

pro kterou plat́ı ρ(X, p) = kρ(X, q), kde k ∈ R+
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a) Př́ımky p, q jsou r̊uznoběžné (obr. 1.25)

Uvažujme libovolné př́ımky p’, p” pro které bude platit p′ ‖ p, p′′ ‖ p, ρ(p′, p) = l,

ρ(p′′, p) = m, kde l,m > 0, l 6= m a l,m ∈ R. Dále pak uvažujme př́ımky q′, q′′

pro které plat́ı q′ ‖ q, q′′ ‖ q, ρ(q′, q) = tl ρ(q′′, q) = tm, kde t ∈ R+ a označme si

X pr̊useč́ık př́ımek q′ a p′ a Y pr̊useč́ık př́ımek p′′ a q′′. Označme si body X1, X2

paty kolmic vedených po řadě k př́ımkám p, q procházej́ıćı bodem X a Y1, Y2

paty kolmic vedených po řadě k př́ımkám p, q procházej́ıćı bodem Y . Z podob-

nosti trojúhelńık̊u SXX1 a SY Y1 a z podobnosti trojúhelńık̊u SXX2 a SY Y2

plyne |XX1|
|XX2| = |Y Y1|

|Y Y2| = k. Řešeńım je množina všech pr̊useč́ık̊u takto sestrojených

rovnoběžných př́ımek s p s rovnoběžnými př́ımkami s q

Obrázek 1.25

b) Př́ımky p, q jsou rovnoběžné (obr. 1.26)

Stejně jako v předešlém př́ıpadě uvažujme libovolné rovnoběžky s př́ımkami p, q.

Zde na rozd́ıl od předešlého př́ıpadu existuje pouze jedna dvojice př́ımek, které

budou mı́t alespoň jeden společný bod a plat́ı ρ(p, p′) = kρ(q, q′) a tato dvojice

př́ımek jsou totožné př́ımky. Řešeńım je tak jedna př́ımka rovnoběžná s př́ımkami

p, q.
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Obrázek 1.26

Př́ıklad 1.3.9 Je dána př́ımka p a bod A, který na ńı nelež́ı. Po př́ımce p se

pohybuje bod X. Určete množinu všech střed̊u úseček AX.

Uvažujme body X1, X2 ∈ p,X1 6= X2. Středńı př́ıčka trojúhelńık̊u AX1X2

je množina střed̊u úseček AY , kde Y ∈ X1X2, které lež́ı na př́ımce rovnoběžné

s př́ımkou p Proběhnou-li body X1, X2 př́ımku p, pak zřejmě plat́ı, že všechny

středy úseček AY lež́ı na středńı př́ıčce. Množinou všech střed̊u úseček AX je tak

př́ımka rovnoběžná s př́ımkou p ve vzdálenosti 1
2
ρ(A, p) od př́ımky p a bodu A.

Obrázek 1.27
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1.4. Př́ıklady na procvičeńı

1. Necht’ jsou dány dvě soustředné kružnice k, k′ o poloměrech r, r′ ∈ R, r > r′

se středy v bodech S, S ′. Určete množinu všech bod̊u X, pro které plat́ı ρ(X, k) =

ρ(X, k′)

[Soustředná kružnice l s k a k′, která má poloměr 2r − r′.]

2. Necht’ je dán trojúhelńık ABC a př́ımka p. Určete množinu všech bod̊u, jež

jsou stejně vzdálené od trojúhelńıku a př́ımky.

[Trojúhelńık rozděĺıme na části př́ımek a vrcholy trojúhelńıku, řešeńım tak

budou části os úhl̊u (př́ıpadně osa pásu, pokud bude daná strana trojúhelńıku rov-

noběžná s př́ımkou) a části parabol s ohnisky ve vrcholech trojúhelńıku ohraničené

př́ımkami AB,BC,AC.]

3. Necht’ je dán čtverec ABCD a bod E. Určete, pod jakým úhlem lze vidět

čtverec z bodu E.

[max {|<)AEB|, |<)AEC|, |<)AED|, |<)BEC|, |<)BED|, |<)CED|}]

4. Je dána úsečka AB, |AB| = 8 cm. Určete množinu všech bod̊u X, pro které

plat́ı ρ(X,AB) = 5 cm

[Dvě rovnoběžné úsečky s AB o velikosti 8 cm s dvěma p̊ulkružnicemi se

středy v bodech A, B]

5. Určete množinu všech bod̊u, jež jsou stejně vzdálené od dvou úseček AB a

CD, kde př́ımky AB a CD jsou rovnoběžné. Body A, B, C, D tvoř́ı kosočtverec

o délce strany 5 cm. |AD| > |BC|

[Sjednoceńı části osy pásu určeného př́ımkami AB a CD s částmi parabol s

ohnisky v bodech B, C s ř́ıd́ıćımi př́ımkami CD, AB a s částmi os úseček AC, BD]

6. Necht’ je dán kosodélńık ABCD, kde a = 5 cm, b = 3 cm
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a |<)DAB| = 30◦. Najděte množinu všech bod̊u, pod kterými lze vidět kosodélńık

pod úhlem menš́ım než 50◦.

[Sjednoceńı část́ı kružnicových oblouk̊u, pod kterými lze vidět dané strany

kosodélńıku pod úhlem menš́ım než 50◦ ohraničené prodlouženými stranami ko-

sodélńıku]

7. Necht’ je dán pravoúhlý lichoběžńık ABCD, kde a = 6 cm, c = 3 cm,

d = 2 cm. Najděte množinu všech bod̊u, pod kterými lze vidět lichoběžńık pod

úhlem větš́ım než 120◦.

[Sjednoceńı část́ı kružnicových oblouk̊u, pod kterými lze vidět dané strany

lichoběžńıku pod úhlem větš́ım než 120◦ ohraničené prodlouženými stranami li-

choběžńıku]

8. Necht’ je dána př́ımka p a bod A. Určete množinu všech bod̊u, jež maj́ı

od př́ımky p vzdálenost menš́ı než 3 cm a od bodu A větš́ı než 3 cm, kde plat́ı

ρ(A, p) = 4 cm.

[pr̊unik množiny všech bod̊u ohraničenou př́ımkami rovnoběžnými s př́ımkou

p s množinou všech bod̊u ohraničenou kružnićı se středem v bodě A o poloměru

3 cm]

9. Necht’ je dán rovnostranný trojúhelńık ABC o délce strany, určete množinu

všech bod̊u X, jež maj́ı od trojúhelńıku vzdálenost menš́ı než 1
4
|AB|

[množina bod̊u vyplńı části pás̊u určených př́ımkami, jež jsou rovnoběžné

se stranami trojúhelńıku ohraničených prodlouženými stranami trojúhelńıku a

zároveň část kruh̊u se středy ve vrcholech trojúhelńıku.]
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1.5. Množiny bod̊u zadané lineárńı rovnićı

Věta 1.5.1

Je dán libovolný trojúhelńıkABC. Zvoĺıme libovolný bod X stranyAB a označ́ıme

po řadě x, y jeho vzdálenosti od př́ımek AC, BC. Potom součet ax+ by, kde a, b

jsou délky stran trojúhelńıku ABC, má stejnou hodnotu pro všechny body X a

je roven dvojnásobnému obsahu trojúhelńıku ABC.

Obrázek 1.28

Důkaz

Pro vnitřńı bod X úsečky AB plat́ı |XX1| = x, |XX2| = y, kde X1, X2 jsou paty

kolmic vedené z bodu X k př́ımkám a, b a x, y jsou jeho vzdálenosti od př́ımek

AC, BC. Spojnice CX rozděĺı trojúhelńık ABC na dva trojúhelńıky ACX,BCX

a pro jejich obsahy plat́ı:

2.SBCX + 2.SACX = 2.SABC , proto ax+ by = 2.SABC , což jsme chtěli dokázat

Věta 1.5.2

Je dán libovolný trojúhelńık ABC. Zvoĺıme libovolný bod X na prodloužeńıch

strany AB a označ́ıme x, y jeho vzdálenosti od př́ımek AC, BC. Potom výraz

|ax − by|, kde a, b jsou délky stran trojúhelńıku ABC, má stejnou hodnotu pro

všechny body X a je roven dvojnásobnému obsahu trojúhelńıku ABC.
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Obrázek 1.29

Důkaz

Pro bod X na prodloužeńıch úsečky AB plat́ı |XX1| = x, |XX2| = y, kde X1, X2

jsou paty kolmic vedené z bodu X k př́ımkám AC,BC a x, y jsou jeho vzdálenosti

od př́ımek AC, BC. Spojnice CX rozděĺı trojúhelńık ABC na dva trojúhelńıky

ACX,BCX a pro jejich obsahy plat́ı:

|2.SBCX − 2.SACX | = 2.SABC , proto |ax− by| = 2.SABC , což jsme chtěli dokázat

Př́ıklad 1.5.10

Jsou dány r̊uznoběžky p, q, p ∩ q = C a reálná č́ısla a 6= 0, b 6= 0, c > 0. Určete

množinu všech bod̊u, které maj́ı po řadě od př́ımek p, q vzdálenosti x, y, přičemž

plat́ı ax+ by = c

Uvažujme možnosti:

a) a > 0, b > 0 (obr. 1.30)

Řešeńı ukážeme pro jeden z úhl̊u, které sv́ıraj́ı př́ımky p, q a u ostatńıch úhl̊u

budeme postupovat stejně. Sestroj́ıme-li trojúhelńık ABC, kde A ∈ p,B ∈ q

a zároveň plat́ı |AC| = a, |BC| = b, pak z věty 1.5.1 plyne pro každý bod X

úsečky AB rovnice xa+by = 2S, kde S je obsah trojúhelńıku ABC. Sestroj́ıme-li

trojúhelńık A′B′C kde A′ ∈ p,B′ ∈ q a zároveň plat́ı |A′C| = ka, |B′C| = kb,
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pak z věty 1.5.1 plyne, že pro každý bod X úsečky AB rovnice kxa+ kby = 2S ′,

kde S ′ je obsah trojúhelńıku A′B′C. Z podobnosti trojúhelńık̊u ABC a A′B′C

pak plyne 2S ′ = |CA′|.|B′VB′ | = k|CA|.k|BVB| = k22S. Dosazeńım k22S za 2S ′

zpět do rovnice a následném vykráceńı pak dostáváme rovnici xa+ by = 2kS. Z

této rovnice nám pak vyplývá c = 2kS ⇒ k = c
2S

. Hledanou množinou bod̊u pro

zvolený úhel je tak úsečka A′B′. Výsledná množina je pak sjednoceńı takto se-

strojených úseček v každém úhlu, které sv́ırá př́ımka p s př́ımkou q, a tyto úsečky

tvoř́ı rovnoběžńık.

Obrázek 1.30

b) a > 0, b < 0 (obr. 1.31)

V tomto př́ıpadě postupujeme obdobně jako př́ıpadě a). Na rozd́ıl od př́ıpadu a)

využijeme větu 1.5.2 a v rovnićıch se tak změńı znaménko u b na záporné a do-

staneme tak výslednou množinu čtyř polopř́ımek, které jsou prodloužeńım stran

rovnoběžńıku v protěǰśıch vrcholech z př́ıpadu a)
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Obrázek 1.31

c) a < 0, b > 0 (obr. 1.32)

V tomto př́ıpadě opět postupujeme obdobně jako př́ıpadě a). Na rozd́ıl od př́ıpadu

a) využijeme větu 1.5.2 a v rovnićıch se tak změńı znaménko u a na záporné a do-

staneme tak výslednou množinu čtyř polopř́ımek, které jsou prodloužeńım stran

rovnoběžńıku z př́ıpadu a)
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Obrázek 1.32

d) a < 0, b < 0

V tomto př́ıpadě by platilo, že levá část rovnice ax + by ≤ 0, a protože plat́ı

ax+ by = c > 0 proto daná rovnice nebude mı́t řešeńı.
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Seznam použitých matematických značek

A bod A
p př́ımka p
k kružnice k
←→
AB př́ımka určená body A,B

AB úsečka určená body A,B
−→
pA polorovina určená př́ımkou p a bodem A
|AB| délka úsečkyAB
p ‖ q př́ımka p je rovnoběžná s př́ımkou q
p ⊥ q př́ımka p je kolmá k př́ımce q
<)AV B úhel AV B
|<)AV B| velikost úhlu AV B
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Závěr

Snahou této bakalářské práce bylo prohloubit znalosti středoškolského učiva

a zároveň ukázat pojem geometrické mı́sta r̊uznými pohledy. Uvedené př́ıklady

se na středńıch školách př́ılǐs často neobjevuj́ı a mohly by zaujmout studenty

svými r̊uznými řešeńımi. Zároveň bylo snahou ukázat pestrost typ̊u př́ıklad̊u na

množiny bod̊u daných vlastnost́ı. Obrázky v této bakalářské práci byly vytvořeny

v programu Geogebra, který je volně dostupný na www.geogebra.org . V tomto

programu lze poměrně snadno zobrazit některé typy množin, které by bylo jinak

těžké si představit či narýsovat.
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