UNIVERZITA PALACKEHO V OLOMOUCI
PRIRODOVEDECKA FAKULTA

BAKALARSKA PRACE

Geometricka mista v roviné resené ulohy

Katedra algebry a geometrie

Vedouci bakalarské prace: RNDr. Lenka Juklova, Ph.D.

Vypracoval(a): Jifi Mikes

Studijni program: B1101 Matematika

Studijni obor Matematika - deskriptivni geometrie se zaméfenim na vzdélavani
Forma studia: prezencni

Rok odevzdani: 2020



BIBLIOGRAFICKA IDENTIFIKACE

Autor: Jiii Mikes

Nazev prace: Geometrickd mista v roviné fesené tlohy
Typ prace: Bakalaiska prace

Pracovisté: Katedra algebry a geometrie

Vedouci prace: RNDr. Lenka Juklova, Ph.D.

Rok obhajoby prace: 2020

Abstrakt: Tématem této bakaldiské prace je sbirka piikladu na geometrické
mista v roviné. Geometrickd mista v roviné si muzeme predstavit jako geome-
tricky utvar neboli mnozina bodu pro které plati urcité podminky. Tato prace
obsahuje fesené priklady mnozin bodu stejné vzdéalenych od dvou geometrickych
utvaru, mnozin bodu vyuzivajici ihly, kinematickou geometrii a mnoziny zadané
rovnici prvniho stupné.

Klicova slova: Geometrickd mista v roviné
Pocet stran: 45

Pocet priloh: 0

Jazyk: cesky



BIBLIOGRAPHICAL IDENTIFICATION

Author: Jifi Mikes

Title: Loci in the plane geometry solved exercises
Type of thesis: Bachelor’s

Department: Department of Algebra and Geometry
Supervisor: RNDr. Lenka Juklové, Ph.D.

The year of presentation: 2020

Abstract: This bachelor’s thesis consist of a problem loci in the plane geometry.
Loci in the plane geometry can be imagined as a geometric shape or adherence
determined by specified conditions. This thesis comprises of solved problems ad-
herence with equal distance from two geometric figures, furthermore problems of
adherence determined by angles or kinematic geometry in coordinate plane and
finally adherence defined by first degree equation.

Key words: Loci in the plane geometry
Number of pages: 45
Number of appendices: 0

Language: Czech



Prohlaseni
Prohlasuji, ze jsem bakalaiskou praci zpracoval samostatné pod vedenim pani

RNDr. Lenky Juklové, Ph.D. a vSechny pouzité zdroje jsem uvedl v seznamu
literatury.

V Olomoucl dne ...



Obsah

[Gvod 7
(1 Mnoziny bodu | 8
(1.1 Zakladni pojmy| . . . . . . . ... 8
(1.2 Mnoziny bodu stejné vzdalenych od dvou danych geometrickych |

[ Utvartil. . . . . .. 11
(1.2.1  Priklady| . . . . . .. ..o 11

(1.3 Mnoziny bodu s vyuzitim podobnosti, obvodové uhlu, cyklu| 33
(1.3.1 Priklady| . . . . ... ... o 33

(1.4 Priklady na procviceni . . . . . . ... ... oL 36
(1.5 Mnoziny bodu zadané linearni rovnici| . . . . . . . ... ... ... 38
Zaver 44
[Literatural 45



Podékovani

Rad bych podékoval své vedouci bakalaiské prace RNDr. Lence Juklové, Ph.D.
za odborné vedeni, vécné pripominky a vstiicnost pii konzultacich této prace.



Uvod

Pojem geometrickd mista v roviné je casto pouzivam jako pojem mnozina
bodu danych vlastnosti. Proto i v této bakaldrské praci budu nadale pouzivat
pojem mnozina bodu danych vlastnosti (ve zkratce m.b.d.v.) S pojmem m.b.d.v.
se setkame jiz i na zakladni skole napt. pii definici kruznice nebo kruhu. Na
sttedni skole se pak ¢asto vyuzivaji m.b.d.v. pii feSeni nékterych konstrukénich
uloh. Cilem této bakaléiské préce bylo vytvotit sbirku piikladi na geometricka
mista v roviné vyuzitim pouze stiedoskolskych znalosti. Text je rozdélen do péti
podkapitol. V prvni kapitole jsou uvedeny zakladni pojmy a m.b.d.v., které budou
potiebné k teseni prikladu, druhd podkapitola obsahuje priklady zamérené na
mnoziny bodu, které maji stejnou vzdalenost od dvou geometrickych utvaru v
roviné. V nasledujici kapitole jsou priklady zamérené na podobnost trojihelniki,
vyuziti ihlu a cykly. V posledni kapitole jsou piiklady zadané rovnici prvniho

stupne.



Kapitola 1

Mnoziny bodu

Geometricka mista v roviné si muzeme predstavit jako geometricky utvar
(mnozina bodu) pro ktery plati ur¢ité podminky
Definice 1.0.1
Mnozina M vSech bodu dané vlastnosti v roviné p je mnozina (rovinny geomet-
ricky ttvar) M € p splaujici tyto dvé podminky:
1) Kazdy bod mnoziny M mé& danou vlastnost V.
2) Kazdy bod roviny p, ktery ma danou vlastnost V', pati{ do mnoziny M.

1.1. Zakladni pojmy

Pii konstrukci uloh pouzivame pojmy vzdalenost bodu, vzdélenost, bodu od
mnoziny apod., ptfipomenme si jejich definice. Vzdalenosti bodu A, B rozumime

velikost tsecky AB.

Vzdalenost bodu A od piimky p v roviné je definovana jako velikost tsecky
AP, kde P je pata kolmice vedené bodem A k pifmce p (tj. v roviné sestrojujeme

bodem A piimku ¢ kolmou piimce p.)



Pti konstrukci nékterych 1iloh budeme také uvazovat napt. vzdalenost bodu
od usecky, od kruznice, ptfipomeneme si tedy nejprve obecnou definici vzdalenosti

bodu od mnoziny, kterou poté aplikujeme na konkrétni mnoziny.

Definice 1.1.2
Vzdélenosti p bodu A od mnoziny M nazyvame ¢islo p(A, M) = infxecpp(A, X).

Aplikujeme-li definici 1.1.2 na uzavienou usecku, je ziejmé, ze plati:
Vzdalenost bod A od tsecky BC' je pak rovna

P4, BC) = {min{|1’413191|3,‘iAC|}, 5525;%,

kde P je (v roviné) pata kolmice sestrojené z bodu A na pifmku BC'
Pro kruznici pak ziejmé plati:

Vzdéalenost bodu A od kruznice k = (O,r), r € R™, je rovna mensimu z ¢isel

|AX|,|AY |, kde X, Y jsou pruseciky piimky AO s kruznici k.

V prikladech ¢asto pouzivame zdkladni mnoziny bodu dané vlastnosti, se
kterymi se bézné pracuje v konstrukénich ilohach. Uvedeme zde pouze jejich
prehled
e Kruznice k£ = (O,r), je mnozina bodu X v roviné, pro néz plati |OX| = r,
r € RT.

e Osa usecky AB je mnozina bodu X v roving, pro néz plati |[AX| = |BX|

e Osy thlu AV B jsou mnozinou bodu X v roviné, pro néz plati p(X, AV) =
p(X,BV)

e Osa pasu p, ¢ je mnozina bodu X v roviné, pro néz plati p(X,p) = p(X, q)

e Parabola je mnozina bodu X v roviné, pro néz plati p(X, p) = p(X, F), p(X, F),
kde F' je dany pevny bod a p dand pevna primka

e Elipsa je mnozina bodu X v roviné, pro néz plati p(X, E) 4+ p(X, F) = r, kde
re Rt r>p(E,F) >0, kde E, F jsou dané pevné body



e Hyperbola je mnozina bodu X v roviné, pro néz plati p(X, E) — p(X, F) = r,
kder € RT, 0 <r < p(E,F), kde E, F jsou dané pevné body

e Sjednoceni rovnobézek p, ¢ je mnozina bodu X v roviné, pro néz plati p(X, a) =
r,al p,al g, kde r € RT, a je dand pevnd piimka

e Sjednoceni soustfednych kruznice [, m je mnozina bodi X v roviné, pro néz

plati p(X, k) =r, r <rp kde r,7, € RY, k je dand pevnd kruznice
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1.2. Mnoziny bodu stejné vzdalenych od dvou
danych geometrickych utvaru

V této kapitole se budeme zabyvat mnozinami bodi, jez jsou stejné vzdalené

od dvou danych geometrickych utvaru.

1.2.1. Piiklady

Priklad 1.2.1
Necht je ddna kruznice k se stiedem S a polomérem r a bod A. Uréete mnozinu

vsech bodu, jez maji stejnou vzdalenost od bodu A a kruznice k.

Rozlisme moznosti, kdy bod lezi uvnitt kruznice (zde jesté rozlisime moznost,

kdy bod A je sttedem kruznice k), vné kruznice anebo na kruznici.

a) Bod A lezi uvnitf kruznice k a plati A # S (obr. 1.1)
Uvazujme kruznice k7, k5, . . ., které se dotykaji kruznice k a prochézeji bodem A.
Sestrojime ptimky q1, ¢, . . . , které prochazi stredem kruznice k, jejichz pruseciky
s kruznici k ozna¢ime X1, Xo,.... Na pfimkach g1, go, . .. hleddme stredy kruznic
ki, Ky, ..., jez se dotykaji kruznice k v bodech X7, Xy, ... a zaroven prochézi bo-
dem A (feseni Pappovy ulohy). Vzhledem k tomu, ze kruznice ki, k},... maji
prochazet body Xi, Xs,... a zaroven bodem A tak jsou jejich stredy stejné
vzdalené od téchto bodu, proto jejich stredy lezi na osach tisecek AX;, AX7{, AXo,
AXY, . ... Stredy kruznic k7, kb, ... jsou tak pruseciky primek qi,qs, ... s osami
usecek AX,p, AX{, AXy, AX),.... Z rovnoramennych trojuhelniki AX,S;, kde
i=1,2,...plati r = |SX;| = |SS;| +|S:X;| = r = |9S;| + |9:Xi| = |SSi| + |ASy],
kde i =1, 2, .... Pro vSechny stfedy kruznic ki, k), ... pak plati, ze maji kon-
stantni soucet vzdalenosti od’ stfedu kruznice k a bodu A, body S a A jsou tak
ohnisky elipsy s hlavni osou na piimce SA. Pro kazdy bod Y, ktery nelezi na
elipse plati p(Y, A) # p(Y, k), proto kazdy bod roviny p, ktery ma danou vlast-

nost, patii do vysledné mnoziny. Tato druhd podminka definice mnoziny bodu
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danych vlastnosti bude platit i pro nasledujici priklady.

Konstrukce:

>
1) o1 ... osa elipsy, 0y =AS

N}

)

) 09,09 ... osa Usecky AS
3) S’ ... stied elipsy, S" = 01 N oy
4) v,v(5", %)
5)AB A" B =01Nv

)

6) Elipsa

Obréazek 1.1
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b) Bod A lezi uvniti kruznice k a plati A = S (obr. 1.2)
Postup je stejny jako v pripadé a), kde na rozdil od predchoziho piipadu oh-
niska elipsy splynou v jeden bod (stfed kruznice k) a vyslednd mnozina bodu je

kruznice se stfedem v bodé S o poloméru 3.

Konstrukee:

1) K, E'(S,5)

()
N

Obrazek 1.2

c¢) Bod A lezi na kruznici k (obr. 1.3)
Vzhledem k tomu, ze bod A lezi na kruznici k tak kruznice k7, kS, ... se dotykaji
kruznice k£ v bodé A a proto jejich stredy lezi na piimce SA. Pro stfedy kruznic
K|, Ky, ..., které nelezi na polopiimce SA plati, Ze jejich vzdédlenost od kruznice
k je mensi nez vzdalenost od bodu A (z definice vzdélenosti bodu od kruznice),

p(S' k) # p(S', A), proto hledand mnozina bodu je polopfimka SA.

Konstrukee:

1) SA, polopiimka SA



%‘

Obréazek 1.3

d) Bod A lezi vné kruznice k (obr. 1.4)
Pii hledéni této mnoziny postupujeme stejné jako v pripadé a). Na rozdil od
piipadu a) plati r = [SX;| = ||9S;| — |S:Xi|| = r = ||SSi| — [S:Xi|| = []9S:] —
|AS;||, kde i = 1,2, .... Pro v8echny stiedy kruznic k7, k},... pak plati, ze maji
konstantni absolutni hodnotu rozdilu vzdélenosti od stiedu kruznice k£ a bodu A,
body S a A jsou tak ohnisky hyperboly s hlavni osou na primce SA. Pro stredy
kruznic, které tvori ¢ast hyperboly, pro néz plati, ze jsou blize ke kruznici k,
p(S’ k) < p(S’, A), tak budou tyto stiedy z mnoziny hledanych bodu vylouceny.

Hledanou mnozinou bude jedna vétev hyperboly, kterd je blize k bodu A.

Konstrukce:
<
1) 01 ... osa elipsy, 0 =AS
2) 09,09 ... osa usecky AS
3) S’ ... stted hyperboly, S" = 01 N oy
4) v,v(5", %)
5) A,B A", B'=0Nv
)

6) Hyperbola
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Obrazek 1.4

Priklad 1.2.2

Urcete mnozinu vSech bodi, jez jsou stejné vzdalené od dvou tsecek AB a
CD, kde piimky AB a C'D sviraji thel 45°. Plati | X A| = 10 em, | X B| = 25 em,
| XC| =5 em, | XD| =15 cm, kde X = ABNCD.

Pro feseni toho prikladu uvazujme ke kazdé tiseéce mnoziny bodu, pro které
plati, ze vzdéalenost bodu od tsecek je rovna vzdalenosti bodu od krajnich bodu
usecek a mnoziny bodu, pro které plati, ze jejich vzdalenost od danych tsecek je
rovna vzdalenosti bodt od pat kolmic vedenych z téchto bodu k danym tseckam.
Priniky téchto mnozin pak rozdeéli feseni piikladu na mnozinu vSech bodu stejné
vzdalenych od dvou bodi, od dvou pifmek a od bodu a pifmky. Reseni pifkladu
si tak rozdélme na ¢asti ohranicené primkami kolmymi k tseckam a zaroven
prochézejici krajnimi body téchto tsecek. Oznac¢me si tyto primky a, b, ¢, d, kde
A€a,Beb,C ecaD e€d.V ¢asti ohranicené primkami a a d hleddme mnozinu
vsech bodu, jez jsou stejné vzdalené od piimek AB a C'D, z definice pak plyne,

ze vyslednda mnozina je v této ¢éasti osa uhlu, jez sviraji ptimky AB a CD. V
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¢asti ohranicené primkami a a ¢ je pak hledanou mnozinou mnozina vsech bodu,
jez maji stejnou vzdédlenost od bodu A a piimky C'D coz je z definice parabola s
ohniskem v bodé A a fidici primkou C'D. Obdobné v ¢asti ohrani¢ené piimkami
b a d je vyslednd mnozina parabola s ohniskem v bodé D a fidici pfimkou AB.
Ve zbylych ¢astech ohranicenych primkami b, ¢ prejde feSeni na mnozinu vSech
bodu, které maji stejnou vzdalenost od obou krajnich bodu a fesenim tak budou

osy usecek AC a BD.

Obréazek 1.5

Priklad 1.2.3 Urcete mnozinu vSech bodu, jez jsou stejné vzdalené od primky

p a usecky AB

Uvazujme moznosti:
a) p AB, pn AB = () (obr. 1.6)
V tomto ptipadeé si feseni rozdélime na ¢éasti ohrani¢ené primkami a, b, které jsou

kolmé k usecce AB a zaroven plati A € a, B € b. Primky a, b tak rozdéli pripad
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na ¢ast, kde hledame mnozinu vsech bodu, které maji stejnou vzdalenost od
piimky p a primky AB a na dvé ¢asti, kde hleddme mnozinu vsech bodu, které
maji stejnou vzdalenost od primky p a bodu A, B. Protoze piimka p lezi v obou
polorovinach urcenych primkou AB jsou fesenim v prostiedni ¢asti ohranicené
piimkami a a b ¢asti os uhlu, které svira piimka p s primkou AB a ve zbilych

¢astech jsou tak feSenim ¢asti parabol s ohnisky v bodech A, B s tidici ptimkou p.

a

Obréazek 1.6

b) p} AB, pn AB = X (obr. 1.7)
V téhle varianté postupujeme obdobné jako v predeslém piipadé a opét si feseni
rozdélime na tfi ¢asti oddélené primkami a,b v piipade, ze X # A, X # B.
Resenim jsou tak ¢dsti parabol s ohnisky v bodech A, B a fidici pifmkou p a
¢asti os uhlu svirajici piimka p s piimkou AB. Pokud X = A (X = B) je
feSenim v opacné poloroviné urcené primkou p, pololopfimka kolma na ptimku p

prochéazejici bodem A (B).
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Obrazek 1.7

¢)pll AB, pn AB = 0 (obr. 1.8)
Na rozdil od predeslych pripadu je v tomto piipadé piimka p rovnobézna s
piimkou AB a proto v ¢ast feSeni ohrani¢end piimkami a a b bude osa pasu
(plyne z definice osy pasu). Vyslednou mnozinou bodu tak budou ¢ésti parabol
s ohnisky v bodech A, B a tidici pifimkou p a ¢ast osy pasu ur¢eného piimkami

p, AB.

Y4

Obréazek 1.8
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d) p || AB, pn AB = X (obr. 1.9)
Usecka je podmnozinou piimky p, hledand mnozina je pak mnozina vsech stredu
kruznic (plyne z definice kruznice) pro které plati, ze piimka p je jejich tecnou
a tecny bod T € AB. Vsechny stiedy takovych kruznic tedy lezi na kolmicich k
useCce AB a mnozina vSech takovych primek vyplni pas uréeny piimkami a, b,

kde A € a, B € b.

V4

Obréazek 1.9

Piiklad 1.2.4 Necht je ddna kruZnice k se stfedem S a polomérem r € R a
primka p. Urcete mnozinu vSech bodu, jez maji od kruznice k a ptimky p stejnou

vzdalenost.

Uvazujme moznosti:

a) piimka p je vnéjsi piimkou kruznice (obr. 1.10)

Hledané body mnoziny maji mit stejnou vzdédlenost od pitimky i kruznice, tj.
Uvazujme kruznice k|, k), ..., které se dotykaji jak kruznice k, tak primky p.
Stredy kruznic k., kde i = 1,2, ..., maji zfejmé stejnou vzdélenost od kruznice
k i od piimky p a patii tedy hledané mnoziné. St¥edy kruznic &} lezi na piimce
q ::S;)( , kde X je libovolny bod piimky p. Uvazujme tedy vSechny takové primky,
které oznacme g; :é?)(i,Xi € p, kde i = 1,2, ..., a zaroven uvazujme piimku p/,

ktera je rovnobézna s primkou p a prochazi stfedem kruznice k. Stredy kruznic
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k|, Ky, ... budou lezet na piimkach p', g1, qo, . . . . Ddle ozna¢me P{, Py, Q1,Q}, Qa, @5, . ..

pruseciky piimek p’,q1,qo, ... s kruznici k. Na primkéch p/, ¢, go, ... hleddme
body jez maji stejnou vzdélenost od primky p a pruseciku piimek p’, ¢, ¢a, ... s
kruznici k. Prevedeme tak feseni pfikladu z mnoziny vSech bodu stejné vzdalenych
od pfimky a kruznice na mnozinu vSech bodu stejné vzdalenych od piimky
a bodu. Body Pj, P}, Q1,Q],Q2,Q5, ... se tak stanou ohnisky parabol s fidici
piimkou p (plyne z definice paraboly). Priseciky téchto parabol se vSemi pfimkami
¢; (X; probéhne celou pifmku p) a ptimkou p’ (p' || p, S € p’) jsou stiedy kruznic
ki, Ky, .... Vsimnéme si vSak, ze ne vSechny tyto stfedy jsou stejné vzdalené od
kruznice k a primky p. V pripadé, kdy vSechny body kruznice & maji mocnost
ke kruznici ki, k},... < 0 stfedy téchto kruznic nepatii hledané mnoziné bodu,
protoze stfedy téchto kruznic maji mensi vzdéalenost od kruznice k£ nez je jejich
polomér a proto maji i mensi vzdalenost od kruznice k£ nez od primky p. Zvétsime-
li polomér kruznic k7, kb, ... o polomér kruznice k, pak takto sestrojené kruznice
budou prochézet stiedem kruznice k a budou se dotykat piimky p”, ktera je rov-
nobézna s primkou p a je od ni vzdalena o polomeér kruznice k. Hledand mnozina

bodu je tedy parabola, kterd ma tidici primku p” (p” || p, |[p"p| = r) a ohnisko S.

Konstrukce:

1) o1 ... osa paraboly, o; L p, S € 04

3) V ... vrchol paraboly, |VS| = |[Vp"|, V € o,

)

// /! // // 2
2) ", 0" || p, p(p, ") =1, 0" €pS
)

4)

Parabola

20



q1

k/‘ Q
S
by @ /

X

Obrazek 1.10

b) piimka je tecnou (obr. 1.11)
Pii hleddni bodu mnoziny, jez maji od kruznice k a piimky p stejnou vzdalenost
postupujeme stejné jako v piipadé a). Musime navic zjistit, zda bod T dotyku
piimky p s kruznici £ hledané mnoziné patii. Vzhledem k tomu, ze bod T" je bo-
dem piimKky i kruznice a mé tedy od obou utvaru vzdalenost rovnu nule, je ziejmé,
ze je soucasti této mnoziny. Uvazujme kruznice k7, k%, ... které se dotykaji jak
kruznice k, tak ptimky p v bodé dotyku T'. Stfedy kruznic k" maji zfejmé stejnou
vzdalenost od kruznice k i od primky p a jejich stfedy lezi na piimce n. Opét
(stejné jako v pripadé a)) musime vyloucit z mnoziny feseni takové stedy kruznic
k! Ky, ..., prokterd plati, ze stfed nelezi na polopiimce ST, protoze stiedy téchto

kruznic maji od kruznice k mensi vzdalenost, nez je polomér kruznice.
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n

Obrazek 1.11

c) piimka je se¢nou kruznice (obr. 1.12)
Pfi hledani bodt mnoziny, jez maji od kruznice k a ptimky p stejnou vzdélenost
postupujeme stejné jako v piipadé a). Na rozdil od piipadu a) se rozsifi mnozina
hledanych bodu o mnozinu kruznic, které se dotykaji kruznice k z vnitini strany
a primky p, tj. hledanou mnozinou jsou dvé paraboly s ohniskem S a tidicimi

piimkami p', p” pro které plati p’ || p, p” || p a zéroven |p'p| = |p"p| = r.
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.

Obréazek 1.12

Priklad 1.2.5
Je dan ¢tverec ABCD a primka p. Urcete mnozinu vsech bodu, které maji stej-

nou vzdalenost od ¢tverce a primky.

Uvazujme moznosti:

a) dvé strany ¢tverce ABC'D jsou rovnobézné s piimkou p a pifmka p nemd zadny
spole¢ny bod se ¢tvercem ABCD (obr. 1.13)

Pro hledani této mnoziny bodu si feseni rozdélime do dvou skupin na mnozinu
vsech bodu stejné vzdalenych od dvou pfimek a na mnozinu vSech bodu stejné
vzdalenych od piimky a od bodu. Body vné ctverce si tak rozdélime do osmi
¢asti ohranicenymi primkami AB, CD, BC a AD. V jednotlivych ¢astech postu-
pujeme obdobné jako v prikladu 1.2.3. V ¢astech ohranicenymi dvojicemi piimek
AB,CD a BC, AD jsou tak fesenim ¢ésti os uhlu, které sviraji primky AB, CD,
BC a AD s ptimkou p a ve zbychlych ¢astech jsou fesenim ¢ésti parabol s ohnisky
ve vrcholech ¢tverce a tidici piimkou p. Vzhledem k tomu, ze u vzdalenéjsi rov-

nobézné strany c¢tverce C'D neexistuje takova kruznice, ktera by se ji dotykala z
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vnéjsi strany a zaroven piimka p byla teénou této kruznice, tak z tohoto duvodu
neexistuji ani body, které by byly stejné vzdéleny od piimky p a strany CD.

Vysledkem je tedy sjednoceni mnozin, které na sebe navazuji.

V4

Obréazek 1.13

b) zadna strana ¢tverce ABC' D neni rovnobézna s primkou p a ptimka p nemé
zadny spolecny bod se ¢tvercem ABCD (obr. 1.14)
P1i feseni budeme postupovat obdobné jako v predchozi varianté. Na rozdil od
varianty a) v tomto pripadé existuji body, které maji stejnou vzdalenost od kazdé
strany ¢tverce ABC'D a od primky p. V castech ohrani¢enych ptimkami AB, C'D
a BC, AD je TeSeni stejné jako v piikladu 1.2.3 a fesnim v téchto ¢astech jsou
tak osy thla, které sviraji pifmky AB, CD, BC' a AD s pifmkou p. Resenim je
pak mnozina bodu, které prechazi z ¢asti os ihlu na ¢asti parabol s ohnisky ve

vrcholech ¢tverce s tidici primkou p v mistech kde protinaji prodlouzené primky

AB, BC'a(CD a AD .
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Obrézek 1.14

c) piimka p obsahuje stranu AB ¢tverce ABC'D (obr. 1.15)
V tomto ptipadé, kdy strana AB je soucasti primky p je strana AB ¢éasti feSeni a
¢éasti parabol s ohnisky v bodech A, B nejsou soucasti feseni jako ve varianté a).
Sestrojené osy uhlu, které sviraji strany BC' a AD s piimkou p a paraboly s oh-
nisky v bodech C, D ohranicené piimkami, které obsahuji strany ¢tverce ABC' D
jsou opét soucdsti reseni jako v piipadé a). Uvazujme zde navic body v opacné
polorovniné urcené piimkou p. V této poloroviné je feseni stejné jako v prikladu
1.2.3 a feSsenim je tedy mnozina vSech bodu lezicich uvniti pasu ohrani¢eného
piimkami a, b, kde A € a, B € b, a L p, b L p. Zaroven hledand mnozina ob-
sahuje body, jez se nachazi uvniti ¢tverce. Mnozinu vsech bodu uvnitt ¢tverce si
rozdélime na mnoziny ohranicené thlopiickami ¢tverce a jejich prusecik oznacime
S. V jednotilvych mnozinach postupujeme pfi feSeni obdobné jako v prikladu
1.2.3. Pro mnozinu bodu uvniti ¢tverce tak bude fesenim trojihelnik ABS a

mnozina vSech bodu uvnitt trojihelniku ABS.
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Obrazek 1.15

d) pifimka p prochazi vrcholem A ¢tverce ABCD (obr. 1.16)
Resen{ ziskdme obdobnym zptisobem jako z predeslych pifpadii. Bod A neni oh-
niskem paraboly jako ve varianté b) a na rozdil od varianty c) v polorovnié ne-
obsahujici vsechny vrcholy ¢tverce ohrani¢cené primkou p bodem A prochézi po-
lopfimka kolmé na piimku p a vSechny body na této polopiimce budou soucasti

feSeni spolu s fesenim z varianty b).
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Obréazek 1.16
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e) piimka p protind ¢tverec ABCD a je rovnobézna se stranou AB (obr. 1.17)
Resen{ si zde rozdélime na body lezici vné ¢tverce ABC'D a na body lezici uv-
nitt ¢tverce ABCD. Pro body lezici vné pouzijeme postup z varianty a). Pro
nalezeni bodu lezicich uvniti ¢tverce vyuzijeme obdobny postup jako ve varianté
c¢). Ozna¢me si nejprve pruseciky piimky p se ¢tvercem E, F. Zde si mnozinu
vSech bodu uvnitt ¢tverce rozdélime na dva obdélniky ABEF a ECDF. Kazdy
obdéInik rozdélime na tii mnoziny M = {X; (| X ED| < |X FD|)A (X ED| <
(XCDN} N = {X;(IXFD| < [XCD|) A (X FD| < |[XEC|)} a O =
{X;(|XCD| < |XFD|) A (|IXCD| < |X EC|)}. Pro mnoziny M, N, O
vyuzijeme podobné jako ve varianté c) definici osy thlu a feSenim pak budou
¢asti os thlu a os pasu. Vysledkem je pak jak mnozina bodu, které postupné na-
vazuji z ¢asti os ihli na ¢asti osy pasu tak mnozina bodu obdobnych ve varianté

a), kde prechdzi ¢asti os ihlu na ¢asti parabol.

Obrazek 1.17

f) piimka p protiné ¢tverec ABC'D a neni rovnobézna s zadnou stranou ¢tverce
(obr. 1.18)
Jako ve varianté e) si rozdélime feseni na body lezici vné ¢tverce ABC' D a na body
lezici uvnitt ¢tverce ABC'D. Pro body lezici vné pouzijeme postup z varianty

b). Pro nalezeni bodu lezicich uvniti ¢tverce postupojeme jako ve varianté e) a
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vytvorime ¢asti os thlu, které ziskame prodlouzenim vsech stran ¢tverce ABCD.
Resenim jsou jak c¢ésti os uhlu, které postupné na sebe navazuji tak i mnozina

bodu obdobnych ve varianté b), kde prechézi ¢asti os hlia na ¢éésti parabol.

Obrazek 1.18

Priklad 1.2.6
Je dan ¢tverec ABC'D se sttedem S a kruznice k se sttedem S a polomérem r.

Urcete mnozinu vSech bodt, které maji stejnou vzdalenost od ctverce a kruznice.

Uvazujme moznosti:
a) |[SA| <r (obr. 1.19)
Pro hledédni mnoziny bodu budeme vyuzivat mnoziny vsech bodu stejné vzdalenych
od primky a od kruznice a mnoziny vsech bodu stejné vzdalenych od bodu a od
kruznice. ReSenf si rozdélime na ¢sti ohrani¢ené piimkami AB, BC, CD a AD.
V castech ohranicenych dvojicemi pitimek AB, BC a C'D a AD hleddme mnozinu
viech bodi, které budou stejné vzdélené od stran ¢tverce a kruznice k. Resenim v
téchto ¢dstech tak budou éasti parabol s ohniskem v bodé S (podrobnéji popsano
v piikladu ¢. 1.2.4). Ve zbylych ¢édstech se bude jednat o piipad mnoziny vsech
bodi stejné vzdalenych od bodu a kruznice. Refenfm v téchto édstech jsou tak
c¢asti elips s jednim ohniskem ve stiedu kruznice k£ a druhym ve vrcholech ¢tverce

ABC'D (podrobnéji popséno v prikladu 1.2.1.) Vyslednd mnozina hledanych bodu
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se tak skladat z ¢asti parabol a elips ohrani¢enych primkami AB, CD, BC a AD.

3 P4

n

o

P2 A B

Obrézek 1.19

b) 3|AB| > r (obr. 1.20)

V tomto piipadé si feSeni rozdélime na mnoziny ohranicené piimkami AC a
BD. M = {X;p(X,AB) < p(X,BC) A p(X,AB) < p(X,CD) A p(X,AB) <

p(X, AD)}, N = {X; p(X, BC) < p(X,CD)Ap(X, BC) < p(X, AD)Ap(X, BC) <
p(X,AB)} a O = {X; p(X,CD) < p(X, AD)Ap(X,CD) < p(X, AB)Ap(X,CD) <
p(X,BC)}aP = {X;p(X,AD) < p(X, BC)Ap(X, AD) < p(X, CD)Ap(X, AD) <
p(X, AB)}. Pro mnozinu M fesime mnozinu viech bodii, které jsou stejné vzdalené
od piimky AB a kruznice k. Obdobné postupujeme u mnozin N, O a P, kde
feSime mnozinu v8ech bodu, které jsou stejné vzdalené od piimek BC, CD, AD
a kruznice k. Ve vSech téchto pripadech vyuzijeme postup z piikladu 1.2.4 a).
Resenfm jsou tak ¢dsti parabol ohrani¢enymi pifmkami AC' a BD s ohnisky ve

strfedu kruznice k.
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Obréazek 1.20

c) p(S,A) > r AL|AB| < r (obr. 1.21)
Postupujeme stejné jako v predeslé varianté b) a rozdélime si mnozinu opét na
¢asti ohranicené piimkami AC' a BD. Na rozdil od varianty b) ¢tverec protina
kruznic k a proto vyuzijeme pro hledani mnoziny vsech bodu stejné vzdélenych od
jednotlivych stran ¢tverce a kruznice k piikladu 1.2.4 ¢). Navic v tomto piipadé
si body vné ctverce rozdélime na ¢asti ohranicené primkami AB, BC, CD a AD.
Resime tak mnozinu vsech bodi, jez maji stejnou vzdalenost od vrcholi étverce
a kruznice k. Protoze vrcholy c¢tverce lezi vné kruznice k bude feSeni v téchto
¢astech rameno hyperboly, které je blize k vrcholum ¢tverce (podrobnéji popsano
v pifkladu 1.2.1 d)). ReSenim jsou tak ¢dsti parabol ohranicené pifmkami AC a
BD s ohnisky ve stiedu kruznice k a ¢asti hyperbol s ohnisky ve vrcholech ¢tverce

a kruznice k.
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Obrazek 1.21

d) p(S,A) =r (obr. 1.22)
Tuto variantu Fesime obdobné jako v piipadé a). Resen{ si rozdélime na ¢ésti
ohranicené primkami AB, BC, CD a AD. V castech ohrani¢enych dvojicemi
rovnobéznych piimek AB, CD a BC, AD feSime mnozinu vSech bodu stejné
vzdalenych od primek AB, BC, CD, AD a kruznice k, a proto jsou v téchto
¢astech feSenim ¢dsti parabol (viz. priklad 1.2.4). Ve zbylych castech fesime
mnozinu v8ech bodu stejné vzdédlenych od vrcholu étverce a kruznice k a vyuzijeme
postup z piikladu ¢. 1 ¢), kde musime zohlednit, Zze strany ¢tverce lezi uvnitt
kruznice, a protoze sviraji uhel 90° tak nebude existovat kruznice, jez by se
dotykala kruznice k ve vrcholech étverce z vnitin{ strany. Resen{ v téchto ¢éstech
se tak zredukuje na poloprimky od vrcholu ¢tverce. Hledand mnozina je pak sjed-

noceni casti parabol s polopiimkami.
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Obrazek 1.22

e) 35]AB| =r (obr. 1.23)
V tomto Feseni postupujeme podobné jako v piipadu b). Zde ovsem vezméme
v uvahu body dotyku kruznice k se stranami ctverce. V téchto bodech budeme
reSit mnozinu vSech bodu, jez jsou vzdalené od bodu dotyku a kruznice k jako v
prikladeé 1. ¢). Dostavame tak polopiimky vedené ze stfedu kruznice k prochézejici
body dotyku kruznice k se stranami ¢tverce. Sjednocenim téchto polopiimek
ziskame dvé na sebe kolmé pfimky a po sjednoceni s ¢astmi parabol ziskame

hledanou mnozinu.

D C

Obréazek 1.23
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1.3. Mnoziny bodu s vyuzitim podobnosti, obvo-
dové tuhlu, cyklu

1.3.1. Priklady

Priklad 1.3.7
Urcete mnozinu vSech bodi, ze kterych lze vidét trojihelnik ABC' pod

uhlem «

Uvazujme nejprve kruznicové oblouky ky, ko, k3, pod kterymi lze vidét jednot-

livé strany trojuhelniku pod danym dhlem « (vyuzijeme zobecnénou Thaletovu
< —
vétu o obvodovych thlech). Sestrojime piimky pi, ps, p3, kde p1 =AB,py =BC

<
,p3 =AC. Protnou-li tyto piimky kruznicovy oblouk ptrechazi feseni v bodé

pruniku na kruznicovy oblouk sestrojeny nad protilehlou stranou trojuhelniku.

Obréazek 1.24

Piiklad 1.3.8 Necht jsou dény pifmky p, ¢ uréete mnozinu vsech bodi X
pro kterou plati p(X, p) = kp(X,q), kde k € R+
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a) Piimky p, ¢ jsou ruznobézné (obr. 1.25)

Uvazujme libovolné pifmky p’, p” pro které bude platit p’ || p, p” || p, p(p', p) =1,
p(p";p) =m, kde I,m > 0,1 # m a l,m € R. Déle pak uvazujme piimky ¢, ¢”
pro které plati ¢’ || ¢, ¢" || ¢, p(¢,q) = tl p(q",q) = tm, kde t € RT a oznacme si
X prusecik piimek ¢’ a p’ a Y prusecik piimek p” a ¢”. Oznac¢me si body X1, X5
paty kolmic vedenych po tadé k primkam p,q prochazejici bodem X a Yi,Y,
paty kolmic vedenych po tadé k pirimkam p, ¢ prochazejici bodem Y. Z podob-

nosti trojuhelniku SXX; a SYY; a z podobnosti trojihelniku SX X5 a SYY,

| XX1| _ |YYi]

plyne X%l = v = k. Resenim je mnozina vSech pruseciku takto sestrojenych

rovnobéznych ptimek s p s rovnobéznymi primkami s ¢

q e—

P o P

&
b

Obrézek 1.25

b) Piimky p, ¢ jsou rovnobézné (obr. 1.26)
Stejné jako v predeslém piipadé uvazujme libovolné rovnobézky s piimkami p, q.
Zde na rozdil od ptedeslého piipadu existuje pouze jedna dvojice piimek, které
budou mit alespon jeden spoleény bod a plati p(p,p’) = kp(q,q’) a tato dvojice
pifmek jsou totozné pifmky. Resenfm je tak jedna pifmka rovnobéznd s pifmkami

b, q.
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q

X, Ys

Obrazek 1.26

Priklad 1.3.9 Je déana primka p a bod A, ktery na ni nelezi. Po piimce p se
pohybuje bod X. Uréete mnozinu vSech stredu tisecek AX.

Uvazujme body X, Xy € p, X7 # X,. Stfedni pricka trojihelniku AX; X5
je mnozina stfedu usecek AY, kde Y € X?XQ, které lezi na ptimce rovnobézné
s primkou p Probéhnou-li body X, X5 pfimku p, pak zfejmé plati, ze vSechny
sttedy tsecek AY lezi na stfedni pticce. Mnozinou vsech stredu usecek AX je tak

piimka rovnobézna s primkou p ve vzdélenosti % p(A,p) od piimky p a bodu A.

VAN

Xy Y X

Obréazek 1.27
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1.4. Priklady na procviceni

1. Necht jsou ddny dvé soustfedné kruznice k, ¥’ o polomérech r, 7" € R,r > r’
se stfedy v bodech S, S’. Uréete mnozinu vsech bodu X, pro které plati p(X, k) =
p(X, k)

[Sousttednd kruznice I s k a k', kterd ma polomeér 2r — ']

2. Necht je ddn trojihelnik ABC' a piimka p. Uréete mnozinu vsech bodt, jez
jsou stejné vzdalené od trojuhelniku a piimky.

[Trojuihelnik rozdélime na ¢asti pifmek a vrcholy trojihelniku, feSenim tak
budou ¢asti os uhla (pfipadné osa pasu, pokud bude dand strana trojtihelniku rov-
nobéznd s piimkou) a ¢asti parabol s ohnisky ve vrcholech trojihelniku ohrani¢ené

piimkami AB, BC, AC']

3. Necht je dén ctverec ABCD a bod E. Urcete, pod jakym tihlem lze vidét
¢tverec z bodu E.

(max {|FAEB|, |JAEC], [JAED|, |$BEC|, [4BED|, |$CED|}]

4. Je ddna usecka AB, |AB| = 8 em. Uréete mnozinu vsech bodu X, pro které
plati p(X,AB) =5 cm
[Dvé rovnobézné tusecky s AB o velikosti 8 ¢m s dvéma pulkruznicemi se

stfedy v bodech A, B

5. Urcete mnozinu v8ech bodu, jez jsou stejné vzdalené od dvou usecek AB a
CD, kde ptimky AB a C'D jsou rovnobézné. Body A, B, C', D tvoii kosoctverec
o délce strany 5 em. |AD| > |BC|

[Sjednocent édsti osy pasu urceného piimkami AB a C'D s ¢dstmi parabol s

ohnisky v bodech B, C's fidicimi ptimkami C'D, AB a s ¢astmi os tisecek AC', BD]

6. Necht je dan kosodélnik ABCD, kde a =5 em, b= 3 cm
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a |[<DAB| = 30°. Najdéte mnozinu vsech bodu, pod kterymi lze vidét kosodélnik
pod thlem mensim nez 50°.

[Sjednoceni ¢asti kruznicovych oblouku, pod kterymi lze vidét dané strany
kosodélniku pod thlem mensim nez 50° ohrani¢ené prodlouzenymi stranami ko-

sodélniku]

7. Necht je ddn pravouhly lichobéznik ABC'D, kde a = 6 cm, ¢ = 3 cm,
d = 2 ¢m. Najdéte mnozinu vSech bodu, pod kterymi lze vidét lichobéznik pod
thlem vétsim nez 120°.

[Sjednoceni ¢asti kruznicovych oblouku, pod kterymi lze vidét dané strany

lichobézniku pod thlem vétsim nez 120° ohranicené prodlouzenymi stranami li-

chobézniku]

8. Necht je ddna pifmka p a bod A. Uréete mnozinu véech bodi, jez maji
od primky p vzdéalenost mensi nez 3 ¢m a od bodu A vétsi nez 3 c¢m, kde plati
p(A,p) =4 cm.

[prunik mnoziny vsech bodu ohrani¢enou piimkami rovnobéznymi s piimkou
p s mnozinou vSech bodu ohrani¢enou kruznici se stredem v bodé A o poloméru

3 cm]

9. Necht je ddn rovnostranny trojithelnik ABC' o délce strany, uréete mnozinu
vsech bodu X, jez maji od trojihelniku vzdalenost mensi nez }1|AB|

[mnozina bodu vyplni ¢dsti pasu uréenych primkami, jez jsou rovnobézné
se stranami trojihelniku ohrani¢enych prodlouzenymi stranami trojihelniku a

zaroven ¢ast kruht se stiedy ve vrcholech trojihelniku.]
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1.5. Mnoziny bodu zadané linearni rovnici

Véta 1.5.1
Je dan libovolny trojuhelnik ABC'. Zvolime libovolny bod X strany AB a ozna¢ime
po tadé x,y jeho vzdalenosti od ptimek AC, BC'. Potom soucet ax + by, kde a, b
jsou délky stran trojihelniku ABC, ma stejnou hodnotu pro vsechny body X a

je roven dvojnésobnému obsahu trojihelniku ABC.

Obrazek 1.28

Dukaz
Pro vnitini bod X usecky AB plati | X X;| = z,| X X3| = y, kde X7, X5 jsou paty
kolmic vedené z bodu X k ptimkam a,b a x,y jsou jeho vzdalenosti od piimek
AC, BC'. Spojnice C'X rozdéli trojuhelnik ABC na dva trojuhelniky ACX, BC'X
a pro jejich obsahy plati:

2.5sex + 2.54cx = 2.54Bc, proto ax + by = 2.54pc, coz jsme chtéli dokazat

Véta 1.5.2
Je dan libovolny trojihelnik ABC'. Zvolime libovolny bod X na prodlouzenich
strany AB a oznac¢ime z,y jeho vzdalenosti od primek AC, BC. Potom vyraz
lax — byl, kde a, b jsou délky stran trojihelniku ABC, mé stejnou hodnotu pro

vsechny body X a je roven dvojndsobnému obsahu trojihelniku ABC.
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Obrazek 1.29

Dukaz
Pro bod X na prodlouzenich tsecky AB plati | X X;| = z,| X X3| =y, kde X1, X5
jsou paty kolmic vedené z bodu X k primkam AC, BC' a x,y jsou jeho vzdéalenosti
od piimek AC, BC. Spojnice C'X rozdéli trojihelnik ABC na dva trojtihelniky
ACX, BCX a pro jejich obsahy plati:

|2~SBCX — Q.SAC)(‘ = Q.SAgc, pI‘OtO |CLJI — by| = 2-SA307 COZ jsme chtéli dokézat

Priklad 1.5.10
Jsou dany ruznobézky p,q,p N g = C a redlnd cisla a # 0,b # 0,c¢ > 0. Urcete
mnozinu v8ech bodu, které maji po fadé od primek p, ¢ vzdalenosti x, y, pricemz

plati az + by = ¢

Uvazujme moznosti:
a) a>0,b>0 (obr. 1.30)
Resen{ ukézeme pro jeden z thll, které sviraji pifmky p,q a u ostatnich dhla
budeme postupovat stejné. Sestrojime-li trojihelnik ABC, kde A € p,B € ¢
a zéroven plati |AC| = a, |BC| = b, pak z véty 1.5.1 plyne pro kazdy bod X
usecky AB rovnice xa+by = 25, kde S je obsah trojihelniku ABC'. Sestrojime-li
trojuhelnik A’B'C kde A" € p, B' € q a zaroven plati |A'C| = ka, |B'C| = kb,
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pak z véty 1.5.1 plyne, Ze pro kazdy bod X tsecky AB rovnice kxa + kby = 25’,
kde S’ je obsah trojihelniku A’B’C. Z podobnosti trojihelniku ABC a A’B'C
pak plyne 25’ = |CA'|.|B'Vg/| = k|CA|.k|BVg| = k*2S. Dosazenim k?2S za 25’
zpét do rovnice a nasledném vykraceni pak dostavame rovnici za + by = 2kS. Z
této rovnice ndm pak vyplyvd ¢ = 2kS = k = ;3. Hledanou mnozinou bodu pro
zvoleny thel je tak tsecka A'B’. Vyslednd mnozina je pak sjednoceni takto se-
strojenych tsecek v kazdém tihlu, které svira piimka p s primkou ¢, a tyto tsecky

tvori rovnobéznik.

Obréazek 1.30

b) a> 0,0 <0 (obr. 1.31)
V tomto piipadé postupujeme obdobné jako pripadé a). Na rozdil od piipadu a)
vyuzijeme vétu 1.5.2 a v rovnicich se tak zméni znaménko u b na zadporné a do-
staneme tak vyslednou mnozinu ¢tyt polopiimek, které jsou prodlouzenim stran

rovnobézniku v protéjsich vrcholech z pripadu a)
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Obréazek 1.31

c) a<0,b>0 (obr. 1.32)
V tomto piipadé opét postupujeme obdobné jako piipadé a). Na rozdil od piipadu
a) vyuzijeme vétu 1.5.2 a v rovnicich se tak zméni znaménko u a na zéporné a do-
staneme tak vyslednou mnozinu ¢tyt polopiimek, které jsou prodlouzenim stran

rovnobézniku z piipadu a)
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Obréazek 1.32

d)a<0,b<0
V tomto ptipadé by platilo, ze leva ¢ast rovnice ax + by < 0, a protoze plati

ar + by = ¢ > 0 proto dana rovnice nebude mit feseni.
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Seznam pouzitych matematickych znacek

A

p

k

AB
AB
pA
|AB|
pllaq
plq
JAVB
| XAV B|

bod A

primka p

kruznice k

piimka urc¢end body A, B

usecka urcena body A, B
polorovina urc¢end piimkou p a bodem A
délka tsecky AB

piimka p je rovnobézna s piimkou ¢
primka p je kolma k primce ¢

uhel AV B

velikost thlu AV B
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Zaver

Snahou této bakalarské prace bylo prohloubit znalosti stfedoskolského uciva
a zaroven ukdazat pojem geometrické mista ruznymi pohledy. Uvedené priklady
se na stifednich Skolach prilis ¢asto neobjevuji a mohly by zaujmout studenty
svymi ruznymi feSenimi. Zaroven bylo snahou ukazat pestrost typu piikladu na
mnoziny bodu danych vlastnosti. Obrazky v této bakalarské praci byly vytvoreny
v programu Geogebra, ktery je volné dostupny na www.geogebra.org . V tomto
programu lze pomérné snadno zobrazit nékteré typy mnozin, které by bylo jinak

tézké si predstavit ¢i narysovat.
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