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2.2 Bayesovský př́ıstup k analýze přež́ıváńı . . . . . . . . . . . . . . . 25
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(modře) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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Úvod

Analýza přež́ıváńı se zabývá modelováńım doby do výskytu nějaké události.

Událost́ı rozumı́me např́ıklad přežit́ı či úmrt́ı při výskytu nějaké choroby. Analýzu

přež́ıváńı můžeme také využ́ıt ke zkoumáńı doby než zabere lék. Využit́ı této

analýzy můžeme naj́ıt i v jiných odvětv́ıch. My však budeme analýzu prezentovat

na datech týkaj́ıćıch se rakoviny dutiny ústńı a událost́ı tak pro nás bude skutečně

právě úmrt́ı a tyto dva pojmy tedy budeme v práci volně zaměňovat.

Na úvod si představ́ıme, jak vypadaj́ı analyzovaná data a co nás na nich

bude zaj́ımat. Poté si předvedeme testy, které při analýze přež́ıváńı využijeme.

Následovat bude samotná analýza přež́ıváńı, kterou nejprve prozkoumáme z po-

hledu klasické a poté i z pohledu bayesovské statistiky.
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Kapitola 1

Data a základńı pojmy

1.1 Popis dat

K dispozici máme data týkaj́ıćı se rakoviny v oblasti dutiny ústńı, která může

být virového a nevirového p̊uvodu. Zda je rakovina virového či nevirového p̊uvodu

se určuje r̊uznými testy, z nichž my máme informace o dvou – RLB a SPF. Tyto

testy budeme považovat za hlavńı vysvětluj́ıćı proměnnou. A to z toho d̊uvodu že

bychom chtěli vědět, jestli máme léčbu stanovit na základě zjǐstěńı, že je rakovina

virového p̊uvodu.

Daľśı d̊uležité faktory, které budeme uvažovat, budou pochopitelně věk pa-

cienta v čase diagnózy, stádium rakoviny, v němž se pacient nacháźı, velikost

tumoru a jeho umı́stěńı, zda jde o muže či o ženu a jestli kouř́ı či jestli pije

alkohol. Mimo to máme pacienty také rozřazené do rizikových skupin podle od-

borných článk̊u věnuj́ıćıch se podobnému tématu. Jelikož však nemáme k dispozici

přesně tytéž informace o pacientech, byla data rozdělena čtyřmi r̊uznými zp̊usoby

označenými Risk Group 1 (g1) až Risk Group 4 (g4).

Posledńı sloupec tabulky udává dobu, po kterou se jedinec ve studii nacházel

a prokazatelně žil. Kromě toho máme také informaci o stavu pacienta, tj. jestli,

popř́ıpadě z jaké př́ıčiny zemřel, nebo jestli na konci studie stále žil.
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1.2 Ukázka dat

sex lok. vel. st. ter. stav kuř. alk. RLB SPF věk g1 g2 g3 g4 doba

1 1 4 4 1 5 1 1 16 16 59 3 3 3 3 2.12

1 1 4 4 1 4 1 1 0 0 54 3 3 3 3 0.95

2 1 3 4 2 4 0 0 0 0 70 2 2 2 3 1.52

1 1 2 4 1 5 1 1 0 0 56 2 3 2 3 6.30

1 1 2 3 1 1 NA NA 0 0 47 NA NA NA NA 13.73

Ještě před samotnou analýzou bude potřeba data trochu upravit. Testy RLB a

SPF totiž někdy podávaj́ı rozporuplné výsledky, proto můžeme uvažovat analýzu

zvlášt’ pro př́ıpad, kdy budou vycházet oba testy pozitivńı a zvlášt’ pro př́ıpad,

kdy bude aspoň jeden z nich vycházet pozitivńı.

1.3 Základńı pojmy

• Událost – Existuje několik možnost́ı, co můžeme považovat za nastáńı udá-

losti. V našem př́ıpadě budeme pracovat se situaćı, kdy událost́ı je úmrt́ı

(tzv. overall survival, zkráceně OS ). Daľśı možnost́ı může být např́ıklad

úmrt́ı z př́ıčiny rakoviny (disease specific survival, zkráceně DSS ). Obě maj́ı

svá pro a proti, jelikož OS je ovlivněn úmrt́ımi, která nenastala kv̊uli stu-

dované nemoci, zat́ımco DSS uvažuje nastáńı události pouze u jedinc̊u, u

kterých došlo prokazatelně k nastáńı sledované události, kterou je v tomto

př́ıpadě úmrt́ı na rakovinu. Může nám tak uniknout řada úmrt́ı, ke kterým

dojde z jiné př́ıčiny, která je ovšem d̊usledkem nemoci.

• Cenzorováńı – V datech se obvykle vyskytuj́ı pozorováńı, která nevystoupila

ze studie kv̊uli nastáńı události, ale kv̊uli tomu, že studie skončila, př́ıpadně

u DSS kv̊uli tomu, že př́ıčinou úmrt́ı bylo něco jiného než rakovina. U

těchto dat neznáme dobu přež́ıváńı. V takovém př́ıpadě máme dvě možnosti:

1.) můžeme odstranit všechna data, kde nedošlo k úmrt́ı, avšak jen za cenu

obrovské ztráty informace a hlavně úplného zkresleńı výsledk̊u, což zřejmě
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neńı právě nejvhodněǰśı, 2.) můžeme provést cenzorováńı. Podrobněǰśı popis

toho, jak se cenzorováńı provád́ı, bude vysvětlen dále v textu.

• Funkce přežit́ı – Tato funkce vyjadřuje pravděpodobnost přežit́ı obdob́ı

délky t od začátku sledováńı (tj. od diagnózy)

S(t) = P (T > t).

Funkce přežit́ı je evidentně nerostoućı, zprava spojitá, v bodě t = 0 je rovna

1 a limitně pro t→∞ jde k nule.

• Hazardńı funkce (anglicky hazard function) – Jedná se o funkci, která vy-

jadřuje pravděpodobnost úmrt́ı v daném okamžiku t pro člověka, který se

dožil okamžiku jen těsně před t́ım. Symbolicky ji můžeme vyjádřit v př́ıpadě,

že uvažujeme diskrétńı čas, jako

h(t) = P (T = t|T ≥ t),

a v př́ıpadě, že uvažujeme spojitý čas, jako

h(t) = −∂ lnSt
∂t

.
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Kapitola 2

Použité metody

2.1 Klasický př́ıstup k analýze přež́ıváńı

Analýza přež́ıváńı představuje v podstatě regresńı model, který se lǐśı od

ostatńıch regresńıch model̊u t́ım, že v sobě zahrnuje proces stárnut́ı. Jinak řečeno,

tato analýza umožňuje v modelu zahrnout také to, že člověk v pr̊uběhu času

stárne, č́ımž se měńı pravděpodobnost jeho přežit́ı. Chceme-li tedy provádět

analýzu přež́ıváńı, muśıme nejprve zavést hazardńı funkci, která nám umožňuje

tento faktor zahrnout do modelu. Základńım modelem je model s exponenciálńım

rozděleńım pravděpodobnosti dob přežit́ı, který se dá lehce odvodit.

Uvažujme lineárńı regresńı model, v němž budeme modelovat závislost loga-

ritmu času na nějakém známém regresoru (např. věk). Pro jednoduchost se zat́ım

budeme zabývat jen jediným regresorem a na situaci s v́ıce proměnnými úvahy

zobecńıme až v pozděǰśı sekci. Uvažovaný model tedy bude popsaný rovnićı

y = β0 + β1x+ σ · ε∗,

kde y = ln(t) a ε∗ = ln(ε). Vyjádř́ıme-li z této rovnice proměnnou t, dostaneme

t = e(β0+β1x) · εσ.

Konkrétńı tvar hazardńı funkce záviśı tedy na rozděleńı pravděpodobnosti chy-

bové složky. Exponenciálńı rozděleńı čas̊u přežit́ı dostaneme, jestliže zvoĺıme

σ = 1. Středńı hodnotu t potom źıskáme jako 1
λ

a dostaneme tedy

1

λ
= eβ0+β1x,
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odkud můžeme vyjádřit λ = e−(β0+β1x), což je zároveň i hazardńı funkćı v expo-

nenciálńım modelu pro analýzu přež́ıváńı, nebot’, jak jsme si uvedli výše, funkci

přežit́ı źıskáme jako 1 − F (t), kde F (t) = 1 − e−λt je distribučńı funkce expo-

nenciálńıho rozděleńı. Plat́ı tedy S(t) = e−λt, respektive lnS(t) = −λt. Derivaćı

podle t a vynásobeńım mı́nus jedničkou dostaneme, že hazardńı funkce je rovna

př́ımo parametru λ z exponenciálńıho rozděleńı čas̊u přežit́ı.

Zde bychom si měli všimnout dvou věćı – uvedená hazardńı funkce nezáviśı

na čase t (tj. nerozlǐsuje, jestli objekt sledujeme den, týden či celé roky) a

je převrácenou hodnotou nenáhodné složky z regresńıho modelu. Prvńı uve-

dená vlastnost může být v praxi překážkou, jelikož délka doby studie může

být významným faktorem. Proto si obvykle nevystač́ıme jen s exponenciálńım

rozděleńım a model zobecńıme na př́ıpad, kdy σ 6= 1 a chybová složka se tak ř́ıd́ı

Weibullovým rozděleńım s parametry α a σ. Hazardńı funkce dostane následuj́ıćı

podobu

h(t, x,β, λ) =
λtλ−1

(eβ0+β1x)λ
, (2.1)

kde λ = 1
σ

kv̊uli přehledněǰśımu zápisu. Budeme-li se na uvedenou funkci d́ıvat

jako na funkci proměnné času, dostaneme, že pro λ > 1 (resp. σ < 1) hazardńı

funkce roste s rostoućı dobou přež́ıváńı, zat́ımco pro λ < 1 (σ > 1) bude hazardńı

funkce s přibývaj́ıćım časem klesat. Ani tato funkce ovšem neńı univerzálńı, nebot’

předpokládá, že vývoj funkce v závislosti na čase je monotónńı. To znamená, že

si neporad́ı např́ıklad se situaćı, kdy hazardńı funkce do určitého času roste a

poté klesá.

Obecně od hazardńı funkce můžeme požadovat splněńı dvou ćıl̊u. Nejprve

chceme aby vyjadřovala, jak se měńı pravděpodobnost přežit́ı v závislosti na čase,

tzn. jaká je pravděpodobnost přežit́ı v každém čase t trváńı studie. Druhým ćılem

je zjistit, jak se tato pravděpodobnost měńı v závislosti na měńıćıch se hodnotách

regresor̊u. Často si vystač́ıme právě jen se splněńım druhého ćıle, např. pokud

chceme znát odpověd’ na otázku, jaký vliv na přež́ıváńı má nová terapie. V tom

př́ıpadě nám může posloužit semiparametrický model, který nemá předpoklady
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na rozděleńı chybové složky.

Semiparametrické modely předpokládaj́ı, že můžeme hazardńı funkci vyjádřit

ve tvaru

h(t, x,β) = h0(t)r(x, β1),

kde h0(t), tzv. baseline hazard function, vyjadřuje závislost hazardńı funkce na

čase (a jej́ı součást́ı je i člen eβ0), zat́ımco r(x, β1) vyjadřuje závislost této funkce

na hodnotě regresoru x. Obě funkce přitom muśıme volit tak, aby h(t, x,β) > 0

pro všechna t > 0. Nyńı můžeme zavést tzv. hazard ratio, které nám bude vy-

jadřovat poměr mezi dvěma hazardńımi funkcemi následovně:

HR(t, x1, x0) =
h(t, x1,β)

h(t, x0,β)
=
h0(t)r(x1, β1)

h0(t)r(x0, β1)
=
r(x1, β1)

r(x0, β1)
.

Tento poměr tedy nezáviśı na vývoji hazardńı funkce v čase h0(t), ale pouze na

jej́ı závislosti na regresoru v podobě funkce r(x, β1).

S uvedeným modelem přǐsel jako prvńı Cox v roce 1972, kdy uvedl funkci

r(x, β1) ve tvaru exβ1 . Hazardńı funkce a hazard ratio v Coxově modelu tedy

vypadaj́ı následovně:

h(t, x,β) = h0(t) · exβ1 . (2.2)

HR(t, x1, x0) = eβ1(x1−x0). (2.3)

Takto źıskané hazard ratio můžeme interpretovat jako poměr relativńıho rizika.

Jestliže tedy hazard ratio pro hazardńı funkci žen a muž̊u vyjde 0.51, znamená

to, že riziko úmrt́ı u muž̊u je v kterémkoliv okamžiku přibližně dvakrát větš́ı než

u žen.

Pod́ıvejme se nyńı, jak bude vypadat funkce přež́ıváńı pro hazardńı funkci

ve tvaru h0(t) · exβ1 . K tomu potřebujeme vědět, že za předpokladu absolutńı

spojitosti proměnné t můžeme funkci přež́ıváńı vyjádřit ve tvaru

S(t) = e−H(t,x,β),

kde H(t, x,β) je kumulativńı distribučńı funkce v čase t pro pozorováńı s danými
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hodnotami regresor̊u x. Dı́ky absolutńı spojitosti proměnné t pak můžeme vyjádřit

H(t, x,β) =

∫ t

0

h(u, x,β)du =

∫ t

0

h0(u) · r(x, β1)du = r(x, β1) ·
∫ t

0

h0(u)du =

= r(x, β1) ·H0(t).

(2.4)

Kumulativńı distribučńı funkci tedy můžeme zapsat jako součin základńı kumula-

tivńı distribučńı funkce H0(t) a funkce r(x, β1) pro subjekt s hodnotami regresor̊u

x. Obecná semiparametrická funkce přežit́ı tedy bude vypadat následovně:

S(t, x,β) = e−r(x,β1)H0(t) = [e−H0(t)]r(x,β1) = [S0(t)]
r(x,β1),

kde S0(t) = e−H0(t) budeme značit základńı funkci přežit́ı. V př́ıpadě Coxova

modelu tak dostaneme:

S(t, x,β) = [S0(t)]
exβ1 .

Běžně se regresńı modely sestavuj́ı tak, aby maximalizovaly funkci věrohod-

nosti, ale v př́ıpadě Coxova modelu vypadá př́ıslušná funkce věrohodnosti takto

(jej́ı odvozeńı je popsáno v [1]):

l(β) =
n∏
i=1

[h(ti, xi,β)]ci · [S(ti, xi,β)],

respektive

L(β) = ln[l(β)] =
n∑
i=1

(
ci · ln[h0(ti)] + cixiβ1 + exiβ1 ln[S0(ti)]

)
,

kde xi je hodnota regresoru u i-tého pozorováńı a ci vypov́ıdá o tom, zda u i-

tého pozorováńı došlo k události (ci = 1), nebo bylo potřeba cenzorovat (ci = 0).

Zásadńı problém vyvstává kv̊uli tomu, že nemáme konkrétńı tvar základńı ha-

zardńı funkce a funkce přežit́ı, proto se mı́sto funkce věrohodnosti použ́ıvá parciál-

ńı funkce věrohodnosti (anglicky partial likelihood function), která má následuj́ıćı

podobu:

lp(β1) =
n∏
i=1

[
exiβ1∑

j∈R(ti)
exjβ1

]ci
,
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kde výraz ve jmenovateli sč́ıtáme přes všechny objekty v rizikové skupině v čase

ti. Rizikovou skupinou R(ti) přitom rozumı́me skupinu pozorováńı, u ńıž je doba

přežit́ı či doba do cenzorováńı větš́ı nebo rovna danému časovému okamžiku ti.

Funkce se obvykle uvád́ı ve tvaru bez výraz̊u, pro něž ci = 0.

lp(β1) =
m∏
i=1

ex(i)β1∑
j∈R(t(i))

exjβ1
, (2.5)

kde m znač́ı počet r̊uzných čas̊u přežit́ı a x(i) je hodnota regresoru pro subjekt

s uspořádaným časem přežit́ı t(i). Logaritmus parciálńı funkce věrohodnosti pak

bude vypadat takto:

Lp(β1) =
m∑
i=1

(
x(i)β1 − ln

[ ∑
j∈R(t(i))

exjβ1
])
.

Zderivováńım podle β1 a srovnáńım s nulou źıskáme následuj́ıćı rovnici (de-

tailńı odvozeńı je popsáno v [1]):

m∑
i=1

(
x(i) − x̄wi

)
= 0,

kde

x̄wi =
∑

j∈R(t(i))

wij(β1)xj, wij(β1) =
exjβ1∑

l∈R(ti)
exlβ1

,

odkud můžeme spoč́ıtat odhad parametru β1 (budeme jej značit β̂1).

Ukazuje se, že takto źıskaný odhad má stejné distribučńı vlastnosti jako od-

hady źıskané pomoćı metody maximálńı věrohodnosti. Mezi ně patř́ı i to, že

odhad asymptotického rozptylu tohoto odhadu můžeme spoč́ıtat jako záporně

vzatou převrácenou hodnotu druhé derivace logaritmu d́ılč́ı funkce věrohodnosti

v bodě β̂1. S využit́ım výše uvedeného vztahu pro výpočet wij(β1) dostaneme

∂2Lp(β1)

∂2β1
= −

m∑
i=1

∑
j∈R(t(i))

wij(β1)(xj − x̄wi)2.
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Vynásob́ıme-li výraz na pravé straně mı́nus jednou, dostaneme tzv. pozorovanou

informaci I(β1) = −∂2Lp(β1)

∂2β1
(v př́ıpadě vektoru parametr̊u β hovoř́ıme o ma-

tici pozorované informace, kterou znač́ıme I(β)). Odhad asymptotické variančńı

matice je tedy převrácenou hodnotou pozorované informace v bodě β = β̂.

ˆvarβ̂ = I(β̂)−1.

V praxi obvykle potřebujeme znát směrodatnou odchylku odhad̊u (kv̊uli test̊um

významnosti), tu źıskáme odmocněńım rozptylu.

2.1.1 Testy významnosti, konfidenčńı intervaly

V analýze přež́ıváńı se nejčastěji vyskytuj́ı tři testy významnosti pro jed-

notlivé parametry (všechny vyžaduj́ı dostatečně velké množstv́ı necenzorovaných

pozorováńı):

• Test založený na poměru věrohodnost́ı (partial-likelihood ratio test)

B Testová statistika má tvar: G = 2 · [Lp(β̂1)− Lp(0)]

Lp(0) = −
∑m

i=1 ln(ni) . . . hodnota maxima logaritmu parciálńı funkce

věrohodnosti za podmı́nky β1 = 0

Lp(β̂1) . . . maximum logaritmu parciálńı funkce věrohodnosti v modelu

s odhadem regresńıho parametru β̂1

Za platnosti nulové hypotézy plat́ı G ∼̇ χ2
1

• Wald̊uv test

B Testová statistika má tvar: z = β̂1
ŜE(β̂1)

Za platnosti nulové hypotézy plat́ı z ∼̇ N(0, 1)

• Skórový test

B Testová statistika má tvar: z∗ = ∂Lp/∂β1√
I(β1)
|β1=0

Za platnosti nulové hypotézy plat́ı z∗ ∼̇ N(0, 1)
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V praxi vycházej́ı obvykle výsledky všech tř́ı test̊u velmi podobně, pokud by

však došlo k rozporu mezi nimi, doporučuje se rozhodnout na základě partial-

likelihood ratio testu. Wald̊uv test se využ́ıvá sṕı̌se u model̊u s v́ıce vysvětluj́ıćımi

proměnnými, kde slouž́ı jako kritérium pro výběr významných regresor̊u.

Uvedené testy můžeme využ́ıt také při konstrukci konfidenčńıch interval̊u pa-

rametr̊u β1. Jako př́ıklad si můžeme uvést využit́ı Waldovy statistiky, kdy v́ıme,

že odhady maj́ı asymptoticky normálńı rozděleńı pravděpodobnosti se směrodat-

nou odchylkou

√
I(β̂1)−1. Koncové body 100(1−α)% intervalu v takovém př́ıpadě

dostaneme jako:

β̂1 ± u1−α
2
ŜE(β̂1),

kde u1−α
2

znač́ı 100(1− α
2
)% kvantil normovaného normálńıho rozděleńı.

2.1.2 Model s v́ıce vysvětluj́ıćımi proměnnými

Uvažujme nyńı př́ıpad s p regresory, jejichž hodnoty jsou změřeny na každém

pozorováńı a po celou dobu studie se neměńı. Pro každé pozorováńı nyńı budeme

mı́t k dispozici uspořádanou trojici hodnot (ti,xi, ci), kde ti je pozorovaný čas

přež́ıváńı, x′i = (xi1, . . . , xip) je vektor regresor̊u a ci nese informaci o tom, zda

bylo pozorováńı cenzorované, nebo ne. Parciálńı funkci věrohodnosti poté dosta-

neme, když ve vztahu 2.5 nahrad́ıme jediný regresor x(i) vektorem regresor̊u x(i)

a koeficient β vektorem koeficient̊u β = (β1, . . . , βp)
′.

Podobně jako v př́ıpadě modelu s jednou vysvětluj́ıćı proměnnou, dostaneme

maximálně věrohodné odhady vektoru koeficient̊u β tak, že výraz zderivujeme

podle každé složky tohoto vektoru a výsledné výrazy polož́ıme rovny nule. Rovnice

źıskaná derivaćı podle k-té složky bude vypadat takto:

∂Lp(β)

∂βk
=

m∑
i=1

[
x(ik) −

∑
j∈R(t(i))

xjke
x′jβ∑

j∈R(t(i))
ex
′
jβ

]
=

m∑
i=1

[
x(ik) − x̄wik

]
,

kde

wij(β) =
ex
′
jβ∑

l∈R(t(i))
ex
′
lβ

x̄wik =
∑

j∈R(t(i))

wij(β)xjk
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a x(ik) označuje hodnotu k-tého regresoru pro subjekt s uspořádanou dobou

přežit́ı t(i). Takto źıskaný odhad koeficient̊u β budeme značit β̂ = (β̂1, . . . , β̂p)
′.

Vı́cerozměrnou analogíı pozorované informace bude informačńı matice, kterou

źıskáme jako

I(β) = −∂Lp(β)

∂2β
,

a stejně jako v jednorozměrném př́ıpadě budeme s jej́ı pomoćı odhadovat variačńı

matici parametr̊u β jako

ˆvar(β̂) = I(β̂)−1.

Jednoduché zobecněńı pro př́ıpad s v́ıce regresory lze provést rovněž u test̊u

významnosti vektoru koeficient̊u. Nulová hypotéza pro model s p vysvětluj́ıćımi

proměnnými bude mı́t podobu β1 = · · · = βp = 0. V př́ıpadě partial-likelihood

testu bude mı́t testová statistika opět tvar

G = 2 · [Lp(β̂)− Lp(0)]

a za platnosti nulové hypotézy se bude asymptoticky ř́ıdit rozděleńım χ2
p. Zamı́tnut́ı

nulové hypotézy indikuje, že alespoň jeden ze zkoumaných regresor̊u statisticky

významně souviśı s dobou přež́ıváńı. Analogie zbylých dvou test̊u se daj́ı źıskat

s pomoćı maticových výpočt̊u, které jsou však v praxi nepohodlné a spokoj́ıme se

proto s uvedeným partial-likelihood ratio testem. Ten se využ́ıvá také k porovnáńı

dvou model̊u, podobně jako se v lineárńı regresi použ́ıvá F-test. Výsledná sta-

tistika má za nulové hypotézy (plat́ı podmodel) χ2 rozděleńı s počtem stupň̊u

volnosti daným počtem parametr̊u, o které se modely lǐśı. Je však potřeba, aby

byly oba modely odhadnuty na základě stejných pozorováńı.

Výše uvedené metody založené na parciálńı funkci věrohodnosti vycházej́ı

z předpokladu, že v pozorovaných dobách přežit́ı nedošlo ke shodám. To se v praxi

stává sṕı̌s zř́ıdka a zavedly se proto některé modifikace. Jedna z možnost́ı je

předpokládat, že ke shodám docháźı kv̊uli nepřesnostem v měřeńı, a spoč́ıtat

přesný partial likelihood tak, že zahrneme všechna možná uspořádáńı těchto shod.
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Jinou cestou je využ́ıt Breslowovu (2.6) nebo Efronovu aproximaci (2.7):

lp1(β) =
m∏
i=1

ex
′
(i)+

β[∑
j∈R(t(i)

ex
′
jβ
]di (2.6)

lp2(β) =
m∏
i=1

ex
′
(i)+

β∏di
k=1

[∑
j∈R(t(i)

ex
′
jβ − k−1

di

∑
j∈D(t(i)

ex
′
jβ
] , (2.7)

kde di znač́ı počet pozorováńı se stejnou dobou přežit́ı t(i) a x(i)+ =
∑

j∈D(t(i))
xj,

kde D(t(i)) je skupina pozorováńı s dobou přežit́ı t(i). Jinými slovy, x(i)+ je rovno

součtu hodnot regresor̊u u pozorováńı s dobou přežit́ı t(i). S uvedenými aproxi-

macemi bychom dále pracovali stejně jako s parciálńı věrohodnostńı funkćı bez

shod.

Efronova varianta dává nepatrně lepš́ı aproximaci přesné parciálńı věrohod-

nostńı funkce, jej́ı výpočet je však složitěǰśı a mnohé statistické softwary proto

využ́ıvaj́ı k výpočt̊um Breslowovu variantu. Pro data bez shod daj́ı obě apro-

ximace stejnou hodnotu jako parciálńı věrohodnostńı funkce, která shody ne-

uvažuje.

2.1.3 Coxova funkce přežit́ı

Připomeneme-li si Coxovu funkci přežit́ı

S(t,x,β) = [S0(t)]
ex

′β
,

můžeme vidět, že po odhadu regresńıch koeficient̊u už nám ke stanoveńı této

funkce zbývá jen odhadnout základńı funkci přežit́ı S0(t). K tomu nás dovedou

následuj́ıćı úvahy:

Podmı́něnou pravděpodobnost přežit́ı do času t(i) osoby, která žila v čase t(i−1)

můžeme zřejmě spoč́ıtat jako
S(t(i))

S(t(i−1))
. Definujme podmı́něnou základńı pravdě-

podobnost přežit́ı jako αi =
S0(t(i))

S0(t(i−1))
. Potom

S(t(i),x,β)

S(t(i−1),x,β)
=

[
[S0(t(i))]

ex
′β

[S0(t(i−1))]e
x′β

]
=

[
S0(t(i))

S0(t(i−1))

]ex′β
= αe

x′β

i (2.8)
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Při poč́ıtáńı maximálně věrohodného odhadu uvažujeme jako β dř́ıve uvedený

odhad źıskaný pomoćı parciálńı funkce věrohodnosti, který jsme si označili β̂.

Pro zjednodušeńı výsledných rovnic (jejich detailněǰśı odvozeńı je popsáno v [5])

zavedeme značeńı θ̂l = ex
′
lβ̂. Rovnice pro maximálně věrohodné odhady α̂i budou

vypadat takto: ∑
l∈Di

θ̂l

1− αθ̂li
=
∑
l∈Ri

θ̂l i = 1, . . . ,m, (2.9)

kde m je počet r̊uzných čas̊u přežit́ı ve studii, Ri znač́ı jedince v rizikové skupině

v uspořádané době přežit́ı t(i) a Di subjekty v rizikové skupině, kteř́ı se dožili

právě času t(i).

V př́ıpadě, že se v datech nevyskytuj́ı shody (tj.Di jsou jednoprvkové množiny),

dostaneme

α̂i =

[
1− θ̂i∑

l∈Ri θ̂l

]θ̂−1
i

. (2.10)

Pokud se v datech shody vyskytuj́ı, muśıme řešeńı źıskat pomoćı iterativńıch

metod.

Odhad základńı funkce přežit́ı dostaneme jako součin jednotlivých odhad̊u

podmı́něných zákadńıch pravděpodobnost́ı přežit́ı α̂i,

Ŝ0(t) =
∏

i:t(i)≤t

α̂i.

Jinou cestou je využit́ı Breslowovy aproximace a nahrazeńı α̂θ̂li ≈ 1 + θ̂l · ln(αi)

na levé straně rovnice 2.9. Řešeńım bude:

ᾱi = exp

[
−di∑
l∈Ri θ̂l

]
(2.11)

Základńı funkci přežit́ı bychom opět źıskali jako součin jednotlivých ᾱi. Odhad

funkce S(t,x,β) potom dostaneme dosazeńım odhadu základńı funkce přežit́ı a

odhad̊u regresńıch koeficient̊u β̂.

V některých softwarech se můžeme setkat také s odhadem základńı hazardńı

funkce ĥ0(t(i)) = 1−α̂i. Tyto bodové odhady nejsou př́ılǐs přesné a jsou nestabilńı,
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takže se samy o sobě nedaj́ı použ́ıt. Vhodněǰśı je použ́ıt kumulativńı základńı

hazardńı funkci, která se dá spoč́ıtat ze základńı funkce přež́ıváńı jako

Ĥ0(t) = − ln
[
Ŝ0(t)

]
.

Odhad kumulativńı hazardńı funkce při daných hodnotách regresor̊u se spoč́ıtá

jako

Ĥ(t,x, β̂) = − ln
[
Ŝ(t,x, β̂)

]
= −ex′β̂ · ln

[
Ŝ0(t)

]
.

Tuto funkci můžeme vykreslit do grafu v závislosti na čase a znázornit tak

zkušenost s přež́ıváńım pro jednotlivé hodnoty regresor̊u, např́ıklad pro skupinu

pacient̊u s virovým a nevirovým onemocněńım, což je vidět na obrázku 2.1.

Obrázek 2.1: Srovnáńı kumulativńı hazardńı funkce pro pacienty s virovým
nádorovým onemocněńım a s nevirovým nádorovým onemocněńım
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2.1.4 Interpretace proporcionálńıho hazardńıho modelu

K interpretaci jednotlivých koeficient̊u muśıme nejprve určit funkčńı závislost

mezi hazardńı funkćı a sledovanou závisle proměnnou (pravděpodobnost́ı přežit́ı).

Z toho totiž vyplyne, jakou transformaci sledované proměnné dostaneme jako

lineárńı kombinaci regresor̊u. V př́ıpadě Coxova modelu s jedinou vysvětluj́ıćı

proměnnou (pro v́ıce regresor̊u by výpočet vypadal analogicky) má hazardńı

funkce tvar

h(t, x, β) = h0(t)e
xβ

a funkčńı závislost, tzv. linkovou funkci, tedy źıskáme jako přirozený logaritmus

g(t, x, β) = ln
[
h(t, x, β)

]
= ln

[
h0(t)

]
+ xβ.

Rozd́ıl linkových funkćı při změně z x = a na x = b bude

g(t, x = a, β)− g(t, x = b, β) = ln
[
h0(t)

]
+ aβ − ln

[
h0(t)

]
+ bβ = (a− b)β.

Když výrazy v této rovnici dosad́ıme do funkce ex, abychom se zbavili loga-

ritmu, dostaneme

HR(t, a, b, β) = e(a−b)β, (2.12)

tedy vztah pro výpočet poměru rizik, se kterým jsme se již seznámili dř́ıve a

který hraje významnou roli právě při interpretaci parametr̊u. Jedná se v podstatě

o analogii poměru šanćı v logistické regresi. Narozd́ıl od něj však udává poměr

rizika pro subjekty se dvěma r̊uznými hodnotami regresoru v každém časovém

okamžiku studie a nerozlǐsuje pouze úmrt́ı před koncem studie a po něm.

Výběrové rozděleńı odhadu poměru rizik je sešikmené doprava, zat́ımco o sa-

motném parametru β to tolik neplat́ı a ten má tedy mnohem bĺıže k normálńımu

rozděleńı. Proto při konstrukci interval̊u spolehlivosti vycháźıme z jeho aproxi-

mace normálńım rozděleńım a chceme-li znát interval spolehlivosti pro odhad

HR, dosad́ıme koncové body intervalu pro β do funkce ex.

P
(
β̂ −

√
ˆvar(β̂)u(0.975) ≤ β ≤ β̂ +

√
ˆvar(β̂)u(0.975)

)
= 0.95
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P
(
eβ̂−
√

ˆvar(β̂)u(0.975) ≤ HR ≤ eβ̂+
√

ˆvar(β̂)u(0.975)
)

= 0.95,

kde u(0.975) znač́ı 97.5% kvantil normovaného normálńıho rozděleńı.

Odhad hazard ratio představuje daľśı možnost, jak zkoumat, zda je koefici-

ent β statisticky významný a to tak, že jej považujeme za významný, jestliže

konfidenčńı interval poměru rizik neobsahuje jedničku.

2.2 Bayesovský př́ıstup k analýze přež́ıváńı

U bayesovské analýzy přež́ıváńı budeme pracovat s Weibullovým modelem,

který předpokládá, že se časy přež́ıváńı ř́ıd́ı Weibullovým rozděleńım s hustotou

f(y|α, λ) =

{
α
λ

(
y
λ

)α−1
e−(

y
λ
)α pro y > 0

0 jinak
(2.13)

kde α > 0 se nazývá parametr tvaru a λ > 0 parametr škály. U něj budeme

v př́ıpadě analýzy přež́ıváńı uvažovat, že jej lze vyjádřit ve tvaru[2]:

λ(xi) = exp
{
− µ+ x′iβ

α

}
, (2.14)

přičemž xi znač́ı i-tý řádek matice regresor̊u X uvažovaný jako sloupcový vektor.

Z uvedeného předpisu můžeme vidět, že parametr λ(x) se bude zvětšovat s ros-

toućımi hodnotami xij, jestliže bude parametr βj záporný, a zmenšovat pro βj

kladný. Zároveň plat́ı[3], že středńı hodnota Weibullova rozděleńı se spoč́ıtá jako

E(y) = λΓ
(

1 +
1

α

)
,

z čehož můžeme vidět, že pr̊uměrná doba přežit́ı roste s rostoućımi hodnotami

λ(x), kde závislost na x má tvar 2.14 (tedy při kladných hodnotách parametr̊u

βj doba přežit́ı klesá s rostoućımi hodnotami regresor̊u, zat́ımco při záporných

roste).

Zat́ımco v klasické analýze přež́ıváńı bychom hledali parametry α,β a µ tak,

že bychom maximalizovali věrohodnostńı funkci, tj. funkci

L(y,X|α,β, µ) =
n∏
i

α

λi

( yi
λi

)α−1
e
−( yi

λi
)α
, λi = exp

{
− µ+ x′iβ

α

}
,
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v bayesovské analýze přež́ıváńı budeme pracovat s celou věrohodnostńı funkćı,

nejen s jej́ım maximem. Princip bayesovské analýzy spoč́ıvá v tom, že stanov́ıme

nějaké své předběžné přesvědčeńı o hodnotách hledaných parametr̊u, a to poté

vynásob́ıme funkćı věrohodnosti. Výsledek muśıme ještě znormovat, abychom

skutečně dostali rozděleńı pravděpodobnosti daných parametr̊u, tj. aby integrál

z výsledné hustoty byl roven jedné.

Bayesova věta

Abychom odvodili Bayesovu větu, muśıme vyj́ıt ze vzorc̊u pro podmı́něnou

pravděpodobnost, která ř́ıká, že pravděpodobnost náhodného jevu B za dané

podmı́nky, že nastal jev A, lze spoč́ıtat jako

P (B|A) =
P (B ∩ A)

P (A)
.

Analogicky bychom pravděpodobnost P (A|B) źıskali záměnou symbol̊u A a B, a

z této rovnice bychom mohli vyjádřit pravděpodobnost pr̊uniku obou jev̊u jako

P (A ∩B) = P (A|B)P (B),

což poté dosad́ıme do uvedeného vzorce pro výpočet P (B|A) a dostaneme

P (B|A) =
P (A|B)P (B)

P (A)
.

Pokud máme jev̊u Bk v́ıce a tvoř́ı rozklad jevu A, pak dosad́ıme do jmenovatele

z věty o úplné pravděpodobnosti

P (A) =
∑
k

P (A|Bk)P (Bk)

a dostaneme Bayesovu větu ve tvaru

P (Bj|A) =
P (A|Bj)P (Bj)∑
k P (A|Bk)P (Bk)

.

My však budeme potřebovat jej́ı podobu pro př́ıpad, že náhodné jevy A a Bk

popisujeme pomoćı náhodné veličiny se spojitým rozděleńım pravděpodobnosti,
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a proto muśıme mı́sto pravděpodobnosti v uvedeném vzorci psát hustotu náhodné

veličiny:

f(Bj|A) =
f(A|Bj)f(Bj)∫

k
f(A|Bk)f(Bk)dA

.

Aplikace Bayesovy věty

Jelikož chceme znát rozděleńı pravděpodobnosti parametr̊u při daných hod-

notách pozorováńı, bude pro nás Bj představovat jev parametr α nabývá hodnoty

j1, βl = j2l pro l = 1, . . . , p, a µ = j3, kde p je délka vektoru β, zat́ımco jev A

je, že jsme naměřili pozorované hodnoty y při daných hodnotách X. Dole po-

tom mı́sto jednoduchého integrálu dostaneme integrál (p + 2)-rozměrný (máme

p parametr̊u βl a parametry µ a α). Výraz ve jmenovateli je však konstantńı a

v praxi se tedy obvykle uvažuje Bayesova věta ve spojitém př́ıpadě jako

f(Bj|A) ∝ f(A|Bj)f(Bj), (2.15)

přičemž f(Bj) popisuje naše apriorńı přesvědčeńı o hodnotách hledaných para-

metr̊u (obvykle uvažujeme hustotu rozděleńı pravděpodobnosti s velkým rozpty-

lem, abychom vyjádřili svou nejistotu ohledně hodnoty hledaných parametr̊u)

a f(A|Bj) je funkce věrohodnosti, kterou jsme si uvedli výše. Vztah 2.15 tak

můžeme vyjádřit následovně:

fposterior(α,β, µ) = kL(α,β, µ|y,X)fprior(α,β, µ),

přičemž k je normuj́ıćı konstanta, kterou můžeme určit z rovnice∫
K

kL(α,β, µ|y,X)fprior(α,β, µ)dαdβ1 . . . dβpdµ = 1,

kde K ⊂ Rp+2 je množina hodnot, kterých mohou nabývat jednotlivé parametry.

Přesný výpočet je však výpočetně náročný a jeho náročnost prudce roste s ros-

toućım počtem odhadovaných parametr̊u. Zpravidla se proto využ́ıvaj́ı simulačńı

metody Monte Carlo.
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Výsledkem bude tzv. posteriorńı rozděleńı parametr̊u, které zpřesńı, př́ıpadně

uprav́ı naše apriorńı přesvědčeńı o rozděleńı pravděpodobnosti těchto parametr̊u.

Můžeme tak např́ıklad zkoumat, s jakou pravděpodobnost́ı má nějaký regresor

pozitivńı vliv na přež́ıváńı:

P (βj < 0) =

∫
J

∫ 0

−∞
fposterior(α,β, µ)dβjdαdβ1 . . . dβj−1dβj+1 . . . dβpdµ,

kde J ⊂ Rp+1 znač́ı množinu hodnot, kterých mohou nabývat ostatńı parametry.

Nás bude zaj́ımat předevš́ım hazardńı funkce, k jej́ımuž nalezeńı ale nejprve

muśıme znát funkci přežit́ı. Tu dostaneme jako:

S(t) = 1− F (t) = 1−
∫ t

0

α

λ

(x
λ

)α−1
e−(

x
λ
)αdx.

Uvedený integrál spoč́ıtáme pomoćı substituce s = −
(
x
λ

)α
, ds = −αxα−1

λα
. Funkce

přež́ıváńı se zjednodušš́ı do tvaru

S(t) = 1−
∫ −( t

λ
)α

0

es = 1−
[
es
]−( t

λ
)α

0
= e−(

t
λ
)α .

Nyńı už můžeme spoč́ıtat hazardńı funkci jako

h(t, x,β, µ, α) = −∂ ln(St)

∂t
= −

∂ − ( t
λ
)α

∂t
= λ−ααtα−1, (2.16)

kde za λ dosad́ıme ze vztahu 2.14 a dostaneme

h(t, x,β, µ, α) = αtα−1
(
e−

µ+x′β
α

)−α
= αtα−1

(
e
µ
α

)α
ex

′β (2.17)

Zavedeme-li substituci γ = e
µ
α , dostaneme častěǰśı tvar zápisu hazardńı funkce

pro Weibull̊uv model přež́ıváńı:

h(t, x,β, γ, α) = αγ(tγ)α−1ex
′β.
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Kapitola 3

Analýza přež́ıváńı na datech o
nádorových onemocněńıch
v dutině ústńı

3.1 Klasická analýza přež́ıváńı

Nejprve se pojd’me pod́ıvat na rozděleńı pacient̊u do rizikových skupin. Na

základě výsledk̊u publikovaných v r̊uzných odborných článćıch jsme pacienty

rozdělili čtyřmi r̊uznými zp̊usoby do tř́ı rizikových skupin a nás bude nyńı zaj́ımat,

které děleńı nejlépe odpov́ıdalo úmrtnosti pacient̊u v našich datech. K posouzeńı,

který z model̊u je lepš́ı, můžeme použ́ıt např́ıklad Akaikeho informačńı kritérium,

které zohledňuje věrohodnost modelu a také počet parametr̊u v tomto modelu.

Obecně se spoč́ıtá jako

AIC = −2 ln(L) + 2p,

kde ln(L) je logaritmus maxima funkce věrohodnosti a p znač́ı počet parametr̊u

modelu.

Jednotlivé proměnné risk group nabývaj́ı tř́ı hodnot kódovaných 1, 2 a 3,

což můžeme pokládat za rozděleńı na slabě ohrožené, středně ohrožené a silně

ohrožené jedince. Při sestavováńı tohoto modelu pak můžeme postupovat dvěma

zp̊usoby. Jestliže budeme předpokládat, že rozd́ıl mezi slabě a středně ohroženými

jedinci je stejný jako mezi středně a silně ohroženými, můžeme tuto proměnnou

uvažovat jako numerickou a dostaneme tak jednoduchý model s jediným re-
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Risk group jako faktor Risk group jako č́ıslo
Děleńı 1 1041.4 1039.7
Děleńı 2 1025.1 1024.9
Děleńı 3 1033.7 1035.3
Děleńı 4 1036.5 1034.7

Tabulka 3.1: Tabulka hodnot Akaikeho informačńıho kritéria pro jednotlivá děleńı
do rizikových skupin

gresorem, který bude nabývat těchto tř́ı hodnot. My bychom ale sṕı̌se s touto

proměnnou chtěli pracovat bez této omezuj́ıćı podmı́nky a budeme ji tedy vńımat

jen jako kategoriálńı. V takovém př́ıpadě muśıme do modelu zavést dvě umělé

proměnné (o jednu méně, než kolika hodnot může regresor nabývat). Cox̊uv model

pak bude vypadat následovně:

h(t|RG) = h0(t)e
β1I[RG=2]+β2I[RG=3] ,

kde RG znač́ı regresor risk group a I tzv. indikátorovou funkci, která je rovna

jedné, jestliže je podmı́nka v argumentu splněna, a nule, jestliže ne. Pozorováńı,

která spadaj́ı do rizikové skupiny slabě ohrožeńı, tvoř́ı tzv. referenčńı skupinu,

jelikož jejich hazardńı funkci dostaneme, budou-li hodnoty u všech regresńıch pa-

rametr̊u βi rovny nule. Hodnoty eβ1 resp. eβ2 nám budou vyjadřovat, kolikrát větš́ı

je hodnota hazardńı funkce pro středně, resp. silně ohrožené jedince právě oproti

této referenčńı kategorii. Budeme-li cht́ıt znát poměr rizik také mezi středně

a silně ohroženými, můžeme spoč́ıtat jejich hazard ratio tak, že do funkce ex

dosad́ıme rozd́ıl odhad̊u β2 a β1. Při konstrukci konfidenčńıho intervalu je pak

potřeba mı́t na paměti, že

var(β̂2 − β̂1) = var(β̂2) + var(β̂1)− 2cov(β̂2, β̂1).

Oba uvedené modely sestav́ıme jak pro regresor s nominálńım, tak pro regre-

sor s ordinálńım charakterem pro všechna čtyři rozděleńı do rizikových skupin.

Výsledky shrneme do tabulky 3.1

Nejnižš́ı hodnoty AIC dosáhneme v obou modelech pro druhé děleńı, které

je tedy zřejmě nejvýstižněǰśı, alespoň pro naše data. O něco lépe nav́ıc vycháźı
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Obrázek 3.1: Srovnáńı Coxovy funkce přežit́ı pro pacienty v jednotlivých rizi-
kových skupinách

model, kde jsme ušetřili jeden parametr t́ım, že jsme uvažovali stejný rozd́ıl mezi

slabě a středně ohroženými, jako mezi středně a silně ohroženými. Rozd́ıly, které

jsou mezi prvńı a druhou rizikovou skupinou a mezi druhou a třet́ı rizikovou

skupinou, se tedy očividně výrazněji nelǐśı. V tomto př́ıpadě bychom poměr ri-

zik mezi dvěma sousedńımi skupinami odhadli jako 2.29. Pacienti v rizikověǰśı

skupině jsou na tom tedy pr̊uměrně dvakrát h̊uř, co se týká doby přežit́ı, oproti

pacient̊um, kteř́ı jsou o jednu rizikovou skupinu ńıž.

Odhadnutou Coxovu funkci přežit́ı pro pacienty v jednotlivých rizikových sku-

pinách (na základě druhého děleńı) můžeme vidět v grafu na obrázku 3.1.

Vykreslit si můžeme také neparametrický Kaplan-Meier̊uv odhad (na obrázku

3.2), který se bude do jisté mı́ry lǐsit, nebot’ nemá předpoklady proporciona-

lity hazardńı funkce v každém časovém okamžiku. Celkový obraz o zkušenosti

s přež́ıváńım by se však neměl lǐsit nijak výrazně.
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Obrázek 3.2: Srovnáńı Kaplan-Meierovy funkce přežit́ı pro pacienty v jednotlivých
rizikových skupinách

Zde můžeme vidět, že předpoklad proporcionality modelu může být někdy

velmi př́ısný. Zat́ımco v Coxově modelu bychom na základě grafu tvrdili, že se

zkušenost s přež́ıváńım snižuje pro rizikověǰśı skupiny, v př́ıpadě Kaplan-Meierova

odhadu bychom si zřejmě nebyli tolik jist́ı odlǐsnost́ı přež́ıváńı u slabě a středně

ohrožených jedinc̊u.

Nyńı už přejdeme k sestaveńı vlastńıho modelu. Jednou z nejd̊uležitěǰśıch

vysvětluj́ıćıch proměnných v našem modelu bude informace o tom, zda je nádor

u daného pacienta virového nebo nevirového p̊uvodu, v daľśı analýze se tedy

pod́ıváme bĺıže na to, jak se přež́ıváńı v těchto dvou skupinách lǐśı. To, že

přež́ıváńı mezi nimi bude rozd́ılné, můžeme vidět už z obrázku 2.1, kde jsme

srovnávali kumulativńı hazardńı funkci pro obě skupiny a viděli jsme, že pro pa-

cienty s nevirovým onemocněńım toto riziko roste rychleji. Stejnou odpověd’ nám

dá také odhad parametru β v Coxově modelu, kde prozat́ım nebudeme uvažovat

32



žádný daľśı regresor. Po dosazeńı odhadu β̂ do funkce ex dostaneme hodnotu

0.294, která nám ř́ıká, že riziko úmrt́ı je pro pacienty s virovým onemocněńım

v kterémkoliv okamžiku přibližně třikrát méně než pro pacienty s nádorem nevi-

rového p̊uvodu. Odpov́ıdaj́ıćı funkce přežit́ı pro obě skupiny jsou vykresleny na

obrázku 3.3.

Obrázek 3.3: Srovnáńı funkce přežit́ı podle Coxova modelu pro pacienty s virovým
a nevirovým nádorovým onemocněńım

Hlavńı otázkou, která nás bude zaj́ımat, je, jestli má význam stanovit te-

rapii na základě toho, jestli je nádor virového nebo nevirového p̊uvodu. Obě

skupiny jsou v datech zastoupeny v podobném počtu pacient̊u (114 pacient̊u má

onemocněńı virového p̊uvodu, 119 nevirového) a s ohledem na to, že máme pro

obě skupiny dostatek pozorováńı, můžeme si dovolit prozkoumat každou z nich

zvlášt’. Sestav́ıme tedy dva modely, které budou dosahovat nejnižš́ıho Akaikeho

informačńıho kritéria na př́ıslušných datech. Výsledky shrneme do tabulky 3.2.
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Virová onemocněńı Nevirová onemocněńı
Regresor HR Regresor HR
Uzliny 1.602 Uzliny 1.292
Velikost 1.340 Velikost 1.379
Alkohol (už́ıvá) 2.190 Stádium 0.550
Alkohol (už́ıval) 5.651 Vzděláńı 0.9256
Věk v čase diagnózy 1.041

Tabulka 3.2: Přehled odhad̊u poměr̊u rizik v Coxově modelu při rozlǐseńı pacient̊u
na pacienty s virovým a nevirovým nádorovým onemocněńım

Ani v jednom př́ıpadě bychom terapii neoznačili jako významný regresor (jej́ı

odebráńı z modelu sńıžilo hodnotu Akaikeho informačńıho kritéria). Stanovovat

léčbu na základě toho, zda se jedná o virové nebo nevirové onemocněńı, tedy

nemá význam. Doba přežit́ı zřejmě na zvolené terapii nezáviśı. Co by nás však

mohlo zaujmout, je hodnota parametru u regresoru už́ıval alkohol v minulosti u

pacient̊u s virovým onemocněńım. Ta nám totiž ř́ıká, že jestliže dotyčný už́ıval

alkohol, ale přestal, je jeho šance na přežit́ı pětkrát nižš́ı než u člověka, který

alkohol nikdy neuž́ıval. To by samo o sobě zvláštńı nebylo, ale pacienti, kteř́ı

alkohol nadále už́ıvaj́ı, podle dat umı́raj́ı v́ıce než dvakrát
”
pomaleji“. Zde patrně

naráž́ıme na obrovskou variabilitu v možnostech pit́ı alkoholu. Uvedená hodnota

parametr̊u je zřejmě d̊usledkem toho, že spousta lid́ı už́ıvá alkohol v tom smyslu,

že občas trochu alkoholu vypij́ı. Už́ıval alkohol, ale přestal, se pak může týkat

předevš́ım lid́ı, kteř́ı alkohol už́ıvali ve velkém množstv́ı a často přestali právě

kv̊uli zničenému zdrav́ı. U onemocněńı nevirového p̊uvodu se nám nepodařilo

prokázat, že by už́ıváńı alkoholu mělo významný vliv na přež́ıváńı.

Pro porovnáńı se ještě můžeme pod́ıvat, jak by vypadal nejlepš́ı Cox̊uv model

(podle Akaikeho informačńıho kritéria) v př́ıpadě, že bychom pracovali s celým

datasetem a informaci o tom, zda je nádor virového či nevirového p̊uvodu, bychom

zahrnuli jen jako regresor. V takovém př́ıpadě z modelu vystouṕı vysvětluj́ıćı

proměnné věk v čase diagnózy, uzliny, stádium a vzděláńı. Přehled významných

regresor̊u je uveden v tabulce 3.3.
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Regresor HR
Velikost 1.257
Alkohol (už́ıvá) 1.857
Alkohol (už́ıval) 3.487
Virové onemocněńı 0.307

Tabulka 3.3: Přehled odhad̊u poměr̊u rizik v Coxově modelu aplikovaném na
všechna analyzovaná data

3.2 Bayesovská analýza přež́ıváńı

Pro bayesovskou analýzu přež́ıváńı jsme využili platformu Stan[2], což je mo-

derńı nástroj pro statistické modelováńı a výpočty, který lze implementovat také

do softwaru R. Ke své práci využ́ıvá Weibullovo rozděleńı dané předpisem 2.13,

kde předpokládáme, jak bylo uvedeno výše, že na regresńıch koeficientech záviśı

parametr λ.

Výsledky bayesovské analýzy budeme srovnávat s výsledky klasického Wei-

bullova modelu, jehož parametry můžeme v softwaru R odhadnout pomoćı funkce

survreg() v knihovně survival. Podle toho, jaké rozděleńı pravděpodobnosti čas̊u

budeme předpokládat, můžeme zadat např́ıklad parametr dist=”exponential” ne-

bo dist=”weibull”. My budeme poč́ıtat s druhým př́ıpadem. Je však potřeba mı́t

na paměti, že funkce pro klasický model pracuje s nepatrně odlǐsnou podobou

závislosti mezi λ a regresńımi koeficienty[4], totiž

λi = exp(µ+ x′β),

a tedy koeficienty, které nám software poskytne, jsou −βα (to lze snadno od-

vodit, dosad́ıme-li uvedený odhad λi do předpisu hazardńı funkce 2.16). K hod-

notám koeficient̊u β, tak abychom mohli eβ interpretovat jako poměry rizik (a

zároveň abychom dostali odhad stejného parametru, jehož posteriorńı rozděleńı

pravděpodobnosti se snaž́ıme naj́ıt v bayesovském modelu), se proto dostaneme,

když odhady koeficient̊u ze softwaru vyděĺıme odhadem parametru α a vynásob́ıme

mı́nus jednou.

Pro jednoduchost začneme analýzou modelu s jedinou proměnnou nabývaj́ıćı

pouze dvou hodnot, např. budeme uvažovat jen regresor pohlav́ı, kde 0 bude
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značit muže a 1 ženy. V př́ıpadě klasického Weibullova modelu dostaneme, že od-

had př́ıslušného parametru −αβ je přibližně 0.813 a parametr α bychom odhadli

jako 0.985. Tedy regresńı parametr β odhadneme jako β̂ = −0.813
0.985

= −0.801.

Nyńı přejdeme k bayesovské analýze. Vytvoř́ıme si v platformě Stan Weibull̊uv

model pro analýzu přež́ıváńı, kde bude jediný regresor pohlav́ı, a nasimulujeme

hodnoty parametr̊u v tomto modelu. Z pomoćı funkce traceplot() v baĺıčku rstan

si můžeme vykreslit pr̊uběh simulace do grafu na obrázku 3.4.

Obrázek 3.4: Pr̊uběh simulace hodnot z posteriorńıch rozděleńı pravděpodobnosti
parametr̊u z Weibullova modelu s jediným regresorem pohlav́ı

V uvedeném grafu jsou vykreslené tři simulace s r̊uznými výchoźımi body,

abychom tak měli větš́ı jistotu, že počátečńı volba neovlivńı výsledek. Z toho,

že se všechny tři řetězce simulaćı nacházej́ı z velké části v zákrytu, můžeme

usuzovat, že volba výchoźıch hodnot pro simulaci výsledek př́ılǐs neovlivnila, a

současně také můžeme vidět, že skutečná hodnota parametru β, který nás zaj́ımá

předevš́ım, se s nějvětš́ı pravděpodobnost́ı nacháźı někde mezi −1.5 a −0.25, tedy

pohlav́ı zřejmě má vliv na přež́ıváńı, a to v tom smyslu, že ženy maj́ı riziko úmrt́ı
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podstatně nižš́ı než muži a toto riziko je pro ně v kterémkoliv okamžiku 0.2 až

0.8-násobkem rizika u muže (k uvedeným hodnotám se dostaneme, dosad́ıme-li

oba odhady krajńıch bod̊u do funkce ex). O něco přesněǰśı představu źıskáme,

když si vykresĺıme odhadnutá posteriorńı rozděleńı parametr̊u s pomoćı funkce

mcmc areas z baĺıčku bayesplot.

Obrázek 3.5: Posteriorńı rozděleńı pravděpodobnosti parametr̊u z Weibullova mo-
delu s jediným regresorem pohlav́ı

Ještě než se pust́ıme do hlubš́ı analýzy výsledk̊u, podotkněme, že u simu-

lováńı hodnot z pravděpodobnostńıho rozděleńı nedostaneme př́ımo nezávislé

hodnoty, ale my bychom chtěli, aby byly generované hodnoty co nejméně korelo-

vané. Představu o tom, jak dobře nebo špatně na tom jsme, můžeme źıskat s po-

moćı funkce mcmc acf, která je rovněž v baĺıčku bayesplot, a která nám vykresĺı

graf pro autokorelaci jednotlivých hodnot. Pokud by byla autokorelace vyšš́ıch

řád̊u př́ılǐs vysoká, měli bychom simulaci zopakovat s jinou volbou počátečńıho

bodu. Graf autokorelace vid́ıme na obrázku 3.6 a zřejmě bychom tedy výsledky

simulace mohli považovat za věrohodné.
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Obrázek 3.6: Autokorelačńı funkce při simulováńı hodnot z posteriorńıch rozděleńı
parametr̊u

Pokud bychom chtěli jen nějakou obecnou představu o hodnotě parametru β,

mohli bychom spoč́ıtat pr̊uměr z jeho nasimulovaných hodnot, a źıskat tak odhad

středńı hodnoty tohoto parametru. Výsledný odhad je −0.817, což je hodnota

velmi bĺızká k odhadu pomoćı klasického modelu (−0.801).

Vzhledem k tomu, že máme odhad celého posteriorńıho rozděleńı parametru β,

máme ale možnost ptát se na odhad pravděpodobnosti řady jev̊u. Prvńı otázkou,

která se nab́ıźı, je, jaká je pravděpodobnost, že je parametr β opravdu menš́ı

než nula, tedy že ženy přež́ıvaj́ı v pr̊uměru déle než muži. V takovém př́ıpadě

bychom dostali dost přesvědčivou odpověd’, totiž že tato pravděpodobnost je

přibližně 0.9992. S ohledem na to, že chceme srovnávat klasický a bayesovský

model, hod́ı se sṕı̌se otázky typu, jaká je pravděpodobnost, že je rozd́ıl mezi

přež́ıváńım u muž̊u a u žen ještě větš́ı, než jak jsme ho odhadli podle klasického

modelu (v tomto př́ıpadě tedy jaká je pravděpodobnost, že je parametr β ještě

menš́ı než −0.801). Odpov́ıdaj́ıćı pravděpodobnost je 0.474, což koresponduje

s naš́ım očekáváńım, že nám klasický model poskytne přibližně odhad středńı
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Chyba v % z β̂ P
(
β ∈ (β̂ ± chyba)

)
5 % 0.115
10 % 0.229
20 % 0.441
25 % 0.531
40 % 0.751
50 % 0.853
60 % 0.917

Tabulka 3.4: Přehled pravděpodobnost́ı toho, že klasický model neodhadl para-
metr h̊uř než s danou chybou

hodnoty parametru β. Zřejmě nejzaj́ımavěǰśı otázkou však bude, jaká je prav-

děpodobnost, že se skutečná hodnota parametru nelǐśı od odhadu z klasického

modelu o v́ıce než o nějakou danou chybu, např. o 10 %. V uvedeném př́ıpadě

bychom tedy odhadovali pravděpodobnost, že skutečná hodnota parametru lež́ı

v intervalu od −0.8811 do −0.7209 (hodnoty jsme źıskali přičteńım a odečteńım

10% z −0.801 k odhadu parametru z klasického modelu). S t́ım bychom zřejmě

př́ılǐs spokojeńı nebyli, poněvadž tato pravděpodobnost je pouze 0.229. Ubereme-

li z př́ısnosti a dovoĺıme klasickému modelu chybu až do výše 25 % odhadnuté

hodnoty, odhadneme pravděpodobnost, že se skutečný parametr nacháźı v tomto

intervalu, už na 0.531. Přehled daľśıch pravděpodobnost́ı, s jakými se skutečná

hodnota parametru nacháźı v intervalu klasický odhad±chyba, je v tabulce 3.4.

Kromě parametru β nám bayesovský model umožňuje také zabývat se pravdě-

podobnost́ı, s jakou pacient přežije po určitou dobu, a vykreslit si funkci hustoty

doby přež́ıváńı pro muže i pro ženy (obrázek 3.7).
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Obrázek 3.7: Odhad hustoty doby přež́ıváńı pro muže (červeně) a pro ženy
(modře)

Z grafu můžeme opět vidět, že ženy jsou na tom lépe, co se týká přež́ıváńı,

tedy že riziko úmrt́ı je pro ně podstatně nižš́ı než pro muže. Středńı dobu přežit́ı

bychom odhadli pro muže přibližně jako 6 let, pro ženy dokonce 14 let. Spoč́ıtáme-

li také medián, zjist́ıme, že ženy maj́ı přibližně 50% možnost přežit́ı po dobu

dev́ıti let, muži se stejnou pravděpodobnost́ı přežij́ı jen 4 roky. Zřejmě mnohem

užitečněǰśı informaci nám poskytne odhad 10% kvantilu, který nám řekne, ko-

lik let nejméně pacient přežije s 90% pravděpodobnost́ı. Pro ženy odhadneme

př́ıslušný kvantil jako 1.4, pro muže jako 0.6 let.

Kromě hustoty doby přež́ıváńı můžeme vykreslit také posteriorńı odhad funkce

přež́ıváńı, k čemuž využijeme v softwaru R funkci ggplot, která je součást́ı knihovny

ggplot2. Odhad funkce přežit́ı vykresĺıme zvlášt’ pro ženy a zvlášt’ pro muže.
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Obrázek 3.8: Posteriorńı odhad funkce přež́ıváńı pro ženy (červeně) a pro muže
(modře)

Z grafu na obrázku 3.8 můžeme opět pozorovat, že muži jsou na tom s dobou

přež́ıváńı h̊uře než ženy, ačkoliv u žen můžeme vidět mnohem větš́ı nejistotu v od-

hadu funkce přež́ıváńı, tedy mnohem širš́ı rozpět́ı 95% věrohodnostńıho intervalu

než u muž̊u. Pro zjednodušeńı a lepš́ı ilustraci rozd́ılu v přež́ıváńı pro obě po-

hlav́ı můžeme vykreslit funkci přež́ıváńı pro obě pohlav́ı do jednoho grafu s t́ım,

že parametry zvoĺıme jako odhady středńı hodnoty jejich posteriorńıho rozděleńı

pravděpodobnosti. Výsledek je vidět na obrázku 3.9.
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Obrázek 3.9: Funkce přež́ıváńı pro muže (modrá) a pro ženy (červená) při odha-
dech parametr̊u pomoćı odhad̊u středńıch hodnot jejich posteriorńıho rozděleńı
pravděpodobnosti
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Závěr

V diplomové práci jsme nejprve představili data, s nimiž jsme dále pracovali,

a poté uvedli i několik základńıch pojmů z analýzy přež́ıváńı – vysvětlili jsme si,

že pod událost́ı budeme v našem př́ıpadě rozumět úmrt́ı, ačkoliv ne vždy to tak

muśı být, a také, že rozlǐsujeme několik druh̊u úmrt́ı, např́ıklad úmrt́ı z jakékoliv

př́ıčiny a úmrt́ı z př́ıčiny dané nemoci, přičemž použit́ı obou definic je ospra-

vedlnitelné. V daľśı práci jsme uvažovali za událost úmrt́ı z jakékoliv př́ıčiny.

Poté jsme si objasnili pojem cenzorováńı a vysvětlili si nezbytnost zahrnut́ı cen-

zorováńı do výpočtu. V závěru prvńı kapitoly jsme pak ještě vysvětlili pojmy

funkce přež́ıváńı, která vyjadřuje pravděpodobnost přežit́ı jedince r̊uzně dlouhá

časová obdob́ı, a hazardńı funkce, která naopak vypov́ıdá o pravděpodobnosti

úmrt́ı v daném časovém okamžiku, jestliže se pacient dožil okamžiku těsně před.

Ve druhé kapitole jsme si nejprve představili klasickou analýzu přež́ıváńı,

předevš́ım pak nejčastěji použ́ıvaný Cox̊uv model, nast́ınili jsme však i podobu

exponenciálńıho a Weibullova modelu. Coxovu modelu jsme se věnovali v́ıce a

uvedli jsme u něj také zp̊usob odhadu regresńıch parametr̊u β, jejich interpretaci

s pomoćı poměru rizik HR, testy významnosti i konstrukci konfidenčńıch inter-

val̊u. Kapitolu jsme zač́ınali s př́ıpadem s jedinou vysvětluj́ıćı proměnou, který

jsme poté zobecnili na př́ıpad s v́ıce regresory, pro nějž jsme opět uvedli také je-

den z možných test̊u nulovosti celého vektoru regresor̊u, tj. testu nulové hypotézy

H0 : β1 = · · · = βp = 0. V této kapitole jsme si také uvedli, jak lze odhadnout

celou funkci přež́ıváńı pro Cox̊uv model.

Závěr druhé kapitoly jsme věnovali bayesovské analýze, pro ńıž jsme si před-

stavili základńı myšlenku odhadu aposteriorńıho rozděleńı. Nav́ıc jsme si v́ıce
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přibĺıžili Weibull̊uv model a jeho propojeńı s Weibullovým rozděleńım čas̊u přežit́ı,

které jsme uvažovali pro bayesovskou analýzu, jelikož Weibull̊uv model narozd́ıl

od Coxova modelu spadá do parametrických model̊u.

Ve třet́ı kapitole jsme podrobili data nejprve klasické analýze přež́ıváńı a našli

jsme pomoćı Akaikeho informačńıho kritéria nejlepš́ı Cox̊uv model zvlášt’ pro

pacienty s virovým a nevirovým p̊uvodem onemocněńı. Hlavńı otázkou, která nás

zaj́ımala, bylo jestli má na přež́ıváńı pacient̊u vliv použitá terapie, tento regresor

jsme ovšem v obou př́ıpadech vyřadili z modelu a tedy považujeme vliv terapie

za statisticky nevýznamný. Jako významné regresory vyšly v př́ıpadě virových

onemocněńı uzliny, velikost nádoru, už́ıváńı alkoholu a věk pacienta. Pro nevirová

onemocněńı to byly uzliny, velikost nádoru, stádium onemocněńı a vzděláńı.

Poté jsme data analyzovali také bayesovsky s využit́ım Weibullova modelu.

Pro jednoduchost a kv̊uli výpočetńı náročnosti jsme uvažovali jen jediný para-

metr, a to pohlav́ı. Ten jsme nejprve odhadli s pomoćı klasické analýzy přež́ıváńı,

abychom mohli výsledky srovnávat. Poté jsme odhadli posteriorńı rozděleńı pa-

rametru β s využit́ım bayesovské analýzy a spoč́ıtali odhad jeho středńı hod-

noty, který vycházel bĺızký odhadu s využit́ım klasické analýzy. Pomoćı po-

steriorńıho rozděleńı pravděpodobnosti jsme také byli schopni odhadnout, že

pravděpodobnost, že by muži přež́ıvali lépe než ženy, je menš́ı než 0.001. Také

jsme se pod́ıvali na odhad hustoty doby přež́ıváńı pro ženy a muže, z ńıž bylo

opět patrné, že ženy maj́ı větš́ı šanci na přežit́ı deľśı dobu. Zat́ımco pro muže

vycházela středńı doba přežit́ı přibližně 6 let, pro ženy vycházela přibližně 14 let.

Na závěr jsme se pod́ıvali také na odhad funkce přež́ıváńı, z ńıž bylo opět patrné,

že ženy jsou na tom, co se týká přež́ıváńı, lépe. Byla ale také vidět znatelně větš́ı

nejistota v odhadu než u funkce přež́ıváńı pro muže.
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