UNIVERZITA PALACKEHO V OLOMOUCI
PRIRODOVEDECKA FAKULTA

DIPLOMOVA PRACE

Srovnani klasického a bayesovského pristupu
k analyze prezivani

Katedra matematické analyzy a aplikaci matematiky
Vedouci diplomové prace: Mgr. Ondiej Vencalek Ph.D.
Vypracoval: Be. Tereza Brichova

Studijni program: N1103 Aplikovana matematika

Studijni obor Aplikace matematiky v ekonomii

Forma studia: prezencni

Rok odevzdani: 2019



BIBLIOGRAFICKA IDENTIFIKACE

Autor: Be. Tereza Brichova

Nazev prace: Srovnani klasického a bayesovského ptistupu k analyze prezivani
Typ prace: Diplomova prace

Pracovisté: Katedra matematické analyzy a aplikaci matematiky

Vedouci prace: Mgr. Ondiej Vencélek Ph.D.

Rok obhajoby prace: 2019

Abstrakt: Cilem diplomové prace je predstavit a srovnat postupy klasické a ba-
yesovské analyzy prezivani. Oba pristupy poté aplikujeme na realnéd data tykajici
se nadorovych onemocnéni a porovname jejich vysledky.

Klicova slova: Analyza prezivani, Bayes, Bayesovsky pristup
Pocet stran: 45

Pocet priloh: 0

Jazyk: cesky



BIBLIOGRAPHICAL IDENTIFICATION

Author: Be. Tereza Brichova
Title: Comparison of classical and Bayesian approach to survival analysis
Type of thesis: Master’s thesis

Department: Department of Mathematical Analysis and Application of Ma-
thematics

Supervisor: Mgr. Ondiej Vencélek Ph.D.
The year of presentation: 2019

Abstract: The aim of thesis is to present and compare classical and Bayesian
approach to survival analysis. Both approaches will be applied on a real cancer
data and then we will compare their results.

Key words: Survival analysis, Bayes, Bayesian approach
Number of pages: 45
Number of appendices: 0

Language: Czech



Prohlaseni
Prohlasuji, ze jsem diplomovou praci zpracovala samostatné pod vedenim

pana Mgr. Ondfeje Vencalka Ph.D. a vSechny pouzité zdroje jsem uvedla v se-
znamu literatury.

V Olomoucl dne ...



Obsah

Uvod 9
1 Data a zakladni pojmy 10
1.1 Popisdat . . . ... . 10
1.2 Ukazkadat . . . ... .. 11
1.3 Zakladni pojmy . . . . . . . ..o 11
2 Pouzité metody 13
2.1 Klasicky pristup k analyze prezivani . . . . . . . . . .. ... ... 13
2.1.1 Testy vyznamnosti, konfidenéni intervaly . . . . . . .. .. 18
2.1.2  Model s vice vysvétlujicimi proménnymi . . . . . . . . .. 19
2.1.3 Coxova funkce preziti . . . . . . ... ... 21
2.1.4  Interpretace proporcionalniho hazardniho modelu . . . . . 24
2.2 Bayesovsky pristup k analyze prezivani . . . . . . . ... .. ... 25

3 Analyza piezivani na datech o nadorovych onemocnénich v du-
tiné ustni 29
3.1 Klasickd analyza prezivani . . . . . . . . .. .. ... ... 29
3.2 Bayesovska analyza ptezivani . . . . . . .. .. ... ... ... 35
Zaveér 44
Literatura 45



Seznam obrazku

2.1

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7
3.8

3.9

Srovnani kumulativni hazardni funkce pro pacienty s virovym nadorovym
onemocnénim a s nevirovym nadorovym onemocnénim . . . . . . 23

Srovnani Coxovy funkce preziti pro pacienty v jednotlivych rizi-

kovych skupindch . . . . .. ..o 31
Srovnani Kaplan-Meierovy funkce preziti pro pacienty v jednot-
livych rizikovych skupinach . . . . ... ... o000 000 32
Srovnani funkce preziti podle Coxova modelu pro pacienty s vi-
rovym a nevirovym nadorovym onemocnénim . . . . . . . . . . . 33
Prubéh simulace hodnot z posteriornich rozdéleni pravdépodobnosti
parametru z Weibullova modelu s jedinym regresorem pohlavi . . 36
Posteriorni rozdéleni pravdépodobnosti parametru z Weibullova
modelu s jedinym regresorem pohlavi . . . . ... ... ... ... 37
Autokorelaéni funkce pii simulovani hodnot z posteriornich rozdéleni
parametrii . . . . ... e 38

Odhad hustoty doby pfezivani pro muze (¢ervené) a pro zeny (modie) 40
Posteriorni odhad funkce prezivani pro Zeny (Cervené) a pro muze
(modfe) . . . . . . . 41
Funkce prezivani pro muze (modra) a pro zeny (Cervend) pii od-
hadech parametru pomoci odhadu strednich hodnot jejich poste-
riorniho rozdéleni pravdépodobnosti . . . . . . ... ... 42



Seznam tabulek

3.1 Tabulka hodnot Akaikeho informacniho kritéria pro jednotliva déleni

do rizikovych skupin . . .. ..o oo 30
3.2 Prehled odhadu poméru rizik v Coxové modelu pii rozliseni paci-

entl na pacienty s virovym a nevirovym nadorovym onemocnénim 34
3.3 Prehled odhadu pomeéru rizik v Coxové modelu aplikovaném na

vSechna analyzovana data . . . . .. .. .. ... ... .. 35
3.4 Prehled pravdépodobnosti toho, ze klasicky model neodhadl para-
metr huf nez s danou chybou . . . . .. ... ... ... .. ... 39



Podékovani

Réada bych podékovala mému vedoucimu diplomové prace Mgr. Ondieji Ven-
calkovi, Ph.D. za obétavou spolupraci i ¢as, ktery mi vénoval pii konzultacich, a
také za cenné rady, které pomohly tuto praci dovést do zdarného konce. Podéko-
vani patii i mé rodiné a pratelum za podporu béhem celého studia.



Uvod

Analyza prezivani se zabyva modelovanim doby do vyskytu néjaké udalosti.
Udalosti rozumime napiiklad preziti ¢i imrti pti vyskytu néjaké choroby. Analyzu
prezivani muzeme také vyuzit ke zkoumani doby nez zabere 1ék. Vyuziti této
analyzy muzeme najit i v jinych odvétvich. My vSak budeme analyzu prezentovat
na datech tykajicich se rakoviny dutiny tstni a udalosti tak pro nés bude skutecné
pravé umrti a tyto dva pojmy tedy budeme v praci volné zaménovat.

Na uvod si predstavime, jak vypadaji analyzovand data a co nés na nich
bude zajimat. Poté si predvedeme testy, které pii analyze prezivani vyuzijeme.
Nésledovat bude samotna analyza prezivani, kterou nejprve prozkoumame z po-

hledu klasické a poté i z pohledu bayesovské statistiky:.



Kapitola 1

Data a zakladni pojmy

1.1 Popis dat

K dispozici mame data tykajici se rakoviny v oblasti dutiny ustni, ktera muze
byt virového a nevirového puvodu. Zda je rakovina virového ¢i nevirového puvodu
se urc¢uje ruznymi testy, z nichz my mame informace o dvou — RLB a SPF. Tyto
testy budeme povazovat za hlavni vysvétlujici proménnou. A to z toho duvodu ze
bychom chtéli védét, jestli mame 1écbu stanovit na zakladé zjisténi, ze je rakovina
virového puvodu.

Dalsi dulezité faktory, které budeme uvazovat, budou pochopitelné vék pa-
cienta v case diagndzy, stadium rakoviny, v némz se pacient nachézi, velikost
tumoru a jeho umisténi, zda jde o muze ¢i o zenu a jestli koufi ¢i jestli pije
alkohol. Mimo to mame pacienty také roziazené do rizikovych skupin podle od-
bornych ¢lankt vénujicich se podobnému tématu. Jelikoz vsak nemame k dispozici
presné tytéz informace o pacientech, byla data rozdélena ¢tyfmi ruznymi zpusoby
oznacenymi Risk Group 1 (g1) az Risk Group 4 (94).

Posledni sloupec tabulky udava dobu, po kterou se jedinec ve studii nachazel
a prokazatelné zil. Kromé toho mame také informaci o stavu pacienta, tj. jestli,

popiipadé z jaké priciny zemftel, nebo jestli na konci studie stale zil.
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1.2 Ukazka dat

sex lok. vel. st. ter. stav ku¥. alk. RLB SPF v&k gl g2 g3 g4 doba

1

= S

1 4 4 1 5 1 1 16 16 59 3 3 3 3 2.12
1 4 4 1 4 1 1 0 0 54 3 3 3 3 0.9
1 3 4 2 4 0 0o o0 0 70 2 2 2 3 1.52
1 2 4 1 5 1 1 0 0 56 2 3 2 3 6.30
1 2 3 1 1 NA NA O O 47 NA NA NA NA 13.73

Jesté pred samotnou analyzou bude potieba data trochu upravit. Testy RLB a

SPF totiz nékdy podavaji rozporuplné vysledky, proto muzeme uvazovat analyzu

zvlast pro pifpad, kdy budou vychdzet oba testy pozitivni a zvlast pro piipad,

kdy bude aspon jeden z nich vychazet pozitivni.

1.3 Zakladni pojmy

e Udédlost — Existuje nékolik moznosti, co muzeme povazovat za nastani uda-

losti. V nasem ptipadé budeme pracovat se situaci, kdy udélosti je amrti
(tzv. overall survival, zkracené OS). Dalsi moznosti muze byt napiiklad
umrti z priciny rakoviny (disease specific survival, zkracené DSS). Obé maji
sva pro a proti, jelikoz OS je ovlivnén tumrtimi, kterd nenastala kvuli stu-
dované nemoci, zatimco DSS uvazuje nastani udalosti pouze u jedinct, u
kterych doslo prokazatelné k nastéani sledované udélosti, kterou je v tomto
pripadé umrti na rakovinu. Muze nam tak uniknout rada umrti, ke kterym

dojde z jiné priciny, ktera je ovsem dusledkem nemoci.

Cenzorovani — V datech se obvykle vyskytuji pozorovani, ktera nevystoupila
ze studie kvili nastani udalosti, ale kvuli tomu, ze studie skoncila, ptipadné
u DSS kvuli tomu, ze pricinou umrti bylo néco jiného nez rakovina. U
téchto dat nezname dobu prezivani. V takovém piipadé méame dvé moznosti:
1.) muzeme odstranit vSechna data, kde nedoslo k dmrti, avsak jen za cenu

obrovské ztraty informace a hlavné uplného zkresleni vysledku, coz zifejmé
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neni pravé nejvhodnéjsi, 2.) muzeme provést cenzorovani. Podrobnéjsi popis

toho, jak se cenzorovani provadi, bude vysvétlen dale v textu.

Funkce preziti — Tato funkce vyjadiuje pravdépodobnost preziti obdobi

délky t od zacatku sledovani (tj. od diagndzy)
S(t) = P(T >t).

Funkce preziti je evidentné nerostouci, zprava spojita, v bodé ¢ = 0 je rovna

1 a limitné pro ¢ — oo jde k nule.

Hazardni funkce (anglicky hazard function) — Jednd se o funkci, kterd vy-
jadruje pravdépodobnost tmrti v daném okamziku ¢ pro clovéka, ktery se
dozil okamziku jen tésné pred tim. Symbolicky ji muzeme vyjadrit v pripade,

ze uvazujeme diskrétni cas, jako
h(t) = P(T =T > t),
a v pripadé, ze uvazujeme spojity cas, jako

Jln S
W) = —— 3
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Kapitola 2

Pouzité metody

2.1 Klasicky pristup k analyze prezivani

Analyza prezivani predstavuje v podstaté regresni model, ktery se lisi od
ostatnich regresnich modelt tim, ze v sobé zahrnuje proces starnuti. Jinak feceno,
tato analyza umoznuje v modelu zahrnout také to, ze ¢lovék v prubéhu casu
starne, ¢imz se meéni pravdépodobnost jeho preziti. Chceme-li tedy provadét
analyzu prezivani, musime nejprve zavést hazardni funkci, kterd nam umoznuje
tento faktor zahrnout do modelu. Zakladnim modelem je model s exponencialnim
rozdélenim pravdépodobnosti dob preziti, ktery se dé lehce odvodit.

Uvazujme linedrni regresni model, v némz budeme modelovat zavislost loga-
ritmu ¢asu na néjakém zndmém regresoru (napi. vék). Pro jednoduchost se zatim
budeme zabyvat jen jedinym regresorem a na situaci s vice proménnymi tvahy

zobecnime az v pozdéjsi sekci. Uvazovany model tedy bude popsany rovnici
y=po+pr+o-e,
kde y = In(t) a ¢* = In(g). Vyjadiime-li z této rovnice proménnou ¢, dostaneme

t = e(Bothiz) e

Konkrétni tvar hazardni funkce zavisi tedy na rozdéleni pravdépodobnosti chy-
bové slozky. Exponencidlni rozdéleni casu preziti dostaneme, jestlize zvolime

o = 1. Stfedni hodnotu ¢ potom ziskame jako % a dostaneme tedy
l — 650+51967
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odkud muzeme vyjadiit A = e~ (Po+A12) o7 je zdroveti i hazardni funkei v expo-
nencidlnim modelu pro analyzu piezivani, nebot, jak jsme si uvedli vyse, funkci
pieziti ziskdme jako 1 — F(t), kde F(t) = 1 — e~ je distribuéni funkce expo-
nencialniho rozdéleni. Plati tedy S(t) = e, respektive In S(t) = —\t. Derivaci
podle t a vynasobenim minus jednickou dostaneme, ze hazardni funkce je rovna
piimo parametru A z exponencialniho rozdéleni ¢asu preziti.

Zde bychom si méli vSimnout dvou véci — uvedend hazardni funkce nezavisi
na case t (tj. nerozliSuje, jestli objekt sledujeme den, tyden ¢i celé roky) a
je prevracenou hodnotou nenahodné slozky z regresniho modelu. Prvni uve-
dend vlastnost muze byt v praxi prekazkou, jelikoz délka doby studie muze
byt vyznamnym faktorem. Proto si obvykle nevystacime jen s exponencidlnim
rozdélenim a model zobecnime na piipad, kdy o # 1 a chybova slozka se tak #idi
Weibullovym rozdélenim s parametry « a o. Hazardni funkce dostane nasledujici

podobu

)\tz\fl

h(t,z,B3,\) = (ot By

(2.1)

kde A\ = % kvili prehlednéjsimu zapisu. Budeme-li se na uvedenou funkci divat
jako na funkci proménné casu, dostaneme, ze pro A > 1 (resp. ¢ < 1) hazardni
funkce roste s rostouci dobou piezivani, zatimco pro A < 1 (¢ > 1) bude hazardn{
funkce s piibyvajicim ¢asem klesat. Ani tato funkce oviem nenf univerzalni, nebot
predpokladé, ze vyvoj funkce v zavislosti na case je monotonni. To znamend, ze
si neporadi napiiklad se situaci, kdy hazardni funkce do urcitého ¢asu roste a
poté klesa.

Obecné od hazardni funkce muzeme pozadovat splnéni dvou cilu. Nejprve
chceme aby vyjadtovala, jak se méni pravdépodobnost preziti v zavislosti na case,
tzn. jakd je pravdépodobnost preziti v kazdém c¢ase t trvani studie. Druhym cilem
je zjistit, jak se tato pravdépodobnost méni v zavislosti na ménicich se hodnotach
regresortt. Casto si vystaéime pravé jen se splnénim druhého cile, napf. pokud
chceme znat odpovéd na otdzku, jaky vliv na piezivani mé nova terapie. V tom

piipadé nam muze poslouzit semiparametricky model, ktery neméa predpoklady
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na rozdéleni chybové slozky.
Semiparametrické modely predpokladaji, ze muzeme hazardni funkci vyjadrit

ve tvaru
h(t,z,B) = ho(t)r(z, 1),

kde ho(t), tzv. baseline hazard function, vyjadiuje zavislost hazardni funkce na
case (a jeji soucdsti je i élen ), zatimco r(x, £1) vyjadiuje zavislost této funkce
na hodnoté regresoru x. Obé funkce pfitom musime volit tak, aby h(t,z,3) > 0
pro vSechna ¢ > 0. Nyni muzeme zavést tzv. hazard ratio, které ndm bude vy-

jadfovat pomeér mezi dvéma hazardnimi funkcemi nésledovné:

HR(t 1, 70) = h(t,z1, ) _ ho(t)r(z1, B1) _ r(z1, Br)

h(t,z0,B)  ho(t)r(zo, B1) (w0, B1)

Tento pomér tedy nezavisi na vyvoji hazardni funkce v ¢ase hy(t), ale pouze na
jeji zavislosti na regresoru v podobé funkce r(x, 5;).

S uvedenym modelem priSel jako prvni Cox v roce 1972, kdy uvedl funkci
r(x,31) ve tvaru e*”. Hazardni funkce a hazard ratio v Coxové modelu tedy
vypadaji nasledovneé:

h(t,z,B) = ho(t) - €71 (2.2)

HR(t,,,30) = eH1 @0, (2.3)

Takto ziskané hazard ratio muzeme interpretovat jako pomeér relativniho rizika.

Jestlize tedy hazard ratio pro hazardni funkci zen a muzu vyjde 0.51, znamena

to, ze riziko umrti u muzu je v kterémkoliv okamziku priblizné dvakrat vétsi nez
u zen.

Podivejme se nyni, jak bude vypadat funkce ptezivani pro hazardni funkci

ve tvaru hg(t) - e®P. K tomu potiebujeme védét, ze za predpokladu absolutni

spojitosti proménné ¢ muzeme funkci prezivani vyjadrit ve tvaru
S(t) — e_H(t,I,ﬂ)7

kde H(t,x,3) je kumulativni distribuéni funkce v ¢ase ¢ pro pozorovani s danymi
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hodnotami regresoru x. Diky absolutni spojitosti proménné ¢ pak muzeme vyjadrit
t ¢ t
Hit.2.8) = [ bz, B)du= [ hofw) - riz,)du=r(e.50) - [ holudu=
0 0 0

=r(x, B1) - Ho(t).
(2.4)
Kumulativni distribuéni funkci tedy muzeme zapsat jako soucin zakladni kumula-
tivni distribu¢ni funkce Hy(t) a funkce r(x, 51) pro subjekt s hodnotami regresoru

x. Obecnd semiparametricka funkce preziti tedy bude vypadat nasledovné:
S(t,, B) = eTPIIE = [ MO  [S()]" =,

kde Sy(t) = e Ho®) budeme znacit zékladni funkci preziti. V piipadé Coxova

modelu tak dostaneme:
S(t,z,B) = [So(t)]<™.
Bézné se regresni modely sestavuji tak, aby maximalizovaly funkci vérohod-
nosti, ale v pripadé Coxova modelu vypada piislusna funkce vérohodnosti takto

(jeji odvozeni je popséno v [1]):

= [ (n(ti zi B)) - [S(ti, i, B)],

=1
respektive

n

L(B) = In[l(B)] = Z (¢; - In[ho(t:)] + ciziBy + €7 In[So(t;)]),

kde z; je hodnota regresoru u i-tého pozorovani a c¢; vypovida o tom, zda u -
tého pozorovani doslo k udélosti (¢; = 1), nebo bylo potieba cenzorovat (¢; = 0).
Zésadni problém vyvstava kvuli tomu, ze nemame konkrétni tvar zakladni ha-
zardni funkce a funkce preziti, proto se misto funkce vérohodnosti pouziva parcial-
ni funkce vérohodnosti (anglicky partial likelihood function), kterd mé nasledujici
podobu:
n ceibh ¢
Lp(B) —E { S 161} :
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kde vyraz ve jmenovateli s¢itdme ptes vSechny objekty v rizikové skupiné v case
t;. Rizikovou skupinou R(¢;) pfitom rozumime skupinu pozorovéni, u niz je doba
preziti ¢i doba do cenzorovani vétsi nebo rovna danému casovému okamziku ;.

Funkce se obvykle uvadi ve tvaru bez vyrazu, pro néz ¢; = 0.

et@h

_ (2.5)
H Z]GR t(z ) e Jﬁl

kde m znaci pocet ruznych Casu pfeziti a z(; je hodnota regresoru pro subjekt
s uspofddanym Casem preziti ¢(;). Logaritmus parcidlni funkce vérohodnosti pak

bude vypadat takto:

L) =3 (wom-m [ 3 )6%]).

i=1 jGR(t(i)

Zderivovanim podle f; a srovnanim s nulou ziskdme nasledujici rovnici (de-

tailni odvozeni je popsano v [1]):

kde

90151

Ty, = Z wi(B1)z;, wij(Br) = W
ER(t

JER(t())
odkud muzeme spocitat odhad parametru 5 (budeme jej znacit Bl)

Ukazuje se, ze takto ziskany odhad ma stejné distribu¢ni vlastnosti jako od-
hady ziskané pomoci metody maximalni vérohodnosti. Mezi né patii i to, ze
odhad asymptotického rozptylu tohoto odhadu muzeme spocitat jako zaporné
vzatou prevracenou hodnotu druhé derivace logaritmu diléi funkce vérohodnosti

v bodé 5’1. S vyuzitim vyse uvedeného vztahu pro vypocet w;;(f1) dostaneme

O*L,y(6h)
82611 = Z Z Wy 4 51 xwl)-

=1 jER(t(;))
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Vynasobime-li vyraz na pravé strané minus jednou, dostaneme tzv. pozorovanou
. . _ 0%Ly(B1) s . o v

informaci 1() = — 5%, (v pripadé vektoru parametru B hovorime o ma-
tici pozorované informace, kterou znac¢ime I(3)). Odhad asymptotické varianén{

matice je tedy prevracenou hodnotou pozorované informace v bodé g = B.
varP = 1(3)7".

V praxi obvykle potfebujeme znat smeérodatnou odchylku odhadu (kvuli testum

vyznamnosti), tu ziskdme odmocnénim rozptylu.

2.1.1 Testy vyznamnosti, konfidencni intervaly

V analyze prezivani se nejcastéji vyskytuji tii testy vyznamnosti pro jed-
notlivé parametry (vSechny vyzaduji dostatecné velké mnozstvi necenzorovanych

pozorovani):
e Test zaloZzeny na poméru vérohodnosti (partial-likelihood ratio test)

> Testové statistika ma tvar: G =2 - [L,(61) — Ly(0)]
L,(0) = —=>"" In(n;) ...hodnota maxima logaritmu parcidlni funkce
vérohodnosti za podminky £; = 0
L,(f1) ... maximum logaritmu parcidlni funkce vérohodnosti v modelu
s odhadem regresniho parametru 31

Za platnosti nulové hypotézy plati G ~ x?

e Walduv test

By

SE(B1)

Za platnosti nulové hypotézy plati z ~ N(0,1)

> Testova statistika ma tvar: z =

e Skérovy test

_ OLp/0B1

VTS, [51=0

Za platnosti nulové hypotézy plati z* ~ N(0,1)

> Testova statistika mé& tvar: z*
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V praxi vychazeji obvykle vysledky vsech tii testu velmi podobné, pokud by
vSak doslo k rozporu mezi nimi, doporucuje se rozhodnout na zakladé partial-
likelihood ratio testu. Walduv test se vyuziva spise u modelu s vice vysvétlujicimi
proménnymi, kde slouzi jako kritérium pro vybér vyznamnych regresoru.
Uvedené testy muzeme vyuzit také pii konstrukei konfidenc¢nich intervalu pa-
rametru (. Jako piiklad si muzeme uvést vyuziti Waldovy statistiky, kdy vime,

ze odhady maji asymptoticky normalni rozdéleni pravdépodobnosti se smérodat-

nou odchylkou /1(6;)~!. Koncové body 100(1—a)% intervalu v takovém pripadé

dostaneme jako:
By £ ui_a SE(By),

kde u;_a znacf 100(1 — §)% kvantil normovaného normélnfho rozdéleni.

2.1.2 Model s vice vysvétlujicimi proménnymi

Uvazujme nyni piipad s p regresory, jejichz hodnoty jsou zméteny na kazdém
pozorovani a po celou dobu studie se neméni. Pro kazdé pozorovani nyni budeme
mit k dispozici uspofadanou trojici hodnot (t;, x;,¢;), kde t; je pozorovany cas
prezivani, @, = (z;,..., ;) je vektor regresoru a ¢; nese informaci o tom, zda
bylo pozorovani cenzorované, nebo ne. Parcidlni funkci vérohodnosti poté dosta-
neme, kdyz ve vztahu 2.5 nahradime jediny regresor x(;y vektorem regresoru x;
a koeficient 8 vektorem koeficientu 8 = (i, ..., 5,)".

Podobné jako v ptipadé modelu s jednou vysvétlujici proménnou, dostaneme
maximalné vérohodné odhady vektoru koeficientu B tak, ze vyraz zderivujeme
podle kazdé slozky tohoto vektoru a vysledné vyrazy polozime rovny nule. Rovnice

ziskand derivaci podle k-té slozky bude vypadat takto:

(i)
I’ - x(zk xwl
8/Bk =1 Z]ER(t(w)e ] =1
kde
%P B
wij(B) = W Tk = Z wi; (B)jn
IER(t()) JER(t(iy)
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a x(y) oznacuje hodnotu k-tého regresoru pro subjekt s usporadanou dobou
preziti ¢;). Takto ziskany odhad koeficienti 3 budeme znacit B8 = (Bl, . ,Bp)’ .
Vicerozmérnou analogii pozorované informace bude informaéni matice, kterou

ziskame jako

9L, (B)
026 7

a stejné jako v jednorozmérném piipadé budeme s jeji pomoci odhadovat variacni

1) = -

matici parametru 3 jako

A

var(B) = 1(8)™".
Jednoduché zobecnéni pro ptipad s vice regresory lze provést rovnéz u testu
vyznamnosti vektoru koeficientu. Nulova hypotéza pro model s p vysvétlujicimi
proménnymi bude mit podobu 8; = --- = 8, = 0. V piipadé partial-likelihood

testu bude mit testova statistika opét tvar
G =2-[Ly(B) — L,y(0)]

a za platnosti nulové hypotézy se bude asymptoticky ridit rozdélenim X;Qy Zamitnuti
nulové hypotézy indikuje, ze alespon jeden ze zkoumanych regresoru statisticky
vyznamné souvisi s dobou prezivani. Analogie zbylych dvou testu se daji ziskat
s pomoci maticovych vypoctu, které jsou vsak v praxi nepohodlné a spokojime se
proto s uvedenym partial-likelihood ratio testem. Ten se vyuziva také k porovnani
dvou modeli, podobné jako se v linedrni regresi pouziva F-test. Vysledna sta-
tistika m4 za nulové hypotézy (plati podmodel) x? rozdéleni s poctem stupnu
volnosti danym poctem parametru, o které se modely lisi. Je vSak potieba, aby
byly oba modely odhadnuty na zakladé stejnych pozorovani.

Vyse uvedené metody zalozené na parcialni funkci vérohodnosti vychézeji
z predpokladu, ze v pozorovanych dobéch preziti nedoslo ke shodam. To se v praxi
stava spis ziidka a zavedly se proto nékteré modifikace. Jedna z moznosti je
predpokladat, ze ke shodam dochazi kvuli nepresnostem v méreni, a spocitat

presny partial likelihood tak, zZe zahrneme vSechna mozna uspotradani téchto shod.
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Jinou cestou je vyuzit Breslowovu (2.6) nebo Efronovu aproximaci (2.7):

11(B) = H e i+ JC;B] . (2.6)

Le(8) =[] -

d; A k— !
=1 Hk‘:l [Z]ER(tO) em]ﬁ - d_ll Z]ED(t(z) ez]ﬁ}

kde d; znaci pocet pozorovani se stejnou dobou pfeziti t;) a x¢); = ZjeD(t(i)) xj,

kde D(t(;) je skupina pozorovani s dobou pieziti ¢(;). Jinymi slovy, ;)4 je rovno
souctu hodnot regresorti u pozorovani s dobou pfeziti ¢;). S uvedenymi aproxi-
macemi bychom dale pracovali stejné jako s parcialni vérohodnostni funkci bez
shod.

Efronova varianta dava nepatrné lepsi aproximaci presné parcidlni vérohod-
vyuzivaji k vypoc¢tum Breslowovu variantu. Pro data bez shod daji obé apro-
ximace stejnou hodnotu jako parcidlni vérohodnostni funkce, ktera shody ne-

uvazuje.

2.1.3 Coxova funkce preziti

Pripomeneme-li si Coxovu funkci preziti

S(t,m, ) = [So(t)]"”,

muzeme vidét, ze po odhadu regresnich koeficienti uz ndm ke stanoveni této
funkce zbyva jen odhadnout zékladni funkei preziti Sy(t). K tomu nds dovedou
nasledujici uvahy:

Podminénou pravdépodobnost preziti do casu t;) osoby, ktera zila v Case £(;_)

S(ty)
S(tii-1))

So(te))
So(ti—1))

muzeme ziejmé spocitat jako

. Definujme podminénou zakladni pravde-

podobnost preziti jako a; = . Potom

/ e='s
S(tw,2.B) _ | [Solt@)]™” | _ | Soltw) _ e
S(t(i—l)v T, ﬂ) [So(t(z'q))]ew,ﬁ So (t(i—1)>
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Pti pocitani maximalné vérohodného odhadu uvazujeme jako B diive uvedeny
odhad ziskany pomoci parcidlni funkce vérohodnosti, ktery jsme si oznacili [3
Pro zjednoduseni vyslednych rovnic (jejich detailnéjsi odvozeni je popséno v [5])
zavedeme znaceni 6§, = e®B. Rovnice pro maximalné vérohodné odhady &; budou

vypadat takto:

> Hlé =>6  i=1..m, (2.9)

lep; L — ;' icR,
kde m je pocet ruznych ¢asu preziti ve studii, R; znaci jedince v rizikové skupiné
v usporadané dobé preziti t(; a D; subjekty v rizikové skupiné, kteri se dozili
prave casu ;.
V piipadé, ze se v datech nevyskytuji shody (tj. D; jsou jednoprvkové mnoziny),

dostaneme

0. o,
b; = {1 - —] . (2.10)
ZlERZ‘ 0[

Pokud se v datech shody vyskytuji, musime feSeni ziskat pomoci iterativnich
metod.

Odhad zakladni funkce preziti dostaneme jako soucin jednotlivych odhadu
podminénych zékadnich pravdépodobnosti preziti &;,

So(t) =[] éu

i:t(i) <t

. . ey, . , A0 A
Jinou cestou je vyuziti Breslowovy aproximace a nahrazeni &;' ~ 1+ 6; - In(«;)

na levé strané rovnice 2.9. ReSenim bude:

a; = exp [i] (2.11)

lER; 0,
Zékladni funkci preziti bychom opét ziskali jako soucin jednotlivych ;. Odhad
funkce S(t,x,3) potom dostaneme dosazenim odhadu zékladni funkce preziti a
odhadu regresnich koeficientt 8.
V nékterych softwarech se muzeme setkat také s odhadem zakladni hazardni
funkce ﬁo(t(i)) = 1—¢q;. Tyto bodové odhady nejsou ptilis presné a jsou nestabilni,
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takze se samy o sobé nedaji pouzit. Vhodnéjsi je pouzit kumulativni zakladni

hazardni funkci, ktera se da spocitat ze zakladni funkce ptrezivani jako

Hy(t) = —1In [Sp(t)].
Odhad kumulativni hazardni funkce pfi danych hodnotach regresoru se spocita
jako
H(t,z,8) = —In [5(t, @, B)] = —e*? - 1n [Sy(t)].
Tuto funkci muzeme vykreslit do grafu v zavislosti na Case a zndzornit tak
zkuSenost s prezivanim pro jednotlivé hodnoty regresoru, napriklad pro skupinu

pacientu s virovym a nevirovym onemocnénim, coz je vidét na obrazku 2.1.

30

— virove
nevirove

25

20

15

Kumulativni riziko
1.0

05

0.0

| | | | | | | |
0 2 4 5 8 10 12 14

¢as (v letech)

Obréazek 2.1: Srovnani kumulativni hazardni funkce pro pacienty s virovym
nadorovym onemocnénim a s nevirovym nadorovym onemocnénim
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2.1.4 Interpretace proporcionalniho hazardniho modelu

K interpretaci jednotlivych koeficienti musime nejprve urcit funkéni zavislost
mezi hazardni funkef a sledovanou zavisle proménnou (pravdépodobnosti preziti).
Z toho totiz vyplyne, jakou transformaci sledované proménné dostaneme jako
linearni kombinaci regresoru. V piipadé Coxova modelu s jedinou vysvétlujici
proménnou (pro vice regresoru by vypocet vypadal analogicky) mé hazardni
funkce tvar

h(t,x, B) = ho(t)e™

a funkéni zavislost, tzv. linkovou funkci, tedy ziskame jako pfirozeny logaritmus

g(t,z,8) =In[h(t,z, B)] = In [ho(t)] + .

Rozdil linkovych funkei pfi zméné z = a na x = b bude

g(t,x =a,B) — g(t,x =b,8) =In [ho(t)] + aB — In [ho(t)] + b8 = (a — b)B.

Kdyz vyrazy v této rovnici dosadime do funkce e*, abychom se zbavili loga-
ritmu, dostaneme

HR(t,a,b,B) = e+ 8, (2.12)

tedy vztah pro vypocet poméru rizik, se kterym jsme se jiz seznamili diive a
ktery hraje vyznamnou roli pravé pii interpretaci parametru. Jednd se v podstaté
o analogii poméru Sanci v logistické regresi. Narozdil od néj vsak udava pomeér
rizika pro subjekty se dvéma ruznymi hodnotami regresoru v kazdém ¢asovém
okamziku studie a nerozlisuje pouze imrti pred koncem studie a po ném.
Vybérové rozdéleni odhadu poméru rizik je sesikmené doprava, zatimco o sa-
motném parametru [ to tolik neplati a ten ma tedy mnohem blize k normalnimu
rozdéleni. Proto pti konstrukei intervalu spolehlivosti vychézime z jeho aproxi-
mace normalnim rozdélenim a chceme-li znat interval spolehlivosti pro odhad

HR, dosadime koncové body intervalu pro 8 do funkce e*.

~

P(B — \Jvar(B)u(0.975) < B < B+ 1/ var(8)u(0.975)) = 0.95
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P(eB—\/v&r(ﬁ)u(0.975) <HR< 63+\/Uar(ﬁ)u(0.975)) = 095,

kde u(0.975) znaci 97.5% kvantil normovaného normélniho rozdéleni.
Odhad hazard ratio predstavuje dalsi moznost, jak zkoumat, zda je koefici-
ent [ statisticky vyznamny a to tak, ze jej povazujeme za vyznamny, jestlize

konfidené¢ni interval poméru rizik neobsahuje jednicku.

2.2 Bayesovsky pristup k analyze prezivani

U bayesovské analyzy prezivani budeme pracovat s Weibullovym modelem,

ktery predpoklada, ze se ¢asy prezivani ridi Weibullovym rozdélenim s hustotou

a—1
aly (%)~
flyla,A) = A<A> e pro y >0 (2.13)
0 jinak
kde a > 0 se nazyva parametr tvaru a A > 0 parametr skaly. U néj budeme

v piipadé analyzy prezivani uvazovat, ze jej lze vyjadrit ve tvaru[2]:

w}’ (2.14)

w) = oxp{ - 1
pricemz x; znaci i-ty fadek matice regresoru X uvazovany jako sloupcovy vektor.
Z uvedeného predpisu muzeme vidét, ze parametr A(x) se bude zvétsovat s ros-
toucimi hodnotami z;;, jestlize bude parametr 3; zdporny, a zmensovat pro 3;

kladny. Zaroven plati[3], ze stfedni hodnota Weibullova rozdéleni se spocité jako

B(y) = Ar(1+ é)

z cehoz muzeme vidét, ze prumérna doba preziti roste s rostoucimi hodnotami
A(z), kde zdvislost na = ma tvar 2.14 (tedy pii kladnych hodnotach parametru
B; doba preziti klesa s rostoucimi hodnotami regresoru, zatimco pii zapornych
roste).
Zatimco v klasické analyze ptezivani bychom hledali parametry o, 3 a u tak,
ze bychom maximalizovali vérohodnostni funkci, tj. funkci
n
Q (Yi\T (e gtz
Ly, X |a, = —<—> e N A = ex {——Z}
(y | 167 /‘1’) U )\Z )\Z Y 7 p Qa ?
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v bayesovské analyze prezivani budeme pracovat s celou vérohodnostni funkei,
nejen s jejim maximem. Princip bayesovské analyzy spociva v tom, Ze stanovime
néjaké své predbézné presvédceni o hodnotdach hledanych parametri, a to poté
vynasobime funkci vérohodnosti. Vysledek musime jesté znormovat, abychom
skutecné dostali rozdéleni pravdépodobnosti danych parametri, tj. aby integral

z vysledné hustoty byl roven jedné.

Bayesova véta

Abychom odvodili Bayesovu vétu, musime vyjit ze vzorcu pro podminénou
pravdépodobnost, ktera iika, ze pravdépodobnost nahodného jevu B za dané

podminky, ze nastal jev A, lze spocitat jako

P(BN A)

P(BIA) = =5

Analogicky bychom pravdépodobnost P(A|B) ziskali ziménou symbolu A a B, a
z této rovnice bychom mohli vyjadrit pravdépodobnost pruniku obou jevu jako
P(ANB) = P(A|B)P(B),

coz poté dosadime do uvedeného vzorce pro vypocet P(B|A) a dostaneme

P(B4) = ZADLE) M}@f; B

Pokud méame jevu By, vice a tvori rozklad jevu A, pak dosadime do jmenovatele

z véty o tuplné pravdépodobnosti

P(A) = P(A|By)P(By)

a dostaneme Bayesovu vétu ve tvaru

P(A|B;)P(B;)

P(B;|A) = J LA

) = palB) (B

My vsak budeme potiebovat jeji podobu pro ptipad, ze ndhodné jevy A a By

popisujeme pomoci ndhodné veli¢iny se spojitym rozdélenim pravdépodobnosti,
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a proto musime misto pravdépodobnosti v uvedeném vzorci psat hustotu nahodné

veli¢iny:

f(A|B;)f(B;)
TBIA) = T 1B F(BodA

Aplikace Bayesovy véty

Jelikoz chceme znat rozdéleni pravdépodobnosti parametru pii danych hod-
notach pozorovani, bude pro nds B; predstavovat jev parametr o nabyvd hodnoty
g1, Bi=jgu prol =1,...,p, a p = j3, kde p je délka vektoru 3, zatimco jev A
je, ze jsme namérili pozorované hodnoty y pii danych hodnotédch X. Dole po-
tom misto jednoduchého integralu dostaneme integral (p + 2)-rozmérny (mame
p parametru [3; a parametry g a «). Vyraz ve jmenovateli je vsak konstantni a

v praxi se tedy obvykle uvazuje Bayesova véta ve spojitém ptipadé jako

f(Bj|A) o< f(A|B;) f(By), (2.15)

pricemz f(B;) popisuje nase apriorni presvédéeni o hodnotach hledanych para-
metru (obvykle uvazujeme hustotu rozdéleni pravdépodobnosti s velkym rozpty-
lem, abychom vyjadrili svou nejistotu ohledné hodnoty hledanych parametru)
a f(A|B;) je funkce vérohodnosti, kterou jsme si uvedli vyse. Vztah 2.15 tak

muzeme vyjadrit nasledovneé:
fposterior(aa ﬁa M) = ]{IL(CY, IB’ N|y7 X)fprior(aa :37 p,),

pricemz k je normujici konstanta, kterou muzeme urcit z rovnice

/K KL(0, B, s X) fyrior(0, B, p)dadfys . By = 1,

kde K C RP*? je mnozina hodnot, kterych mohou nabyvat jednotlivé parametry.
Ptesny vypocet je vSsak vypocetné narocny a jeho narocnost prudce roste s ros-
toucim poc¢tem odhadovanych parametru. Zpravidla se proto vyuzivaji simulacni

metody Monte Carlo.
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Vysledkem bude tzv. posteriorni rozdéleni parametru, které zpresni, pripadné
upravi nase apriorni presvédceni o rozdéleni pravdépodobnosti téchto parametru.
Muzeme tak napiiklad zkoumat, s jakou pravdépodobnosti mé néjaky regresor

pozitivni vliv na prezivani:
0
P& <0) = [ | omtein (00 BL)dBsdadBs . d5y 1By . A5
J J—00

kde J ¢ RP™ zna¢f mnozinu hodnot, kterych mohou nabyvat ostatni parametry.
Nas bude zajimat predevsim hazardni funkce, k jejimuz nalezeni ale nejprve

musime znat funkci preziti. Tu dostaneme jako:

Yo szye-1 .,
_1_ _1_ = (Z —($)-
S(t)=1—F(t) =1 /0 A(A) e~ (%) da.

Uvedeny integral spocitdme pomoci substituce s = —(%)a, ds = —a:f\aa_l. Funkce
prezivani se zjednodussi do tvaru
_(%)a _(i)a o
S(t)zl—/ e =1—[e]],* =7,
0
Nyni uz muzeme spocitat hazardni funkei jako
aln(St) J— (i)a
h(t =— = — A = A%t 2.16
(7'1.7/87/’[/7&) at 8t & Y ( )
kde za A dosadime ze vztahu 2.14 a dostaneme
h(t,z, B, p,a) = ata_l(e_“+§ B)fa = ot*! (eg)aewlﬁ (2.17)

. . . 122 < vew s s s ,
Zavedeme-li substituci v = e«, dostaneme castéjsi tvar zapisu hazardni funkce

pro Weibulliiv model prezivani:

h(t,x, B,7, a) = ay(ty)* e
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Kapitola 3

Analyza prezivani na datech o
nadorovych onemocnénich
v dutiné ustni

3.1 Klasicka analyza prezivani

Nejprve se pojdme podivat na rozdéleni pacientti do rizikovych skupin. Na
zakladé vysledku publikovanych v ruznych odbornych c¢lancich jsme pacienty
rozdélili ¢tyfmi ruznymi zpusoby do tii rizikovych skupin a nas bude nyni zajimat,
které déleni nejlépe odpovidalo imrtnosti pacientu v nasich datech. K posouzent,
ktery z modelu je lepsi, muzeme pouzit naptiklad Akaikeho informacni kritérium,
které zohlednuje vérohodnost modelu a také pocet parametru v tomto modelu.
Obecné se spocitd jako

AIC = —2In(L) + 2p,

kde In(L) je logaritmus maxima funkce vérohodnosti a p znaci pocet parametru
modelu.

Jednotlivé proménné risk group nabyvaji tii hodnot kédovanych 1, 2 a 3,
coz muzeme pokladat za rozdéleni na slabé ohrozené, stiedné ohrozené a silné
ohrozené jedince. Pti sestavovani tohoto modelu pak muzeme postupovat dvéma
zpusoby. Jestlize budeme predpokldadat, ze rozdil mezi slabé a stredné ohrozenymi
jedinci je stejny jako mezi stredné a silné ohrozenymi, muzeme tuto proménnou

uvazovat jako numerickou a dostaneme tak jednoduchy model s jedinym re-
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Risk group jako faktor | Risk group jako ¢islo
Déleni 1 1041.4 1039.7
Déleni 2 1025.1 1024.9
Déleni 3 1033.7 1035.3
Déleni 4 1036.5 1034.7

Tabulka 3.1: Tabulka hodnot Akaikeho informacéniho kritéria pro jednotliva déleni
do rizikovych skupin

gresorem, ktery bude nabyvat téchto tii hodnot. My bychom ale spise s touto
proménnou chtéli pracovat bez této omezujici podminky a budeme ji tedy vnimat
jen jako kategoridlni. V takovém pripadé musime do modelu zavést dvé umeélé
proménné (o jednu méné, nez kolika hodnot muze regresor nabyvat). Coxuv model

pak bude vypadat nésledovné:
h(t|RG) = h(t)ePHire=a+Fliro—s)

kde RG znaci regresor risk group a I tzv. indikdtorovou funkci, ktera je rovna
jedné, jestlize je podminka v argumentu splnéna, a nule, jestlize ne. Pozorovani,
ktera spadaji do rizikové skupiny slabé ohroZeni, tvori tzv. referen¢ni skupinu,
jelikoz jejich hazardni funkci dostaneme, budou-li hodnoty u vsech regresnich pa-
rametr 3; rovny nule. Hodnoty e resp. e” ndm budou vyjadiovat, kolikrat vétsi
je hodnota hazardni funkce pro stfedné, resp. silné ohrozené jedince praveé oproti
této referencni kategorii. Budeme-li chtit znat pomér rizik také mezi stiedné
a silné ohrozenymi, muzeme spocitat jejich hazard ratio tak, ze do funkce e*
dosadime rozdil odhadu [y a (1. Pri konstrukci konfiden¢niho intervalu je pak

potifeba mit na paméti, ze

var(By — Br) = var(B;) + var(5) — 2cov(fa, 41).

Oba uvedené modely sestavime jak pro regresor s nominalnim, tak pro regre-
sor s ordinalnim charakterem pro vsSechna ¢tyti rozdéleni do rizikovych skupin.

Vysledky shrneme do tabulky 3.1

s/

vvvvvv

30



o |
— slabé
— stfedné
(18] o
o — silné
™
= [(n]
3 3 -
-
(73]
T .
S o]
(o]
(]
N
(o]
=g
| T T | | T
0 2 4 6 8 10 12

Cas (v letech)

Obréazek 3.1: Srovnani Coxovy funkce pteziti pro pacienty v jednotlivych rizi-
kovych skupinéch

model, kde jsme usettili jeden parametr tim, ze jsme uvazovali stejny rozdil mezi
slabé a stfedné ohrozenymi, jako mezi stfedné a silné ohrozenymi. Rozdily, které
jsou mezi prvni a druhou rizikovou skupinou a mezi druhou a tieti rizikovou
skupinou, se tedy ocividné vyraznéji nelisi. V tomto ptripadé bychom pomeér ri-
zik mezi dvéma sousednimi skupinami odhadli jako 2.29. Pacienti v rizikovéjsi
skupiné jsou na tom tedy prumeérné dvakrat huf, co se tyka doby preziti, oproti
pacientum, ktefi jsou o jednu rizikovou skupinu niz.

Odhadnutou Coxovu funkei preziti pro pacienty v jednotlivych rizikovych sku-
pindch (na zdkladé druhého déleni) muzeme vidét v grafu na obrazku 3.1.

Vykreslit si muzeme také neparametricky Kaplan-Meieruv odhad (na obrazku
3.2), ktery se bude do jisté miry lisit, nebot nemd predpoklady proporciona-
lity hazardni funkce v kazdém casovém okamziku. Celkovy obraz o zkuSenosti

s prezivanim by se vSak nemél lisit nijak vyrazneé.
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Obrézek 3.2: Srovnani Kaplan-Meierovy funkce pteziti pro pacienty v jednotlivych
rizikovych skupinach

Zde muzeme vidét, ze predpoklad proporcionality modelu muze byt nékdy
velmi ptisny. Zatimco v Coxové modelu bychom na zdkladé grafu tvrdili, ze se
zkuSenost s prezivanim snizuje pro rizikovéjsi skupiny, v pripadé Kaplan-Meierova
odhadu bychom si ziejmé nebyli tolik jisti odliSnosti prezivani u slabé a stiedné
ohrozenych jedincu.

Nyni uz prejdeme k sestaveni vlastniho modelu. Jednou z nejdulezitéjsich
vysvétlujicich proménnych v nasem modelu bude informace o tom, zda je nador
u daného pacienta virového nebo nevirového puvodu, v dalsi analyze se tedy
podivame blize na to, jak se prezivani v téchto dvou skupindch lisi. To, ze
prezivani mezi nimi bude rozdilné, muzeme vidét uz z obrazku 2.1, kde jsme
srovnavali kumulativni hazardni funkci pro obé skupiny a vidéli jsme, ze pro pa-
cienty s nevirovym onemocnénim toto riziko roste rychleji. Stejnou odpovéd ndm

da také odhad parametru § v Coxové modelu, kde prozatim nebudeme uvazovat
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zadny dalsi regresor. Po dosazeni odhadu B do funkce e* dostaneme hodnotu
0.294, ktera nam tika, ze riziko umrti je pro pacienty s virovym onemocnénim
v kterémkoliv okamziku priblizné tiikrat méné nez pro pacienty s nadorem nevi-
rového puvodu. Odpovidajici funkce preziti pro obé skupiny jsou vykresleny na

obrazku 3.3.

(=
— Virove
nevirove
[1a]
@
™
= © |
c (o]
0
o
FJ-
g o
[»]
o
N
(o]
2
T T | T | T |
0 2 4 6 8 10 12 14

¢as (v letech)

Obrazek 3.3: Srovnani funkce preziti podle Coxova modelu pro pacienty s virovym
a nevirovym nadorovym onemocnénim

Hlavni otazkou, ktera nas bude zajimat, je, jestli ma vyznam stanovit te-
rapii na zakladé toho, jestli je nddor virového nebo nevirového puvodu. Obé
skupiny jsou v datech zastoupeny v podobném poc¢tu pacientu (114 pacientu ma
onemocnéni virového puvodu, 119 nevirového) a s ohledem na to, ze mame pro
obé skupiny dostatek pozorovani, muzeme si dovolit prozkoumat kazdou z nich
zv1ast. Sestavime tedy dva modely, které budou dosahovat nejnizstho Akaikeho

informacniho kritéria na ptislusnych datech. Vysledky shrneme do tabulky 3.2.

33



Virova onemocnéni Nevirova onemocnéni
Regresor HR || Regresor HR
Uzliny 1.602 ||| Uzliny 1.292
Velikost 1.340 ||| Velikost 1.379
Alkohol (uziva) 2.190 ||| Stadium 0.550
Alkohol (uzival) 5.651 ||| Vzdélani 0.9256
Veék v case diagnézy | 1.041

Tabulka 3.2: Piehled odhadu poméru rizik v Coxové modelu pii rozliSeni pacientu
na pacienty s virovym a nevirovym nadorovym onemocnénim

Ani v jednom piipadé bychom terapii neoznacili jako vyznamny regresor (jeji
odebrani z modelu snizilo hodnotu Akaikeho informacniho kritéria). Stanovovat
lécbu na zakladé toho, zda se jedna o virové nebo nevirové onemocnéni, tedy
nema vyznam. Doba preziti zfejmé na zvolené terapii nezavisi. Co by nas vsak
mohlo zaujmout, je hodnota parametru u regresoru uzival alkohol v minulosti u
pacientl s virovym onemocnénim. Ta nam totiz tikd, ze jestlize doty¢ny uzival
alkohol, ale ptestal, je jeho Sance na preziti pétkrat nizsi nez u clovéka, ktery
alkohol nikdy neuzival. To by samo o sobé zvlastni nebylo, ale pacienti, kteri
alkohol nadale uzivaji, podle dat umiraji vice nez dvakrat ,pomaleji“. Zde patrné
narazime na obrovskou variabilitu v moznostech piti alkoholu. Uvedena hodnota
parametru je ziejmé dusledkem toho, ze spousta lidi uziva alkohol v tom smyslu,
ze obcas trochu alkoholu vypiji. Uzival alkohol, ale prestal, se pak muze tykat
predevsim lidi, kteii alkohol uzivali ve velkém mmnozstvi a c¢asto prestali prave
kvuli znicenému zdravi. U onemocnéni nevirového puvodu se nam nepodarilo
prokazat, ze by uzivani alkoholu mélo vyznamny vliv na ptrezivani.

Pro porovnani se jesté muzeme podivat, jak by vypadal nejlepsi Coxtuv model
(podle Akaikeho informacniho kritéria) v pripadé, ze bychom pracovali s celym
datasetem a informaci o tom, zda je nador virového ¢i nevirového puvodu, bychom
zahrnuli jen jako regresor. V takovém pripadé z modelu vystoupi vysvétlujici
proménné vek v case diagnozy, uzliny, stadium a vzdelani. Piehled vyznamnych

regresoru je uveden v tabulce 3.3.
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Regresor HR
Velikost 1.257
Alkohol (uziva) 1.857
Alkohol (uzival) 3.487

Virové onemocnéni | 0.307

Tabulka 3.3: Ptehled odhadu poméru rizik v Coxové modelu aplikovaném na
vSechna analyzovand data

3.2 Bayesovska analyza prezivani

Pro bayesovskou analyzu prezivani jsme vyuzili platformu Stan[2], coz je mo-
derni nastroj pro statistické modelovani a vypocty, ktery lze implementovat také
do softwaru R. Ke své praci vyuziva Weibullovo rozdéleni dané predpisem 2.13,
kde predpokladame, jak bylo uvedeno vyse, ze na regresnich koeficientech zavisi
parametr \.

Vysledky bayesovské analyzy budeme srovnavat s vysledky klasického Wei-
bullova modelu, jehoz parametry muzeme v softwaru R odhadnout pomoci funkce
survreg() v knihovné survival. Podle toho, jaké rozdéleni pravdépodobnosti ¢asu
budeme predpokladat, muzeme zadat napriklad parametr dist="exponential” ne-
bo dist="weibull”. My budeme pocitat s druhym piipadem. Je vsak potieba mit
na paméti, ze funkce pro klasicky model pracuje s nepatrné odliSnou podobou

zévislosti mezi A a regresnimi koeficienty[1], totiz

)\i - exp(,u + wlﬁ>7

a tedy koeficienty, které nam software poskytne, jsou —Ba (to lze snadno od-
vodit, dosadime-li uvedeny odhad ); do ptredpisu hazardni funkce 2.16). K hod-
notdm koeficientti 3, tak abychom mohli e interpretovat jako poméry rizik (a
zaroven abychom dostali odhad stejného parametru, jehoz posteriorni rozdéleni
pravdépodobnosti se snazime najit v bayesovském modelu), se proto dostaneme,
kdyz odhady koeficientu ze softwaru vydélime odhadem parametru o a vynasobime
minus jednou.

Pro jednoduchost zacneme analyzou modelu s jedinou proménnou nabyvajici

pouze dvou hodnot, napi. budeme uvazovat jen regresor pohlavi, kde 0 bude
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znacit muze a 1 zeny. V pripadé klasického Weibullova modelu dostaneme, ze od-
had prislusného parametru —a/3 je ptiblizné 0.813 a parametr a bychom odhadli

~

jako 0.985. Tedy regresni parametr 8 odhadneme jako g = —% = —0.801.
Nyni prejdeme k bayesovské analyze. Vytvotrime si v platformé Stan Weibulluv

model pro analyzu prezivani, kde bude jediny regresor pohlavi, a nasimulujeme

hodnoty parametri v tomto modelu. Z pomoci funkce traceplot() v balicku rstan

si muzeme vykreslit prubéh simulace do grafu na obrazku 3.4.
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Obrazek 3.4: Prubeh simulace hodnot z posteriornich rozdéleni pravdépodobnosti
parametri z Weibullova modelu s jedinym regresorem pohlavi

V uvedeném grafu jsou vykreslené tii simulace s ruznymi vychozimi body,
abychom tak meéli vétsi jistotu, ze pocatecni volba neovlivni vysledek. Z toho,
ze se vsSechny tii Tetézce simulaci nachéazeji z velké ¢asti v zdkrytu, muzeme
usuzovat, ze volba vychozich hodnot pro simulaci vysledek pftilis neovlivnila, a
soucasné také muzeme vidét, ze skutecna hodnota parametru 3, ktery nas zajima
predevsim, se s néjvétsi pravdépodobnosti nachézi nékde mezi —1.5 a —0.25, tedy

pohlavi zfejmé ma vliv na ptezivani, a to v tom smyslu, Ze Zeny maji riziko imrti
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podstatné nizsi nez muzi a toto riziko je pro né v kterémkoliv okamziku 0.2 az
0.8-nasobkem rizika u muze (k uvedenym hodnotdm se dostaneme, dosadime-li
oba odhady krajnich bodu do funkce e*). O néco presnéjsi predstavu ziskame,
kdyz si vykreslime odhadnutd posteriorni rozdéleni parametru s pomoci funkce

meme_areas z balicku bayesplot.

alpha

mu

heta_bg[1]

Obrazek 3.5: Posteriorni rozdéleni pravdépodobnosti parametru z Weibullova mo-
delu s jedinym regresorem pohlavi

Jesté nez se pustime do hlubsi analyzy vysledku, podotknéme, Ze u simu-
lovani hodnot z pravdépodobnostniho rozdéleni nedostaneme piimo nezavislé
hodnoty, ale my bychom chtéli, aby byly generované hodnoty co nejméné korelo-
vané. Predstavu o tom, jak dobfe nebo $patné na tom jsme, muzeme ziskat s po-
moci funkce meme_acf, ktera je rovnéz v balicku bayesplot, a kterd nam vykresli
graf pro autokorelaci jednotlivych hodnot. Pokud by byla autokorelace vyssich
radu prilis vysokd, méli bychom simulaci zopakovat s jinou volbou pocdteéniho
bodu. Graf autokorelace vidime na obrazku 3.6 a ziejmé bychom tedy vysledky

simulace mohli povazovat za vérohodné.
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Obrazek 3.6: Autokorelaéni funkce pii simulovani hodnot z posteriornich rozdéleni
parametru

Pokud bychom chtéli jen néjakou obecnou predstavu o hodnoté parametru f3,
mohli bychom spocitat prumeér z jeho nasimulovanych hodnot, a ziskat tak odhad
stfedni hodnoty tohoto parametru. Vysledny odhad je —0.817, coz je hodnota
velmi blizka k odhadu pomoci klasického modelu (—0.801).

Vzhledem k tomu, ze mame odhad celého posteriorniho rozdéleni parametru 3,
mame ale moznost ptat se na odhad pravdépodobnosti fady jevu. Prvni otazkou,
ktera se nabizi, je, jaka je pravdépodobnost, ze je parametr 5 opravdu mensi
nez nula, tedy ze zeny prezivaji v prumeéru déle nez muzi. V takovém pripadé
bychom dostali dost piesvédéivou odpovéd, totiz Zze tato pravdépodobnost je
priblizné 0.9992. S ohledem na to, ze chceme srovnavat klasicky a bayesovsky
model, hodi se spiSe otazky typu, jaka je pravdépodobnost, ze je rozdil mezi
prezivanim u muzu a u Zen jesté vétsi, nez jak jsme ho odhadli podle klasického
modelu (v tomto piipadé tedy jaka je pravdépodobnost, ze je parametr [ jesté
mensi nez —0.801). Odpovidajici pravdépodobnost je 0.474, coz koresponduje

s nasim ocekavanim, ze nam klasicky model poskytne ptiblizné odhad stiedni
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Chyba v % z 8 | P(B € (8 + chyba))
5 % 0.115
10 % 0.229
20 % 0.441
25 % 0.531
40 % 0.751
50 % 0.853
60 % 0.917

Tabulka 3.4: Piehled pravdépodobnosti toho, ze klasicky model neodhadl para-
metr huf nez s danou chybou

hodnoty parametru (. Ziejmé nejzajimavéjsi otazkou vsak bude, jaka je prav-
dépodobnost, ze se skutecna hodnota parametru nelisi od odhadu z klasického
modelu o vice nez o néjakou danou chybu, napi. o 10 %. V uvedeném piipadé
bychom tedy odhadovali pravdépodobnost, ze skutecna hodnota parametru lezi
v intervalu od —0.8811 do —0.7209 (hodnoty jsme ziskali ptictenim a odec¢tenim
10% z —0.801 k odhadu parametru z klasického modelu). S tim bychom ziejmeé
prilis spokojeni nebyli, ponévadz tato pravdépodobnost je pouze 0.229. Ubereme-
li z prisnosti a dovolime klasickému modelu chybu az do vyse 25 % odhadnuté
hodnoty, odhadneme pravdépodobnost, ze se skutecny parametr nachazi v tomto
intervalu, uz na 0.531. Prehled dalsich pravdépodobnosti, s jakymi se skute¢na
hodnota parametru nachazi v intervalu klasicky odhad=chyba, je v tabulce 3.4.
Kromé parametru [ nam bayesovsky model umoznuje také zabyvat se pravdeé-
podobnosti, s jakou pacient prezije po urcitou dobu, a vykreslit si funkeci hustoty

doby prezivani pro muze i pro zeny (obrézek 3.7).
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Obréazek 3.7: Odhad hustoty doby prezivdni pro muze (Cervené) a pro zeny
(modfe)

Z grafu muzeme opét vidét, ze Zeny jsou na tom lépe, co se tyka prezivani,
tedy ze riziko imrti je pro né podstatné nizsi nez pro muze. Sttedni dobu preziti
bychom odhadli pro muze ptiblizné jako 6 let, pro zeny dokonce 14 let. Spocitame-
li také median, zjistime, ze zeny maji priblizné 50% moznost preziti po dobu
deviti let, muzi se stejnou pravdépodobnosti preziji jen 4 roky. Ziejmé mnohem
uzitecnéjsi informaci ndm poskytne odhad 10% kvantilu, ktery ndm fekne, ko-
lik let nejméné pacient piezije s 90% pravdépodobnosti. Pro zeny odhadneme
prislusny kvantil jako 1.4, pro muze jako 0.6 let.

Kromé hustoty doby prezivani muzeme vykreslit také posteriorni odhad funkce
prezivani, k ¢emuz vyuzijeme v softwaru R funkci ggplot, ktera je soucasti knihovny

ggplot2. Odhad funkce pieziti vykreslime zvlast pro Zeny a zvl4ast pro muze.
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Obrézek 3.8: Posteriorni odhad funkce prezivéni pro Zeny (Cervené) a pro muze
(modfe)

Z grafu na obrazku 3.8 muzeme opét pozorovat, ze muzi jsou na tom s dobou
prezivani hufe nez zeny, ackoliv u Zzen muzeme vidét mnohem vétsi nejistotu v od-
hadu funkce prezivani, tedy mnohem §irsi rozpéti 95% vérohodnostniho intervalu
nez u muzu. Pro zjednoduSeni a lepsi ilustraci rozdilu v prezivani pro obé po-
hlavi muzeme vykreslit funkci prezivani pro obé pohlavi do jednoho grafu s tim,
ze parametry zvolime jako odhady stfedni hodnoty jejich posteriorniho rozdéleni

pravdépodobnosti. Vysledek je vidét na obrazku 3.9.
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Obrazek 3.9: Funkce pfezivani pro muze (modrd) a pro zeny (¢ervend) pii odha-
dech parametri pomoci odhadu stfednich hodnot jejich posteriorniho rozdéleni
pravdépodobnosti
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Zaver

V diplomové praci jsme nejprve predstavili data, s nimiz jsme dale pracovali,
a poté uvedli i nékolik zakladnich pojmu z analyzy prezivani — vysvétlili jsme si,
ze pod udélosti budeme v nasem pripadé rozumét tmrti, ackoliv ne vzdy to tak
musi byt, a také, ze rozliSujeme nékolik druht umrti, napiiklad amrti z jakékoliv
priciny a umrti z pficiny dané nemoci, pficemz pouziti obou definic je ospra-
vedlnitelné. V dalsi praci jsme uvazovali za udalost umrti z jakékoliv priciny.
Poté jsme si objasnili pojem cenzorovani a vysvétlili si nezbytnost zahrnuti cen-
zorovani do vypoctu. V zavéru prvni kapitoly jsme pak jesté vysvétlili pojmy
funkce prezivani, kterd vyjadiuje pravdépodobnost preziti jedince ruzné dlouhd
casova obdobi, a hazardni funkce, ktera naopak vypovida o pravdépodobnosti
umrt{ v daném casovém okamziku, jestlize se pacient dozil okamziku tésné pied.

Ve druhé kapitole jsme si nejprve predstavili klasickou analyzu prezivani,
predevsim pak nejcastéji pouzivany Coxtiv model, nastinili jsme vsak i podobu
exponencialntho a Weibullova modelu. Coxovu modelu jsme se vénovali vice a
uvedli jsme u néj také zpusob odhadu regresnich parametru £, jejich interpretaci
s pomoci poméru rizik HR, testy vyznamnosti i konstrukci konfiden¢nich inter-
valu. Kapitolu jsme zac¢inali s pripadem s jedinou vysveétlujici proménou, ktery
jsme poté zobecnili na piipad s vice regresory, pro néjz jsme opét uvedli také je-
den z moznych testu nulovosti celého vektoru regresoru, tj. testu nulové hypotézy
Hy: B =---= B, =0.V této kapitole jsme si také uvedli, jak Ize odhadnout
celou funkci ptrezivani pro Coxuv model.

Zaveér druhé kapitoly jsme vénovali bayesovské analyze, pro niz jsme si pred-

stavili zakladni myslenku odhadu aposteriorniho rozdéleni. Navic jsme si vice
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priblizili Weibulluv model a jeho propojeni s Weibullovym rozdélenim ¢asu preziti,
které jsme uvazovali pro bayesovskou analyzu, jelikoz Weibulluv model narozdil
od Coxova modelu spadd do parametrickych modelu.

Ve treti kapitole jsme podrobili data nejprve klasické analyze prezivani a nasli
jsme pomoci Akaikeho informaé¢niho kritéria nejlepsi Coxitv model zvlast pro
pacienty s virovym a nevirovym puvodem onemocnéni. Hlavni otazkou, kterd nas
zajimala, bylo jestli méa na prezivani pacientu vliv pouzita terapie, tento regresor
jsme ovSem v obou piipadech vytadili z modelu a tedy povazujeme vliv terapie
za statisticky nevyznamny. Jako vyznamné regresory vysly v piipadé virovych
onemocnéni uzliny, velikost nadoru, uzivani alkoholu a vék pacienta. Pro nevirova
onemocnéni to byly uzliny, velikost nadoru, stadium onemocnéni a vzdélani.

Poté jsme data analyzovali také bayesovsky s vyuzitim Weibullova modelu.
Pro jednoduchost a kvili vypocetni naro¢nosti jsme uvazovali jen jediny para-
metr, a to pohlavi. Ten jsme nejprve odhadli s pomoci klasické analyzy prezivani,
abychom mohli vysledky srovnavat. Poté jsme odhadli posteriorni rozdéleni pa-
rametru [ s vyuzitim bayesovské analyzy a spocitali odhad jeho stredni hod-
noty, ktery vychazel blizky odhadu s vyuzitim klasické analyzy. Pomoci po-
steriorniho rozdéleni pravdépodobnosti jsme také byli schopni odhadnout, Ze
pravdépodobnost, ze by muzi prezivali 1épe nez zeny, je mensi nez 0.001. Také
jsme se podivali na odhad hustoty doby pfezivani pro zeny a muze, z niz bylo
opét patrné, ze zeny maji veétsi Sanci na preziti delsi dobu. Zatimco pro muze
vychazela stfedni doba pteziti priblizné 6 let, pro zeny vychazela ptiblizné 14 let.
Na zavér jsme se podivali také na odhad funkce prezivani, z niz bylo opét patrné,
Ze zeny jsou na tom, co se tyka prezivani, lépe. Byla ale také vidét znatelné vétsi

nejistota v odhadu nez u funkce ptezivani pro muze.
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