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Abstrakt

Prace seznamuje se zékladnimi pojmy teorie grafi a dale se zpisoby reprezentace grafu jak
v matematickych ulohach, tak pfi programovani. Dale ptredstavuje zakladni metody a problémy
prochazeni grafii a teorie obecné. Jsou predstaveny moznosti spravy grafovych dat v riznych typech
databazovych systémil, vCetné systémi piimo vychazejicich z teorie graft. V praktické ¢asti prace je
navrzena efektivni metoda pro prochazeni grafy v databazi PostgreSQL. Tato metoda je otestovana

a demonstrovana na prostiednictvim grafovych algoritm prohledavani, barveni a izomorfismu.

Abstract

The thesis introduces the basic concepts of graph theory and graph representation both in mathematics
and programming. Furthermore, it presents basic methods and problems of graphs searching and
theory in general. There are presented graph data management capabilities of different database
systems including those directly based on the graph theory. In the practical part, there is designed
an efficient method of graphs traversing in PostgreSQL database. The method was tested and

demonstrated by the graph search algorithms, coloring and isomorphism.
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1 Uvod

Graf je matematicka abstrakce, na kterou lze prevést nespocet problémi realného svéta. Neformalné
feceno je grafem skupina libovolnych objektl, mezi kterymi existuji vztahy. Objekty jsou v teorii
grafll nazyvany vrcholy, vztahy mezi nimi hrany. Jako graf si lze tedy predstavit naptiklad osoby
reprezentované vrcholy, které mezi sebou sdili vztahy pratelstvi reprezentované hranami (napiiklad
na siti Facebook). Vrcholy grafu vSak nemusi reprezentovat objekty stejného typu. K vrcholim
reprezentujicim osoby mohou byt hranami pfipojeny dal$i objekty jako jejich fotografie, videa,

oblibené¢ stranky a podobné jako ukazuje Obrazek 1.1.
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Obrazek 1.1: Piiklad grafu socialni sité
Grafem lze dale reprezentovat naptiklad mésta a cesty mezi nimi, vodovodni sit’ nebo odkazy
na Wikipedii, na kterych provadim experimenty v této praci atd. V dne$ni dob¢ je matematické teorie
grafli zna¢né rozpracovana a tfe$i mnozstvi problémi, na které lze snadno abstrahovat problémy
realného svéta. S grafy se Casto setkd programator a to predev§im ve specifickych formach
stromovych struktur. Pfesto, ze teorie grafui je matematicky dikladn€ zpracovana, stile nabizi velky

prostor pro dalsi zajimavy vyzkum.

1.1 Motivace

Samotna matematicka teorie grafii je zavedeny a relativné probadany obor. Stejné tak je bézné vyuziti
teorie grafi v algoritmech. Piesto je v této problematice stdle mnozstvi oblasti, které nabizi prostor
pro vyzkum a zlepSeni. Ptikladem muze byt problém zjistovani izomorfismu. V piipadé spravy velmi
rozsadhlych grafovych struktur je vhodné pouzit adekvatni systém fizeni baze dat, predevsim
v situacich, kdy jiz nejsme schopni strukturu grafu nacist do opera¢ni paméti. Pro tyto ucely jsou

dostupna komerc¢ni feSeni, naptiklad od firmy Oracle, nebo specializované projekty vychazejici



z teorie grafu, tzv. graph databdze. Zatim vSak neexistuje vhodné rozsifeni prace s grafy pro velmi
rozsitenou skupinu open source relacnich databazi, ve kterych spravuje data nespocet uzivatell
riznych zaméteni. Vzhledem k aplikovatelnosti teorie grafti jsem presvédcéen, ze vhodné rozsifeni pro
praci s grafy pro open source relacni databaze by bylo velmi hodnotnym ptinosem.

Z téchto divodl je prvnim cilem této prace seznamit s teorii grafti a souCasnymi moznostmi
vyuziti databazovych systému pro ukladani grafti. Déle si kladu za cil navrhnout a realizovat vhodnou
metodu spravy grafu a jeho prochazeni v open source relacnim databazovém systému PostgreSQL,
protoze tento systém disponuje vhodnymi prostfedky pro implementaci takové metody, respektive
roz$iteni. Na zaveér prace chci ovéfit a demonstrovat funkcionalitu navrzenych feseni a zhodnotit

dosazené vysledky, predevsim v kontextu dalsiho vyvoje feSené problematiky.

1.2 Struktura prace

Tato prace navazuje na stejnojmenny semestralni projekt, ve kterém jsem se zabyval predevs§im
teoretickymi zéklady teorie grafli. Semestralni projekt Metody pro praci s grafy v databazi
seznamoval s teorii grafii a problémy, které lze s jeji pomoci fesit. Dale s moznymi zpisoby spravy
grafii v riznych databazovych systémech, véetné takovych, které pfimo vychazi z teorie grafii. Na
zaklad¢ konzultaci byla nastinéna metoda rozsiteni prace s grafy pro databazi PostgreSQL, ktera je
realizovana v ramci této diplomové prace.

Pii praci na semestralnim projektu jsem se seznamil s teorii grafi a to pfedevs§im v kontextu
s informacnimi technologiemi. Prostudoval jsem moznosti spravy grafovych dat v databdzovych
systémech a rozsifil znalosti o architektuie PostgreSQL databaze.

Ze semestralniho projektu prebirdm predev§im kapitolu 2, 3, 4 a 5, které jsou na nékolika
mistech rozsifeny o podstatné poznatky nabyté pfi realizaci navazujici diplomové prace.

Tato diplomova prace je rozclenéna do osmi kapitol vcetné uvodni, kterou pravé cCtete.
V navazujici druhé kapitole definuji vychodiska a cile celé prace a dale se zamétuji na popis nutnych
zakladu teorie grafi.

V kapitole 3 probirdm moznosti jak graf reprezentovat pii matematickych vypoctech a dale
vhodné reprezentace grafu v programech, kde nékteré z téchto moznosti vyuzivam v navazujicich
praktickych ¢astech. Zavérem kapitoly tfeti probirdm dva zakladni zptisoby prohledavani grafu. Jedna
se o prohledavani grafu do $itky a do hloubky. Pfedevsim se vénuji prohledavani grafu do sitky, které
je nasledn¢ implementovano pro navrzenou metodu spravy grafii v databazi.

V kapitole 4 se vénuji vybranym zakladnim problémim feSenym v teorii grafti. Dukladné

se zabyvam piedev§im problémem barveni grafi a dale sofistikovanéjsim problémem hledani



izomorfismu grafi respektive grafu a podgrafu grafu. Témito problémy se zabyvam podrobnéji,
protoze na nich budu dale demonstrovat navrzenou metodu pro praci s grafy v databazi.

Kapitola pata je vénovana moznostem ukladani grafi v databazovych systémech. Ty mohou
byt vhodnym prostfedkem pro uchovavani rozsahlych soubort grafovych dat. Zameétuji se na popis
moznosti ukladani grafi ve standardnich, majoritné rozsifenych relacnich databazich a dale
predstavuji i dalsi typy databazovych systému, vcetné specializovanych systému vychdzejicich pifimo
z teorie grafl, tzv. grafové databaze.

Relacni model databaze je suverénné nejrozsifenéjsi a do dnesniho dne neexistuje pro zadny
open source relacni databazovy systém rozsiteni pro efektivni spravu grafovych dat. Proto v této praci
podobné rozsiteni respektive metodu navrhuji. V kapitole 6. se zabyvam navrhem rozsifeni pro open
source projekt PostgreSQL. Navrh vychdzi pfedevSim z vyuziti nizkouroviiovych identifikatort
zaznami, umoziujicich maximalni rychlost pfistupu k datim a zachovani spojové podstaty grafovych
dat.

V 7. kapitole demonstruji navrzenou metodu efektivni struktury na néckolika algoritmech
a porovnavam jeji ¢asovou naroc¢nost s feSenim pomoci standardnich SQL dotaz. Metoda je
demonstrovdna na prohledavani grafu do Sitky, na barveni grafii pomoci greedy coloringu a RLF
coloringu a na VF2 algoritmu pro hledani izomorfismu.

ZaveéreCna osma kapitola je vénovana zhodnoceni vysledkt a ptfinost prace a dale piedstavuje

v

moznosti dalSich rozsifeni a pokraCovani v probirané problematice.



2 Z.akladni pojmy

S pomoci graft lze popsat situace a fesit problémy, které mizeme modelovat jako kone¢né mnozstvi
objektti (vrcholil) a vztahti mezi nimi (hran). V této kapitole se budu vénovat struénému popisu
zakladnich pojmt terorie grafi. Vzhledem k mnozstvi dostupnych materiald, seznamujicich se
zaklady teorie grafii, se omezim pouze na strucné srhnuti informaci nutnych k pochopeni
problematiky fesené v této praci. V téch vychazim zejména z [BMS82], [HI07], [Ch06], [Ko04],
[Li10], [StOS8].

21  Graf

Graf G je definovan jako neprazdna mnozina vrcholi (V), z anglického vertices, a hran (F),
z anglického edges.

G=(V,E) (1

Pokud bude mnozina hran £ podmnozinou v§ech moznych spojnic vrcholi ¥, tzn. neuvazujeme

nasobné hrany ani smycky, pak se jedna o tzv. obycejny graf (také ,,jednoduchy* ¢i ,,prosty*), kde:

V
Ec
] @
Grafy, kde se vyskytuji smycky, tedy hrany spojujici uzel sdm se sebou, nazyvame obecné
grafy a plati pro né:
EcV 3)
Grafy, kde jsou dva vrcholy spojeny vice nez jednou hranou (tzv. ndsobné hrany) jsou
nazyvany multigrafy, a plati pro né:
E—->VxV 4)
Hrany grafi mohou byt neorientované ¢i orientované podle typu vztahu, ktery vyjadiuji.
Neorientované hrany vyjadiuji oboustranné vztahy, orientované vyjadiuji vztahy jenostranné. Podle
typu hran lze graf oznacit jako neorientovany (vSechny hrany jsou neorientované), smiSeny
a orientovany (vSechny hrany jsou orientované), pro ktery plati:
EcC VXV 6))
Pokud je e orientovana hrana ve tvaru (x, y) kde x, y jsou vrcholy, je tento stav popisovéan tak,

ze ,,orientovana hrana e vychazi z x a konci v y*.



2.2 DalSi pojmy

V této ¢asti budou vysvétleny dalsi pojmy, se kterymi se lze v teorii grafti Casto setkat. Budou
vysvétleny pojmy sled, tah, cesta, vzdalenost vrcholl, kruznice, Uplny graf, souvisly graf, biparitni
graf, izomorfismus, podgraf, stupent vrcholu, skore grafu, invarianty, ohodnoceni hrany, metrika
grafu, strom a kostra grafu.

Sled je posloupnost vrcholli a hran v orientovaném grafu G = (V, E).

P=(v,e,vye5.e,,,7,) (6)

kde v;, v, ..., v, jsou vrcholy mnoziny V a e, e,, ..., e,; jsou hrany mnoziny E, pro které plati
Ci = (Vi, Vi+1).

Tah je sled o délce n mezi vrcholy v, az v,, ve kterém se neopakuje zZadna z hran.

Cesta je sled o délce n mezi vrcholy v, az v,, ve kterém se neopakuje Zadna hrana ani vrchol.

Vzdalenost vrcholi v; az v, je pocet hran nejkratsi cesty, kterou miizeme mezi témito vrcholy
najit.

KruzZnice (nebo také ,,cyklus®) je sled kde v; = v, a kde vrcholy v, aZ v,.; jsou navzajem rtzné.

Uplny graf K,, kde n je poet vrchold, je graf ve kterém je kazda dvojice vrcholi spojena

hranou:

_ ("
1= (1) )

Souvisly graf je takovy, ze mezi jeho kazdymi dvéma vrcholy mizeme najit cestu, ktera je
spojuje. U orientovanych grafi rozliSujeme slabou a silnou souvislost. V silné souvislém
orientovaném grafu existuje mezi kazdymi dvéma vrcholy orientovana i pfesné opacna cesta. Graf je
oznacen za slabé souvisly, pokud alespoii po pfevodu vsech orientovanych hran grafu na hrany
neorientované ziskame souvisly graf. Maximalni souvisly podgraf v nesouvislém grafu se oznacuje
komponenta.

Biparitni graf je graf, jehoz mnozinu vrcholl 1ze rozdé€lit na dvé ¢ati tak, ze z vrchold jedné
¢asti vedou hrany pouze do vrcholi druhé ¢asti.

Izomorfismus grafi G = (V, E) a G' = (V') E') existuje tehdy, pokud lze najit zpisob jak
vrcholy grafu G prejmenovat tak, aby odpovidaly vrcholiim grafu G'. Takové piejmenovani se nazyva
bijektivni, neboli vzajemné jednoznacné zobrazeni. Grafy G a G'jsou izomorfni pokud existuje

bijektivni zobrazeni:

f:V >V 'tak, e plati :{x, y| € E , pravé kdyz [ f(x), f(y) € E’ ®)



Invarianty jsou urcité vlastnosti kazdého grafu, které 1ze vyjadfit ¢iselnymi hodnotami a jsou
zakladem pro urceni izomorfismu dvou grafti. Pokud chceme ur¢it, zda jsou G = (V, E) a G'=(V', E")
izomorfni, pouzijeme vysledek funkce gama nazvané invariant grafu (nebo ,.koédovani®), ktera ma
alespori jednu z vlastnosti:

a) pokud plati y(G) = y(G'), potom je G s G' izomorfni

b) pokud je G's G'izomorfni, pak plati y(G) = y(G')

Vysledkem y funkce je invariant reprezentovany ¢islem, matici nebo polynomem.

Invarianty splitujici vlastnost a) jsou pro graf G = (V, E):

o pocet vrcholl (n = |V]),

o pocet hran (m = |E|),

o nejvyssi a nejnizsi stupen (A(G) a 0(G)),

o prumémy stupen (deg(QG), plati: A(G) > deg(G) > deg(Q)),
o skoére grafu.

Invariant splitujici vlastnost b) je matice' sousednosti. Pokud jsou ale A(G) a A(G') matice
sousednosti, pak jsou grafy G a G' izomorfni, pokud existuje permutacni matice P pro kterou plati:

PA(G)P '=4(G"). )

S touto podminkou je splnéna i vlastnost a).

Nalezenim permutani matice tedy mizeme zjistit izomorfismus. Navic 1ze pomoci matice
sousedosti zjistit spektrum grafu, coz je mnozina vlastnich hodnot spliujici podminku a), naptiklad
stejné minimdlni a charakteristické polynomy, determinant i stopu. Mezi dal$i invarianty patii
matice dosazitelnosti, matice vzdalenosti, uzlové chronické ¢islo, pokryti uzl, pokryti vrchold

a dalsi, jejichz vysvétleni lze najit v [Ch06] a [StO8].

Podgraf H z grafu G ziskame odebranim nékterych vrcholl a hran, plati tedy:
V(IH) S V(G)AN E(H) < E(G) (10)
Stupeii vrcholu degg(v) v grafu G, ktery je obyCejnym grafem, kde v je vrchol grafu G,
oznacujeme pocet hran grafu G obsahujici vrchol v. U orientovanych grafll rozliSujeme vstupni deg.
(v) a vystupni deg.(v) stupenn vrcholu, podle toho zda se jedna o hrany vychazejici ¢i koncici v daném
vrcholu. Pokud plati degs(v) = 0, je vrchol v izolovany.
Skére grafu je posloupnost stupnit grafu G: dega(v,), degs(vs), ... , degs(v,). Dve skore
povaZujeme za stejna, pokud zameénou potadi prvkl jednoho z nich ziskame jejich totoznost. Pokud

grafy nemaji stejné skore, nejsou izomorfni.

1 Vice o reprezentaci grafii pomoci matic v kapitole 3.1



Ohodnoceni hrany je vlastnost, kterou mizeme prifadit hrané grafu. Mize se jednat o islo,
nebo mnozinu hodnot riznych typi. Pro jednoduchost definice pfipustime kladna realna cCisla pro
ohodnoceni hran. Pak pro funkci o, kterd hranam pfifadi ohodnoceni, plati: w:E(G)—(0,+)

Metrika grafu je soubor vzdalenosti mezi vSemi dvojicemi vrcholt grafu. Jinak feceno,
metrikou grafu je matice M, ve které prvek M/i,j] udava vzdalenost mezi vrcholy i a .

Strom je souvisly graf, ktery neobsahuje kruznici. Z toho plyne, ze mezi kazdymi dvéma uzly
existuje cesta (graf je souvisly) a to pravé jedna (neexistuji kruznice). Pro strom dale plati eulertiv
vzorec pro stromy: |V| = |E| + I . Stromy maji Siroké vyuziti v informatice jako datové struktury pro
ukladani dat. Vrchol grafu typu strom se typicky oznacuje jako uzel. Pravé jeden uzel stromu je
oznacen jako koten stromu. Z n¢j vedou hrany k dals$im vrcholiim, tzv. synim (nebo také ,,détem®).
Kofen je pak pro své syny tzv. otcem (nebo také ,,rodicem®), stejné jako jsou otcem synové kotenu
pro své syny. Pokud z uzlu nevedou hrany do dalsich synd, pouze k otci, jedna se o tzv. koncovy uzel
(nebo také ,list). Reflexivné tranzitivnimi uzavéry relaci otec a syn jsou predek a potomek.
Zakladnim typem stromové datové struktury je binarni vyhledavaci strom. Jde o strom, kde kazdy
otec ma maximalné dva syny a kde levy syn ma mensi hodnotu a pravy syn vétsi hodnotu. Tak lze
vyhledavat podstatné rychleji, nez pti prochazeni vSech prvkl v seznamu. Pro reprezentaci stromu pfi
programovani se vyuzivaji dynamické datové struktury s ukazately, nikoli obvyklé matice popsané

v kapitole 3.2. Piiklady stromti uvadi Obrazek 2.1.

IN N

Obrazek 2.1: Piiklady stromt, pievzato z [Lil10]

Kostra grafu G = (V, E) je libovolny podgraf H, ktery neobsahuje zadnou kruznici a zaroven
spojuje vSechny vrcholy grafu G. Plati, ze kostrou G je strom (¥, E’) kde E' je podmnozina E. Piiklady
koster uvadi Obrazek 2.2.

B

Obrazek 2.2: Priklady koster grafu, prevzato z [Lil0]




Jadro grafu je podgraf orientovaného grafu splnujici nasledujici podminky. Necht G = (V, E)
je orientovany graf, pak W C V je jadrem grafu pokud (uy, u;) € E a uy € W, pak u; & W. A dale plati,
7e jestlize uy & W, pak existuje u; € W tak, Ze (ug, u;) € E.
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3 Reprezentace a prohledavani grafa

Grafy lze z jejich podstaty obvykle snadno reprezentovat graficky. Typicky se reprezentuji vrcholy
grafu jako body nebo zikladni geometrické objekty, do kterych se zapisi zakladni informace
o vrcholu, napt. jeho nazev. Hrany mezi vrcholy jsou reprezentovany linkami nebo Sipkami, které
dané vrcholy spojuji. Pro grafickou reprezentaci grafu neni uréen jednotny standard. Graficka
reprezentace je vhodna predevsim pro mensi grafy, rozsahlé grafy se stovkami vrcholt potla¢i hlavni
prednosti grafické reprezentace, kterymi jsou piehlednost a ¢itelnost ¢lovékem.

Pro potfeby matematické reprezentace i reprezentace v programech existuji dva zékladni
druhy reprezentace grafii a to spojova a maticova.

Popis pomoci matice ma vyznam piedev§im v teoretické roving, na rozdil od spojové
reprezentace, ktera je 1épe vyuzitelna v praxi. Maticova reprezentace grafu poskytuje vazbu mezi
linearni algebrou a teorii grafii, ¢imz dostavame prostfedek pro algebraickou reprezentaci vlastnosti
grafii. Spojova reprezentace je typicka pro realizaci grafovych algoritmi. M4 men$i pamétovou
slozitost a pro vétSinu algoritmil i lepsi Casovou slozitost. V této kapitole vychazim piedevsim

z [Ko04], [Li10], [St08].

3.1 Reprezentace grafu pro matematické vypocty

Reprezentovat graf graficky pomoci diagramu je nejsrozumitelnéj$i pro jeho interpretaci clovékem.
Casto je viak nutné zaznamenat graf pouze &isly, piedevsim pro exaktnost vypoéti. Pro tyto uéely je
mozné pouzit matematickou definici mnoziny vrcholti a mnoziny hran. Tato varianta je vyhovujici
pokud se jedna o maly graf, nebo graf s nizkym poc¢tem hran. Napf.:
V={1,2,3}, E={{1,2},{1,3}}

Castéji se lze pii feSeni matematickych tloh z grafy setkat se zapisem pomoci matic. Zakladnim
zpisobem pro zapsdni neorientovaného grafu je matice sousednosti. Vytvofime ji tak, ze oznacime
jednozna¢nymi identifikatory v§echny vrcholy grafu a za rozmér matice zvolime pocet vrcholl grafu.
Déle do matice zapisujeme na pozici [identifikator vrcholu x, identifikator vrcholu y] hodnotu 1,

pokud mezi vrcholy x a y existuje hrana. Jinak zapiSeme 0. Pro 4(G)=/a;/ tedy plati:

0 = 1, pokud{v,,v,} € E, respektive (v,,v;) € E (an

V piipade€ neorientovaného grafu je matice sousednosti symetricka. V ptipadé grafu prostého je

0 jinak

diagonala nulov4, jinak ji mohou tvofit smycky. Piiklad matice sousednosti je na Obrazku 3.1.
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Obrazek 3.1: Ptiklad zapisu grafu pomoci matice sousednosti
Pro tidké grafy, respektive grafy s nizkym poctem hran v pomeéru k poctu vrchold, je vhodna matice
incidence. Je to obdélnikova matice grafu G = (V, E) o rozméru |V| x |E| a pro A(G) = [a;] plati:

1, pokud{v.,v.| € E

a,= P viv)) (12)
0 jinak

Matice znazornuje zda dany vrchol inciduje s danou hranou. S matici incidence nelze

zaznamenat smycky nebo nasobné hrany. Ptiklad matice incidence je na Obrazku 3.2.

1 2 1
: - 2
3 4 3

4 /0|00

1213|2324

1
0
1

O | = =
—_— = O

0
1
0
1

Obrazek 3.2: Priklad zapisu grafu pomoci matice sousednosti

Vyse uvedenymi zplsoby je mozné reprezentovat neorientované grafy. Pro reprezentaci
orientovaného grafu Ize vyuzit lehce modifikované ptedchozi techniky. V definici mnoziny hran pro
reprezentaci orientovaného grafu striktné dodrzujeme umisténi vrcholu. Vrchol, ze kterého hrana
vychézi, je definovan vzdy na prvnim misté¢ a vrchol, ve kterém hrana kon¢i, na druhém miste.
V matici sousednosti oznac¢ime jeden rozmér pro vrcholy, z nichz zaznamenané hrany vychazi,
a v druhém rozméru jsou vrcholy, v nichz zaznamenané hrany konci. Tim padem vyslednd matice
neni symetricka, protoze hrany zaznamenavame (Cislo 1) pouze v jejich sméru. Ptiklad tohoto feceni

ilustruje Obrazek 3.3.

odkud/kam 1 2 3 4

\_ b E Pl \.I
1 /5 1 0,000
) y 2 110 1 0
- % 3 11000
4 0 1 0 0

Obrazek 3.3: Reprezentace orientovaného grafu pomoci matice sousednosti
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Podobn¢ lze realizovat reprezentaci multigrafu ¢i orientovaného multigrafu, kde se na mista

hran zaznamenavaji cela ¢isla urcujici pocet hran, ktery dané vrcholy spojuji.

3.2  Reprezentace grafu pri implementaci

programu

V programovani neexistuje standardizovany zplsob reprezentace grafu, protoze ten se obvykle lisi
podle vlastnosti grafu a feSenych uloh. Na zaklad¢ téchto vlastnosti pak je reprezentace zvolena.
Piipadem, ktery je tfeba zminit, jsou také dynamické stromové struktury, coz jsou grafy, kde se
obvykle vyuziva sofistikovanych postupti prace s ukazately a paméti. Typicky vyuZzivanymi zpisoby
reprezentace grafu pii implementaci programu jsou nasledujici.

Matice sousednosti je v programu dvourozmérné pole o velikosti [V| x |V|. Tato reprezentace
ma prostorovou slozitost O(n’) a konstantni ¢asovou slozitost pro vyhledavani.

Seznam sousednosti je nejcastéji implementovan jako dynamicky seznam objektd. Kazdy
objekt reprezentuje vrchol a obsahuje dynamicky seznam svych sousednich vrcholti. Ma prostorovou
slozitost O(|E|) pro graf G = (¥, E). Casova slozitost vyhledavani je maximalné O(n). Ptiklad

seznamu sousednosti je na Obrazku 3.4.

OO 1 ]23
5\ / :x 21134
SEEReNEE] BE:
3 4 4 2

Obrazek 3.4: Ukazka seznamu sousednosti pro neorientovany graf

Matice sousednosti je vhodna pro reprezentaci grafti s velkym mnoZzstvim hran. Jinak lze
ocekavat mnozstvi redundantnich dat a byva vyhodnéjsi pouZzit seznam sousednosti, pro jeho nizsi
pamét'ovou narocnost a ¢asto 1 nizsi vypocetni slozitost.

V kapitole 5 se budu zabyvat reprezentaci grafti v systémech fizeni baze dat, respektive

v databazich.

3.3  Zpusoby prohledavani grafu

Prohledavani grafu patfi mezi elementarni lohy a je Casto vyuzivano v algoritmech pro feseni dalSich
uloh v teorii graft. Zakladni metodou prohledavani je tzv. prohledavani do Sitky. Vychazim zejména

7 [Ko04].
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3.3.1 Prohledavani do Sirky

Prohledavani v grafu G = (V, E) probihd tak, Ze se systematicky prochazeji vSechny hrany
z vyznaceného vrcholu s, s cilem najit kazdy vrchol, ktery je z s dosazitelny. Zaroven se zjisti
vzdalenost ke kazdému z s dosazitelnému vrcholu a ziska se tak strom hledani do §ifky, tzv. BF-
strom obsahujici vSechny z s dosazitelné vrcholy. Pro vSechny uzly v tomto stromu je pak cesta ke
kotenu s nejkratsi cestou k tomuto vrcholu v grafu G. Jedna se tedy i o strom nejkratsich cest z s do
dosazitelnych vrchold. Hranice vrchold, které jiz byly navstiveny, se rovnomérn€ posouva na celé své
Sirce. Tim padem jsou navstiveny vrcholy lezici ve vzdalenosti £ od vrchlu s diive, nez prvni uzel ve
vzdalenosti k + 1.

V pribé¢hu prohledavani je kazdy vrchol oznacen nejprve jako FRESH, potom jako OPEN
a nakonec jako CLOSED. Pii startu jsou vSechny vrcholy FRESH. Pravé navstiveny vrchol je
oznacen jak OPEN. Jako CLOSED je oznacen uzel, ktery uz nepatii do hranice mezi prohledanymi
a neprohledanymi, tedy ten, ktery uz zaru¢en¢ nema zadného nového souseda.

Z myslenky prohledavani grafu do Sitky vychazi dalsi podstatné algoritmy jako naptiklad
Dijkstriiv algoritmus pro nalezeni nejkrat$i cesty mezi dvéma vrcholy nebo Jarnikdv-Primiv pro
nalezeni nejmensi kostry grafu.

Algoritmus prohledavani do hloubky je implementovan v experimentalni ¢asti této prace, proto
uvedu i jeho pseudokdd na zakladé kterého jsem algoritmus implementoval. Cerpam z [Ko04]:

BFS(G, s)

for kazdy uzel u € U —{s}
do stav[u] := FRESH

d[u] := ©

p[u] := NIL
stav[s] := OPEN
d[s] := 0

pls] := NIL
INIT QUEUE; ENQUEUE(s)
while not EMPTY QUEUE do
u := QUEUE FIRST
for kazdé v € Adj[u] do
if stav[v] = FRESH then
stav[v] := OPEN
d[v] := d[u] + 1

plv] := u
ENQUEUE (V)
DEQUEUE

stav[u] := CLOSED
Algoritmus tedy probiha tak, ze vSechny uzly mimo s oznaci jako nové, zatim nedosazitelné

z s a bez predchliidce. Samotny uzel s otevie s nulovou vzdalenosti od s, rovnéz bez predchidce
a ulozi jej do fronty. Dokud fronta neni prazdna, vybird z ni prvni otevieny uzel u a jeho sousedy,
kteti jsou novi, otevira je, urcuje jim vzdalenost i predchidce a uklada do fronty. Poté odebere dany
uzel u z fronty, zavie jej a opakuje piedchozi s dalsim otevienym uzlem ve fronté.

Casova slozitost prohledavéani grafu do sirky je O(|V]|+|E|).
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3.3.2  Prohledavani do hloubky

Jedna se o analogii k prohleddvani do $itky, celkového priichodu grafem je také dosazeno obdobnou
metodikou. Pfi prohledavani je nutné zajistit, abychom neprohledavali stejny vrchol vicekrat, proto
jsou navstivené vrcholy oznaovany identifikatorem predchoziho prohledaného vrcholu. Prohledavani
pak probihd tak, ze algoritmus pfechazi z aktudln€ prohleddvaného vrcholu do dalsiho, ktery jesté
neni oznaCen jako prohledany. Pokud jsou v okoli aktudlniho uzlu vSechny uzly oznacené jako
prohledané, vraci se algoritmus do ptedchoziho uzlu, ze kterého na dany vrchol piivodné vstupoval
a snazi se najit a navstivit zatim neprohledané vrcholy v jeho okoli. Tento proces konci, pokud se
algoritmus vrati do vrcholu, ve kterém bylo prohledavani zahajeno a pokud jsou vSechny okolni
vrcholy kolem vychoziho oznaceny jako prohledané. Pfi prohledavani do hloubky vznika tzv. DF-les
vychazejici z okolnich vrcholi vychoziho vrcholu a kazda jeho komponenta je tzv. DF-strom.
V zavislosti na implementaci je mozné prohledavané vrcholy oznacovat vhodnym zpuisobem pro
pozdéjsi zpracovani jinymi algoritmy. Princip prohledavani do hloubky je vyuzity také ve VF2
algoritmu implementovaném v ramci této prace. Proto uvadim i pseudokod prohledavani do hloubky,
ktery Cerpam z [Ko04]:

DFS (G)
for kazdy uzel u € U
do stav[u] := FRESH
p[u] := NIL
i:=0
for kazdy uzel u € U
do if stav[u] = FRESH
then DFS-Projdi(u)

DFS-Projdi(u)

stav[u] := OPEN

i := i+1; d[u] := i

for kazdy uzel v € Adj[u]

do if stav([v] = FRESH
then p[v] :=u
DFS-Projdi(v)
stav[u] := CLOSED
i:=1+ 1; f[u] := 1

Algoritmus nejprve nastavi vSechny uzly na nové a bez piedchtidce. Nastavi ¢ita¢ znacek na
nulu a pak zkousi vSechny uzly a pro nové prochazi jejich potomky do hloubky. Prohlasi uzel u za
otevfeny a piid€li mu prvni znacku. Projde hranu (u, v) a pro novy uzel v stanovi za jeho pfedchtidce

u a projde potomky uzlu v. Pokud je prochazeni uzlu u dokon¢eno, d4 mu koncovou znacku.
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4 Problémy v teorii grafa

V této kapitole budou rozebrany vybrané nejznamé;jsi problémy v teorii grafii. Zabyvam se predevsim
hledanim cest v grafech, barvenim grafi, toky v sitich a na zavér uvadim priklad sofistikovanéjsiho
problému, kterym je hledani izomorfismu v grafu. V této kapitole erpdm a vychazim z [BMS&2],
[HIO7], [Ch06], [Ko04], [Li10], [St08]. Nékteré z algoritmil byly implementovany v experimentalni

Casti této prace a to barveni grafu a hledani izomorfismu v grafu.

4.1 Hledani cest v grafech

V této kapitole rozeberu nejznaméjsi problémy tykajici se hledani cest v grafu podle stanovenych
podminek. Tato problematika ma nespocet aplikaci v praxi, napiiklad v systémech vyhledavajicich
spoje ve vetejné doprave, ve spedicich nakladni dopravy nebo pro hledani nejkratSich cest v mapé,

napiiklad v GPS navigacich v automobilech.

4.1.1 Hledani nejkratsi cesty

Jedna se o NP-uplny problém, pfi kterém se hleda cesta mezi dvéma vrcholy, kde soucet ohodnoceni
nejkratsi cesty. Spoc¢iva v porovnavani vSech moznych cest mezi dvéma vrcholy a vybéru nejkratsi
z nich. Algoritmus postupné vylepsSuje odhad na nejkratsi cestu, az je jisté, ze je optimalni. Velkym

s

problémem tohoto algoritmu je jeho vypocetni slozitost. Z tohoto diivodu vyhodnégjsi je napiiklad

24

algoritmy feSicimi tento problém jsou A* vyhledavaci algoritmus, Bellman-Fordiv algoritmus

a Johnsontv algoritmus.

4.1.2 Minimalni kostra

Neformalné feceno, uloha nalezeni minimalni kostry popisuje jak ,,co nejlevnéji* spojit vSechny
vrcholy grafu, neboli jak spojit vSechny vrcholy s pouzitim hran minimalniho ohodnoceni. Hledani
minimalni kostry je mozné pouze u grafii s ohodnocenymi hranami. Obvyklym a relativné snadnym
algoritmem pro nalezeni minimalni kostry grafu je Kruskaliv algoritmus. Provadi spojovani vrcholi
hranami s nejmensim ohodnocenim dokud nejsou spojeny vSechny vrcholy. Dal$imi algoritmy pro
feSeni tohoto problému jsou Bortvkiv algoritmus a Jarnikiv algoritmus. Obdobné muize byt nékdy

uzitetné nalezeni maximalni kostry grafu.
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4.1.3 Sedm mosti Konigsbergu

LT3

Uloh ,.cestovnich problémi je mnoho. Pro zajimavost uvadim i ,historickou tilohu* teorie grafi.
Jejim zadanim je, zda je mozné piejit vSechny mosty tehdejSiho mésta Konigsberg tak, ze se pres

kazdy ptijde prave jednou. Viz obrazek 4.1. Euler dokazal, Ze to neni mozné.

Obrazek 4.1: Sedm most Konigsbergu, ptevzato z [Obrl |
Zavedl tak pojem eulerovsky tah, coz je tah, ktery obsahuje kazdou hranu grafu pravé jednou.
Pokud v grafu existuje uzavieny eulerovsky tah, je oznaovan jako eulerovsky graf. Tzn. neformaln¢
feSeno ho lze graficky realizovat ,,jednim tahem®.
Je-li G = (V, E) neorientovany grafa P= (vo’ele], ..,€,,Vv,) posloupnost, pro kterou plati,
e |E|l=n a Vi, j=0,..n,i#j: e;#e; , nazveme tuto posloupnost eulerovskym tahem.

Pokud navic plati, Ze vo = v, jedna se o uzavieny eulerovsky tah.

4.1.4 Hamiltonovska kruznice

Hledani hamiltonovské kruznice je NP-uplny problém. Jedna se o cestu, ktera pravé jednou projde
vSechny vrcholy grafu a pii tom existuje hrana mezi prvnim a poslednim vrcholem cesty. Pokud
mluvime o hamiltonovském grafu, znamena to, ze v ném lze tuto kruznici najit. Priklad

hamiltonovské kruznice je na Obraku 4.2.

Obrazek 4.2: Hamiltonovska kruznice
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Presto, Ze je uloha obdobna s eulerovskymi grafy, je rozhodnuti o hamiltonovském grafu zatim
nevyieSenym problémem. Neni totiz zndma zadna jednoduchd, nutna a postacujici podminka k tomu,
abychom graf mohli oznacit jako hamiltonovsky. Stejn¢ tak zatim neexistuje algoritmus pro nalezeni
hamiltonovské kruznice v grafu. Znamo je nékolik podminek postacujicich k tomu, aby byl graf
hamiltonovsky. Pro graf's u > 3 uzly jsou to nasledujici:

o Diracova podminka: Kazdy uzel ma stupeii alespon % u.
o Oreho podminka: Kazda dvojice uzlli nespojenych hranou ma soucet stupiii alespoii u.
o Posova podminka: Pro kazdé piirozené Cislo k& < % u je pocet uzld, jejichz stupen
nepifevysuje k, mensi nez k.
Problematika hamiltonovské kruznice a grafu je tedy ptikladem oblasti, ktera stile nabizi

otevfeny prostor pro dalsi vyzkum.

4.1.5 Problém obchodniho cestujiciho

Uloha je zobecnénim hledani Hamiltonovské kruznice a jedna se o NP uplny problém. Ma &asté
vyuziti v praxi a pro jeji feSeni se vyuzivaji heuristické nebo genetické algoritmy poskytujici ptiblizné
vysledky. Jedna se o feSeni ulohy nad prostym neorientovanym grafem G = (¥, E), s ohodnocenim
hran w: H — R", kdy je tieba nalézt hamiltonovskou kruznici s minimalni w-délkou. Nazev tlohy je
odvozen od typického transportniho problému, kde je urcity pocet mist potieba projet co nejkratsi
okruzni jizdou a kazdé z mist navstivit pravé jednou. Heuristické algoritmy vuZzivané pro feSeni
tohoto problému obvykle neposkytuji zddné zaruky toho jak moc se lisi od optimalni cesty. Dovedou
to v8ak polynomalni algoritmy jako tfeba Christofidiiv algoritmus, ktery se zarukou najde cestu, ktera

je nejhtire o polovinu delsi.

4.2  Barveni grafu

Pivodnim zadanim problému tohoto typu je obarvit libovolnou mapu statd ¢tyfmi barvami tak, aby
zadné dva sousedni staty nebyly obarveny stejnou barvou. Pfedlozil ho roku 1852 Francis Guthrie
a vytesil ho az v roce 1977 Kennethem Appelem a Wolfgangem Hakenem s pomoci tehdy dostupné
vypocetni techniky. Pfi feSeni problému bylo do teorie grafii zavedeno mmozstvi podstatnych
konceptu.

Pro feseni zminéné ulohy €étyf barev se pouziva princip, kdy kazdy stat bude reprezentovat
jeden vrchol grafu a staty spolu sousedici budou spojeny hranou. Jednotlivym vrcholim misto ndzvu
statu nebo barvy prifazujeme cisla reprezentujici barvu. Tak Ize problém formulovat matematicky:

Necht G = (VE) je graf, k pfirozené ¢islo. Zobrazeni b: V — {1,2,...,k} nazveme obarvenim

grafu G pomoci k barev, pokud pro kazdou hranu {x,y} C E plati b(x) # b(y).
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Dukaz, ze lze libovolny graf obarvit ¢tyfmi barvami je matematicky naro¢ny, byl proveden
pomoci pocitace a jeho popis lze nalézt v [RS97].

Urc¢ité jednoduché grafy je mozné obarvit i mensim poétem barev nez ¢tyfmi. Po¢tem nutnych
barev pro obarveni daného grafu je tzv. chromatické ¢islo.

Mezi znamé ulohy problému barveni grafu patii jiz vySe zminény problém ¢tyi barev, dale
Erdés-Faber-Lovaszova hypotéza, ktera je vysvétlena naptiklad v [CL88] a zatim nebyla dokazéana.
Uplné obarveni je tiloha, kde musi mit jinou barvu viechny sousedici vrcholy, viechny hrany, které
se dotykaji v daném vrcholu a také vrchol oproti vS§em hranam, které z n¢j vychazi nebo v ném konci.
Pocet potfebnych barev pro plné obarveni je uplnym chromatickym ¢islem. Tato uloha zatim
nebyla vyfeSena.

Mezi nejznaméjsi algoritmy pro barveni grafu patii greedy coloring, DSATUR, RLF, IBSC,
BSC.

V experimentalni Casti této prace implementuji dva algoritmy pro obarveni vrcholi grafu.
Barvy jsou v algoritmech abstrahovany na c¢iselné hodnoty. Nejtrividln€jSim a nejrychlejSim
algoritmem pro barveni grafu je tzv. greedy coloring, jehoz princip je nasledujici. Algoritmus
prochazi sekven¢né vSechny vrcholy grafu a zjistuje obarveni sousednich vrcholi. Danému vrcholu
potom pfifazuje barvu k+1, kde k je nejvyssi obarveni nékterého ze sousedu ptave barveného vrcholu.
Presto, Ze je algoritmus velmi rychly, nedosahuje v porovnavani s ostatnimi dobrych vysledk.
S velmi nizkou ztratou rychlosti barveni Ize algoritmus modifikovat a jeho vysledky alespon Caste¢né
zlepsit. A to sice napiiklad tak, Ze barvené uzly sefadime sestupné podle poctu jejich sousedi. Jsou
pak tedy obarveny nejprve uzly s vétSim poctem sousedti.

S kvalitou obarveni (nizs§i pocet pouzitych barev) roste u algoritmii pro barveni grafu slozitost
a ¢asova narocnost. Vzhledem k tomu, Ze testy v experimentalni ¢asti této prace probihaji nad grafem
wikipedie, ktery je velmi rozsahly, zvolil jsem jako druhy algoritmus pro tlohu barveni kompromis
a to sice RLF algoritmus, ktery dosahuje uspokojivych vysledkt v pfijatelném Case. Pti vybéru tohoto
algoritmu jsem vychazel z [CA]. Pfi implementaci tohoto RLF algoritmu jsem vychazel predevsim

z [RLF]. Uvadim zde pseudokdd tohoto algoritmu:
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colornumber = 0; //number of used colors
while (number of uncolored vertex > 0) do
determine a vertex x of maximal degree in G;
colornumber = colornumber + 1;
F(x) = colornumber;
NN = set of non-neighbors of x;
while (cardinality of NN > 0) do
//Find y in NN to be contracted into x
maxcn = 1; // becomes the maximal number of common
neighbors
ydegree = 1; // becomes degree(y)
for every vertex z in NN do
cn=number of common neighbors of z and x;
if (cn > maxcn or (cn == maxcn and degree(z) < ydegree))
then
Y = 2;
ydegree = degree(y);
maxcn = cn;

end if;

end for;

if (maxcn == 0) then //in this case G is unconnected
y=vertex of maximal degree in NN;

end if;

F(y) = colornumber;

contract y into x;
update the set NN of non-neighbors of x;
end while;
G =G - x; //remove x from G
end while;

Barveni je realizovano ve smycce, ktera probiha dokud nejsou obarveny vSechny vrcholy grafu.
Barveni, respektive pruchod hlavni smyc¢kou, za¢ina vybérem neobarveného vrcholu u s nejvy$sim
poctem sousednich vrcholti. Tento vrchol je obarven a nasledné je zjiSténa mnozina uzld, které
nesousedi s vrcholem u ani s jinym vrcholem stejné barvy jako u. Tato mnozina je nazvana NN.
Z této mnoziny je vybiran vrchol s, ktery ma s aktualnim vrcholem u nejvice spolecnych sousedicich
vrcholtl, ptipadné vrchol s nejvétsim poctem sousednich vrcholii (pokud nejsou nalezeni spoleéni
sousedé u a s). Vrchol s je obarven stejnou barvou jako u a vySe uvedeny proces je opakovan, dokud
je do mnoziny NN zjistén alesponl jeden vrchol. Pokud je po zjisténi mnoziny NN tato prazdna,
dochazi k opakovani celého hlavniho cyklu, tzn. vybér nového uzlu u a probiha barveni novou

barvou. Tento algoritmus je implementovan v experimentalni a demonstracni ¢asti této prace.

4.3  Toky v sitich

Toky v sitich patii mezi nejvice aplikované casti teorie grafti. Nalézaji Sifoké uplatnéni v informatice,
dopravé a dalSich oborech. Modelem byva orientovany graf reprezentujici sit” (informacni, dopravni,
vodovodni, plynovou apod.), pfes kterou je pfepravovano médium. Omezeni prepravni kapacity sité
reprezentuje ohodnoceni hran modelového grafu a smér toku orientace hrany. Tok v kazdé hran¢ je

uvazovan beze ztrat. Pokud se jedna o zapornou velikost toku, jedna se o tok proti plivodnimu sméru.
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Typickymi tulohami toku v sitich je tedy naptiklad zjistovani nejlevnéj$iho toku, propustnosti,
minimalniho toku a podobné. Tyto ulohy lze feSit v jakékoli siti, kterou lze abstrahovat na
orientovany graf s ohodnocenymi hranami. Pro studium tokt bylo vyznamné vydani [FF62], na
zakladé kterého pak bylo formulovano a feSeno mnoho uloh tohoto typu.

V siti miizeme rozeznat tok od zdroje ke spotiebici a cirkulaci, ktery znazornuje obrazek 4.3.
Pokud se jedna o cirkulaci, je splnén Kirchhoffiiv zakon pro vSechny vrcholy. U toku od zdroje ke
spotfebici plati Kirchhoffiiv zdkon pro vSechny vrcholy kromé zdroje a spottebice.

Sit’ je definovana jako Ctvetice S = (G, g, s, ¢), kde G = (V, E) je obyCejny orientovany graf,
s € V je zdroj sité, ¢ # s je spotfebiC sité¢ S a ¢ - E — R je nezaporné hodnoceni hran, tzv. kapacita

sité S. Pro kazdou hranu je definovana kapacita hrany g(e).

Obrazek 4.3: Priklad sit€ a tokt v siti, pfevzato z [Obr2]

Vice informaci o tocich v siti je mozné najit v [Ko04].

4.4 Izomorfismus

Pojem izomorfismus grafii byl zminén jiz v kapitole 2.2. Pfi hledani izomorfismu jde o to zjistit, zda
jsou dva graty G = (V, E) a G' = (V', E') izomorfni, respektive pokud se vyjadfim velmi neformalné,
zda lze u jednoho grafu pfejmenovat a piemistit vrcholy tak, aby odpovidal druhému. Jedna se
o problém tiidy NP. Zatim nebylo dokazano, ze je i NP-tuplny. Jeho feseni klade vysoké pamétové
a ¢asové naroky. Nejtrivialngjsim zplisobem zjisténi izomorfismu je permutace vSech vrcholt Va V',
zde vSak slozitost feSeni exponencialné roste s pfibyvajicimi vrcholy. Sofistikované algoritmy pro
zjisSténi izomorfismu vétSinou pouzivaji a kombinuji nasledujici metody:
o Invarianty grafu, pomoci kterych lze snadno a rychle rozhodnout, Ze dva grafy izomorfni
nejsou.
o Rozkladem a vytvorenim matice vzdalenosti lze graf rozlozit na spojité podgrafy
a omezit poCet permutaci.

o Dale se vyuziva nalezeni cyklt nebo klik grafu, algoritmi umélé inteligence apod.
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Izomorfismus je mozné zjistit permutaci vrcholu grafu, respektive nalezenim permutacni
matice, coz je vSak vhodné pouze pro malé grafy. Stejné vysokou slozitost ma i hledani izomorfismu
pomoci kanonické formy. Mezi nejznaméjsi pouzitelné algoritmy pro zjisténi izomorfismu patii
Ullmannav algoritmus. Pro pouziti na rozsahlych grafech je pak vhodny piedevsim VF algoritmus
nebo jeho zlepSena verze VF2, ktery vychazi z Ullmannova. Podrobné se zjistovanim izomorfismu
zabyva [Ch06] a konkrétn¢ t€mito algoritmy [St08]. V experimentalni ¢asti této prace jsem v ramci
testll svych feSeni implementoval algoritmus VF2, ktery je vhodny pro hledani izomorfismu grafu
ipro hledani izomorfismu grafu a podgrafu grafu. A to predev§im pro velmi rozsahlé grafy, kterym
graf wikipedie je (tisice vrcholl a hran). Pfi zkoumani a popisu algoritmu jsem vychazel pfedev§im
z [VF2]. Porovnavani dvou grafu G, = (V,, E;) a G> = (V, E;) v algoritmu VF2 se sklada ze zobrazeni
M, které ptitazuje vrcholy grafu G, k vrcholim grafu G; a opa¢né podle danych omezeni. Uvadim
relativné abstraktni pseudokdd a nasledn€ podrobnéjsi popis, ktery ¢erpam z [VF2]:

PROCEDURE Match(s)
INPUT: prechodny stav s; pocatec¢ni stav s0 kde M(s0)=0
VYSTUP: mapovani mezi dvéma grafy
IF M (s) pokryva vSechny vrcholy grafu G2 THEN
OUTPUT M(s)
ELSE
Vypo&itej mnoZinu moZnych pard P(s) pro zahrnuti do M(s)
FOREACH p € P(s)
IF pravidla proveditelnd pro zahrnuti p fo M(s) THEN
Zpracuj stav s’ ziskany pridanim p do M (s)
CALL Match(s’)
END IF
END FOREACH
Obnoveni predchozich hodnot poli pfi navratu z rekurze
END IF
END PROCEDURE Match

Zobrazeni M je vyjadieno jako mnozina pard (n, m), kde n € GI a m € G2, reprezentujici
zobrazeni vrcholu n na vrchol m. Zobrazeni M C VI x V2 je nazvano izomorfismem podgrafu pokud
M je izomorfismem mezi G a podgrafem grafu G,.

Proces hledani funkce zobrazeni mutze byt popsan stavovym prostorem. Kazdy stav s ze
zobrazeni mize byt pfifazen k ¢astecnému feSeni zobrazeni M(s) coz je podmnozina zobrazeni M.
M(s) jednoznaéné identifikuje podgrafy grafi G, a G», neboli G,(s) a G(s) ziskané vybérem vrcholi
z G, a G, které jsou obsazeny v M(s) a spojeny hranami.

Na zékladé této definice pak prechod ze stavu s do stavu s' reprezentuje prirustek k ¢asti grafu
asociovaného s s ve stavovém prostoru pro zobrazeni vrcholi (m,n).

Mezi vsemi stavy stavového prostoru vede pouze malé mnoZzstvi k nalezeni izomorfismu.
Existuji vSak situace, které pfedem vylucuji jeho nalezeni. Proto VF2 zavadi mnozinu podminek,
které zajist'uji, Ze jsou generovany pouze stavy, ve kterych je mozné izomorfismus najit. Pomoci nich

se pocet generovanych stavii znacné omezuje. Jsou oznacovany jako ,omezujici podminky*
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a definovany jednotnou formou funkci F(s, n, m), kterd vraci pravdivostni hodnotu #rue v ptipadé, ze
pfidani zobrazeni (n, m) ke stavu s spliuje vSechny pfedpoklady zarucujici moznost nalezeni
izomorfismu. Konecny stav je potom izomorfismem mezi G, a G: nebo izomorfismem podgrafu mezi
podgrafem z G, a grafem G;. Omezujici podminky lze dale rozdélit na syntaktickd omezeni
a sémantickd omezeni. Syntaktickd omezeni jsou zavisla na strukture vstupniho grafu, sémanticka na
jeho atributech.

V pocateénim stavu s, zobrazeni neobsahuje zadny prvek, tzn. M(s)) = . Pro kazdy
nasledujici stav algoritmus ur¢i mnozinu P(s) s pary vrchold, které je mozné ptifadit k soucasnému
stavu s. Pro kazdy par p = (n, m), ktery patii do P(s) jsou vyhodnoceny omezujici podminky a pokud
jsou splnény, tzn. F(s, n, m) je true, pak je vyhodnocen nasledujici stav s = s U p a cely proces je
rekurzivné aplikovan na stav s'.

Poznamenejme, Ze algoritmus prohleddva stavovy prostor grafu na zakladé prohledavani do
hloubky, které popisuji v kapitole 3.3.2. Zjednodusené feceno, stavy mohou byt dosazeny rtiznymi
cestami a proto se oSetiuje moznost opétovného generovani stejnych stavii.

Vypocet kandidatd P(s), které je mozné zahrnout do soucasného stavu s, nejprve uvazuje
vrcholy pfimo spojené s Gi(s) a Ga(s). Necht pak 7,(s) a T>"(s) jsou mnoziny uzll, které jesté
nejsou v parcialnim zobrazeni, jedna se o koncové vrcholy hran incidujicich s Gi(s) a Gis).
Analogicky pak 7,"(s) a T,"(s). Mnozina P(s) je tvofena vSemi pary (n, m), kde n nalezi T,(s) a m
nalezi 7,*(s), paklize neni nékterd z téchto mnozin prazdna. Stejné tak mnozina P(s) obsahuje
dvojice nalezici T,"(s) a T>"(s).

Pti svém chodu algoritmus vyuziva datovych struktur typu jednorozmérnych poli o velikosti
odpovidajici poctu vrcholii G, (3 pole) respektive G» (3 pole). Ve dvou polich se uchovava aktualni
zobrazeni vrcholl, zbyvajici tvofi mnozinu moznych part P(s) a udrzuji aktudlni hodnotu hloubky
v prohledavani stavového prostoru nalezici stavu, ve kterém vstoupil vrchol do dané mnoziny. Tato
pole jsou sdilena vSemi stavy rekurze a tim je dosazeno toho, Ze pamétova je dana po¢tem vrchold
v grafech G, a G,. Prohledavani do hloubky pak zajistuje, Ze v paméti miize byt maximalné N stavi

v jednom okamziku, kde N je pocet vrcholii. Pamétova slozitost je tedy O(N).
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5 Grafty v databazich

Databaze, neboli také datové zakladny ¢i systémy fizeni baze dat, jsou uspotfddané soubory dat
uloZzené na pamét'ovych mediich se softwarovymi prostfedky pro operace s daty.

Od pocatku vyvoje databazi, kdy se zprvu fesil jen problém specifikace struktury dat v souboru
na pamétovém médiu, vzniklo mnoho databdzovych modeld zalozenych na matematickych
strukturach a principech a s riznou urovni abstrakce.

Mezi zékladni databazové modely, patfi nasledujici:

o Plochy (Flat) model — jednd se o dvoudimensiondlni pole, respektive tabulku, kde je
kazdé Casti dat prifazen unikatni klic. Polozky v jednom sloupci maji stejny datovy typ
a polozky v jednom tadku jsou ve vzdjemném vztahu.

o Hierarchicky model — data jsou organizovana do stromové struktury. Kazdé casti dat je
ptitazen identifikator pfedchiidce (nadfazeného prvku) a polozky v téze urovni jsou
sefazeny.

o Sitovy model — data jsou organizovana do spojové struktury. Kazda polozka dat obsahuje
zaznamy obsahujici data a mnozinu identifikatord polozek, které jsou s aktualni polozkou
ve vzajemném vztahu. Jedna se tedy o graf. Z tohoto modelu databaze také vychazi tzv.
grafové databaze, které rozebiram v kapitole 5.3.

o Rela¢ni model — data jsou ogranizovana do relaci, obvykle oznaCovanych jako tabulky,
viz dale.

o Dimensionalni model — je specializovanou formou rela¢niho modelu a ureny pro datové
sklady a OLAP dotazovani.

Dalsi ptipadné modely (objektovy, hvézdice apod.) pouze kombinuji nebo modifikuji nekteré
z predchazejicich modelt.

Nejznadméjsi a nejrozsifenéjsi je stale relacni model databaze. Dale existuje mnoho modeld,
které jsou dnes povazovany za slepé cesty vyvoje, nebo jsou velmi specializovany pro konkrétni
ucely (datové sklady apod.). Predev§im diky rozvoji internetu a potiebé ukladat velké objemy dat
s pfedem znamymi naroky na styl vyhledavani v nich, vznikaji databazové systémy, které jsou dnes
oznacovany NoSQL neboli Not Only SQL. V kontextu grafti je podstatny grafovy model databaze,
ktery pfimo vychazi z teorie grafii. Grafové databdze jsou soucasti trendu NoSQL databazi. Jsou
vhodné pro préaci s daty, kde vztahy mezi jednotlivymi zdznamy hraji nejpodstatnéjsi roli.

V této kapitole Cerpam predevsim z [AN10] a [AGO5].
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5.1 Rela¢ni model databaze

Relacni model databaze je nejstarSim obecné zndmym, zacal vznikat jiz v Sedesatych letech
dvacatého stoleti. Od té doby do dneska jsou systémy tohoto typu suverénné majoritnim prostiedkem
pro spravu dat. Nebudu se zde tedy zabyvat popisem relac¢nich databazi a vysvétlovanim zékladnich
pojmu, protoze predpokladam jejich implicitni znalost. Pouzitou terminologii a dal§i informace
o relacnich databazich Ize najit napt. v [CB&9].

Aby byly operace v relacnich databazich dostate¢né rychlé, pouzivaji se databazové indexy.
Pomoci indexi, které jsou typicky spravovany jako bindrni stromy, lze najit poZzadované zaznamy
v nesrovnatelné kratsi dobé (pro n zaznamu v O(log.n)), nez kdybychom prochazeli databazi linearné
zaznam po zaznamu (pro n zdznamil az v O(n)). Diky indextim lze v relacnich databazich spravovat
téméf neomezené objemy béznych® dat a provadét vyhledavani a spojovani tabulek v wuspokojivé
kratkych casech.

Grafova data lze do relacnich databazi ulozit mnoha zpiisoby, nicméné pii vzristajicim objemu
dat mize dochazet k jejich neefektivnimu prochazeni, protoze v rela¢ni databazi nejsou implicitné
reprezentovana ve své prirozené spojové podobe. Typickym piikladem zptisobu uloZeni grafovych dat
mohou byt osoby, mezi kterymi jsou vztahy pratelstvi. Modelem je tedy tabulka osob persons, kde
kazda osoba ma ID a jméno, z pohledu grafu kazda z osob reprezentuje jeden vrchol. Mezi osobami
jsou vztahy pratelstvi, které reprezentuje tabulka friends obsahujici sloupce ID osoby person_id a ID
ptitele friend id. Z pohledu grafu se jedna o hrany. Vice na toto téma Ize najit v [GvS]. Pokud naSim
zajmem budou data grafové struktury a pokud dosahnou vysokého objemu, nastava situace, kdy je pii
dotazech nutné spojovani tabulek, i pfes vhodné indexovani, vyrazn¢ zpomalujici operace.

Pti vysokém objemu grafovych dat a potfebé charakteristickych sofistikovanych dotazli (napf-.:
zjisténi nejkratsi cesty mezi dvéma meésty, izomorfismu a podobné) je tedy vySe popsand normalizace
grafovych dat do tabulek naivni. Proto komeréni databaze jako naptiklad Oracle nabizeji vhodna
rozsifeni pro praci s grafovymi daty, jako naptiklad Network Data Model (NDM) jako soucast Oracle
Spatial. Tzn. zavedeni pfimé podpory na implementacni trovni pro uvazovanou specializaci dat.

Cilem této a nasledujici diplomové prace je navrhnout a realizovat zaklad obdobného rozsifeni

pro PostgreSQL databazi, viz. Kapitola 6.

2 Ucetni systém, inventaf, rezervacni systém a podobné¢.
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5.2 NoSQL

Dalsi databazové modely, které jsou dnes Casto vyuzivany, jsou oznacovany jako NoSQL databaze.
To je soucasné oznaCeni pro databaze, které se lisi od standardniho relaéniho modelu. Nemusi
obsahovat tabulky nebo operace spojovani tabulek pfi dotazech a mohou naptiklad efektivnéji fesSit
problematiku horizontalniho rozsitovani databaze. Typicky vyuzivaji jiny zptisob dotazovani dat nez
jazyk SQL. Védecké ¢lanky tyto typy databazi obvykle oznacuji jako strukturovana tlozisté. V trendu
NoSQL databazi Ize vnimat nasledujici kategorie.

Key/value ulozisté jsou projekty vychazejici z databaze Dynamo od firmy Amazon ukladajici
vSechna data do globalniho ulozisté se strukturou obdobnou hasovaci tabulce, respektive plochému
modelu databaze. Vice v [GDO07]. Navrh je plné podfizen rychlému vyhledavani v extrémné velkych
objemech dat. DalSimi projekty tohoto typu jsou Dynomite, Veldemort, Tokyo.

BigTable je skupina projektll vychazejicich ze stejnojmenné databaze vytvorené Googlem.
Data se ukladaji do jedné velké tabulky a jednotlivym typim zdznami jsou relevantni urcité skupiny
sloupcti, respektive plochému modelu databaze. Navrh je plné podfizen rychlému vyhledavani
v extrémné velkych objemech dat. Znamymi projekty tohoto typu jsou Hbase, Hypertable, Cassandra.

Key/value a Bigtable jsou vychodiskem prakticky pro vSechny aktualni projekty v oblasti
NoSQL databazi a z jejich myslenek se vzdy néjakym zptisobem vychazi. Jedna se prakticky vzdy
o plochy databazovy model. Key/value a Bigtable, nebo kombinace téchto pfistupti, pouzivaji témet
vSechny majoritni webové sluzby jako Twitter, Google (zahrnujici vSechny jeho sluzby), Facebook
a podobné. Ackoli se NoSQL databaze li§i v ndvrhu a struktufe, spojuje je snaha fesit obdobnou
skupinu problémd.

Dokumentové databaze jsou feSeni skladujici libovolné strukturované dokumenty, nad
kterymi se tvoii views, obvykle pro kazdy opakujici se dotaz. Views zajistuji rychly pftistup
k dokumentiim bez ohledu na rozsah databaze, libovolné ad-hoc dotazy jsou vSak problematickeé.
Vhodné vyuziti naleznou v Gzkém napojeni na koncept objektové orientovaného programovani, kde
jednotlivé zdznamy mohou snadno reprezentovat samotné objekty. NejzndméjSimi zadstupci jsou
Apache CouchDB a MongoDB.

Grafové databaze jsou kategorii, kterou diskutuji v nasledujici kapitole.

Dale existuji dalsi predevsim experimentalni projekty, které se pokouseji vyuzivat nové
pristupy pro ukladani dat a opét vice ¢i méné vychazeji z predchozich kateogorii. Zminim napf.

Gladius DB, ScarletDME, db4o apod.
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5.3  Grafovy model databaze

Grafové databaze jsou vhodné pro praci s daty, kde vztahy mezi jednotlivymi zdznamy hraji
nejpodstatnéjsi roli. Tyto databaze vychazeji ze sitového modelu.

Na rozdil od rela¢niho databazového modelu nejsou data rozdélovéna do tabulek, ale tvofi
rozsahlou spojitou strukturu, respektive graf. Jednotlivé vrcholy jsou spojeny pfimymi referencemi
reprezentujicimi hrany. To také zpusobuje narocné rozdélovani dat, napiiklad pii potiebé rozdéleni na
vice pocitacl, prfi horizontalnim rozSifovani databaze. (OvSem tento problém je tfeba fesit
iurelaéniho modelu databaze modelujiciho graf naivnim zplsobem.) I pfes nevyhodu naro¢ného

rozdéleni dat na vice pocitacl, je zde zfejma hlavni vyhoda tohoto feSeni a to konstantni ¢as

pristupu k sousednim uzliim v grafu a to bez ohledu na rozsah grafu.

Id: 2
MName: Bob
Age: 22

Id: 1
Name: Alice

Age: 18

] for- Id: 3
S‘?bef: is Type: Group
"nce: EEGH;EmbEr Name: Chess

Obrézek 5.1: Struktura dat v grafové databazi, ptevzato z [GDW]

Vrcholy grafu obvykle nesou urcité charakteristiky, napt. ID a jméno osoby kterou reprezentuji,
stejn¢ tak hrany mohou mit charakteristiky jako propustnost, délku a podobné. To je znazornéno na
Obrazku 5.1. Charakteristiky vrcholii a hran jsou obvykle uloZzeny v hasSovaci tabulce u kazdého
vrcholu, respektive hrany. Tyto charakteristiky, podle kterych vyhledavame vrchol ¢i hranu naseho
zajmu, jsou vyhleddny stejnym zpiisobem jako v rela¢nich databazich s pouzitim databidzového
indexu. Index mize byt realizovan externim systémem, vhodnym napiiklad pro fulltextové

vyhledavani, nebo vestavénym indexovacim stromem. Graf sim o sobé mize byt také chapan jako
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index. Jakmile je pomoci indexovaného vyhledavani nalezen pozadovany vrchol, probiha zjistovani

dalSich sousednich vrcholt v konstantnim ¢ase.

Pravé prechody do sousednich uzld v konstantnim case jsou hlavnim benefitem grafového

modelu databaze a dramaticky urychluji feSeni vétSiny problémi teorie grafu.

V [AGO5] je prezentovano n¢kolik feseni grafového modelu databaze. Predstaviteli grafovych

databazi jsou nasledujici projekty, vice viz [GO]:

o

Neo4j je pln¢ transakeni databaze implementovana v jazyce Java. Uklada strukturovana
data pfimo v grafové struktute na disku. Diky implementaci v Javé je snadno
zacClenitelna. Vice informaci Ize najit na [NEO].

DEX je vykonnd knihovna pro stravu rozsahlych grafi nebo siti, vice viz. [DEX].
HyperGraph je projekt pro obecné potieby, disponuje rozsititelnosti, pfenositelnosti, je
distribuovany, zaclenitelny do jinych projektt a jedna se o open source. Vice na [HG].
InfoGrid je webova grafova databdze s mnoha dopliky pro tvorbu webovych aplikaci
s API architektury REST. Vice informaci lze najit na [IG]

VertexDB je vysoce vykonny databazovy server. Je postaveny na HTTP protokolu a data
jsou klientovi zasilana ve formatu JSON. Dalsi informace jsou k dipozici na [VDB]
AllegroGraph je moderni, vysoce vykonna databdze zalozena na RDF Frameworku. Vice

viz. [AG].

Mezi dalsi znamé grafové databaze patii InfiniteGraph, FlockDB, Sones nebo OrientDB.
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6 Navrh a reSeni metody prace s grafy v

databazi

Na prvni pohled by se z vySe uvedeného mohlo zdat, Ze feSeni prace s grafy v databazi je nasnadé
a spociva ve vybéru vhodného projektu z grafovych databazi. Vzhledem k tomu, Ze jsou ale relacni
databaze od svého vzniku do dnes$ni doby suverénné¢ dominantnim modelem databaze (a to i ptesto,
na tento typ databazi. To zvlasté proto, Ze pro zadnou relacni open-source databazi zatim neexistuje
vhodné rozsiteni pro praci s grafy. Dale pak proto, ze feSeni by mohlo pomoci projektlim, které z casti
ukladaji data vhodnd pro pouziti relacni databaze a z Casti grafova data, kterd by vSak bylo
neefektivni spravovat ve zcela oddélené grafové databazi.

Z open-source relacnich databazi volim vytvofeni rozSifeni pro praci s grafy pro databazi
PostgreSQL, protoze se nyni jedna o technologicky nejpokrocilejsi projekt této kategorie disponujici

vhodnymi prostiedky pro implementaci uvazovaného rozsiteni.

6.1 Prostredky pro implementaci rozsireni

PostgreSQL

PostgreSQL je rozsifitelné, protoze jeho chod je fizen informacemi ulozenymi v internich tabulkach.
VétSina standardnich relacnich databazovych systémt ukladd informace o databazich, tabulkach,
sloupcich apod. v systémovych tabulkach, které jsou dostupné uzivateli stejn¢ jako jiné tabulky.
PostgreSQL se lisi v tom, Ze v téchto tabulkdch ukladd podstatné vétsi mnozstvi informaci vcetné
informaci o datovych typech, funkcich, ptistupovych metodach a podobné. Protoze jsou tyto tabulky
editovatelné uzivatelem, l1ze touto cestou PostgreSQL rozsifovat. Ostatni relacni databazové systémy
jsou v tomto sméru obvykle rozsifitelné zménou zdrojovych koédi nebo zavedenim rozsifeni
dodavanych vyrobcem. PostgreSQL je implementovan v jazyce C se standardem ANSI C a v tomto
jazyce (a dalSich jazycich) nabizi moznost implementovat dalsi rozsifeni’. Piesto, Ze je diky tomu
dosazeno maximalni rychlosti, vyvoj v jazyce C neni vzdy pfili§ komfortni. To je vSak Uuspésné
vyvazeno mnozstvim maker a knihovnich funkci, které jsou k dispozici. Je tak mozné definovat
vlastni funkce, operatory, datové typy i vlastni indexy. Formou téchto rozsifeni jsou realizovany

projekty jako PostGIS (podpora geografickych objekti) nebo Orafce (rozsifeni o ¢ast sofistikované

3 Zarozsifeni Ize samoziejmé chapat i vlastni funkce definované v PL/pgSQL ¢i dalsich jazycich.

29



funkcionality, kterou disponuje databaze Oracle). V této kapitole velmi struén€ shrnu hlavni aspekty
implementace C rozsifeni pro PostgreSQL, vychazim ptedevsim z [PD] a [PCZ].

Pro vSechny datové typy dostupné v SQL se implementaci C rozSifeni pouziva genericky
datovy typ Datum, ktery obsahuje ukazatel nebo pifimo hodnotu, pokud se tato hodnota do datového
typu Datum vejde (4 nebo 8 bajtd podle toho zda se pracuje na 32 nebo 64 bitové platforme).
Programator musi védét s jakym datovym typem v rdmci Datum pracuje a neni zde v tomto sméru
zadna kontrola ze strany piekladace. To umozinuje také pouziti polymorfnich datovych typt
v parametrech a navratovych hodnotach funkeci, se kterymi je vSak spojena vétsi rezije.

S datovymi typy souvisi také pfedavani parametrii funkcim. Parametry lze predavat piimo,
nicméné je doporuceno piedavat a vracet parametry pomoci maker, tzv. V1 konvenci. Definice funkce
je pak tedy vzdy ve tvaru Datum nazev_funkce(PG_FUNCTION ARGS). Samotné argumenty
pak lze ve funkci ziskat pomoci maker PG_GETARG typ(int), kde typ je typem parametru
ajako argument pfedame makru pofadi parametru, ktery ziskdvame. Voldnim
PG_GETARG _TEXT P(0); je tedy ziskdn parametr na prvni pozici aktudlni funkce v typu
korespondujicim s SQL datovym typem TEXT. Pro moznost vyuzivat tuto uzitecnou a ulehcujici
konvenci je nutné nejprve zavolat tzv. signaturu funkce ve tvaru
PG_FUNCTION_ INFO V1 (nazev_funkce);

Pro zamezeni moznosti pouzit rozsiteni zkompilované pro jinou platformu (32 nebo 64bit), ma
v sobé kazdé rozsifeni zakomponovanou informaci o tom, v rdmci jaké verze PostgreSQL bylo
zkompilovéno. Pfi inicializaci roz$ifeni se pak modul zavede, nebo je vracena chyba. Jedna se o tzv.
signaturu modulu a slouZi pro ni makro PG MODULE_MAGIC.

Pro ptfevod mezi hodnotami typu Datum a datovymi typy jazyka C slouzi opét makra, ktera
zakryvaji relativné naroéné procesy pro deTOAST* a dekompozici typt s variabilni délkou.

Pro praci s fetézci slouzi knihovna stringinfo, ktera usnadnuje jinak relativné nepohodlny
proces spojovani a formatovani fetézct v jazyce C.

Typu char* jazyka C odpovida typ CString, ktery se pouziva pro vstupné/vystupni operace.
Kazdy datovy typ v PostgreSQL ma registrovanou jednu funkci s nazvem in a jednu funkci s ndzvem
out. Ve funkci in se parsuje vstup, ve funkci out formatuje vystup. CString se mimo in a out
funkci nedoporucuje pouzivat z divodu, ze nepodporuje TOAST a jeho délka je omezena na 8KB.

Dalsim zékladnim aspektem vyvoje rozsifeni pro PostgreSQL je sprava paméti. Pro alokovani
paméti je v PostgreSQL opét vytvofen komplexnéjsi unifikovany systém, snizujici fragmentaci

pamétového prostoru a usnadiujici praci programatora. Pii implementaci rozSifeni je pamét’

4 TOAST je pojem oznacujici v PostgreSQL systém ukladani véSich mnozstvi dat. Velikost datové schranky
v PostgreSQL je 8KB a pfi piesazeni této velikosti je vyuZzit TOAST. Jedna se o tabulku, ktera je vytvofena
pro kazdou tabulku, ktera obsahuje zaznamy, jejichz polozky presahuji 8KB. Data v zaznamu ptivodni

tabulky pak nahradi adresa dat ulozenych v TOAST tabulce.
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doporu¢eno alokovat vzdy pomoci funkce palloc a uvoliovat pomoci funkce pfree. Pamét
alokovana pomoci funkce palloc je automaticky uvolnéna vzdy po dokonceni aktualni transakce,
aby se zabranilo inikim paméti.

Pied pouzitim rozsifeni v ramci PostgreSQL serveru je nutné je zkompilovat tak, aby byl
vytvoren soubor, ktery server mize dynamicky nacist. Jedna se o tzv. sdilenou knihovnu. Vytvareni
sdilenych knihoven je analogické s vytvarenim spustitelnych soubort. Navic veskery kod musi byt
vytvofen tak, aby byl nezavisly na umisténi v ramci diskového prostoru. Samotnou kompilaci sdilené
knihovny je mozné provést piekladacem gcc nebo cc a li§i se podle operacniho systému. Pro
predstavu uvadim ptiklad trividlniho rozsifeni vyuzivajiciho vySe uvedené postupy:

#include "postgres.h"

#include <string.h>

#include "fmgr.h"

#ifdef PG_MODULE MAGIC

PG_MODULE_MAGIC;

#endif

PG_FUNCTION_ INFO V1 (copytext);

Datum
copytext (PG_FUNCTION_ ARGS)

text *t = PG_GETARG_TEXT P(0);
/*
* VARSIZE is the total size of the struct in bytes.
*/
text *new_t = (text *) palloc(VARSIZE(t));
SET VARSIZE(new t, VARSIZE(t));
/*
* VARDATA is a pointer to the data region of the struct.
*/
memcpy ( (void *) VARDATA(new t), /* destination */
(void *) VARDATA(t), /* source */
VARSIZE(t) - VARHDRSZ); /* how many bytes */

PG_RETURN_TEXT P(new t);

CREATE FUNCTION copytext(text) RETURNS text
AS 'DIRECTORY/funcs', 'copytext'
LANGUAGE C STRICT;

PostgreSQL je dale mozné rozsitovat definici ulozenych procedur v jazyce PL/pgSQL. Tento
jazyk ideové vychazi z PL/SQL firmy Oracle a vyuzivdm ho pro velkou cast rozsifeni
implementovaného v ramci této prace. Pro obdobné ucely jako PL/pgSQL lze vyuzit i jazyky PL/Tcl,
PL/Perl a PL/Python.
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6.2 Identifikatory zaznamu

PostgreSQL disponuje n¢kolika trovnémi identifikatort zdznama ulozenych v tabulkach. V této
kapitole jednotlivé identifikatory piedstavim a to predevS§im v kontextu rychlosti pfistupu
k samotnym zaznamiim jejich prostfednictvim. Vychdzim zde pfedevsim z [PD].

Z pohledu bézného uzivatele jsou zaznamy typicky oznaCeny volitelnym unikatnim
identifikatorem, tzv. primarnim klicem. Nad primarnim klicem je vytvoren index a ziskani zaznamu
je provedeno v ¢ase O(log(n)). To je standardni a pro naprostou vét§inu pripadd uziti vhodny zptisob
identifikace.

Dale je k zaznamu mozné piistoupit prostfednictvim identifikatoru objektu oid (object ID). Oid
je jedineCnym identifikatorem internich prostiedkii databaze a déli se na dalsi typy podle toho, zda
identifikuje relaci (regclass), jméno funkce (pregproc), jméno funkce s argumenty (regprocedure),
operator (regoper), operator s argumenty (regoperator) nebo datovy typ (regtype). Na zaklade
nastaveni konfiguracni proménné default with oids je pak mozné klauzuli WITH OIDS respektive
WITHOUT OIDS nastavit zavedeni oid pro kazdy zaznam v tabulce. Pfesto, Ze se jedna o interni
identifikator ur¢eny pouze pro pokrocilé vyuziti, neni s jeho pouzitim dosazeno rychlejsiho piistupu
k zdznamu. Pro identifikaci zdznamu se tedy doporucuje pouziti uzivatelem definovaného primarniho
klice.

Na nejniz$i urovni databazového systému PostgreSQL je zdznam identifikovén tzv. Tuple
identifier neboli, tid urcujicim fyzické umisténi zdznamu. Jedna se o datovy typ systémového sloupce
ctid® kazdé tabulky databaze. Tento identifikator vyuzivaji indexy pro finalni pfistup k samotnému
zdznamu a jedna se tedy o nejrychlej$i moznost jak k zdznamu v tabulce pfistoupit, protoze neprobiha
prichod indexem (typicky s ¢asovou slozitosti O(lon(n))), ale ptimy ptistup k fyzickému ulozisti a to
v Case konstantnim. Vztahuje se vZdy na konkrétni tabulku. Komplikaci uziti tohoto identifikatoru je
jeho Castd zmeéna v Case a to vzdy pii aktualizaci nebo piesunu zdznamu a také pii operaci VACUUM
FUUL. Proto jeho vyuziti neni pro veskeré bézné piipady doporuceno, coz ovSem neni piipad této
prace. Praci s tid respektive systémovym sloupcem ctid obsahujici tento identifikdtor se vénuji
v nasledujici kapitole 6.3.

Pro tUplnost uvadim i1 dalSi existujici systémové identifikatory, kterymi jsou tableoid
identifikujici z které tabulky zdznam pochazi, xmin identifikuje transakci vkladajici zaznam, cmin
identifikuje piikaz vkladani, xmax identifikuje transakci smazani zaznamu, cmax identifikuje piikaz

mazani zaznamu.

5 Mezi systémové sloupce v tabulkach patii i dalsi, typicky pomocné identifikatory pro béh databaze, vice viz.

System Columns v dokumentaci PostgreSQL.
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6.3 Identifikator TID

Jak bylo popsano v ptedchozi kapitole, identifikator tid urcuje fyzické umisténi zdznamu, ktery lze
jeho prostrednictvim ziskat v konstantnim Case. Tid identifikator se sklada ze dvou ¢&asti, prvni
hodnota oznacuje datovy blok a druha offset. Zdznam je mozné vyzadat SQL dotazem s urenim
hodnoty sloupce ctid, napt: SELECT * FROM vertices WHERE ctid = '(0,1)'::tid;
nebo rychleji funkei v jazyce C. Funkce pro piimy piistup k datim jsou definovany ve zdrojovém
souboru src/backend/access/heap/heapam.c .

Pro piimy pfistup k datim je nutné nejprve oteviit relaci pomoci funkce heap openrv a poté
je mozné pouzit funkci heap fetch. Funkci heap fetch piedame identifikator oteviené relace,
aktualni snapshot, pointer na strukturu HeapTupleData kde v prvku t self struktury
ItemPointerData piedame data tid identifikatoru, dale buffer pro ziskana data. Na zaver ur¢ime
nutné detaily a to sice zplsob nakladani s bufferem v ptipadé, ze funkce selze, a dale zda volani
funkce zohlednit pro statistické potieby.

Funkce heap fetch vlozi ve struktuife HeapTupleData do prvku t data struktury
HeapTupleHeader samotna data. Tyto je pro vraceni uzivateli nutné zkopirovat funkci
heap copytuple, kterd pro data alokuje novy blok paméti. Funkce heap copytuple
nenastavi vSechny prvky nové struktury typu HeapTupleData, proto je nutné zbyvajici oSetfit
makry HeapTupleHeaderSetDatumLength, HeapTupleHeaderSetTypeIld
a HeapTupleHeaderSetTypMod.

Poté je mozné uvolnit buffer pfedany funkci heap fetch, uzaviit otevienou relaci a prevést
data do universalniho typu Datum pro vraceni uzivateli.

Identifikator tid je vyuzivan ve vSech indexech PostgreSQL databaze a funkce heap fetch
je vyuzivana pro piistup k zdznamtim i pii jejich dotazovani standardnim zplisobem. Jedna se tedy

o nejrychlej$i mozny zpisob jak zdznam v databazovém systému PostgreSQL ziskat.

6.4 Metoda efektivni grafové struktury

Jak jiz bylo popsano v kapitole 5.1, sprava grafu v tabulkach relacni databaze a vytvofeni vazeb
pomoci standardnich primarnich a cizich kli¢t neni vhodnou reprezentaci grafu, protoZze nerespektuje
spojovou podstatu grafovych dat. Z toho divodu jsem navrhl strukturu, kterd bude ze spojové
podstaty vychazet a kde budou piechody v grafu (ziskani okolnich vrcholtl) probihat v konstantnim
case.

V navrzené struktuie probihaji prechody mezi zaznamy nikoli pomoci primarnich a cizich

kli¢a, ale pomoci #id identifikatord a pomoci funkci implementovanych v jazyce C. Tim je zaruc¢eno,
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ze prechod prob€hne v konstatnim ¢ase a v maximalni rychlosti, kterou je databidzovy systém
a uloziste (typicky pevny disk) schopné dosahnout. V tomto konceptu je tieba fesit problém zmény
identifikatoru #id a to nejcastéji pii operaci UPDATE nad zaznamem, ktera je relativné vysoce
frekventovana®.

V navrhu struktury vychazim pfedevsim z potfeb algoritmt, které¢ implementuji v rameci této
prace a pfihlizim také k potfebam ostatnich béznych grafovych algoritmt. V ramci prace budu
implementovat prohledavani grafu do Sifky, zjiSténi chromatického cisla grafu pomoci greedy
coloringu, obarveni grafu pomoci RLF coloringu a zjisténi izomorfismu podgrafu pomoci
sofistikovanéjsiho algoritmu VF2. V této skale algoritml, od trivialnich (greedy coloring) po
relativné sofistikované (VF2), se setkdvam primarn€ s potiebou zjisténi okolnich uzlt od daného
vrcholu. To také v navrhu zohlednim a dale navrh pfizpsobim tak, aby bylo mozné prochdzet i na
zaklad¢ ,,The Graph Traversal Pattern‘ jak je popsano v [AN10].

Strukturu grafu jsem rozdélil do tii tabulek. Tabulka obsahujici vrcholy ma nazev vertices
a obsahuje ID jednotlivych vrcholi a hodnoty nélezici k danému vrcholu, které jsou bezprostiedné
nutné pro algoritmy uvazovanych operaci nad grafem a odkaz do tabulky incidenci ctid incidence
typu tid. Tabulka obsahujici hrany ma ndzev edges a obsahuje ID jednotlivych hran a ohodnoceni
hrany a fid identifikatory pocate¢niho a koncového uzlu, které¢ hrana spojuje. (Piestoze testovacim
grafem je graf stranek wikipedie, kde neni obsazeno ohodnoceni hran, byla tato moznost do struktury
zafazena.) Pro uloZeni dalSich informaci nélezicich k vrcholtim a hranam grafu, které nejsou nezbytné
nutné pro béh uvazovanych operaci respektive algoritmii, slouzi dalsi libovolné tabulky, mezi kterymi
jsou na tabulky efektivni struktury (vertices a edges) vytvoreny reference standardnimi klici
prosttednictvim sloupce ID v tabulkach vertices a edges.

Mezi tabulkami vertices a edges je vlozena tabulka incidenci vrcholll a hran s nazvem
incidences. Kazdy vrchol tabulky vetices obsahuje referenci ctid incidence coz je hodnota ctid
zaznamu v tabulce incidences pattici k danému vrcholu. Samotny zaznam incidenci pak obsahuje
nasledujici hodnoty, respektive sloupce.

Sloupec vertices obsahuje pole identifikator tid, které nalezi zaznamim respektive vrcholim
v tabulce vertices, do kterych vedou hrany z vrcholu aktualni incidence. Sloupec edges obsahuje pole
identifikatorti #id, které nalezi zaznamtim respektive hranam v tabulce edges a reprezentuje samotné
vystupni hrany z vrcholu aktualni incidence. Stejna pozice prvkl v polich verfices a edges definuje
par vystupni hrany a cilového vrcholu. V neposledni fad¢ je pro spoustu algoritm a operaci uzitecny
sloupec inverse_vertices, ktery obsahuje pole indentifikatora tid, které nalezi zaznamim respektive

vrcholtm v tabulce vertices, ze kterych vedou hrany do vrcholu aktudlni incidence.

6 V porovnani s operaci VACUUM FULL, pfi které také dochazi ke zméné tid zaznamu, ale ktera probiha

obvykle mén¢ Casto a proto jeji oSetfeni neklade tak vysoké naroky.

34



Celou efektivni strukturu schematicky ilustruje Obrazek 6.1. (Vzhledem k pouziti poli

a k tomu, Ze pro vazby nejsou pouZity primarni a cizi klice, nejedna se o ER diagram.)

vertices
ctid TID E—
id INTEGER
ctid_incidence TID
other columns...

incidences
ctid TID
id INTEGER
vertices TID[]
edges TID[
inverse_vertices TID[)

edges
ctid TID
id INTEGER
value INTEGER
ctid_wvertex_start TID —
ctid_wvertex_end TID —

Obrazek 6.1: Metoda efektivni struktury

Cela struktura tedy defakto tvoii databazovy index pro prochazeni grafovymi daty.

Pro funk¢nost celé struktury je nutné reflektovat zmény ctid jednotlivych zaznamt pfi jejich
aktualizaci (operaci UPDATE). Aby toho bylo mozné dosahnout je nutné, aby se alespon v jednom
mist¢ efektivni struktury identifikator #id pii aktualizaci neménil, protoZe jinak se struktura dostava
do rekurzivniho a nikdy nekonciciho promitani zmén jednotlivych fid. Toho je dosaZzeno pomoci
BEFORE UPDATE triggeru implementované¢ho v jazyce C. V jazyce C je implementovan jako
funkce  inplace update trigger, ktera s  pouzitim  knihovni  funkce  PostgreSQL
heap inplace_ update zajisti, Ze tid neni pii aktualizaci zdznamu (operaci UPDATE) zménéno.
Pii implementaci tohoto feSeni jsem vychazel ptedevsim z [IU]. Toto opatieni s sebou nese omezeni,

ktera jsou rozebrana v kapitole 6.6 a se kterymi navrh pocita a jsou vhodné osetfena.

6.5 Zakladni operace nad efektivni strukturou

Pro zakladni spravu dat v efektivni struktufe jsem implementoval funkce abstrahujici vkladani
vrchold a hran do struktury a stejné tak jejich smazani. Dale jsou implementovany demonstracni
funkce pro davkovou inicializaci grafové struktury, v piipad¢ této diplomové prace se jedna

o inicializaci efektivni datové struktury pro graf strdnek na wikipedii. Vzhledem k tomu jsem
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strukturu navrhl primarné pro praci s orientovanym grafem, nicméné lze ji vhodné vyuzit i pro praci
s grafem neorientovanym’.

Vlozeni vrcholu do struktury je realizovano funkci insert vertex s parametrem ID
vrcholu. Funkce vraci hodnotu typu boolean. Hodnota true je vracena pokud vlozeni vrcholu
probéhne bez poblém, false pokud dojde k chybé. Typicky pokud jiz v efektivni struktufe existuje
vrchol s danym ID. V ramci vloZeni vrcholu je vytvotren také zaznam v tabulce incidences, navézany
na praveé vkladany vrchol a nezbytné nutny pro funkénost struktury.

Vlozeni hrany mezi dva vrcholy je realizovano funkci insert edge s parametry ID hrany,
hodnota hrany (typu integer), ID vychoziho vrcholu a ID kone¢ného vrcholu. Funkce opét vraci
hodnotu typu boolen. Je vraceno true pokud vlozeni hrany probéhne bez problému, false pokud dojde
k chybé. Typicky pokud jiz existuje hrana s danym ID nebo pokud neexistuje jeden z vrcholl ¢i
relevantnich zdznamt v tabulce incidences. Funkce vlozi zdznam do tabulky edges a také do zdznamu
incidenci. K vychozimu vrcholu do poli vertices a edges a ke konecnému vrcholu do pole
inverse_vertices.

Smazani vrcholu je realizovano funkci delete vertex s parametrem ID vrcholu a opét
vraci hodnotu typu boolean podle toho zda operace probé¢hla tspésné stejné jako predchozi funkce.
Zarovei jsou smazany vSechny hrany, které z tohoto vrcholu vychéazeji nebo které do tohoto vrcholu
vedou a také adekvatné upraveny zaznamy incidenci u vSech sousednich vrchold, vcetné vrcholu
sousedicich ptes hrany opa¢ného sméru.

Smazani hrany je realizovano funkci delete edge s parametrem ID hrany a vraci hodnotu
typu boolen podle toho zda operace prob&hla uspésné stejné jako predchozi funkce. Zaroven jsou
smazany vSechny zaznamy v polich vertices, edges a inverse vertices, které jsou ke hran¢ navazany.

Pro inicializaci  efektivni  struktury jsem implementoval demonstraéni funkce
init vertices ainit edges. Funkce init vertices prochazi jednotlivé vrcholy ulozené
v tabulce mimo efektivni strukturu a vkladd zdznam o nich do efektivni struktury. V ptipadé této
prace se jedna o tabulku page v databazi wikipedie. Funkce init edges pracuje obdobné a vklada
vSechny hrany do efektivni struktury, v ptipadé této prace z tabulky pagelinks z databaze wikipedie.
Pro zakladani efektivni struktury nad jinou existujici databazi (socialni sit’ komunitniho webu

a podobn¢) je nutné tyto funkce vhodné modifikovat pro zvoleny zdroj dat.

6.6  Prochazeni efektivni struktury

Efektivni prochazeni grafem ulozenym v databazi je jednim z hlavnich cila této prace, proto v navrhu

feSeni a rozsifeni pro PostgreSQL kladu na tuto operaci hlavni diraz a snazim se ji vytvofit

7 Neorientovany graf 1ze do struktury vlozit tak, ze mezi kazdymi dvéma vrcholy, mezi kterymi vede

neorientovana hrana, vlozime dvé orientované a vzajemné protismérné hrany.
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maximalné efektivni. Pro zakladni prochédzeni grafem vychazim z [AN10] a uvazuji dvé zakladni
prechodové operace a to sice prechod od vrcholu k hranam, které s nim inciduji a dale pfechod
z hrany k vrcholu se kterym inciduje. Na zaklad¢ architektury efektivni struktury grafu je mozné
snadno ziskat pfimo okolni vrcholy (po sméru vychozich hran i proti sméru vstupnich hran), coz je
pro vétsinu operaci a algoritmil nejpodstatnéjsi.

Pro prichod grafem jsou implementovany funkce get vertex s parametrem tid hledané¢ho
vrcholu a vracejici kompletni zdznam daného vrcholu =z tabulky vertices a funkce
get incidences s parametrem tid zdznamu incidenci a vracejici kompletni zdznam vSech
incidenci a hran pfislusnych k ur¢itému vrcholu. Pomoci tohoto zdznamu tedy zikavame piechod do
okoli vrcholu a timto zptsobem (volanim funkci get _vertex a get incidences) realizujeme
prichod strukturou grafu.

Ob¢ funkce jsou implementované v jazyce C a vyuzivaji pro pfistup k datim funkci
heap fetch tak, jak je popsano v kapitole 6.3. Priichod grafem je tedy realizovan v konstantnich
Casech s maximalni rychlosti, kterou jsme schopni s PostgreSQL a pouzitym hardware dosahnout.

Efektivnost struktury pfi prochazeni grafem demonstruje algoritmus pro prohleddvani grafu do

Sirky BFSearch implementovany v experimentdlni a demonstracni ¢asti této prace.

6.7 Omezeni navrhu a jejich reSeni

Omezeni navrhu vychdzeji pfedevsim z pouziti BEFORE UPDATE triggeru, ktery zamezuje zméné
identifikdtoru #id pifi aktualizaci zdznamu v tabulce vertices. Tento trigger pouziva funkci
heap inplace_ update aproto musi byt reflektovany nésledujici situace.

Novy zdznam, pii aktualizaci v tabulce vertices, musi byt stejné velikosti jako pivodni zaznam.
Neni pfipustnd ani zména z hodnoty NULL na ,,NOT NULL* hodnotu ¢i naopak. Proto v tabulce
vertices figuruji pouze sloupce s pevnou velikosti datového typu. V rdmci vSech implementovanych
algoritmti jsou ve sloupcich tabulky vertices potfebné pouze hodnoty typu integer. Pii vkladani
novych zaznamu je do téchto sloupct vkladana nula, abychom ptedesli nerealizovatelné nutnosti
zmény z hodnoty NULL na numerickou hodnotu. V piipadé, ze je v ramci algoritmu nutné
k vrcholim ulozit hodnoty datového typu s proménnou velikosti, je pro tento i¢el mozné vytvofrit
napiiklad TEMP tabulku.

Nad sloupci v tabulce vertices, ve kterych dochazi ke zménam hodnoty, nelze vytvorit
databazovy index. Mize diky tomu dochézet k nespravnému fazeni vysledkt a dal§imu nevhodnému
chovani. Stejné tak neni mozné realizovat cizi kli¢ nad sloupcem, ktery je aktualizovan.

Dale pii této operaci dochazi k poruseni atomicnosti a izolovanosti transakce. To je vhodné

osetfeno tak, ze ve funkci, ktera méni zdznam v tabulce vertices, je nejprve zavolan ptikaz SELECT
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FOR UPDATE a tim je zaji$téno, ze k zaznamu nebude mit pfistup jina transakce az do skonceni
soucasné.

Poslednim potencialnim problémem navrzené metody je udrzbova operace VACUUM FULL,
kterda méni tid ve sloupci ctid u vSech zdznama v databazi. Pokud je v tabulce smazan zaznam,
vznikne v souboru s daty volné misto. Funkce VACUUM FULL na tato volna mista pfesunuje
existujici zdznamy a optimalizuje tak rozdéleni obsazeného a volného prostoru v souboru s daty. Poté
je mozné cely soubor zkratit a operacni systém muze vznikly diskovy prostor vyuzit pro jiné ucely.
Celkové je tato funkce vhodna pouze pro pripady, kdy byla vétSina databazovych dat smazana.
V opacném pripadé mtze mit vedlejsi efekty ve forme¢ zvétSeni objemu databazovych indext a jejich
zpomaleni. V navrzené metod¢ prace s grafy pak pravdépodobné dojde k poruseni struktury grafu.
Mimo trivialni feSeni, kterym je tuto operaci nad databazi s grafem nepouzivat, se nabizi dal$i mozna
cesta. Tou je vytvoreni vlastniho indexu, jehoz implementace by po volani VACUUM FULL zajistila
prepocitani referenci pro vSechny prvky v efektivni struktuie grafu. V ramci této prace jsem zminény
index neimplementoval a situaci feSim nepouzivanim operace VACUUM FULL, coz je pro mé

experimentalni ucely plné dostacujici.
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7 Experimenty a demonstrace metody

V této Casti prace rozeberu podstatné aspekty implementace vytvofenych rozsifeni a predevSim
experimenty s jeho pouzitelnosti, coz bude demonstrovano na né€kolika grafovych algoritmech. Budu
porovnavat predevSim Cas prubéhu pii pouziti algoritmu implementovaného pomoci standardniho
postupu spojovani (JOIN) tabulek vrcholti a hran vacéi pouziti algoritmu, ktery v implementaci
vyuziva navrzenou metodu efektivni struktury pro praci s grafy v PostgreSQL. Teoretickym
piedpokladem vétSiny experimentl je, ze se potvrdi oCekavani vyssi efektivity prochdzeni grafem pti
pouziti efektivni struktury popsané v kapitole 6.

V ramci vyvoje algoritmli, pomoci kterych chci ovéfit implementovanou metodu prochazeni
grafovymi daty v databazi, jsem se rozhodl pro vyuziti jazyka PL/pgSQL. Je vice nez pravdépodobné,
ze implementace v jazyce C by byla rychlejsi, nicméné v ramci experimentii mi jde pfedev$im o vysSe
zminénou komparaci a proto shledavam PL/pgSQL a jeho vyssi Groven abstrakce jako vhodnéjsi
prostiedek.

Uvedené testy probihaly na pocita¢i Apple MacBook2,1 s procesorem 2.16GHz Intel Core 2
Duo, operacni paméti 2GB 667MHz DDR2 SDRAM a pevnym diskem FUJITSU MHW2120BH
s kapacitou 120.03GB a rychlosti 5400 RPM a 8MB Cache. Opera¢nim systémem na testovaci
platformé byl Mac OS X 10.6.7 s jadrem verze Darwin 10.7.0. VSechny testy probéhly na databazi
PostgreSQL verze 8.4.4 kompilovanou GCC i686-apple-darwin10-gcc-4.2.1 (GCC) 4.2.1 (Apple Inc.
build 5659), 64-bit. Dale se tento pocitac oznacuji zkracen¢ ,,MacBook*.

Dale pak na vysoce vykonném serveru Minerva3 dostupném v ramci CVT FIT VUT v Bmé.
Na tomto serveru vSak nebylo zaruceno, ze mij experiment je jedinym spusténym procesem. Dale
tento pocitac oznacuji ,,Minerva3®.

Pro testy byl pouzity graf stranek limburské a ceské wikipedie z 18. dubna 2011, toho data
dostupny z [AW]. Ceskd wikipedie ma znaény rozsah a to 500352 vrcholi spojenych 3465044
hranami. Limburskd wikipedie byla ndhodné vybrand, protoze rozsah jeji databaze splioval
pozadavek na mensi objem dat pro rychlejsi pribéh testovani pii vyvoji. Konkrétné obsahuje 19683
vrcholti a 218522 hran. Dale je vyuzita pro komparaci s béhem algoritmti na obsahlejsi Ceské

wikipedii.

7.1  BF-search — prohledavani do Sirky

Prvnim experimentalnim algoritmem, ktery jsem v ramci prace implementoval, bylo zcela zakladni
prohledavani grafu do Sitky. To pfedevsim proto, ze cilem prace je zaméfit se na prochazeni grafy.

Vychazel jsem z pseudokddu algoritmu uvedeného v kapitole 3.3.2 a dale jsem tento algoritmus
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roz§itil o moznost zvolit hloubku, do které je graf prohledavan. Vzhledem k rozsahu grafu Wikipedie,
na kterém byl algoritmus nasledné testovan, bylo toto omezeni vhodné. Bez omezeni hloubky
prohledavani, neboli pti prohledavani kompletniho grafu wikipedie, se algoritmus snadno dostane
k velmi vysoké casové narocnosti.

Algoritmus jsem implementoval v jazyce PL/pgSQL a to v né€kolika verzich. V prvni verzi
jsem vyuzil pro implementaci fronty vrcholii pole jazyka PL/pgSQL a pro prochazeni navrzenou
metodu efektivni struktury. Prvni verze implementace algoritmu je ve zdrojovém kodu piilozeném
k praci reprezentovdna funkci bf search 1 a pfijiméd dva parametry. Prvnim parametrem je ID
vrcholu grafu, od kterého je zahajeno prohledavani, druhym parametrem je maximalni hloubka
prohleddvani. Funkce bf search 1 vraci jako vysledek jednorozmémé pole datového typu
bfs g item. Datovy typ bfs g itemreprezentuje prohledané vrcholy a to konkrétné polozkami
ctid vrcholu (ctid vertex), ctid incidenci nélezicich k vrcholu (ctid incidence), vzdalenost od
vychoziho vrcholu (d) a tid nadfazeného prvku (p). Diky prvku p je tedy ve vraceném poli definovana
stromova struktura, tzv. BF-Strom, ktery se prohledavanim do hloubky ziskava.

V druhé verzi implementace algoritmu jsem pro pruchod grafem vyuzil standardnich SQL
dotazii s klauzuli JOIN. Pro implementaci fronty vyuzivané v algoritmu je opét vyuzito
jednorozmérné pole. Ve zdrojovych koédech je tato verze algoritmu oznaCena jako
bf search 1 sql a pfijima stejné parametry jako prvni bf search 1. Navratovou hodnotou
je jednorozmeérné pole datového typu bfs g item sqgl. Jedna se o obdobu typu bfs g item,
kde jsou vsak identifikatorem vrcholu standardni ID. Tzn. bfs_g item sqgl obsahuje ID vrcholu
(id_vertex), vzdalenost od vychoziho vrcholu (d) a ID predchtdce (p).

Protoze se mi prohledavani do hloubky pomoci implementovanych funkci bf search 1
abf search 1 sgl zdalo subjektivné pomalé, hledal jsem je$t€ moznost, jak algoritmus
optimalizovat. Zjistil jsem, ze v jazyku PL/pgSQL neni zcela optimalizovana prace s poli a zkusil
jsem frontu v algoritmu implementovat misto pole do¢asnou tabulkou, tzv. TEMP tabulkou. Jak bude
dale demonstrovano, vyuziti TEMP tabulky chod algoritmu znacné zrychli.

Treti verze implementace algoritmu vyuziva pro fronty TEMP tabulku a dale navrzenou
metodu efektivni struktury a jejiho prochazeni. Ve zdrojovém kodu je reprezentovana funkci
bf search 2 a pfijima stejné parametry jako ptfedchozi verze. Funkce bf search 2 uklada
vysledky prohledavani do TEMP tabulky s ndzvem result. Zaznamy v tabulce koresponduji s datovym
typem bfs g item, tabulka tedy obsahuje sloupce ctid vertex, ctid_incidence, d a p stejné jako
datovy typ bf g item.

Ctvrta verze implementace algoritmu vyuziva pro frontu také TEMP tabulku a graf prochazi
pomoci standardnich SQL dotazi. Je ve zdrojovych kdédech reprezentovana funkci

bf search 2 sql a pfijimd stejné parametry jako predchozi funkce. Funkce
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bf search 2 sql uklada vysledky prohledavani do TEMP tabulky s nazvem result. Zaznamy
v tabulce koresponduji s datovym typem bfs g item sql, tabulka tedy obsahuje sloupce

id_vertex, d a p stejné jako datovy typ bf g item sql.

7.1.1 Komparacni test s BF-search

V tomto testu se chci zaméfit predevs§im na porovnani rychlosti pfi pouziti navrzené metody efektivni
struktury oproti pouziti standardnich SQL dotazti. Teoretickym ptedpokladem je, Ze navrzena metoda
bude vykazovat lepsi vysledky. Zaroven porovnam rychlost pii pouziti poli a do¢asnych tabulek pro
implementaci front, zdsobnikti, seznamti, stromi a podobnych struktur v PL/pgSQL. V ramci testu je
provedeno vyhledavani do Sitky nad nahodné zvolenymi vrcholy limburské wikipedie na pocitaci

MacBook“.
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Obrazek 7.1: Porovnani prohledavani metodou efektivni struktury a standardnimi SQL dotazy

s implementaci fronty pomoci pole.

V testech bylo pfi prohledavani do hloubky prohledano 119 uzli v prvni trovni, 1933 uzla
v druhé trovni, 6642 ve tieti trovni, 8633 uzll ve Ctvrté a 9292 v paté urovni. Z uvedenych grafii na

Obrazku 7.1 a 7.2 vyplyva, Ze Casova naro¢nost je niz§i pii pouziti navrzené efektivni grafové

svvr

Vv

struktury. Nicmén¢ limburskéa wikipedie, kterou jsem musel z ¢asovych divodd pouzit, neni na tolik
obsahla aby prechody mezi uzly s ¢asovou slozitosti O(log(n)) byly na tolik fatalné zpomalujici

a vétsitnu Casu pii prabehu algorimu zpotfebuje jina rezije nez samotné ziskavani zdznamu.
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Obrazek 7.2: Porovnani prohledavani metodou efektivni struktury a standardnimi SQL dotazy

s implementaci fronty pomoci TEMP tabulky.

Vzhledem k vysledkim experimentu, kdy jsou v PL/pgSQL operace s TEMP tabulkami
podstatn¢ rychlejSi nez operace s poli (coz bylo ovéfeno i v dalSich snahach pouzivat pii
implementaci pole), v nasledujicich experimentech pouzivdm pro implementaci dynamickych

datovych struktur TEMP tabulky.

7.2 Chromatické Cislo grafu / greedy coloring

Dale se zaméfuji na algoritmy pro barveni grafu. Zcela zdkladnim a trividlnim zpiisobem barveni je
tzv. greedy coloring, ktery popisuji v kapitole 4.2. Pro tento algoritmus jsem implementoval zakladni
optimalizaci largest first coloring. Tato optimalizace spociva v tom, Ze barveni postupuje od vrcholil
snejvysSim stupném, neboli s nejvy$§im pocétem sousednich vrcholi. Algoritmus je tedy
implementovan tak, Ze probihd ve dvou fazich. V prvni fazi ke kazdému vrcholu zjisti jeho stupen
a uloZi vysledek do databaze. V druhé fazi probiha samotné obarveni grafu. Vzhledem k nekvalitnimu
obarveni shledavam vhodné vyuziti tohoto algoritmu naptiklad pro zjisStovani chromatického Cisla
grafu pro potfeby komparace s jinymi grafy.

V této demonstraci navrzené metody efektivni struktury jsem se zamétil opét na komparaci
s prochazenim grafu pomoci standardnich SQL dotazli. Jedna se o mirné odlisnou ulohu oproti

prohledavani grafu do hloubky, nebot’ zde nejsou tak vysoké pamétové naroky, protoze neobsahuje
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zadnou frontu ani jiné do¢asné ulozisté. Navic v prvni fazi algoritmu nedochazi k prochazeni grafu,
ale pouze k zjisStovani poc¢tu okolnich uzli, respektive stupiiti uzli. Test provedu i bez tvodni ¢asti,
s predzpracovanym grafem, kde jsou stupné vrcholil zjistény. | v této tloze navrzena metoda vykazuje
podstatné lepsi vysledky nez standardni SQL dotaz. Pfed priibéhem algoritmu jsou pro korektni
pribéh vzdy vynulovany hodnoty uréujici barvu ve sloupci tabulky vertices.

Prvni verze implementace grafu vyuziva prostfedky navrzené metody efektivni struktury.
V priloZzenych zdrojovych kodech je reprezentovana funkci greedy color. Druha verze

implementace vyuzivajici standardni SQL dotazy je prezentovana funkci greedy color sql.

7.2.1 Komparacni test zjiSténi chromatického cisla

Teoretickym predpokladem tohoto experimentu je rychlejsi pribéh verze implementace s pouzitim
efektivni grafové struktury. Pro ovéfeni predpokladu jsem spustil experiment nad grafem limburské

a Ceské wikipedie.

14
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2, B greedy_color
§ B greedy_color_sql
6 [J greedy_color s pfedzpracovanim
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Obrézek 7.3: Porovnani navrzené metody efektivni struktury oproti SQL dotazovani piti zjisténi

chromatického c¢isla grafu na limburské wikipedii a pocitaci ,,MacBook*.
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Obrazek 7.4: Porovnani navrzené metody efektivni struktury oproti SQL dotazovani pfi zjisténi

chromatického ¢isla grafu na ¢eské wikipedii a pocitaci ,,Minerva3“.

Z grafi na Obrazku 7.3 a 7.4 znazoriyjicich rychlost pii pouziti jednotlivych verzi
implementace algoritmu zjisténi chromatického ¢isla vyplyva, ze byly splnény teoretické ptedpoklady
experimentu a navrzend metoda efektivni grafové struktury vykazuje v této demonstraci nasobné lepsi
vysledky. Pro Gplnost uvadim, ze graf limburské wikipedie byl obarven 319ti barvami. Chromatické
¢islo grafu pro komparaci s dal$imi grafy by tedy bylo 319. Graf ¢eské wikipedie byl obarven 25040

barvami.

7.3  RLF coloring

Dale jsem implementoval dokonalejsi algoritmus barveni grafu RLF coloring, vyuzivajici
rekurzivniho prichodu grafem. Algoritmus vykazuje podstatn¢ kvalitngjSi obarveni nez greedy
coloring. Jeho Gasova slozitost je v nejhorsim piipadé O(]V]’). Algoritmus je popsan v kapitole 4.2.
Algoritmus je implementovan pomoci dvou funkci. Prvni z nich je funkce r1f color a jedna se o
hlavni prichod smyckou barveni. Funkce je ve zdrojovych kdédech piilozenych k této praci. Druha
funkce r1f color update nn slouzi pro vypocet mnoziny nesousednich vrchold nazyvané NN,
viz. popis v kapitole 4.2. Mnozina NN je v algoritmu implementovana pomoci TEMP tabulky,
protoze je efektivnéj§i nez implementace pomoci pole, jak bylo zjisténo v piedchozich
experimentech. Algoritmus oznacuje barvami pfimo zaznamy v tabulce vertices. Tomuto piistupu
jsem dal prednost, protoze barvené grafy jsou velmi rozsahlé a realizaci doCasné struktury pro
vysledek v rozsahu nékolika desitek tisic zdznami neshledavam jako efektivni.

V pseudokodu tohoto grafu je uvedno prepocitini mnoziny NN po obarveni kazdého vrcholu.

Protoze vypocet mnoziny NN je zna¢né naro¢ny, optimalizoval jsem tento proces a mnozinu NN
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zjistuji pouze kdyz dochazi k zahajeni hlavniho cyklu a obarveni prvniho uzlu novou barvou. Dale
zmnoziny NN pouze odstraiiuji uzly, které jiz po obarveni dalSiho vrcholu grafu nesmi obsahovat.

Dalsi optimalizaci je zjiSténi poctu spolecnych sousednich vrchold pro prvni vrchol obarveny
ucitou barvou a pro dalsi barvené vrcholy v mnoziné NN. Toto zji§téni provadim v ramci vypoctu
mnoziny NN a tim je opét redukovana ¢asova narocnost barveni.

V algoritmu vyuzivam i operace s jednorozmémymi poli, v€etné mnou implementované
operace array_intersect pro zjisténi priniku poli. To z dGvodu, Ze zdznamy incidenci se
nachazeji v polich a jejich konverze do TEMP tabulek by byla minimalné stejné neefektivni jako
vykonani téchto nékolika nutnych operaci piimo s poli.

Pro komparaci jsem vytvofil opét identickou verzi algoritmu vyuzivajici standardnich SQL
dotazli, ktery je reprezentovan funkcemi rlf color sgl a rlf color update nn sqgl

a pomocnymi funkcemi r1f color update nnarlf color update nn sql.

7.3.1 Komparacni test verzi implementace RLF coloring

Teoretickym predpokladem tohoto experimentu je, ze algoritmus pro barveni, ktery vyuziva navrzené
limburské wikipedie. V testu jsem se zaméfil na rychlost pribéhu algoritmu a proto jsem ho spustil na
predzracovaném grafu se zjiSténymi stupni uzlt v grafu.

Vysledek testu prezentuje graf na Obrazku 7.5. Je zfejmé, ze prub¢h algoritmu je pfi
implementaci pomoci navrzené efektivni struktury vyrazné méné casové narocny. Teorieticky
predpoklad tohoto testu byl tedy splnén. RLF obarvil graf limburské wikipedie 75 barvami.
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Obrazek 7.5: Porovnani implementace algoritmu pomoci navrzené metody s SQL dotazovanim na

grafu limburské wikipedie a pocitaci ,,MacBook®.
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7.3.2 Komparace kvality obarveni greedy vs. RLF coloring

Teoretickym predpokladem je kvalitn€jsi obarveni grafu pii pouziti RLF coloringu oproti greedy
coloringu a tim do zna&né miry ovéfeni spravnosti implementace algoritmi®. Tento pfedpoklad byl
v predchozich testech splnén. RLF coloring spotiebuje k obarveni grafu pouzité wikipedie 75 barev
oproti greedy coloringu, ktery spotiebuje 319 barev. Oproti tomu je greedy coloring n¢kolikanasobné
rychlej$i. Porovnavame verzi s ptedzpracovanym grafem, greedy coloring tedy obarvil graf za 2,66

sekundy, zatimco RLF coloring barvil graf 93.69 sekundy. Teoretické predpoklady jsou potvrzeny.

74 VF2

Pfi implementaci VF2 algoritmu jsem pifesn¢ vychazel z postupu uveden¢ho v [VF2] a dale ze
zdrojovych kodu prilozenych k [St08]. Zjistovani izomorfismu patii mezi komplexni a netrividlni
ulohy. Cilem jeho implementace je ovérit predevsim robustnost navrzené metody v naro¢nych
vypoctech a pouzitelnost pti komplikovanych nasazenich v praxi.

Algoritmus je implementovan opét v jazyce PL/pgSQL. Intern€é pouziva nékolik dynamickych
struktur, které jsou implementovany TEMP tabulkami (nahrazujicimi pole). Viditelnost TEMP
tabulek v ramci celé databdzové session daného uzivatele je pii implementaci VF2 zadana
a vyuzivana. Algoritmus je implementovan hlavni funkci vf£2 izomorf obsahujici zavedeni
docasnych datovych struktur, dale funkci rekurze prohleddvani nazvanou vE£2 backtrack a dile
¢tyfmi pomocnymi funkcemi.

Predpokladam, ze ,,mensi“ graf G,, pro ktery hledame izomorfni podgrafy ve ,,vétSim“ grafu
G, predam funkci jako parametr. ,,Vétsi“ graf G, ve kterém algoritmus vyhledava izomorfni
podgrafy je ulozen v navrzené efektivni struktufe v PostgreSQL. Vstupni graf G, je pfedan jako
jednorozmérné pole s prvky datového typu simple graph. Tento datovy typ obsahuje dvé
jednorozmérna pole typu integer nazvana vertices in a vertices_out, do kterych se zaznamenavaji
indexy vrcholl spojenych vstupnimi a vystupnimi hranami s aktualnim vrcholem. V poli obsahujicim
graf G, tedy zalezi na umisténi jednotlivych vrchold, protoze je prostiedkem pro jejich vzajemnou
referenci.

Funkce v£2 izomorf tedy zavadi potfebné datové struktury. Témi jsou TEMP tabulky
vf2_tmpl a vf2_tmp2, které svou velikosti koresponduji s poctem vrcholti v grafech G, a G.. Tyto
tabulky reprezentuji aktualni zobrazeni vrchold. Na pozici, reprezentované sloupcem i, kde i = n
v tabulce vf2_tmpl je ve sloupci s/ ulozena pozice vrcholu, ktery je v paru s vrcholem pozice i = n,
pokud je n v MI(s), jinak nula. To samé plati pro vf2_tmp2. Tabulka vf2 tmpl déle obsahuje sloupce

inl a outl, tabulka vf2 tmp2 dale sloupce in2 a out2. Ve sloupci in/ zaznamu pozice i = n je nenulova

8 Spravnost algoritmti byla ovétena i dal§imi zpasoby.
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hodnota pokud zaznam pozice i = n je obsazen v MI(s) nebo v T,"(s). Toto plati analogicky pro
sloupce outl, in2 a out2. Déale je vytvorena TEMP tabulka vf2 global, kterd obsahuje globalni
proménné pro cely algoritmus, konkrétné pocet nalezenych izomorfismtii (pokud neni hledani
omezeno na prvni nalezeny izomorfismus). V databazi je vytvoten datovy typ g _data skladajici se
z polozek typu integer obsahujici pocitadla, ktera se predavaji v rekurznivnich volanich.

Funkce v£2_ backtrack je vychozi funkci rekurzivniho prohledavani grafu obdobné jako
probih4 metoda prohledavani do hloubky, jak bylo jiz zminéno v kapitole 4.4. Funkce nalezne mozny
par a nasledné jsou ovéfeny omezujici podminky pomoci funkce vf2 is possible pair.
Pokud jsou splnény, je par mozné zkusit zahrnut do aktualniho stavu s pomoci funkce
vf2 new pair adojde k zanofeni do rekurze. Pokud nejsou, pokracuje ur¢enim dal§iho mozného
paru. O obnoveni predchozich hodnot poli pfi navratu z hlubSich Grovni rekurze se stara funkce

vE£2 back s pomoci proménné typu g _data.

7.4.1 Demonstrace metody efektivni struktury pri hledani

izomorfismu

V této demonstraci se zaméiim na nalezeni izomorfniho podgrafu s riiznym poctem uzlti. Teoretickym

predpokladem experimentu je, Ze mé feSeni bude casové méné narocné.
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Obrazek 7.5: Test zjistovani izomorfismu
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Z divodu extrémni Casové naroCnosti této ulohy jsem zjistoval pouze prvni vyskyt
izomorfismu. Dle hodnot v grafu je vidét, Ze mé feSeni dosahuje velice uspokojivych vysledki.
[zomorfismus byl zjistovan pro podgraf s riznym poctem vrcholl (2 az 10), pocet hran n byl pak

vgrafu G=(V, E) vzdy n = |V]| - 1.

7.5  Vyhodnoceni experimentt

V experimentalni ¢asti jsem se zaméfil na ovéfeni funkcionality navrzené metody efektivni struktury
pro spravu grafi v databdzovém systému PostgreSQL. Experimetny jsem provedl nad raznymi
algoritmy a porovnaval jsem piedevsim rozdil ¢asové narocnosti pfi pouZiti navrzené metody oproti
pouziti standardnich SQL dotazid. Dale jsem touto formou demonstroval funkcionalitu celého feseni.

Ve vsech ptipadech vykdzala navrzena metoda efektivni struktury vice ¢i méné lepsi vysledky.
do sitky. Malé rozdily obou metod v tomto algoritmu pfipisuji rozsahu wikipedie na které byly testy
z Casovych divodi provadény, kde nejvice ¢asu pii prichodu algoritmem zabere jina rezije nez
samotné dotazy. Se zvySujicim se rozsahem struktury grafu by se mél rozdil ¢asovych néaroc¢nosti
obou testovanych metod zvySovat ve prospéch mnou navrzené metody.

Pii testech nad algoritmy pro barveni grafu byly rozdily ve prospéch navrZzené metody jiz
celkem markantni. To pfedevsim diky tomu, Ze navrzena metoda disponuje vhodnym zjisténim okoli
vrcholu i pres inverzni hrany incidujici s vrcholem. Neni tedy nutné zjistovani vstupnich a vystupnich
hran incidujicich s vrcholem v ramci dvou samostatnych dotazt.

Pii testech algoritmu VF2 pro zjistovani izomorfismu jsem se zameéfil predevSim na
demonstraci robustnosti celého feSeni i na sofistikovanéj$im algoritmu jakym VF2 je. Veskeré testy
zjisténi izomorfismu probehly uspé$né v pfijatelné kratkych casech. Spoustél jsem také test pro
nalezeni vSech izomorfismi podgrafu o velikosti 7mi vrcholl, ale ten jsem z casovych divoda
ukoncil v momenté, kdy algoritmus nalezl jiz ptes 50tisic izomorfismd.

Vsechna meéfeni jsem provadél nékolikrat a v grafech byly uvadény primérné hodnoty

vysledk.
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8 Z.aver

V préci jsem se zabyval teorii grafi a jejimi aspekty v kontextu informacnich technologii a moZnosti
spravy grafi v databazovych systémech. Po obecném uvedeni do problematiky v rdmci prvni
kapitoly, vychodisek a cilt celé prace jsem popsal nutné zaklady teorie grafi.

Déle jsem se v praci zamétil na moznosti jak graf reprezentovat pfi matematickych vypoctech
ana vhodné reprezentace grafii v programech, kde jsem néckteré z téchto moznosti vyuzil
v navazujicich praktickych castech. V této casti prace jsem probral také dva zakladni zplsoby
prohledavani grafii a to prohledavani grafii do Sifky a do hloubky, pfedev§im jsem se vénoval
prohledavani grafi do Sitky, které bylo nasledné implementovano pro navrZzenou metodu spravy grafii
v databazi.

Ve 4. kapitole prace jsem se vénoval vybranym zakladnim problémim feSenym v teorii grafil.
Dukladné predevSim problémem barveni grafii a dale sofistikovanéjSim problémem hledani
izomorfismu grafii respektive grafu a podgrafu grafu. Témito problémy jsem se zabyval podrobngji,
protoze jsem na nich pozdé€ji demonstroval navrzenou metodu pro praci s grafy v databazi.
V problematice hledani izomorfismu jsem do zna¢né miry navazal na praci Ing. Petra Chmelate,
Zjistovani izomorfizmu mezi grafy [Ch06].

V nasledujici ¢asti jsem predstavil moznosti ukladani grafii v databazovych systémech. Zaméfil
jsem se na popis moznosti ukladani grafii ve standardnich, majoritné rozsifenych rela¢nich databazich
a dale predstavil i dal$i typy databazovych systémd, vcetné specializovanych systému vychazejicich
pfimo z teorie grafl, tzv. grafové databaze.

Protoze relacni model databdze je suverénné nejrozsitenéj$i a do dneSniho dne neexistuje pro
zadny open source relacni databazovy systém rozsifeni pro efektivni spravu grafovych dat, v této
praci jsem podobné rozsifeni respektive metodu navrhl. V kapitole 6. jsem se zabyval ndvrhem
roz$ifeni pro open source databdzovy systém PostgreSQL. V navrhu jsem vychazel pfedevsim
z vyuziti nizkouroviiovych identifikatort zdznamti, umoziujicich maximalni rychlost pfistupu
k datiim a zachovani spojové podstaty grafovych dat.

V zavéru prace jsem uspésn¢ demonstroval navrzenou metodu efektivni struktury na nékolika
algoritmech a porovnal jeji casovou naro€nost s feSenim pomoci standardnich SQL dotazii. Metoda
byla demonstrovéna na prohleddvani grafi do $itky, na barveni grafii pomoci greedy coloringu a RLF
coloringu a na VF2 algoritmu pro hledani izomorfismu.

Pfinos prace shledavam piedev§im v navrzené a realizované metod¢ spravy grafu
v PostgreSQL databazi, protoze demonstruje, ze na jeho principech je mozné realizovat efektivni

grafovou strukturu i ve standardni relacni databazi, ktera disponuje vhodnymi prostiedky pro
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implementaci rozsifeni. Pfi vyhledavani informaci jsem se s obdobnym pfistupem nesetkal (stejné ani
s jakymkoli projektem, fesicim efektivné spravu grafti v nékterém open source relacnim databazovém
systému) a na poli open source databazi se momentaln¢ jevi jako unikatni. To mize byt obzvlaste
pfinosné vzhledem k mnoZzstvi dat a projektd, které open source databdzové systémy a predevsim
PostgreSQL vyuzivaji.

Je nutné fici, Ze je navrZzena a realizovand metoda pfedstavena defakto ve své pocatecni
a experimentalni forme a nabizi mnoho prostoru pro vylepseni pro piipadné produkéni nasazeni. Pro
produnkéni nasazeni by bylo nutné predevSim zdokonalit zapouzdieni celého rozsifeni,
implementovat podstatné §ir§$i soubor zakladnich grafovych operaci, zavést moznost vkladat do
struktury libovolny pocet grafii z riiznych skupin tabulek dané databaze, dofeSit vhodné oSetfeni
operace VACUUM FULL a podobné. Témeér nutnosti pro produkéni nasazni by bylo také vhodné
zasazeni do systému cachovani dotazli a vysledkli v databazovém systému, kde v tomto ohledu je
SQL dotazovani na vysoké trovni. Dale by bylo vhodné testovat navrzenou metodu nad Sirokym
spektrem grafti.

Zavérem konstatuji, Ze problematika grafli v databazich je velice zajimavé téma a domnivam
se, ze by si mezi vyvojafi databazovych systémi zaslouzila vice pozornosti. Toho by se ovsem
s rozvojem internetu a dirazem na grafové struktury dat, napiiklad v podobé socidlnich siti typu

Facebook, mohla brzo do¢kat.
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