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Anotace

Prdce se zabyjva ndavrhem a implementaci programu na podporu vyuky linedrni al-
gebry ve formé webové aplikace. Aplikace umi simulovat chod vgpoctu zdkladnich
maticovijch operact, urcit vlastnosti matic (hodnost, determinant) a vypocitat in-
verzni matici (pokud existuje). Umi pocitat soustavy linedrnich rovnic a demon-
strovat vgpocty souvisejici s vektorovymi prostory, jako je linedrni (ne)zdvislost
vektori, nalezeni baze a transformace souradnic od baze k bazi vektorového pro-
storu. Soucdsti prace je vyukovy text o vyse zminénych pojmech, ktery je zdroven
soucdsti aplikace. Aplikace také nabizi sekci procvicovani, ve které jsou uzivateli
nahodné generovdany priklady k resent.

Synopsis

The thesis is about the design and implementation of a learning support program
for linear algebra in the form of a web application. The application can simulate
the computation of basic matriz operations, determine matrixz properties (rank,
determinant) and compute the inverse matrix (if it exists). It can solve systems
of linear equations and demonstrate calculations related to vector spaces, such as
linear (in)dependence of vectors, finding the basis and transforming coordinates
from the basis to other basis of the wvector space. An educational text on the
mentioned concepts is also part of the thesis and the application. The application
also offers a practice section in which examples are randomly generated for the
user to solve.

Klicova slova: linearni algebra; vyuka; vyukovy program; algebraické vyrazy
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Dékuji doc. RNDr. Miroslavu Kolarikovi, Ph.D. za ochotu a vécné pripominky
k textu prace i programu. Dale dékuji Mgr. Janu Triskovi, Ph.D. za rady pfti
implementaci vyrazi. A v neposledni fadé dékuji rodiné a blizkym za podporu.

Odevzddanim tohoto textu jeho autor mistopriseiné prohlasuje, Ze celou prici
vcetne priloh vypracoval samostatné a za pouZiti pouze zdroju citovangch v textu
prace a uvedenych v seznamu literatury.



Obsah

Uvod

1 Linearni algebra

1.1 Matice

1.1.1 Operace s maticemi . . . . . . . . ... .. ... .. ... .

1.1.2  Determinant matice . . . . . . . . . .. ... ... ... ..
1.1.3 Inverzni matice . . . . . .. ... ... ... ... .....

1.2 Vektorové prostory . . . . . . . . ... Lo
1.2.1 Hodnost matice . . . . . .. ... ... ... ... ...,
1.2.2 Béaze . . . . . ...

1.3 Soustavy linearnich rovnic . . . . . .. . ... ... ... ..., .
1.3.1 Gaussova elimina¢ni metoda, . . . . . . . . ... ... ...

1.3.2 Cramerovo pravidlo . . . . . . . . ... ... ... ... ..

1.4 Homomorfismy . . . ... ... . ... .. ... ... .
1.4.1 Transformace soutadnic . . . . .. ... ... ... ....

2 Cilova platforma a zvolené technologie

2.1 Backend . . . ... .. ...
2.1.1 Django . . . . ..o

2.2 Frontend . . . . . ..
221 Dart . .. ...
222 Flutter . . . . ... .

3 ResSeni

3.1 Navrh databdze . . . . . . .. ... ... .. ... . ... ...
3.2 Backend API . . .. . .. ... ... ...
3.2.1 Koncovy bod — GET /:locale id/chapter . . . . . . .. ..
3.2.2  Koncovy bod — GET /:locale_id/chapter/:chapter_id . . .
3.2.3 Koncovy bod — GET /:locale_id/article/:article_id . . . .
3.2.4 Koncovy bod — GET /literature . . . . . . ... ... ...
3.2.5 Koncovy bod - GET Jref. . . . . ... ... ... ..
3.2.6 Koncovy bod - GET /image/:ref name . ... ... ...

3.3 Frontend . . . . . ...
3.3.1 Uzivatelské rozhrani . . . . . . .. .. ... ... .....
3.3.1.1 Sekcevyuka . . . . ... ..o

3.3.1.2  Sekce procvicovani . . . . . ... ... ... ...

3.3.1.3  Sekce kalkulacka . . . ... ... ... ... ...

3.3.2 Struktura aplikace . . . .. ... ...
3.3.3 Zobrazeni vyukového textu v aplikaci . . . . . ... .. ..
3.3.3.1 Datovy model vyukového textu . . . . ... . ..

3.3.3.2 Preklad bloku vyukového textu . . . . ... ...

3.3.4 Vyrazy a jejich vyhodnocovani . . . . . . .. ... ... ..
3.3.4.1 Odbocka o reprezentaci ¢isel . . . . . . ... ...

9
1(
11
15
18
21
23
25
26
29
30
31

34
34
34
34
34

37
37
38
38

39
41
41
41
43
43
43
45
46
49
20
ol
o1
52
23



Zavér

Conclusions

3.3.4.2
3.3.4.3
3.3.4.4
3.3.4.5

3.3.4.6

Implementace vyrazii — zakladni struktury . . . .
Implementace vyrazi — zakladni operace . . . . .
Implementace vyrazii — maticové operace . . . . .
Implementace vyrazii — feSeni soustav linedrnich

TOVIIC . . . . . . .o
Implementace vyrazt — vektorové prostory . . . .

A Obsah elektronickych dat

Literatura

58

59

60



Seznam obrazku

0 3O Ol Wi

= = e O
N — O

Ukéazka Sarrusova pravidla . . . . . .. ... . ... ... ... .. 12
Schéma databaze . . . . .. ... ... ... .. ... ... 37
Hlavni menu aplikace . . . . . . . . .. . ... ... 43
Vyuka — vybér kapitoly . . . . . . ..o 44
Vyuka — podkapitola (¢lanek) . . . . .. ... 44
Vyuka — seznam literatury . . . . .. .. .. ... Lo 45
Procvicovani — maticové operace . . . . . . . .. ... 45
Kalkulacka — soustavy linearnich rovnic . . . . . . . .. .. .. .. 46
Kalkulacka — zaddvani matic . . . . . . . . .. ... ... 47
Kalkulacka — zaddvani vektora . . . . . . .. ... ... ... ... 48
Krokovani vypoctt . . . . . . . . ... 48
Vysvétlivky operaci . . . . . . .. ..o 49



Uvod

P1i vyuce linearni algebry je mnohdy pro pochopeni probirané latky vhodné si
ji vyzkouset na nékolika prikladech. K tomuto tcelu byla navrzena a implemen-
tovana webova aplikace na podporu vyuky linearni algebry.

Aplikace umoznuje zadavat priklady a nasledné zobrazovat jednotlivé kroky
reseni, procvicovat jednotlivé vypocty (program umi uzivateli ndhodné generovat
piiklady a kontrolovat zadané feseni) a také obsahuje vyukovy text k implemen-
tovanym operacim.

Vétsina podobnych programi ¢i aplikaci, umoznujicich simulovat maticové
operace a vypocty souvisejici s vektorovymi prostory, je zpoplatnénd, nebo je
minimalné zpoplatnéné zobrazeni postupu vypocti. Vyjimkou je maticova kal-
kulacka dostupnad na strance matrixcalc.org, kterd je zcela zdarma vcéetné po-
stupu vypoc¢tl a nabizi vétsi spektrum operaci, nez aplikace vyvinuta v ramci
této diplomové prace.

Hlavni vyhodou tohoto programu oproti alternativam je, ze je zdarma a open-
source. Lze ho snadno rozsitovat o dalsi funkce nebo i na dalsi platformy. Také
nabizi na jednom misté vyukovy text, procvicovani i feseni uzivatelem zadanych
priklad.


https://matrixcalc.org

1 Linearni algebra

V této kapitole jsou probrana vybrana témata linearni algebry. Text této kapitoly
je obsazen ve vyukovém programu.

V nésledujicim textu predpoklddam znalost pojmii: okruh, komutativni okruh,
invertibilni prvek okruhu, grupa, abelovska grupa, permutace a znaménko per-
mutace.

1.1 Matice

Definice 1 (Matice)
Necht X je neprazdnd mnozina a m,n € N. Potom obdélnikové schéma

aix a2 -t dim
o1 oo - -
A= |0 0
Qp1 Ap2 - Apm
kde a;; € X pro kazdé i =1,...,n a kazdé j = 1,...,m, se nazyva matice typu

n x m nad mnozinou X, znaceno téz (a;;). [1]

Uzivame terminy fadek matice a sloupec matice. Matice typu n X m ma tedy
n radkt a m sloupct.

Je-li r = min{m, n}, pak prvky a1, ass, ..., a,. tvori hlavni diagonélu a prvky
A1y A2 -1, - - - 5 Grn—(r—1) tvOIl vedlejsi diagonalu matice A. [2]

Definice 2 (Typy matic)
Definujme nésledujici typy matic [1, 2]:

o Ctvercova matice stupné n je matice A typu n x n, rikdme, ze je radu n.

o Diagonalni matice je ¢tvercova matice, kde jsou vsechny prvky, které nelezi
na hlavni diagonéle, rovny 0.

« Skalarni matice je diagonalni matice, kde jsou si vSechny prvky na hlavni
diagonale rovny.

o Jednotkovd matice stupné n (znacena E,) je skaldrni matice, kde jsou
vsechny prvky na hlavni diagonéle rovny 1.

o Horni trojuhelnikova matice je matice, kde jsou vSechny prvky pod hlavni
diagonélou rovny 0.

e Dolni trojuhelnikova matice je matice, kde jsou vSechny prvky nad hlavni
diagonélou rovny 0.



Definice 3 (Transponovani matice)

Necht A = (a;;) je matice typu n x m, pak matici transponovanou k matici A
nazyvame matici AT = (aj;) typu m x n, kterd vznikne z matice A preklopenim
matice A podle hlavni diagonély, resp. zdménou fadku a sloupci. [1, 2]

1.1.1 Operace s maticemi

Dtlezitou roli hraji matice nad télesy ¢i okruhy. Pro takové matice definujeme
s¢itani a nasobeni. [1]

Déle budeme slovem okruh a symbolem R znacit komutativni okruh R =
(R,+, ). Pro jednoduchost uvazujme matice nad okruhem R.

Definice 4 (S¢itani matic)
Necht A = (a;;) a B = (b;;) jsou matice typu nxm nad okruhem R. Souctem
matic A a B rozumime matici

A+ B = (aij + bij)

typu n x m, pro kazdé i = 1,...,n, j = 1,...,m. Rikdme, 7e s¢itdme po sloz-
kéch. [1]

Soucet A+ B matic A a B je definovan pravé kdyz maji matice A a B stejny
typ. Soucet A + B ma nasledné stejny typ jako matice A, B. [1]

Definice 5 (Nasobeni matic)
Necht A = (a;s) je matice typu n x m a B = (bs;) matice typu m x k nad
okruhem R. Soucinem matice A a B rozumime matici

A-B= (Z aisbsj)
s=1

typu n X k, kterd méa na pozici ij soucet soucinti odpovidajicich prvki ¢-tého
radku matice A a j-tého sloupce matice B. [1]

Soucin A - B je definovan pravé kdyz se pocet sloupcii matice A rovna poctu
radkt matice B. Soucin A - B ma pak stejny pocet fadkl jako matice A a stejny
pocet sloupcu jako matice B. [1]

Véta 6 (Vlastnosti s¢itani a ndsobeni matic)
Plati [1]:

1. Sc¢itani matic je asociationi a komutationi.
2. Ndsobeni matic je asociationi.
3. Nasobeni matic neni komutativni.

4. Ndasobeni matic je distributioni vzhledem ke scitdni.
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Necht M je mnozina vSech matic nad okruhem R. S¢éitani ani ndsobeni ma-
tic neni binarni operaci na mnoziné M, protoze neni definovan soucet ani sou-
¢in libovolnych dvou matic mnoziny M. S¢itani a nasobeni na mnoziné M jsou
tzv. parcidlni operace. [1]

POzZNAMKA 7
Chceme-li sc¢itani a ndsobeni matic uvazovat jako binarni operace, musime

zvolit vhodnou podmnozinu M (napiiklad mnozinu R™*™ vSech ¢tvercovych ma-
tic fadu n). [1]

Definice 8 (Nasobeni matic skalary)
Necht A = (a;;) je matice typu n x m nad okruhem R a necht ¢ € R je
libovolny prvek. Pro nasobeni tzv. skalarem c plati

C'A:(C'Cbij>,

prokazdé i =1,...,n,j=1,...,m. [1]

1.1.2 Determinant matice
Uvazujme matice nad komutativnim okruhem R.
Definice 9 (Determinant matice)

Necht A = (a;;) je ¢tvercova matice fadu n nad okruhem R. Determinant
det A matice A definujeme

detA = Z sgn P alp(l) 'CZQP(Q) oL anp(n),
PeSy,

kde S,, je symetrickd grupa stupné n, sgnP znaménko permutace P. [1]
Zapisujeme také pomoci schématu

@11 a2 -+ Aip
Q21 Q22 *-° A2p
Ap1 Gp2 - Apn

Determinant matice je soucet n! soucint, ve kterych je z kazdého radku a
kazdého sloupce matice A pravé jeden prvek, pricemz je kazdy ze soucinii vyna-
soben znaménkem permutace (sgn P) uréenym radkovymi a sloupcovymi indexy
prvkil soucinu. S¢ita se pres vSechny permutace

mnoziny {1,2,...,n}. [1, 2]

11



Pro matice prvniho a druhého fadu plati

‘an’ = a1,

W — aa a1
11022 — A21012.
(21 Q22

Determinant matice trettho fadu lze vypocitat podle tzv. Sarrusova pravidla.
Pod determinant opiseme jeho prvni dva fadky a vynasobime diagonalné prvky
podle obrazku 1. Vysledné souciny secteme s odpovidajicimi znaménky. [1]

— Q31022013
a13 — (11032023

— (21012033

N
\ \a33 +  a11a22a33
N

a2 ai3 + ag1a32a13

ao1 29 a13 +  asi1a12a13

Obréazek 1: Ukazka Sarrusova pravidla

Ve vysledku tedy plati

11 a2 i3
Q21 Q22 Q23| = Q11Q22033 + A21A32a13 + (31012023 —
31 dAazz2 G33

—a31022013 — A11a32023 — A21A12433.

Sarrusovo pravidlo ale pro determinanty ¢tvercovych matic stupnit vyssich
nez tfi neméa tak prehlednou analogii. [2]

Véta 10
Pro kaZdou ctvercovou matici A = (a;;) nad okruhem R plati

detA" = detA. [2]

Véta 10 je vyznamnd pro praci s determinanty. Uvedeme-li tvrzeni o deter-
minantech matic takova, ze se v jejich formulaci pouzivaji radky matic, pak plati
analogické tvrzeni, ve kterych se pouzivaji sloupce matic. [2]

12



Véta 11
Ma-li ¢tvercovd matice A v nékterém rddku (sloupci) samé nuly, je determi-
nant matice A roven nule.

Véta 12
Pokud md matice A vsechny prvky pod (nebo nad) hlavni diagondlou nulové,
je determinant matice A roven soucinu prvku na hlavni diagondle.

Véta 13
Vznikne-li matice B ze ctvercové matice A zdménou i-tého a j-tého radku,

kde i # j, potom detB = —detA. [2]

Véta 14
Vznikne-li matice B z matice A provedenim nékteré permutace P na rddky

matice A, pak
detB = sgnP - detA. [2]

Véta 15
Jestlize se v matici A rovnaji i-ty a j-ty radek (i # j), pak detA =0. [2]

Véta 16

Pricteme-li k néjakému sloupci (tadku) matice A c-ndsobek néjakého jiného
sloupce (tddku), kde ¢ € R, je determinant vzniklé matice roven determinantu
matice A. [1]

Pricteme-li k néjakému sloupci (tadku) matice A linedrni kombinaci ostatnich
sloupcii (Tddki) matice A s koeficienty ¢; € R, je determinant vzniklé matice
roven determinantu matice A. [1]

Definice 17 (Regularni matice)

Matice A nad télesem T = (T, +,-) se nazyva singularni pravé tehdy, je-
li jeji determinant roven nule a regularni pravé tehdy, kdyz je jeji determinant
nenulovy. [1]

Definice 18 (Dil¢i matice a subdeterminant)

Necht A = (a;;) je matice typu n x m. Pak kazdou matici, kterd vznikne
z matice A vynechanim nékterych radku a nékterych sloupcii, nazyvame dilcéi
matici matice A. [2]

Je-li dil¢i matice matice A ¢tvercova, potom jeji determinant nazyvame sub-
determinantem matice A. [2]

Definice 19 (Minor matice)

Necht A = (a;;) je matice typu n x n, pak subdeterminant diléi matice A;;
stupné n — 1 vzniklé vynechanim i-tého radku a j-tého sloupce A nazyvame
minor matice A prislusny k prvku a;; a znacime jej M,;. 2]

13



Algebraickym doplitkem prvku a;; nazyvame prvek A;; = (—1)"M,;. [2]

Véta 20 (Laplaceova véta o rozvoji determinantu)
Necht A = (aij) je matice rddun > 1 nad okruhem R. Pro kazdé j =1,...,n

je
detA = Z aiinj,

i=1

kde A;; je algebraicky doplnek proku a;j. [1]

Véta 21 (Véta o nasobeni determinantii)
Necht A, B jsou ctvercové matice téhoz radu nad okruhem R. Pak plati

det(A- B) = detA - detB. [1]
Pomoci uvedenych vlastnosti determinantii 1ze vypocitat determinanty stupné n.

PRIKLAD 22 (DETERMINANT RADU 5)

3 -26 -3 1] [0 2 0 0 0
2 1 1 7 =1 2 1 1 7 -1 ; é _73 _11
3 —46 -3 1|=[3 -46 -3 1 :(—1)1+2-2-0 5 1
05 2 1 3| |0 5 2 1 3 L3 7
4 -2 3 7 -1 4 -23 7 -1
2 1 7 -1 2 -1 7 -1 o7
36 =3 1] 3 3 =3 1| _ . . B
=22 1 3 20213_2(1)2;’13§
22 0 0 2 0 0 0
=4-((=1)-(=3)-3+43-1-(=1)+2-7-1—(=1)-(=3)-2—=1-1-(=1) = 3-7-3)
=4-(—48) = —192

Postup reseni:

1. od 1. fddku odecteme 3. fadek (podle véty 16),

2. provedeme Laplaceiv rozvoj podle prvka 1. fadku (podle véty 20),
3. od 4. radku odecteme 1. radek,

4. od 2. sloupce odecteme 1. sloupec,

5. provedeme Laplacetv rozvoj podle 4. radku,

6. pouzijeme Sarrusovo pravidlo pro determinant stupné 3.

14



1.1.3 Inverzni matice

Definice 23 (Inverzni matice)
Necht R je okruh s jednotkovym prvkem a A je ¢tvercova matice fadu n
nad R. Inverzni matici k matici A rozumime matici A~!, pro kterou plati

A-Ar=A1 A=E, [1]

Matice A, ke které inverzni matice existuje, se nazyva invertibilni a také
regularni.

Disledek 24
Matice A je nad télesem invertibilni praveé kdyz je determinant matice A
nenulovy. [1, 2]

Véta 25
Necht R je okruh s jednotkovym prvkem a A, B invertibilni matice téhoZ radu
nad R. Pak je matice A - B také invertibilni a plati

(A-B)y'=B1t- A [1]

Véta 26
Jestlize je A ctvercovd invertibilni matice nad okruhem R, pak je matice AT
rovnéz invertibilni a plati

(AN =AD" 1]

Definice 27 (Reciproka matice)

Necht A = (a;;) je ¢tvercova matice fadu n > 1 nad okruhem R. Recipro-
kou matici k matici A rozumime matici A, Tadu n, ve které na pozici ij stoji
algebraicky doplnék prvku aj; matice A, tj. prvek A;; = (—=1)""7 detA;;. [1]

Véta 28

Necht R je okruh s jednotkovym prvkem a A ctvercovd matice nad okruhem
R. Matice A je invertibilni prdave kdyz je jeji determinant detA invertibilnim
prvkem okruhu R. Nastane-li tento pripad, plati

A7V = (detA)™" - Ape. [1]

Méjme ctvercovou matici A fadu n > 1 nad télesem. Inverzni matici k matici
A lze vypocitat pomoci véty 28. Plati tedy

A Ao 0 A
41 Az A 0 Ay R
“detA| ;oo |8
Aln A2n o Ann

15



PRIKLAD 29 (VYPOCET INVERZNI MATICE POMOCI RECIPROKE MATICE)
Urcete inverzni matici k matici

320
A=|[5 4 1
1 25

Podle Sarrusova pravidla: detA = 6. Matice je tedy invertibilni (podle dusledku
24). Dale vypocitame potfebné algebraické doplnky.

4 1 2 0
A = (_1)1+1 ’ ‘2 5‘ =18, Ay = (_1>2+1 19 5’ = —10,
2 0 5 1
A31 — (_1)3+1 . ‘4 1‘ — 27 -/412 — (_1)1+2 . ‘1 5‘ — _24:7
30 30
A22 = (—1)2+2 . ‘1 5‘ = 157 A32 — (—1)3+2 . ‘5 1‘ = —3,
5 4 3 2
L 1\1+43 _ o (_1\2+3 . _
Az = (—1) |1 2| 6, Ayz = (—1) 1 2| 4,
3 2
Agg = (=1)*72 ’5 4’ =2
Nakonec podle véty 28 uréime inverzni matici:
18 —10 2 33 3
-1 o _
At = G -24 15 -3|=|-4 5 =
6 -4 2 1 =2 1
3 3

Definice 30 (Elementarni fddkové transformace)
Necht A je matice nad télesem 7 = (T,+,-). Elementarnimi radkovymi
transformacemi matice A nazyvame operace [3]:

1. vyménu libovolnych dvou radkt v matici A,
2. vynasobeni nékterého radku v matici A skalarem c € T, ¢ # 0,

3. pricteni libovolného nasobku nékterého radku z A k libovolnému radku
matice A.

Nyni uvazujme mnozinu M, (T") ¢tvercovych matic n-tého stupné nad télesem

T=(T,+,").

Definice 31

Necht je dana libovolnd elementarni radkova transformace ¢tvercové matice
n-tého stupné. Pak matici této elementarni transformace rozumime matici, ktera
vznikne z jednotkové matice n-tého stupné pouzitim této transformace. [2]
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Véta 32
Je-li A € M,(T), pak jsou si rddkové ekvivalentni matice, které dostaneme
z matice A

o provedenim dané elementdrni radkové transformace na A,

o wvyndsobenim matice A matici této transformace zleva. [2]

Véta 33
Kazdd reguldrni matice je soucinem elementdrnich transformacnich matic. [1]

Véta 34

Je-li A € M, (T) reguldarni, pak je mozno pomoci elementdrnich rdadkovych
transformaci prejit od matice A k matici E. Zdroven pomoci stejnych transfor-
maci prejdeme od matice E k matici A7, [2]

Pi vypoctu inverzni matice sestavime matici (A|F) typu n x 2n, kterou
prevedeme Fadkovymi elementarnimi transformacemi na matici (E|B). Matice
B je souc¢inem elementarnich transformacnich matic, které odpovidaji pouzitym
fadkovym tpravdm. Vime tedy, ze B = A~1. [1]

PRIKLAD 35 (VYPOCET INVERZN{ MATICE POMOC! ELEMENTARNICH TRANS-
FORMACT)
Urcete inverzni matici k matici

Podle Sarrusova pravidla: detA = 4, matice je invertibilni. Nasledné sestavime
matici (A|E):

Od druhého tadku odecteme trojnasobek prvniho a od tietiho radku odecteme
dvojnasobek prvniho. Dostaneme matici:

1 2 1]1 00
0 -4 2-310
0 -2 0|-2 0 1

Od druhého tadku odec¢teme dvojnasobek tietiho:

1 2 1|1 0 O
0O 0 21 1 =2
0 -2 0|-2 0 1
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Nasledné k prvnimu radku pricteme treti a zaménime druhy a tieti fadek. Do-

staneme matici:
1 0 1|—-1 0 1

0 -2 0|-2 0 1
0 0 21 1 -2

Druhy radek vynasobime _71 a treti radek vynasobime %:

10 1|-1 0 1
0101 0 —1
00 1L 1

Nakonec od prvniho radku odecteme treti:

10o0/-2 -1 2
0101 0 -if,
0011 1 -1
3 1
-3 —3 2
Al=1 0o -
1 1
3 2 1

1.2 Vektorové prostory

Definice 36 (Vektorovy prostor)

Necht (V,+) je abelovské grupa a 7 = (T, +, -) je komutativni téleso. Necht
je ddno zobrazeni T' x V' — V znaceno symbolem ,,-“. Necht déle plati Vu,v € V,
Va,b e T:

lL.a-(u+v)=a-u+a-v,
2. (a+b)-u=a-u+b-u,
3. (a-b)-u=a-(b-u),

4. 1 -u=u.

Pak budeme fikat, ze V = (V,+, T, -) je vektorovy prostor nad télesem 7. Prvky
mnoziny V' budeme nazyvat vektory, prvky mnoziny 7' skalary. [1, 3]

Definice 37 (Aritmeticky vektorovy prostor)

Necht je T = (T,+,-) téleso a n € N. Na kartézském soucinu 7" = V
definujeme operaci + (tzv. po slozkéch).

Jestlize (aq,...,ay), (b1,...,b,) €V, pak

(al,...,an)—l—(bl,...,bn) = (a1+b1,...7(ln+bn).

Vidime, ze (V,+) je abelovskd grupa, o = (0,...,0) jeji jednotkovy prvek
a (—aq,...,—ay) jeji inverzni prvek k prvku (aq,...,a,).
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Definujme levou vnéjsi operaci pro ¢ € T a (aq,...,a,) € V:
c-(ar,...,a,) = (c-a1,...,c-ay).
Vektorovy prostor V = (V, +, T, ) nazyvame aritmeticky, znac¢ime 7. [3]

Definice 38 (Linearni kombinace vektoriu)

Necht je V = (V,+,T,-) vektorovy prostor nad télesem 7 = (T,+,-) a
v, Uy, ..., u, € V. Pak Tekneme, ze vektor v je linearni kombinaci vektort
Uy, . .., u existuji-li skalary cq,...,c, € T takové, ze

k
v="> ¢ [2, 3
i=1

Definice 39 (Nulovy vektor)
Necht uy, ..., ux jsou libovolné vektory z vektorového prostoru V' nad télesem
T. Pak jejich trividlni nulovou kombinaci

o=0 -u+...+0- u

nazyvame nulovy vektor. Kazdou jejich jinou nulovou linearni kombinaci budeme
nazyvat netrividlni nulova kombinace. [2, 3]

PozNAMKA 40

Pro libovolné vektory wq,...,u, z vektorového prostoru V nad télesem T
existuje alespon jedna jejich (nulovd) linearni kombinace. Vzdy lze uvazovat jejich
nulovy vektor. [2, 3]

Definice 41 (Linearni zavislost vektori)

Vektory uy,...,ur z vektorového prostoru V se nazyvaji linearné zavislé,
existuje-li alespon jedna jejich netrivialni nulova kombinace.
V opacném pripadé se vektory uq, ..., ux nazyvaji linedrné nezavislé. [2, 3]
Véta 42
Jsou-li ve vektorovém prostoru V' mezi vektory uy, ..., u, € V nékteré line-
drné zavislé, pak jsou uy, ..., Uy, linedrné zavislé. [2, 3]

Dusledek 43
Je-li mezi vektory uy, ..., uy, nulovy vektor o, pak jsou uy, ..., u, linedrné
zavislé. [3]

Véta 44
Jsou-li vektory uy,...,u, € V linedrné nezdvislé a je-li {uj;, ..., uj} C
{u, ..., un}, pak jsou linedrné nezdvislé také vektory wuj, ..., uj,. [2, 3]
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Véta 45

Jsou-li uy, ..., uy, €V vektory z vektorového prostoru V = (V,+,T,-), pak
jsou tyto wvektory linedrne zavislé pravé kdyzZ je alespon jeden z nich linedrni
kombinaci ostatnich vektori. [2, 3]

PRIKLAD 46

Urcete, zda jsou v aritmetickém vektorovém prostoru R? vektory u = (2,3)
av = (1,7) linedrné zavislé nebo nezavislé.

Hledéame ¢, co € R takové, ze ciu + cov = o, tedy

c1(2,3) + co(1,7) = (0,0).
Dostavame soustavu linedrnich rovnic

201 + co = 0
361 +7C2 = O,

kterd ma jediné feseni: ¢; = co = 0, vektory jsou tedy linedrné nezavislé.

Definice 47 (Vektorovy podprostor)

Necht V = (V,+,T, ) je vektorovy prostor nad télesem T = (7', +, -), necht
W CV.Pak W = (W, +,T,-) nazveme vektorovym podprostorem vektorového
prostoru V prave kdyz plati:

1. W #0,
2. Yu,veW ut+veWw,
3. YueWVaeT a-ueW.]l, 3]

Kazdy vektorovy prostor V je zirejmé podprostorem sam v sobé. Tento pod-
prostor nazyvame nevlastni, vSechny ostatni podprostory prostoru V se nazyvaji
vlastni. [1]

Jednoprvkova mnozina obsahujici nulovy vektor o € V je téz podprostorem
prostoru V), nazyva se nulovy nebo trividlni podprostor, zna¢i se O a je nejmensi
mozny vektorovy podprostor. Ostatni podprostory prostoru V se nazyvaji nenu-
lové nebo netrividlni. [1, 3]

Véta 48

Necht V = (V,+,T, ) je vektorovy prostor nad télesem T = (T, +,-) a necht
04 W C V. PakW = (W,+,T,-) je vektorovgm podprostorem V pravé kdyz
mnozina W s kazdymi proky uy, . .., u obsahuje i jejich linedrni kombinaci. [3]

Lemma 49

Prinik neprazdné mnoziny podprostori vektorového prostoru V nad telesem
T je podprostorem prostoru V. [1]
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Definice 50 (Linearni obal mnoziny ve vektorovém prostoru)

Necht V = (V,+,T,-) je vektorovy prostor a M C V. Prinik vSech podpro-
stortl prostoru V, které mnozinu M obsahuji, nazveme linearni obal mnoziny M
a oznacime L(M) (nebo [M]). [1, 3]

Véta 51
Necht'V je vektorovy prostor nad telesem T a M C V. Linedrni obal L(M)

mnoziny M veV je roven mnoZiné vsech linedrnich kombinaci vektoru z M s koe-
ficienty z télesa T. [1, 3]

Véta 52

NechtV = (V,+,T,-) je vektorovy prostor a ) # M C V. Pak (L(M),+,T,-)
je pravé vektorovy podprostor M = (L(M),+,T,-) generovany neprazdnou mno-
Zinou M. [3]

Definice 53 (Mnozina generatortu vektorového prostoru)

Méjme vektorovy prostor V = (V,+,T,-) a mnozinu ) # M C V. Je-li
L(M) =V, pak fikdme, Ze M je mnozina generatoru prostoru V), respektive Ze
mnozina M generuje prostor V. [1, 3]

Rekneme, Ze prostor V je koneéné dimenze (nebo také koneéné generovany),
existuje-li kone¢nd mnozina, kterd ho generuje. V opacném piipadé se nazyva
nekonecné generovany. [1, 3]

1.2.1 Hodnost matice

Necht A € M,,,.(T). Rédky budeme uvazovat jako fadkové vektory z aritmetic-
kého vektorového prostoru 7" = (T", 4,7, -).

Definice 54 (Radkovy podprostor matice)
Radkovym podprostorem matice A rozumime podprostor prostoru 7" ge-
nerovany vsemi radkovymi vektory matice A. [3]

Definice 55 (Radkové ekvivalentni matice)
Matice A, B € M,, ,(T') jsou fadkové ekvivalentni, pokud lze ziskat B z A po-
moci konecného poctu elementérnich fadkovych operaci, zapisujeme A ~ B. [3]

Definice 56 (Hodnost matice)
Hodnost matice A € M, ,(T') je dimenze fadkového podprostoru matice A
v aritmetickém vektorovém prostoru 7", znac¢ime h(A). [2, 3]

POzZNAMKA 57
Platf [2, 3]:

1. hodnost matice A je rovna poctu jejich linearné nezavislych radku, tj.
h(A) < m,
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2. radkoveé ekvivalentni matice maji stejnou hodnost,

3. h(A) se rovna poctu nenulovych radki libovolné matice trojihelnikového
tvaru, ktera je radkoveé ekvivalentni s A.

Véta 58
Hodnost matice A je rovna mazimdalnimu stupni nenulového subdeterminantu
matice A. [2, 3]

Disledek 59
Hodnost matice A je rovna maximdlnimu poctu linedrné nezdvislych sloupci
matice A. [2, 3]

Lemma 60
Ctvercovd matice je requldrnd, je-li hodnost matice rovna jejimu vddu. [1]

Definice 61 (Odstupnovani matice)
Matice A = (a;;) typu n x m nad télesem 7 se nazyva odstupnovana, plati-li
pro jeji prvky:

1. je-lin > 1, pak as; =0,
2. pokud pro nékteré i € {1,...,n—1}, k€ {1,...,m — 1} je
;1 = Aj2 = ... = Qi = 0,

pak téz

Aiy11 = Qip12 = ... = Qg1 p4+1 = 0.

V odstupnované matici kazdy nenulovy radek zac¢ina vétsim poctem nul, nez
predchézejici. [1]

Definice 62 (Redukovani matice)

Matice A se nazyva redukovana, je-li prvni nenulovy prvek kazdého nenulo-
vého tadku v A roven 1, a jestlize v kazdém sloupci obsahujicim takovy prvek
nékterého fadku jsou vSechny zbyvajici prvky rovny 0. [3]

Dtsledek 63
Nenulové rddky redukované matice jsou linedrné nezdvislé. [3]

PRIKLAD 64
Urcete hodnost matice

N W — =
|
\)
(ST B Ve



Matici prevedeme na redukovany trojihelnikovy tvar:

1 2 6 1 2 6 1 2 6 1 2 6
1 4 2 1 4 2 0 2 —4 0 2 —4
3 271713 271713 =2 7|7 o -8 —11
2 -6 5 3 -2 7 0 0 0 0 0 0
1 2 6 12 6 10 10 100
0 2 -4 02 —4 01 -2 01 0
0 -8 —11| 7o o —2711 7 loo0o 1|7 |o o1
0 0 0 00 0 00 0 000

Podle dtsledkit 59 a 63 vime, ze pocet nenulovych radkia redukované matice
odpovida jeji hodnosti, tudiz
h(A) = 3.

Hodnost matice lze uréit i podle véty 58 pomoci subdeterminantii:

= —5H4.

1 2
1 4

1 2
‘:2, 1 4
3 -2

N D

Maximélni stupen nenulového subdeterminantu matice A je 3, tudiz h(A) = 3.

1.2.2 Baze

Definice 65 (Béaze vektorového prostoru)
Bazi vektorového prostoru V koneéné dimenze rozumime libovolnou linedrné
nezavislou mnozinu {uy,...,u,} jeho generdtoru. [2, 3]

Véta 66

Necht M = {uq,...,u,} je bize vektorového prostoruV = (V,+,T,-). Pak
lze kaZdy vektor v € V' wyjadrit prive jednim zpisobem jako linearni kombinaci
vektori uy, ..., Uy. [2, 3]

Véta 67
Je-li M = {uy,...,u,} mnoZina generdtori vektorového prostoru V, pak
existuje mnozina M' C M, kterd je bazi V. [2, 3]

Definice 68 (Dimenze vektorového prostoru)
Je-li V # O vektorovy prostor konecné dimenze, pak pocet prvka jeho li-
bovolné baze nazyvame dimenze vektorového prostoru V, znac¢ime dim). Je-li

VY = O, pak dimO = 0. [2, 3]
Véta 69 (Steinitzova véta o vyméné bazi)
Necht  {uy,...,u,} je mnoZina generdtori wvektorového  prostoru

V=V, +,T,:) # O awvy,...,v, €V jsou linedrné nezdvislé vektory. Pak
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k < n a pri vhodném ocislovani vektori z mnoZiny {ui,...,ux} je mnoZina
{V1, ., Uy U1, - - -, Un } MnoZinou generdtori prostoru V. [2, 3]

Disledek 70
Je-li V nenulovy vektorovy prostor konecné dimenze, pak kazdé dvé jeho bdze
magi stejny pocet proki. [2, 3]

Disledek 71
Necht mnozina {uy,...,u,} generuje prostor V = ([{uy,...,u,},+,T,-)
avy,...,vp € V. Je-li k > n, pak jsou vektory vy, ..., vy linedrné zdvislé. [2, 3]

Disledek 72
NechtV = ({u, ..., un}], +,T,-), pak dimV <n. [2, 3]

Disledek 73
Necht'V je vektorovy prostor konecné dimenze dimV = n. Pak kaZdd mnoZina
Uy, ..., up €V linedrné nezdvislych vektoru je obsazena v nekteré bazi prostoru

V. [2, 3]

Véta 74
Necht V = (V,+,T,-), dimV = n a uy,...,u, € V. Pak jsou ndsledujici
podminky ekvivalentni [2, 5]:

1. uy, ..., u, jsou linedrné nezavislé,
2. mnozina {uy, ..., u,} generuje prostor V,
3. mnozina {uy, ..., u,} je baze prostoru V.

PRIKLAD 75
Je dén vektorovy prostor W = (L(M),+,T, ) generovany mnozinou

M ={(3,2,1,7),(—6,4,0,1), (12,8, 4,28), (3, 10, 3,22)}.

Naleznéte bazi vektorového prostoru W.
Vektory generujici VW zapiSeme do matice, kterou néasledné prevedeme na
redukovany trojihelnikovy tvar:

3 2 1 7 3 21 7 321 7
—6 4 0 1 0 8 2 15 08 2 15
12 8 4 28| 7 (12 8 4 28 7o 0 0 0
3 10 3 22 0 8 2 15 000 0

Podle dusledku 63 vime, ze jsou nenulové radky matice linedrné nezavislé a tvori
tedy bazi vektorového prostoru W. Baze B = {(3,2,1,7),(0,8,2,15)}.
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1.3 Soustavy linearnich rovnic

Definice 76 (Soustava linedrnich rovnic)
Soustavou n linedrnich rovnic o m neznamych nad télesem 7 = (T,+,-)
budeme rozumét rovnice tvaru

a1121 + a2 + -+ - + AT, = Y1,

A21%1 + A22To + -+ * + Ao Ty = Y2,

Ap1T1 + ApaZ2 + -+ + ATy, = Yn,s

kde koeficienty ai1,...,0mm € T a y1,...,y, € T.

Kazda usporadand m-tice x = (x1,...,x,) € T™, pro kterou plati vSech n
vyse uvedenych vztaht, se nazyva reseni soustavy. Pokud y; =y = --- =y, = 0,
soustava se nazyva homogenni, jinak se nazyva nehomogenni. [1, 3]

Definice 77
Necht je dana soustava linedrnich rovnic. Pak matici
air Gz -0 Gy
Qg1 Q22 -+ d2m
A=
Ap1 Gp2 - Apm
nazyvame matice soustavy,
Y1
T_ | .
y =
Yn

nazyvame sloupec pravych stran a matici

air Q12 - Aim | Y1
Q21 Q22 -+ QA2;m | Y2
Ty _
(Aly") =1 .
An1 Ap2 - Apm | Yn

rozsifend matice soustavy. [1, 3]

POZNAMKA 78
Soustavy linearnich rovnic se ¢asto zapisuji ve tvaru

m
Zaijxj =y, 1=1,...,n,
j=1

nebo v tzv. maticovém tvaru

A-z=uy.[l,3]
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Definice 79

Soustava linearnich rovnic Ar = y se nazyva TeSitelna, existuje-li alespon
jedno feseni. V opacném pripadé se nazyva netesitelnd. Dvé soustavy Ax =y a
Bz’ = v/ se nazyvaji ekvivalentni, maji-li stejné mnoziny feSeni. [1, 3]

Véta 80
Nehomogenni soustava linedrnich rovnic Ax = y je resitelnd pravé kdyz je
vektor y linedrni kombinaci sloupci matice A. [3]

Véta 81 (Frobeniova)
Nehomogenni soustava linedrnich rovnic Ax = y je resitelnd praveé kdyz je

h(A) = h((Aly")). [1. 3]

1.3.1 Gaussova eliminaéni metoda

Véta 82

Necht Ax = y, Bx = z jsou nehomogenni soustavy linedrnich rovnic o m
nezndmych nad télesem T . Jsou-li (Aly") a (B|zT) rddkove ekvivalentni, pak
jsou tyto soustavy ekvivalentni. [3]

Véta 83 (Doplnéna véta Frobeniova)

Necht Ax = y je soustava n rovnic o m mezndmych nad télesem T . Tato
soustava md Tesent, pravé kdyZ h(A) = h((Aly")). Je-li h(A) = m, soustava
ma jediné reseni. Je-li h(A) = k < m, soustava md nekonecné mnoho resent
zavislych na m — k parametrech. [1, 3]

Vétu 82 vyuziva Gaussova eliminac¢ni metoda, kterd umoznuje obecné tesit
libovolnou nehomogenni soustavu linearnich rovnic. PTi vypoctu se postupné roz-
sifend matice soustavy pomoci elementarnich radkovych transformaci upravuje
na redukovany trojihelnikovy tvar. [1, 3]

Necht Ax = y je soustava n linedrnich rovnic o m neznamych a rozsitena
matice soustavy je

ai;r Q@2 - A | Y1
Q21 Q22 - A2m | Y2
Ty
(Aly') = . :
An1 Ap2 - Qpm | Yn

Je-li a;; = 0, lze podle véty 82 zaménit radky tak, aby byl prvek a;; nenulovy.
Déle predpokladejme a;; # 0. Pro kazdé k = 2,...,n pricteme ke kazdému
k-tému fadku (—2:2)-ndsobek 1. fadku rozsitené matice. Takto vynulujeme vSechny

ay
prvky prvniho sloupce matice s vyjimkou prvku aq;. Nasledné lze ze vzniklé ma-
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tice vynechat vsechny nulové radky. Vysledkem je matice ve tvaru:

aip @iz - G | Y1
0 ahy - ahy, |V
. . . . 9
0 ay - a, |y,
kde r < n. [3]

Je-li a)y, = 0, zaménime radky, aby byl prvek nenulovy, jsou-li vSechny
ayy = -+ = a., = 0, prejdeme ke 3. sloulpci. Za predpokladu a), # 0 pro kazdé
j =3,...,r pricteme k j-tému radku (—Zfl)—nésobek 2. faddku, vynechdme nulové

22
radky. [3]
Nyni postup opakujeme, dokud nedostaneme odstupnovanou matici ve tvaru:
aip Q2 Qi3 -0 v ot Aim | W1
0 ahy aby -+ o0 e by |V
0 0 aly - o o b |y |
0 0 0 - Cup o Coml|2s

kde k < m, k = h(A). [3]

Poté z rovnice cppxr+- - -+ Cgmm = 2, odpovidajici poslednimu radku vyjad-

fime x; pomoci Tgi1, ..., Ty. Z predposledni rovnice vypocitdme xp_1, atd. Je-li
k = m, soustava ma jedno reseni. Pokud je £ < m, ma dana soustava nekonecné
mnoho Teseni zavislych na parametrech g 1, ..., Ty. [3]

PRIKLAD 84
Naleznéte Teseni z soustavy linedrnich rovnic

4xy — Txe 4 8x3 = 37,
21‘1 + 31‘2 — T3 = —11,
1+ Ty — 4373 =—11

pomoci Gaussovy eliminac¢ni metody.
Rozsitend matice soustavy je

4 —7 8137
(Aly")y =12 3 —1|-11
1 1 —4|-11

S vyuZitim elementdrnich fadkovych transformaci pfevedeme matici (Aly”) na
odstupnovany tvar

1 1 —4-11 1 1 —4]-11 11 —4|-11
2 3 —-1|-11|~]0 1 7181 | ~(0 1 7 |11
4 =7 8| 37 0 —11 24| 11 0 0 101|202
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7 posledniho radku vime, ze 101xs3 = 202, tedy x3 = 2. Pomoci x5 a predpo-
sledniho fadku odstupnované matice vypocitame: xo = 11 —7-2 = —3. Nakonec
z prvniho fadku vypocitame x1 = —114+3+4-2 = 0.

Véta 85

Necht A, ,,, je matice nad télesem T a y, z jsou n-tice prvki télesa T. Je-li
B requldrni matice v¥ddu n, C = BA a plati z¥ = B - y*, pak soustava Ax =y
md stejnou mnozinu resent, jako soustava Cx = z. [1]

Disledek 86
Necht A je reguldrni matice radu n nad télesem T a y je n-tice prvki télesa

T. Pak md soustava Az = y prdvé jedno Teseni v € T™, pro které plati a7 =
Aty 1]

Méjme regularni matici A rddu n nad télesem 7. Pak podle dusledku 86
m4 soustava rovnic Az = y pravé jedno feseni z, kde 27 = A~ - yT. ReSeni
tedy ziskame vynasobenim sloupce pravych stran inverzni matici matice soustavy
zleva. [1]

Matice A vsak nemusi byt regularni. Pri feSeni nejprve od rozsirené matice
soustavy (A|y?) piejdeme elementdrnimi fddkovymi transformacemi k odstup-
fiované matici (B|z7) a zjistime, zda je reguldrni.

Je-li matice singularni a Tesitelna, pokracujeme v feSeni s vyuzitim Gaus-
sovy elimina¢ni metody. Pokud je matice regularni, lze elementarnimi radko-
vymi transformacemi piejit od matice (B|zT) k matici (E|A™! - yT) a nalézt tak
feseni. [1]

PRIKLAD 87
Naleznéte TeSeni x soustavy linedrnich rovnic

4513'1 — 71'2 + 81’3 = 37,
21’1 + 3!13'2 — X3 = —11,
1+ Ty — 4ZE3 =-11

pomoci inverzni matice.
Rozsitend matice soustavy je

4 -7 81371
(Aly")y =12 3 —1|-11
1 1 —4|-11

S vyuzitim elementarnich fadkovych transformaci pievedeme matici (Aly”) na
odstupnovany tvar

11 —4]-11
(Blzhy=10 1 7| 11
0 0 101202
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Dalsimi tpravami transformujeme matici (B|z”) na matici (E|z7):

1 1 —4|-11 1 1 —4]-11 1 1 0]-3 10 070
o1 7|11 |~(01 7|11 (~]010]{=3]~101 0/-3
0 0 101|202 00 1| 2 0 0 1|2 0 0 1|2

plati tedy x = (O -3 2).
Zmame-li inverzni matici, lze TeSeni ziskat podle dusledku 86 nasledovné:

1120 17

101 101 101 37 0
T _ p—-1 T _ —7 24 —20 _
rr=A"" -y = oF Toi 1ob | —11]=1-3

1 11 -2 —11 2

101 101 101

1.3.2 Cramerovo pravidlo

Véta 88 (Cramerovo pravidlo)
Necht Ax = y je soustava n linedrnich rovnic o n nezndamych (n > 1) nad
télesem T takovd, Ze detA # 0. Pak pro j =1,...,n plati

= detAj
I detA”

kde A; je matice, ktera vznikne z A tak, Ze j-ty sloupec nahradime sloupcem
pravijch stran y*. [2, 3]

PRIKLAD 89
Naleznéte neznamou x5 soustavy linearnich rovnic

1 — 7.%2 + 8%3 = 37,
r1 4+ 3x9 — x5 = —11,
1+ Ty — 41‘3 = —11.

Matice soustavy je

sloupec pravych stran



Podle véty 88 plati

4 37 8
2 —11 -1
Cdetdy |1 11 4] 303
2T qetA T 4 -7 8] —101
2 3 —1
1 1 -4

1.4 Homomorfismy

Definice 90 (Homomorfismus)

Necht V; = (Vi,+,T,-) a Vo = (V4,+, T, -) jsou vektorové prostory nad téle-
sem T . Zobrazeni f : Vi — V5 se nazyva homomorfismus (téz linedrni zobrazeni)
vektorového prostoru Vi do Vs, jestlize plati [1, 3]:

. Yu,vel; flu+v) = f(u)+ f(v),
2. YueVi,VeeT f(c-u)=c- f(u).
Jestlize f je homomorfismus prostoru V; do Vs, potom mnozinu
Ker f = {u € Vi; f(u) = o}
nazveme jadrem homomorfismu f, kde o je nulovy vektor z V5, a mnozinu
Im f={weVy;JueW, f(u) =w}

nazveme obraz homomorfismu f. [1, 3]

Definice 91 (Izomorfismus)
Bijektivni homomorfismus z V; do Vs se nazyva izomorfismus V; na Vs.
Rekneme, ze vektorovy prostor V; je izomorfni s Vs, jestlize existuje izomorfismus

Vi na Vy. [2, 3]

Véta 92
Je-li f homomorfismus Vi do Vs, pak

1. f jeinjektivni, prave kdyz Ker f = {o}, nazgvd se monomorfismus,
2. f je surjektivni, prave kdyz Im f = Vs, nazyvd se epimorfismus,
3. f je izomorfismus, prave kdyz Ker f = {o} a Im f =V,

kde o je nulovy vektor z Vy. [2, 5]

Véta 93
Necht Vi, Vs, Vs jsou vektorové prostory nad télesem T, pak [2, 5]:
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1. jsou-li f : V3 — Vo, g : Vo — V3 homomorfismy, pak sloZené zobrazeni f o g
je homomorfismus z Vy do Vs,

2. je-li f izomorfismus Vi na Vs, pak f=1 je izomorfismus Vo na Vi,

3. identické zobrazeni id : Vi — Vi je izomorfismus Vi na V.

Véta 94

Necht Vi, Vs, jsou vektorové prostory nad télesem T . Je-li f Vi — Vs izo-
morfismus a je-li {ui,...,u,} bdze Vi, pak mnozina {f(u1),..., f(u,)} je baze
Vo. [2, 3]

1.4.1 Transformace souradnic

V nésledujicim textu budeme uvazovat vektorové prostory koneéné dimenze a
jejich baze jako tzv. pevné baze. Pevna baze je baze, kde zalezi na poradi vektor,
které ji definuji. Proto budeme déle baze zapisovat, jako usporadané n-tice.

Definice 95 (Souradnice vektoru vzhledem k bazi)

Necht V = (V,+,T,-) je vektorovy prostor nad télesem 7T, dimV = n a
M = (uy,...,u,) je baze prostoru V. Necht uw € V,¢y,...,cp € T, u= 3", ciu;.
Potom koeficienty ¢y, ..., ¢, nazyvame souradnice vektoru u vzhledem k bazi M,
zapisujeme {u}y = (¢1,...,¢,). [2, 3]

Definice 96 (Matice piechodu)

Necht My = (uy, ..., u,), Mo = (vq,...,v,) jsou baze vektorového prostoru
V nad télesem T a necht {v;}r, = (ai1,...,am), « = 1,...,n. Potom matici
A = (a;j) nazyvame matice pfechodu od baze M; k bazi M. [2, 3]

Véta 97

Necht My, My jsou dvé baze vektorového prostoruV = (V,+,T, ) nad télesem
T, A je matice prechodu od baze My k My. PakNu € V plati {u}p, = {u}n, - A.
2, 3]

Véta 98

Necht My, My, M3 jsou bdze vektorového prostoru V nad télesem T. Je-li
A = (a;;) matice prechodu od bize My k My, B = (b;;) matice prechodu od bdze
My k M3, pak BA je matice prechodu od baze My k Ms. [2, 5]

Véta 99
Necht My, My jsou bdze vektorového prostoru V nad télesem T, A je matice

prechodu od M, k M,. Pak matice A je requldrni a A~' je matici prechodu od
bdaze M2 k Ml. /,2, 3/
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Véta 100
Necht My = (uyq, ..., uy,) je baze vektorového prostoru V nad télesem T, A je

requldarni ctvercovd matice stupné n. Pak mnoZina My = (v, ..., v,), kde
n
v; = Zaijuj,z =1,...,n,
j=1

je bazi prostoru V, A je matici prechodu od My k M. [2, 3]

PRIKLAD 101

Urcete matici prechodu A od baze M; = ((—5,9,2),(6,—-10,5),(—1,2,9))
k bazi My = ((0,0,—5),(1,0,2),(—4,2,7)) v prostoru R3.

Matici prechodu ziskdme pii vypoctu soutadnic vektoru (0,0, —5), (1,0,2),
(—4,2,7) vzhledem k bazi M;. Dostavame t1i rovnice:

(0, O, —5) = Clll(—5, 9, 2) + (112(6, —10, 5) + alg(—l, 2, 9),
(17 0, 2) = agl(—5, 9, 2) + a22(6, —]_0, 5) + agg(—]_, 2, 9),
(—4, 2, 7) = CL31(—5, 9, 2) + CL32(6, —10, 5) + CL33(—1, 2, 9),

ze kterych dostavame tii soustavy linearnich rovnic:

—day1 + 6ajp — a3 = 0,
9ai1 — 10a12 + 2a13 = 0,
2@11 + 5@12 + 9&13 = —5,

—5ag1 + 6agzy — azs =1,
9&21 — 10@22 + 2&23 = 0,
2&21 + 5a22 + 9(123 = 2,

—dagy + 6ass — ass = —4,
9@31 - 10@32 + 2&33 = 2,
2&31 + 5&32 + 9@33 =1.

Protoze jsou pravé strany vsech tii soustav stejné, lze tesit vSechny tii soustavy
soucasné. Sestavime tedy rozsifenou matici soustavy se tfemi pravymi stranami.

~5 6 —1]| 0 |1]|-4 5 6 —1] 0 [1]|—4
9 —10 2|00/ 2]|~[0 4 1] 0 [9|-26]~
2 5 9 |-5/2|7 0 37 43]|-25|12] 27
~5 6 —1] 0 | 1 | -4 1003 |F[-%
~10 4 1,0|9 |=26|~|010 2|2 | -22
0 0 1|-F|-3I% 00 1|-2| 1) 214
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Hledana matice prechodu od baze M; k bazi Ms je

10 5 _ 20
27 27 27
— 32 25 _ 19
A= 9 9 9
_296 _ 229 214

27 27 27

33



2 Cilova platforma a zvolené technologie

Hlavni cilovou platformou byl zvolen web, aby bylo mozné aplikaci vyuzivat na
co nejvetsim poctu zarizeni. Diky zvolené technologii lze aplikaci snadno rozsirit
také na telefony se systémem Android a iOS, viz déle.

Aplikace obsahuje také vyukovy text. Aby bylo mozné text jednoduse aktu-
alizovat nebo rozsitovat, je zapotiebi ho nacitat z databaze a nedistribuovat ho
jako soucast aplikace. Proto bylo treba navrhnout a zrealizovat backend s API
pro praci s daty.

2.1 Backend

Pro backend byl zvolen framework Django v jazyce Python, protoze jsem s nim
v uplynulém roce pracoval nejc¢astéji, a také protoze nabizi intuitivni praci s data-
bazi, code-first pristup a jednoduchy zptsob spravy dat v podobé integrovaného
administratorského systému.

Pro data byl zvolen databazovy engine PostgreSQL.

2.1.1 Django

Django je free open-source aplika¢ni framework v jazyce Python. Drzi se ar-
chitektury podobné MVC (Model-View-Controller), i kdyz presnéjsi akronym je
spise MTV (Model-Template-View). [4]

Nabizi objektové rela¢ni mapovani. Modely se specifikuji jako tiidy v Py-
thonu, které dédi od tiidy Model a jejich proménné jsou definované jako instance
subtiid Field, které reprezentuji jednotliva pole v databézi. [4]

View podle interpretace Djanga popisuje, jakd data jsou prezentovana uzi-
vateli, ale ke specifikovani, jak jsou data prezentovana (jak vypadaji), slouzi
Template. V tom se architektura Djanga 1isi od tradiéni MVC architektury. [4]

2.2 Frontend

Protoze aplikace cili predevsim na web a telefony, byl pouzit pro frontend fra-
mework Flutter v jazyce Dart.

Hlavni myslenkou Flutteru je, abychom byli schopni aplikaci naprogramovat
pouze jednou a kdéd nasledné zkompilovat pro jednotlivé platformy, na kterych
aplikace bézi nativné. Neni tedy nutné udrzovat rizné verze aplikace pro rtizné
platformy.

2.2.1 Dart

Dart je free open-source jazyk pro multiplatformni vyvoj, ktery vznikl v Goo-
glu. Umoznuje kompilaci do strojového kédu pro ARM, x64 a do javascriptu pro
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webové aplikace. Nabizi AOT (Ahead of time) i JIT (Just in time, pouzivany pre-
devsim pfi vyvoji) kompildtor. M4 podobnou syntaxi jako naptiklad Typescript
nebo Kotlin. [5]

Jazyk Dart je typové bezpeény a staticky typovany jazyk. Typové anotace
ale nejsou povinné, mohou byt implicitné odvozené od hodnoty, a to pti prekladu
nebo az za béhu pomoci typu dynamic. Kontrola typt tedy probiha pri prekladu
i za béhu. [5]

Nabizi také tzv. ,sound null safety”, tedy Zze proménnd nemuze mit hodnotu
null, pokud neni explicitné definovana jako ,nullable®. Na rozdil od jinych ja-
zyk1, pokud Dart stanovi proménnou jako ,non-nullable®, je vzdy ,non-nullable*
a pokud bychom se do takové proménné pokusili pritadit hodnotu null, okamzité
bychom dostali vyjimku. [5]

Predevsim kvili svému typovému systému Dart pro béh aplikace vzdy vy-
zaduje Dart runtime, nehledé na platformu. Runtime se stara o spravu paméti,
vynuceni typového systému (jak bylo zminéno, nékteré kontroly typu jsou dy-
namické) a spravu tzv. ,isolates* (vladkna s izolovanou paméti). Executable pro
nativni platformy automaticky obsahuje Dart runtime. [5]

2.2.2 Flutter

Flutter je framework v jazyce Dart pro vyvoj multiplatformnich aplikaci, které
na jednotlivych platformdach bézi nativné. V soucasné dobé podporuje vyvoj pro
Android, i0S, Windows, macOS, Linux a web. [(]

Bere si inspiraci z webového frameworku React a ve Flutteru je témér vse
widget, i samotna aplikace.

Kazdy widget popisuje, jak ma vypadat jeho uzivatelské rozhrani vzhledem
k jeho soucasné konfiguraci a stavu. Kdyz se stav zméni, widget pregeneruje sviij
popis, framework ho porovna s predchozim a rozhodne, jaké minimalni zmény
ve vykreslovacim stromu je nutné provést k prechodu do nového stavu. [6]

Veskera uzivatelska rozhrani se tvori kompozici jednotlivy widgett. Flutter
nabizi zakladni widgety, jako naptiklad Row, Column, Text nebo Transform. Ve-
stavéné jsou vsak i knihovny Material (obsahujici widgety podle Material Design
od spole¢nosti Google) a Cupertino (obsahujici widgety implementujici soucasny
design i0S). [6]

Pri vyvoji vytvarime vlastni widgety, které se déli na dva typy — Stateless Wi-
dget a Stateful Widget.

Stateless Widget, jak vidno z nazvu, nema zménitelny stav. VSechna jeho pole
(proménné) musi byt deklarovana jako final a nemohou tedy pozdéji zménit
hodnotu. Pti definovani nového widgetu dédime Stateless Widget a musime im-
plementovat metodu build, ve které definujeme, jak ma vypadat uzivatelské roz-
hrani. [6]

Druhy typ widgett, Stateful Widgets, ndAm umoznuje vytvaret komplexnéjsi
aplikace a reagovat na uzivatelsky vstup. Stateful Widget mé definovano, jak vy-
tvorit State objekt, ve kterém se uchovava stav.
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Kdyz definujeme vlastni Stateful Widget, definujeme dvé tridy — jednu, ktera
dédi Stateful Widget a stejné jako Stateless Widget mize obsahovat pouze pole de-
klarovana jako final (pouzivaji se pro specifikovani konfigurace predané rodic¢em)
a reprezentuje samotny widget, ale neimplementujeme v ni metodu build. A dru-
hou tiidu, kterda dédi State, implementujeme v ni metodu build a reprezentuje
stav widgetu.

Trida State uz miize obsahovat proménné, které nejsou konstantni. Kdyz
chceme stav zménit, pomoci metody setState signalizujeme frameworku, ze doslo
ke zméné a je tfeba widget piekreslit. [0]
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3 Reseni

V této kapitole je nejprve popsana struktura databaze a implementace backendu
poskytujici rozhrani pro ¢teni dat z databaze. Nasledné je popsan frontend —
nejprve uzivatelské rozhrani a nasledné samotnd implementace.

3.1 Navrh databaze

= articles_chapter_translations

£H artidesJanguage o title varchar(150)

= articles_chapter

o code varchar(5) o description varchar(250)
< . o > o order bigint
o/ name varchar(150) language_id:id o chapter_id bigint chapter_id:id . -
- - i integer
o 7id integer o7 language_id bigint ° g
A o rid integer
chapter_id:id

= articles_article translations . .
= articles_article

o1 title varchar(150)
ol order bigint
N o description varchar(250) >
ol published_at date
article_id bigint

language_id:id  ® article_id:id B3 chapter_id bigint
. . o 7 language_id bigint
= articles_literature J9id integer
o7 id integer
o ref_name varchar(50) ar‘[icl¢id:id
o author varchar(150)
35 year varchar(10) q . = articles_page
o articles_learnimage
edition integer o order bigint
o ref_name varchar(50) . . o
isbn varchar(18) o 7 article_id bigint
o image varchar(100) " :
o location  varchar(100) o id integer
id integer

pages
o publisher varchar(100)

integer

pagetid: id

U title varchar(100) . . = articles_block

- : i articles_block_translations

o vid integer 5+l order bigint

. o content text o
language_id:id block_id:id page_id bigint
\ o7 block_id bigint >

o 7 type_id bigint

o:7 language _id bigint

number integer unsigned
ref_label
o1 id

o title
o vid

varchar(150) har(50)
varchar

typeéd: id

o articles_blocktype

integer :
integer

= articles_blocktypetranslation

enumerated bool
language_id:id  J7 title varchar(100) | block_type_id:id ©

show_title bool
o 1 block type id bigint > ° . a bool
igure 0o

o-7 language_id bigint o
ol code varchar(50)

id integer

° E o id integer

Obrézek 2: Schéma databéze

Vyukovy text je rozdélen do kapitol, podkapitol (v rdmci databaze tzv. clanku)
a stranek. Navic je kazdd strana rozdélena do bloku (na definice, véty, ...),
pro zjednoduseni odkazovani na bloky (definice, véty, ...) a snazsi zobrazovani
textu v aplikaci.
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Pri navrhu databaze jsem pocital s moznosti prekladu textt do rtiznych ja-
zyku. Kazdé z tabulek obsahujicich texty (kapitoly, ¢lanky, bloky, typy bloki)
ma k sobé jesté sekundarni tabulku s jednotlivymi ptreklady, viz obrézek 2.

V textu lze odkazovat na bloky pomoci tagu ref (stejnym zpusobem jako
v TeXu). Aby bylo mozné na blok odkazovat, je tfeba u ného nastavit label
(pole ref _label).

Je mozné i citovat literaturu, stejné jako v TeXu pomoci tagu cite. Pro ci-
tovanou literaturu je v databézi tabulka articles [iterature obsahujici vSechna
data potfebnd k citovani a label (pole ref name), viz obrazek 2.

Nakonec je tfeba zminit tabulku articles learnimage, diky které je mozné do
vyukového textu vkladat obrazky. Tabulka obsahuje cestu k souboru (pole image)
a label (pole ref name). Pro vytvofeni bloku obsahujictho obrazek je tieba na-
stavit typ bloku na ,image“ (zdznam v tabulce articles blocktype s polem code
obsahujicim hodnotu ,image“) a obsah bloku nastavit na label pozadovaného
obrazku.

3.2 Backend API

Django backend nabizi Sest koncovych bodti. Tti z nich jsou jazykové zavislé a
vsechny podporuji pouze metodu GET. Ke specifikovani jazyka slouzi parametr
locale_id (integer).

Adresa vSech koncovych bodu zacina ,/api/learn® (napt. /api/learn/litera-
ture), pro jednoduchost budou adresy dale uvadény bez této spolecné ¢asti (napf.
/literature).

3.2.1 Koncovy bod — GET /:locale__id/chapter

Koncovy bod vracejici seznam vsSech kapitol. Pro kazdou kapitolu vraci jeji id,
nadpis a popis ve specifikovaném jazyce, viz zdrojovy kod 1.

@require_http_methods (["GET"])
def chapters_view(request: HttpRequest, locale_id: int):
chapters = Chapter.objects.filter (chaptertranslation__language=
locale_id) .values (
chapter_id=F ("id"),
chapter_title=F ("chaptertranslation__title"),
chapter_description=F ("chaptertranslation__description"),
)

return JsonResponse ({"chapters": list (chapters)})

Zdrojovy kod 1: Implementace seznamu kapitol

Implementace je velmi primocarda a sklada se z jediného dotazu. Je pouze
nutné filtrovat kapitoly podle jazyku a specifikovat, jaké hodnoty chceme ziskat.
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3.2.2 Koncovy bod — GET /:locale__id/chapter/:chapter__id

Koncovy bod, ktery vraci detail kapitoly specifikované pomoci parametru
chapter_id (integer). Konkrétné vraci jeji id, nadpis, popis a seznam ¢lank,
které kapitola obsahuje, s jejich id, nadpisem a popisem.

Implementace, viz zdrojovy kéd 2, se skladd ze dvou dotazi. Nejprve se
vyhleda kapitola podle id. Pokud existuje, ve druhém dotazu ziskdme seznam
clankt dané kapitoly, jinak vracime error.

@require_http_methods (["GET"])
def chapter_view (request: HttpRequest, locale_id: int, chapter_id:
int) :
chapter = Chapter.objects.filter(
id=chapter_id, chaptertranslation__language=locale_id
) .values (
chapter_id=F ("id"),
chapter_title=F ("chaptertranslation__title"),
chapter_description=F ("chaptertranslation__description"),

if not chapter.exists():
return JsonResponse ({"error": "Chapter not found"}, status
=404)

articles = Article.objects.filter (
chapter=chapter_id, articletranslation__ language=locale_id
) .values (
article_id=F ("id"),
article_title=F ("articletranslation__title"),
article_description=F ("articletranslation__description"),

return JsonResponse (
{**chapter.get (), "articles": list (articles)}

Zdrojovy kod 2: Implementace detailu kapitoly

3.2.3 Koncovy bod — GET /:locale_id/article/:article_id

Koncovy bod vracejici detail clanku specifikovaného pomoci parametru article_id
(integer). Vraci informace o kapitole, ve které se ¢lanek nachézi (id, nadpis), in-
formace o ¢lanku (id, nadpis) a seznam stranek ¢lanku.

Kazdou stranku vraci jako seznam bloki, kde kazdy blok ma c¢islo bloku
(pofadové ¢islo cislovaného bloku ulozené v poli number, jiné nez id), boolean
hodnotu type_wvisible (urcuje, zda mé mit blok zobrazeny ndzev typu), nazev
typu (napf. ,Definice“), nadpis a obsah bloku.
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Detaily c¢lankt jsou ziskdany pomoci dvou dotazt, viz zdrojovy kéd 3. Prvni
dotaz ziska informace o ¢lanku a kapitole, ve které se ¢lanek nachézi. Druhy ziska
vsechny bloky nachéazejici se v ¢lanku. Nasledné je treba bloky rozttridit podle
stranek, aby se s nimi na frontendu snadno pracovalo.

@require_http_methods (["GET"])
def article_view(request: HttpRequest, locale_id: int, article_id:
int) :
article = Article.objects.filter (
id=article_id,
chapter__ chaptertranslation__language=locale_id,
articletranslation__ language=locale_id,
) .values (
"chapter_id",
chapter_title=F ("chapter__chaptertranslation__title"),
article_id=F ("id"),
article_title=F ("articletranslation__title"),

if not article.exists():
return JsonResponse ({"error": "Article not found"}, status
=404)

blocks = list(

Block.objects.filter(
page__article=article_id,
blocktranslation__language=locale_id,
type__Dblocktypetranslation__language=locale_id,

)

.values (
page_index=F ("page__order"),
block_number=F ("number"),
block_type_visible=F ("type__show_title"),
block_type_title=F ("type_ _blocktypetranslation__title"),
block_title=F ("blocktranslation__title"),
block_content=F ("blocktranslation__content"),

)

.order_by ("page_index", "order")

pages, curr_page = [], -1
for block in blocks:
if block["page_index"] != curr_page:

curr_page = block["page_index"]
pages.append([])
pages[-1].append (block)

return JsonResponse ({xxarticle.get (), "pages": pages})

Zdrojovy kod 3: Implementace detailu ¢lanku
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3.2.4 Koncovy bod — GET /literature

Koncovy bod slouzici k ziskani detailu pouzité literatury. Ma volitelny parametr
ref _name (Tetézec). Pokud je parametr specifikovany, vraci detail konkrétniho
literarniho zdroje, jinak vraci seznam vsech zdroju v databézi. Pro kazdy literarni
zdroj vraci vSechna data potfebnd k citovani (tedy jméno autora, rok vydéni,
nazev, ... ).

Pti vyhodnoceni dotazu na koncovy bod nejprve dojde ke kontrole, zda je
specifikovan parametr ref name, viz zdrojovy kod 4. Pokud ano, pouzije se jako
filtr dotazu na databézi, jinak se vraci seznam vsech literarnich zdroji v databézi.
V obou pripadech se vraci vSechna pole modelu (tabulky) Literature.

@require_http_methods (["GET"])
def get_literature_view(request: HttpRequest) :
if "ref _name" in request.GET:

lit = Literature.objects.filter(
ref_name__ iexact=request.GET["ref_name"]
) .values ()

if not lit.exists():
return JsonResponse ({"error": "Literature not found"},
status=404)

return JsonResponse ({*x*x1lit.get () })
else:
return JsonResponse ({"literature": list(
Literature.objects.all () .values|()

) 1)
Zdrojovy kod 4: Implementace detailu reference literatury

3.2.5 Koncovy bod — GET /ref

Koncovy bod k ziskani detailu reference na blok. M4 volitelny parametr ref name
(fetézec). Pokud je specifikovany, vraci detail konkrétni reference, jinak vraci
seznam vsech bloki, které maji definovany label. Pro kazdou referenci vraci typ
bloku, ¢islo bloku, id kapitoly, ¢lanku a strany, kde se odkazovany blok nachézi.

Implementace je velmi podobné implementaci literarnich referenci, viz zdro-
jovy kod 5. V pripadé reference na blok je vSak treba definovat hodnoty, které
chceme ziskat, jelikoz se data nenachazi pouze v jedné tabulce.

3.2.6 Koncovy bod — GET /image/:ref name

Koncovy bod pro ziskani obrazku pomoci parametru ref name (fetézec, ktery
muze obsahovat pouze ASCII pismena, ¢isla, pomléku a podtrzitko). Jednd se
o jediny koncovy bod, jehoz standardni odpovédi neni JSON (ktery vraci pouze
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@require_http_methods (["GET"])
def get_reference_view (request: HttpRequest) :
is_filtered = "ref_ _name" in request.GET
if is_filtered:
ref = Block.objects.filter (ref_label_iexact=request.GET["
ref_name"])

if not ref.exists():
return JsonResponse ({"error": "Reference not found"},
status=404)
else:
ref = Block.objects.filter (ref_label__isnull=False)

ref = ref.values/(
"ref_label",
block_type=F ("type"),
block_number=F ("number"),
page_order=F ("page__order"),
article=F ("page__article"),
chapter=F ("page__article__chapter"),

return JsonResponse (
{xxref.get ()} if is_filtered else {"reference": list (ref)}

Zdrojovy kod 5: Implementace detailu reference

@require_http_methods (["GET"])
def get_learn_image_view (request: HttpRequest, ref_name: str):
image_path_g = LearnImage.objects.filter (ref_name__ iexact=
ref_name) .values ("image")

if image_path_g.exists(): # Check if the image is in the database

image_path = os.path.join (MEDIA_ROOT, image_path_g.get () ["
image"])

if os.path.exists(image_path): # Check if the image file
exists
return FileResponse (open (image_path, "rb"))

return JsonResponse ({"error": "Image not found"}, status=404)

Zdrojovy kod 6: Implementace obrazku
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v pripadé chyby), ale soubor. Slouzi k zobrazovani obrazku ve vyukové sekci
aplikace.

Pti vyhodnoceni dotazu nejprve dojde ke kontrole, zda se zadany obrazek
nachéazi v databazi, viz zdrojovy kod 6. Pokud ano, precte se z databédze cesta
k souboru a existuje-li, dotaz vrati soubor, jinak vraci chybu ve formatu JSON.

3.3 Frontend

V nasledujici kapitole je popsan frontend — respektive webova aplikace s moz-
nosti prochazeni vyukového textu a simulovani maticovych operaci a operaci
souvisejicich s vektorovymi prostory.

3.3.1 Uzivatelské rozhrani

Po nacteni aplikace se uzivateli zobrazi hlavni menu s odkazy do tii sekci apli-
kace — sekci vyuka, procvicovani a kalkulacka, viz obrazek 3.

Linearni algebra — menu

Vyuka

ProcviGovani

Kalkulacka

Obrazek 3: Hlavni menu aplikace

3.3.1.1 Sekce vyuka

Sekce vyuka obsahuje jiz zminény vyukovy text, ktery je rozdélen na kapitoly,
podkapitoly (¢lanky) a stranky. Pfi zvoleni sekce vyuka se uzivateli zobrazi vybér
kapitoly, viz obrazek 4. Po zvoleni kapitoly se uzivateli zobrazi obdobné menu
s vybérem podkapitoly.

Oproti hlavnimu menu je zde navic v levém hornim rohu tlac¢itko zpét, pro né-
vrat o jednu nabidku zpét a v pravém hornim rohu je tlacitko pro navrat do hlav-
niho menu, které je velmi uzitecné pro rychly prechod mezi sekcemi.

Po zvoleni podkapitoly, resp. ¢lanku, se uzivateli jiz zobrazi samotny vyukovy
text. Text clankl je rozdélen do stranek, mezi kterymi lze prechazet pomoci
tlacitek zpét a vpred umisténych v pravém dolnim rohu obrazovky. Jak jiz bylo
zminéno v kapitole 3.1, jednotlivé stranky jsou dale rozdéleny do blokti, jako jsou
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Vyuka — vybér kapitoly

Matice

Vektoroveé prostory

Soustavy linearnich rovnic

Homomorfismy

Obrézek 4: Vyuka — vybér kapitoly

véty, definice apod. Jsou zde vsSak i textové bloky bez nadpisu (a ¢isla), napriklad
odstavec pod vétou 10 na obrazku 5.

Determinant

Véta 10

Pro kaZdou &tvercovou matici A = (ﬂ;‘._—;’) nad okruhem R plati

detAT — d.etA -

Véta 10 je vyznamna pro praci s determinanty. Uvedeme-li tvrzeni

o determinantech matic takova, Ze se v jejich formulaci pouZivaji

fadky matic, pak plati analogické tvrzeni, v ( h s¢ a Bji
sloupce matic.

Obrazek 5: Vyuka — podkapitola (¢lanek)

V textu se také nachazi reference na bloky, které uzivatele prepnou na stranku
s odkazovanou vétou, a citace literatury, ze které jsem cerpal pii psani vyuko-
vého textu. Citace na literaturu jsou v textu zobrazeny pouze poradovym c¢islem
a na konci kazdé strany je zobrazen seznam literatury pouzity na dané strané,
viz obrazek 6.
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Prevzato z:

[11 CHAJDA, Ivan a KOLARIK, Miroslav. Matematika 1: linedrni algeb
d| HORT, Daniel a RACHUNEK, Jifi. Algebra |. Olomouc: Univerzita P

Obrazek 6: Vyuka — seznam literatury

3.3.1.2 Sekce procvicovani

Sekce procvicovani je dale rozdélena do podsekei podle procvicované latky. Je zde
procvicovani operaci s maticemi (s¢itani, od¢itani a nasobeni), vypoctu determi-
nantu a inverzni matice. Déle také procvi¢ovani linedrni (ne)zavislosti vektori,
nalezeni baze, vypocet transformacni matice, procvicovani homomorfismu a fe-
Seni soustav linearnich rovnic.

VsSechny podsekce procvicovani maji stejnou strukturu, viz obrazek 7. Prvni
radek je slozen z tlacitek k vygenerovani nového prikladu — razna tlacitka slouzi
ke generovani rtiznych typtu priklad, na obrazku 7 k vygenerovani ptikladi
na ruzné maticové operace nebo naptiklad ke generovani riznych rozmeéri u de-
terminanti (2 x 2, 3 x 3, nebo vétsi) apod.

<  Procvicovani — Matice — Sé&itani, ... N

Vygenerovat: Sé&itani  Od&itani Nasobeni  Nahodné

—-10 11 13 -9
4 -9 5 4
-6 —-14 -14

+ Radek + Sloupec

Zkontrolovat

Zobrazit postup

Obrazek 7: Procvi¢ovani — maticové operace
Po tlacitkach nasleduje zadani samotného prikladu a pod nim rozhrani pro za-
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dani reseni. Rozhrani pro zadavani reSeni se lisi v zavislosti na typu prikladu —
jedna se bud o matici, vektor, mnozinu vektori, nebo skalar.

Déle je zde tlacitko pro kontrolu feseni, nebo v nékterych pripadech k zadani
reseni samotného (napf. linedrni nezavislost vektori méa pro feseni pouze tlacitka
,Lin. nezavislé® / | Lin. zavislé®).

Nakonec sekci uzavira tlacitko pro zobrazeni postupu (umoznuje krokovat fe-
seni od zadéani k vysledku, viz obrazek 11, podrobnéji popsané v kapitole 3.3.1.3)
a tlacitko ,Zjistit vice* (s ikonou i), které uzivatele odkdze na vyukovy text
na téma zadaného prikladu.

3.3.1.3 Sekce kalkulacka

Sekce kalkulacka je podobné jako sekce procvicovani rozdélena do nékolika pod-
sekci. VSechny vypocty, které lze procvicovat, lze také pocitat v sekci kalkulacka
(s vyjimkou homomorfismu).

Kalkulacka — Soustavy linearnich rovnic

ﬂ-’1=‘ ‘yu

Tp + E]_:‘ ‘?h

+ Rovnice + Neznama -]

Metody feSeni

Gaussova eliminacni metoda
Pomoci inverzni matice

Cramerovo pravidlo

Vysledky

_ 1 2 3 :
ga-usso-uaEEzmz-n.a.cﬁ(4 5 ﬁ) :(—1 2)

Obrazek 8: Kalkulacka — soustavy linearnich rovnic

Navic je zde nasobeni matice skalarem, uré¢eni hodnosti matice, transpono-
vané matice a transformace souradnic od baze k bazi. Soustavy linedrnich rovnic
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1ze kromé Gaussovy elimina¢ni metody (pouzivané pro zobrazeni feSeni v pro-
cvicovani) Fesit také pomoci Cramerova pravidla a inverzni matice.

VsSechny podsekce kalkulacky se drzi jednotné struktury skladajici se ze tii
Casti — vstupni data (matice, vektory, soustava linedrnich rovnic), operace (napf.
determinant, nalezeni baze, Feseni soustavy pomoci Cramerova pravidla) a vy-
sledky, viz obrazek 8.

V horni ¢asti obrazku 8 muzeme vidét rozhrani pro zaddvani soustavy line-
arnich rovnic. Nabizi tlacitka pro pridani rovnice (fddku) a neznadmé (sloupce).
Treti tlacitko s ikonou kostky slouzi k vyplnéni soustavy nahodnymi celymi ¢isly
v rozsahu (—10; +10).

Kliknutim na ndzvy proménnych lze odebirat fadky/sloupce (napt. kliknutim
na xq lze odebrat prvni sloupec a kliknutim na y; lze odebrat druhy radek).

Ve spodni ¢asti obrazku 8 jsou vysledky predchozich operaci, v tomto pripadé
vysledek Teseni soustavy pomoci Gaussovy eliminacni metody.

U kazdého vysledku ve vsech sekcich kalkulacky se vlevo nachézi tlacitko
s ikonou kalkulacky, které slouzi k zobrazeni krokii vypoctu a vpravo se nachézi
menu tlacitko, kterym lze dany vysledek smazat, nebo pridat do vektoru/matice
pro dalsi vypocet.

Matice

||_:| Duplikovat

+ Radek Radek » Odebrat 0.

Sloupec b Odebrat 1.

+ Radek + Sloupec B O[

(a) Zadavani matic (b) Menu pro upravu matic

Obrazek 9: Kalkulacka — zadavani matic

Na obrazku 9a lze vidét rozhrani pro zadavani matic. Stejné jako rozhrani pro
zadavani rovnic ma ve spodni ¢asti tla¢itka pro pridani radku/sloupce a vyplnéni
matice ndhodnymi celymi ¢isly v rozsahu (—10; +10).

V horni ¢sti vedle ndzvu matice se nachazi tla¢itko pro tipravu matice (ikona
tuzky), které umoziiuje matici odebrat, duplikovat a odebirat fadky /sloupce ma-
tice, viz obrazek 9b.

Rozhrani pro zadavani vektori je velice podobné tomu pro zadavani matic,
viz obrazek 10. Rozdilem je, Ze vektory neumoznuji odebirani konkrétnich po-
lozek, ale vzdy se odebira ta posledni (polozka nejvice vpravo), také je tlac¢itko
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umisténo ve spodni ¢asti spolecné s tlacitkem pro pridavani. Navic se misto menu
pro upravu vedle nazvu vektoru nachazi tlacitko pro jeho smazani.

Vektory

vl

(i

+ Prvek - Prvek <]

Obrazek 10: Kalkulacka — zadavani vektora

Krokovani umoznuje dva zptisoby prochazeni krokt, viz obréazek 11. A to
tlac¢itka pro posunuti o krok vpred nebo zpét a tlacitka pro skok na prvni krok
(zadéni) a posledni krok (Teseni).

Obrazek 11: Krokovani vypocti

U nékterych operaci (napf. u vypoétu inverzni matice, nebo reseni soustavy
linedrnich rovnic) je vSak krokti mnoho a tato tlacitka jsou nedostacujici. Proto
byl ptidan jesté posuvnik, ktery plni dvé funkce — vizualizace, jak blizko TeSeni
se dany krok nachézi, a moznost rychlého prichodu kroky.

Komplexnéjsi operace, jako napiiklad prevod matice na trojuhelnikovy nebo
redukovany tvar, jsou v krocich a v feSeni zapsané pomoci klicovych slov
(napr. triang = prevod matice na trojuhelnikovy tvar), aby byl tento zépis kratsi.
V pripadé takovych operaci se vedle tlac¢itek pro prechod mezi kroky vypoctu
zobrazi ikona otdzniku s vysvétlivkami, viz obrazek 12 (vysvétlivky se zobrazi
po najeti mysi na ikonu, pripadné stisknutim ikony na telefonu).
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triang: Pievod matice na trojihelnikovy tvar

e P
triang (__[] (64 5. (—1]])

Obrazek 12: Vysvétlivky operaci

3.3.2 Struktura aplikace

P1i navrhu struktury aplikace jsem cilil na snadnou rozsititelnost o dalsi ¢asti
(dalsi podsekce procvicovani a kalkulacky). K tomu slouzi datové modely Secti-
onChapterModel, SectionPageModel a tii generické widgety AlgMenuView, Alg-
ChapterView a AlgPageView.

Aplikace ma definované tri sekce — vyuku, procvicovani a kalkulacku. Vyu-
kova sekce méa svou specifickou implementaci, ktera stahuje, zpracovava a na-
sledné zobrazuje data z databaze. Zbylé dvé sekce vyuzivaji snadno rozsititelnou
strukturu.

Procvicovani a kalkulacka maji definovany seznam kapitol (SectionChapter-
Models), které obsahuji. Kapitoly maji definovany nadpis, seznam stranek (Secti-
onPageModels) a nepovinné také podtitulek. Stranky maji také sviij nadpis a ne-
povinny podtitulek, ale pfedevsim maji definovany widget, ktery urcuje obsah
stranky.

Vysledny seznam kapitol miize vypadat naptiklad jako zdrojovy koéd 7.
V tomto prikladu jsou BinaryMatrixExc() a LinIndependenceExc () widgety,
které tvori télo danych stranek.

Zobrazeni takto definovanych stranek probihd pomoci vyse zminénych gene-
rickych widgett. Prejde-li uzivatel do jedné z takto definovanych sekci, widget
AlgMenuView zobrazi hlavni panel aplikace s nadpisem sekce a v téle aplikace
zobrazi menu pro vybér kapitoly.

Pti zvoleni jedné z kapitol vykresli jeji obsah widget AlgChapterView, ktery
se stard o zobrazeni hlavniho panelu aplikace a obsahu téla aplikace. Obsah
zavisi na poctu stranek kapitoly. Ma-li kapitola pouze jednu stranku, zobrazi
se jeji obsah, v opacném pripadé se zobrazi menu pro vybér stranek kapitoly
a az po zvoleni stranky se zobrazi jeji obsah pomoci widgetu AlgPageView.

Pokud bychom tedy chtéli naptiklad pridat dalsi stranku do jedné z podsekci
procvicovani, staci vytvorit widget implementujici obsah nové stranky a nasledné
ho pridat do definice seznamu exercise Chapters. Nové Casti procvicovani a kal-
kulacky 1ze takto pridavat s minimalnim zasahem do existujiciho kodu aplikace.
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const List<SectionChapterModel> exerciseChapters = [
SectionChapterModel (
title: ’'Matice’,
subtitle: ’Soucet, rozdil, souc¢in, determinant, inverzni matice’,
pages: [
SectionPageModel (
title: ’Sc¢itéani, odc¢itéani, nésobeni’,
page: BinaryMatrixExc (),
)I
]I
)l

SectionChapterModel (
title: ’'Vektorové prostory’,
subtitle:
"Linedrni (ne)zavislost vektortd, nalezeni baze, transformace
souradnic od baze k bazi, ...,
pages: [
SectionPageModel (

title: ’"Linedrni (ne)zavislost vektoru’,
page: LinIndependenceExc (),

Zdrojovy kod 7: Priklad definice sekci procvicovani

3.3.3 Zobrazeni vyukového textu v aplikaci

Vyukovy text obsahuje kromé bézného textu také spoustu matematiky, kterou
bylo tfeba v aplikaci korektné zobrazovat. Pro reprezentaci a zobrazovani mate-
matiky byl TeX jasnou volbou.

Pro Flutter existuji knihovny, které TeX zobrazuji (resp. jen matematiku).
Zvolil jsem knihovnu flutter _math__fork, protoze na rozdil od ostatnich dostup-
nych knihoven vykresluje TeX ¢isté pomoci Dartu a Flutteru.

Ostatni knihovny pouzivaji pro preklad a zobrazeni TeXu javascriptové
knihovny. Vysledek nebyva dobry. Zptsob, jakym knihovnu a jeji vystup inte-
gruji do Flutteru, je velmi neflexibilni a také se s témito knihovnami nepracuje
privetive.

Oproti tomu pouziti knihovny flutter math_fork je velmi pirimocaré. K zob-
razeni matematiky slouzi widget Math, ktery nabizi konstruktor Math.tex (
String expression), kde parametr expression je vyraz v TeXu.

Pri zpracovani vyukového textu jsem nejprve jednotlivé jeho bloky rozdélo-
val na prosty text, (inline) matematiku a blok (display) matematiky. Pozdéji
vSak bylo nutné implementovat i seznamy, citace literatury a reference (obrazki
a ostatnich blokt textu, napf. vét).
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3.3.3.1 Datovy model vyukového textu

V databazi je text ulozen v podobé fetézce, ktery je na strané frontendu zpraco-
van a pro zobrazeni uchovan ve specifické datové strukture. Ta se sklada ze dvou
urovni (hlavnich t¥id, které maji nékolik potomkt) — LBlockContent a LBlockSeg-
ment, které budou dale spolec¢né s jejich potomky pro jednoduchost uvadény bez
spolecného prefixu ,,LBlock".

Ttida Content reprezentuje vétsi tiseky textu, jedna se o tiidy ParagraphCon-
tent, ListContent a LiteratureContent. Ttida ParagraphContent reprezentuje od-
stavec textu a sklada se ze seznamu objekti typu Segment. Dale trida ListContent
obsahuje seznam objektt ParagraphContent, kde kazdy z objekt (odstavci) re-
prezentuje jednu odrazku seznamu. Zbyvajici tiida LiteratureContent se sklada
ze seznamu literatury a slouzi k zobrazeni seznamu pouzité literatury na konci
strany.

Segment a jeho potomci reprezentuji diléi ¢asti odstavet, ackoliv v krajnim
pripadé se muze odstavec skladat z jediného segmentu, jestlize odstavec neobsa-
huje zddnou formu matematiky ani zadnou referenci. Trida Segment se sklada
z typu a obsahu (Fetézec), je pouzitd pro bézny text, matematiku a odkazy v textu
na literaturu a ostatni bloky. Typ slouzi k urceni, jaky je obsah segmentu a jakym
zpusobem by mél byt zobrazen.

Jedinym potomkem t¥idy Segment je TabularCellSegment, jehoz nazev muze
byt ponékud zavadéjici. Neslouzi totiz k sestavovani tabulek, ale k zajisténi stej-
ného odsazeni v ruznych radcich seznamu (pouzito napt. v ¢islovaném seznamu
v definici 47).

3.3.3.2 Preklad bloku vyukového textu

Pro zjednoduseni zpracovani blok vyukového textu jsem definoval rozsiteni
String.splitWithDelim(RegExp pattern), které funguje podobné jako string.
split (RegExp pattern), ale vysledny seznam navic obsahuje i oddélovace, podle
kterych byl fetézec rozdéleny.

Pri zpracovani bloku se nejprve blok rozdéli pomoci nové definovaného roz-
Sifeni string.splitWithDelim a regularniho vyrazu Regkxp (r’\ (begin|end) { (
enumerate|itemize) }’). Vzniklé pole fetézcl prochazime v cyklu a pokud nara-
zime na oddélovac¢, zménime podle jeho hodnoty aktualni typ obsahu, viz zdro-
jové kody 8 a 9. Pokud se nejedné o oddélovac, je fetézec zpracovan v zavislosti
na aktualné nastaveném typu obsahu.

Vyrchozem typem je odstavec. PTi zpracovani odstavce se fetézec rozdéli na ma-
tematiku, text a citace/reference pomoci rozsiteni string.splitWithDelim podle
regularniho vyrazu RegExp (r’\${1,2} [\\ (cite|ref) { ([a—zA-2z\d:\—_, ]+)}’).
Opét se kontroluje ptitomnost oddélovacti a upravuje se podle nich aktualni typ
segmentu. Vysledné segmenty jsou ukladany do vystupniho pole.

Jedna-li se o seznam, je jeho obsah rozdélen podle oddélovace \item a jed-
notlivé radky jsou zpracovany stejnym zpusobem, jako odstavce.
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List<LBlockContent> parseBlock (String block, {bool isLastBlock =

false}l) {
_currentType = LBlockContentType.paragraph;
List<LBlockContent> blockContent = [];

for (var segment in block.splitWithDelim (
RegExp (r’\\ (begin|end) { (enumerate|itemize)}’),

)) A

segment = segment.trim();
if (segment.isEmpty || _updateType (segment)) {
continue;

}
blockContent.addAll (_parseSegment (segment)) ;

}

if (isLastBlock && usedLiterature.isNotEmpty) {
blockContent.add (LBlockLiteratureContent (usedLiterature.tolList
)));
}

return blockContent;

Zdrojovy kod 8: Preklad bloku

bool _updateType (String segment) {

if (segment.contains (’begin{itemize’)) {
_currentType = LBlockContentType.list;
} else if (segment.contains (’begin{enumerate’)) {

_currentType = LBlockContentType.enumeratedList;
} else if (segment.contains (RegExp (r’\\end{ (enumerate|itemize)}’)
)) A
_currentType = LBlockContentType.paragraph;
} else {
return false;

}

return true;

Zdrojovy kod 9: Aktualizace aktudlniho typu bloku

3.3.4 Vyrazy a jejich vyhodnocovani

Nejprve jsem k vypoctim pristupoval tak, ze jsem definoval tiidu Matice, ktera
obsahovala dvourozmérné pole ¢isel. Déle jsem na ni definoval vSechny unarni
operace (vyména tadku, prevod na trojihelnikovou matici, determinant, ...),
a binarni opearce pomoci pretizeni operatorii s¢itani, odc¢itani a nasobeni. Po-
dobnym zptisobem jsem definoval také tridu Vektor.

Tento pristup fungoval velice dobfe a vypocty byly rychlé, ale narazil jsem
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na zasadni problém, kvili kterému jsem byl nucen celou logiku vypoc¢tt prepsat.

Pro vyukovou aplikaci je nesmirné dulezité krokovani jednotlivych operaci,
jenze to tento zplisob feseni neumoznoval a promarnil jsem zbytecné mnoho ¢asu
snahou generovat pri vypoctech datovou strukturu obsahujici provedené kroky.

Nakonec jsem zvolil symbolické vyhodnocovani vyrazl. Definoval jsem roz-
hrani Fzpression (vyraz) s metodou simplify (), kterd ma provést jeden krok
zjenoduseni vyrazu a vratit vysledek. Rozhrani ma také metodu toTex (), ktera,
jak je patrné z nazvu, vraci reprezentaci vyrazu v TeXu.

Také jsem se rozhodl algebraické vypocty definovat jako samostatnou Dart
knihovnu, aby bylo mozné pii vyvoji rychleji iterovat diky kratsi kompilaci
(knihovna byla testovana pouze s rozhranim prikazové radky).

3.3.4.1 Odbocka o reprezentaci cisel

Pred implementaci vyrazi je tfeba zminit problematiku reprezentace ¢isel. Aby
pri vypoctech nedochazelo ke ztraté presnosti vlivem necelych ¢isel, rozhodl jsem
se reprezentovat Cisla pomoci zlomkt. Nevyhodou je, ze takto nelze pracovat
s iracionalnimi ¢isly, ale to pro vyukové tcely této aplikace neni zapotiebi.

Pro praci se zlomky existuje pro jazyk Dart knihovna Fraction, ktera repre-
zentuje Citatele a jmenovatele pomoci datového typu integer.

Pti pouziti knihovny Fraction jsem vsak brzy narazil na problém. Pti nékte-
rych vypoctech, napt. pti vypoctu redukované trojuihelnikové matice, vznikaji
zlomky s velkym ¢itatelem a jmenovatelem. Zacal jsem tudiz narazet na problém
s presnosti cisel, ktery se vSsak projevoval pouze ve webové verzi aplikace. Oproti
tomu pri testovani knihovny samotné vse fungovalo spravneé.

Diivodem je rozdilna reprezentace ¢isel v prostiedi Dart Native a Dart Web.
Dart Native pouzivd pro reprezentaci integeru 64bitovy dvojkovy doplnék se
znaménkem, ale Dart Web reprezentuje integer pomoci 64bitové plovouci radové
carky. [5]

V nékterych pripadech tedy vypocet v prostiedi Dart Native probéhl v po-
radku, ale v prostredi Dart Web byla pri prekroceni rozsahu nastavena hodnota
nékterého z operandit na nekoneéno a vypocet skoncil vyjimkou.

Problém jsem vyfesil tpravou knihovny Fraction (vytvorenim forku). Misto
typu Int jsem pouzil pro citatele a jmenovatele typ BigInt, ktery nabizi inte-
gery s volitelnou presnosti omezenou pouze paméti. Novou knihovnu (fork) jsem
nazval BigFraction.

3.3.4.2 Implementace vyrazu — zakladni struktury

Nejprve bylo treba definovat struktury, pro které budou zbylé vyrazy defino-
vané. Je dulezité, ze samotné struktury jsou také vyrazy (implementuji rozhrani
Ezpression).

Prvni a nejjednodussi strukturou je Scalar (skaldr), ktery ma ¢iselnou hod-
notu (typu BigFraction) a metoda simplify () vraci ptuvodni vyraz (vraci sam
sebe), protoze nelze vice zjednodusit.
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Dalsi dulezitou strukturou je Vector, ktery obsahuje seznam vyrazi. Me-
toda simplify () postupné projde seznam vyrazu (prvku vektoru), pokud narazi
na vyraz, ktery lze zjednodusit, vraci novy vektor se zjednodusenym prvkem.
Nelze-li zadny z prvki zjednodusit, metoda vraci ptivodni vektor.

Struktura Matriz (matice) je definovand jako seznam vyrazi (vektori, nebo
vyrazi jejichz vysledkem je vektor). V konstruktoru se kontroluje, zda v seznamu
neni neplatny vyraz (napiiklad mnozina, definovand déale) a jsou-li v seznamu
vektory, kontroluje se, zda maji vSechny stejnou velikost.

Dalsimi strukturami jsou Boolean (ma hodnotu typu boolean, pouzité jako
vysledek lin. nezavislosti vektor) a ExpressionSet (velmi podobné vektoru, ale
misto seznamu pouzivd mnozinu, takze nemuze obsahovat duplikdtni prvky),
Variable a CommutativeGroup.

Vyrazy Variable a CommutativeGroup slouzi primarné pro zapsani reseni
soustavy linearnich rovnic v pripadé, ze ma vice nez jedno feSeni a k urceni,
zda je zobrazeni homomorfismem. Variable obsahuje nazev (napt. ,x“) a index
proménné, CommutativeGroup obsahuje komutativni operaci (s¢itani nebo néa-
sobeni) a seznam vyrazi, mezi kterymi je operace provedena (mize obsahovat
napf. vyraz 2 + 3 +4).

Commutative Group slouzi ke zjednoduSeni prace s vyrazy obsahujicimi pro-
ménné (napt. 2z + y + 3). Bez vyuziti CommutativeGroup by takovy vyraz byl
ulozeny ve stromu nékolika vyrazl s¢itani a ndsobeni. Hlavnim benefitem tohoto
pomocného vyrazu je usnadnéni porovnani dvou objekti typu Commutative-
Group (vyznamné pro urceni, zda je zobrazeni homomorfismem).

3.3.4.3 Implementace vyrazu — zakladni operace

Nésledné bylo treba definovat vyrazy pro zakladni operace, jako je s¢itani, odci-
tani, nasobeni a inverzi.

Vsechny zminéné binarni operace se skladaji ze dvou operandi. Metoda
simplify () nejprve zjednodusuje operandy, dokud je lze vice zjednodusit. Po-
kud jsou jiz oba operandy zjednodusené a je pro jejich dvé struktury operace
definovand, vypocitd se a metoda vraci vysledek (napiiklad soucet dvou skalaru
vraci novy skalar s vysledkem).

Zbyvajici vyraz, inverze, se sklada pouze z vyrazu, ktery ma byt invertovan.
Operace inverze je definovana pouze pro skalar a matici. Inverzni matice se pocita
pomoci reciproké matice, podle véty 28. S inverzni matici trochu predbiham,
jelikoz pro jeji vypocet je treba definovat nékolik maticovych operaci.

Také je treba definovat vyrazy AreFEqual a And. Oba se skladaji se ze dvou
operandt. Vysledkem vyrazu AreEqual je vyraz Boolean, ktery ma hodnotu true
v pripadé, ze se hodnoty operandu (napt. dva skaldry) rovnaji. Vyraz And (lo-
gicky soucin) vraci Boolean s hodnotou true v pripadé, ze oba jeho operandy
jsou vyrazy typu Boolean s hodnotami true.
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3.3.4.4 Implementace vyrazu — maticové operace

vvvvvv

transformace:

FEzchangeRows (vyména adki) — obsahuje matici, nad kterou se operace
vykonava a indexy radki, které se maji vymeénit,

MultiplyRowByN (vynasobeni radku skaldrem) — obsahuje matici, index
radku a n,

AddRowToRowNTimes (pric¢teni n-ndsobku radku matice k jinému radku)
— obsahuje matici, indexy a n.

Dalsim definovanym vyrazem byl prevod matice na trojihelnikovy tvar, ktery
je rozdélen do dvou vyrazu, Triangular a TriangularDet, podle toho, zda se jedna
o operaci nad matici nebo determinantem.

Pomoci téchto vyrazi je jiz mozné pocitat determinant o libovolném rozméru.
K tomu slouzi vyraz Determinant, ktery méa pro matice o rozméru n < 3 pevné
definovany vypocet a pro vétsi matice determinant nejprve prevede na trojuhel-
nikovy tvar a nasledné vynasobi hodnoty na diagonéle (podle véty 12).

Také jsou definované nasledujici vyrazy pocitajici maticové operace:

Transpose — prevod matice na transponovanou,

Reduce — prevod matice na redukovany tvar,

Minor — vypocet minoru matice,

AlgSupplement — vypocet algebraického doplnku matice,

Rank — vypocet hodnosti matice (prevede matici na redukovany tvar a zjisti
pocet nenulovych radk).

3.3.4.5 Implementace vyrazli — resSeni soustav linearnich rovnic

Pro praci se soustavami linedrnich rovnic jsou definované nasledujici vyrazy:

IsSolvable — sklad4 se z matice soustavy a sloupce (vektoru) pravych stran,
podle véty 81 (Frobeniovy) urci, zda je soustava Tesiteln4,

GaussianElimination — sklada se z rozsitené matice soustavy, Tesi soustavu
pomoci Gaussovy eliminacni metody,

SolveWithCramer — sklada se z matice soustavy a sloupce pravych stran,
resi soustavu pomoci Cramerova pravidla,

SolveWithInverse — sklada se z matice soustavy a sloupce pravych stran,
resi soustavu pomoci inverzni matice (podle dusledku 86).
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3.3.4.6 Implementace vyrazu — vektorové prostory

Pro vypocet operaci souvisejicich s vektorovymi prostory jsou definované nasle-
dujici vyrazy:

AreVectorsLinearlyIndependent — sklada se ze seznamu vektoru (nebo vy-
razl, jejichz vysledkem je vektor), vysledkem je vyraz Boolean s hodnotou
true v pripadé, zZe jsou vektory linedrné nezavislé, feseno obdobné jako
v prikladu 46,

FindBasis — sklad4 se z matice (kde kazdy radek predstavuje jeden z vek-
tora generujicich vektorovy prostor), vysledkem je vyraz FrpressionSet re-
prezentujici bazi vektorového prostoru, baze je ziskana prevodem matice
na redukovany trojihelnikovy tvar,

TransformMatrixz — sklada se ze dvou vyrazu FxpressionSet, které reprezen-
tuji dveé baze vektorového prostoru, vysledkem je matice prechodu od prvni
béaze ke druhé,

TransformCoords — implementuje transformaci souradnic od baze k bazi,
sklada se z transformacni matice a vektoru (soutradnic),

Mapping — implementuje zobrazeni, sklada se ze vstupniho vektoru a vek-
toru zobrazeni (mapping vektoru), napf. mame-li zobrazeni (xi,z3) —
(xo+1, 21), pak vektor (zo+1, z1) je vektorem zobrazeni (vyuzivé se vyrazi
Variable a CommutativeGroup),

IsHomomorphism — sklada se z vektoru zobrazeni a velikosti vstupniho
vektoru, vraci vyraz typu Boolean s hodnotou true, je-li zadané zobrazeni
homomorfismem.
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Zavér

Vytvoreny program, respektive webova aplikace, nabizi moznost prochazeni vyu-
kového textu, procvicovani formou feseni ndhodné generovanych prikladi a moz-
nost krokovani uzivatelem zadanych vypoctu (tzv. rezim kalkulacky).

V soucasné dobé je mozné v aplikaci simulovat néasledujici operace:

e scéitani, odcitani a nasobeni matic,

e mnasobeni matice skalarem,

e vypocet determinantu,

e urceni hodnosti matice,

e prevod na matice na transponovanou,

e vypocet inverzni matice,

o prevod matice na trojiuhelnikovy nebo redukovany tvar,
o urceni linedrni (ne)zavislosti vektori,

e nalezeni baze vektorového prostoru,

o vypocet matice prechodu od baze k bézi,
» transformace soutradnic od béaze k bazi,

e urcit, zda je zobrazeni homomorfismem,

o TeSeni soustav linedrnich rovnic pomoci Gaussovy eliminac¢ni metody, Cra-
merova pravidla a inverzni matice.

Aplikace je navrzena tak, aby bylo mozné ji snadno rozsirit o dalsi sekce,
viz kapitola 3.3.2. Navic diky zvolené technologii (frameworku Flutter), ji lze
snadno rozsitit i na dalsi zatim nepodporované platformy (jako napt. iOS, nebo
Linux).

V budoucnu bych aplikaci rad rozsitil i na mobilni platformy. Konkrétné bych
rad aplikaci vydal na Google Play pro telefony se systémem Android a na App
store pro telefony se systémem iOS.

Déle bych do budoucna rad vylepsil uzivatelské rozhrani, napriklad krokovani
operaci (aby zobrazeni jednotlivych krokiu bylo prehlednéjsi a vice interaktivni
s lepsimi vysvétlivkami). Také bych rad vylepsil zobrazovani vyukového textu
a predélal interpretaci TeXu, aby byla robustnéjsi a podporovala vice moznosti
formatovani.

o7



Conclusions

The developed program, or web application, offers the possibility of browsing
the educational text, practicing by solving randomly generated exercises and the
possibility of going through user-specified calculations step-by-step (the so-called
calculator mode).

Currently, the following operations can be simulated in the application:

matrix addition, subtraction and multiplication,

o multiplying matrix by a scalar,

o calculating the determinant,

o determining the rank of a matrix,

e converting a matrix to a transposed matrix,

o calculating the inverse of a matrix,

e converting a matrix to triangular or reduced form,
« determining the linear (in)dependence of vectors,
o finding the basis of a vector space,

o calculating the base-to-base transform matrix,

« transformation of coordinates from base to base,

e determining, whether a mapping is a homomorphism,

» solving systems of linear equations using Gaussian elimination method,
Cramer’s rule and inverse matrix.

The application is designed in such a way that it can be easily extended with
additional sections, see chapter 3.3.2. Moreover, thanks to the chosen technology
(Flutter framework), it can be easily extended to other platforms thar are not
supported yet (such as iOS or Linux).

In the future I would also like to release mobile version of the application.
I would like to publish it on Google Play for Android devices and on App store
for iOS devices.

In the future I would also like to improve the user interface, for example,
the stepping operations (to make the displayed steps clearer and more interactive
with better explanations of the operations). I would also like to improve the way
the educational text is displayed and redesign the TeX interpretation to be more
robust and support more formatting options.
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A Obsah elektronickych dat

Aktualni zdrojovy kod je také dostupny v git repozitafi na portile GitHub:
github.com/jimmyl013¢/dp algebra/. Stav, v jakém byl zdrojovy kéd odevzdany
spolu s diplomou praci, znaci label ,v1.0.0%

algebra_1lib/
Adresar obsahujici zdrojové kody knihovny pro jazyk Dart. Knihovna ob-
sahuje implementace algebraickych vyrazi popsanych v kapitole 3.3.4.

backend/
Adresar obsahujici zdrojové kdédy Django aplikace slouzici jako backend
vyukové aplikace, viz kapitola 3.2.

ci_ed/
Adresar obsahujici konfiguracni soubory pro nasazeni webové aplikace
véetné backendu a databaze s vyuzitim Docker kontejnerii. Také obsahuje
bash skript run.sh pro nasazeni.

flutter_app/
Adresar obsahujici zdrojové kédy frontendu, respektive webové aplikace
popsané v kapitole 3.3.

text/
Adresar s textem prace ve formatu PDF, véetné zdrojovych soubort pro
typograficky systém LaTeX potiebnych pro bezproblémové vytvoreni PDF
dokumentu textu.

README . txt
Textovy soubor obsahujici instrukce k nasazeni webové aplikace v produké-
nim prostredi a spusténi aplikace ve vyvojovém prostiedi, véetné vSech po-
zadavkl pro bezproblémovy provoz. Déle obsahuje instrukce pro nacteni
zalohy databaze ze souboru dump.sql.

dump.sql
Zéaloha PostgreSQL databaze obsahujici vyukovy text.

db.sqglite3
Databaze formatu Sqlite obsahujici testovaci data, vyuzivana pro vyvoj.
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