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The purpose of this thesis is the construction of a setting constructional and
prooval problems in the plane geometry, where the geometric constructions are being
formed by paperfolding. These problems should serve as a complement for the
instruction of the plane geometry at elementary or high schools. A metodical
instructions for the teachers or the leader of a hobby group are added.
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1 Uvad

Skladani papiru ve smyslu geometrickych konstrukci bylo predstaveno v roce
1893 T. Sundara Row zlIndie. Podle Sundary vSechny Ukoly teSené pravitkem

akruzitkem je mozné esit pomoci sklédéni papiru.

Prvni dusledné zpracovani konstrukci pomoci sklddani papiru bylo publikovano
R. C. Yatesem v roce 1949, kde jsou jako , pravidla hry* uréeny tii zakladni operace:
1) prehnout papir tak, abychom umistili jeden ze dvou danych bodi na druhy,
2) vytvorit dalsi prehyb, ktery vede dvéma danymi body,
3) umistit dany bod na danou primku tak, aby vysledny piehyb prochézel jinym
danym bodem.

Tyto konstrukce jsou chdpany jako axiomy a umoziuji provéadét vsechny
konstrukce eukleidovské geometrie skladanim papiru. Plyne z nich dosud neuvedeny
piedpoklad, Ze papir je prasvitny (napi. pauzovaci papir) tak, aby bylo pii preloZeni
papiru vidét konstrukce provedené na spodni vrstvé. Neptipoudtime vicenasobné

pieloZeni a vyuzivani konstrukci na dalSich spodnich vrstvéch.

Je tedy zajimavé, Ze geometrické konstrukce nemusime sestrojovat jen pomoci
pravitka a kruzitka, ale miazeme je provadét i pomoci skladani papiru. Konstrukce
skladanim papiru umoznuji fesit nekteré neeukleidovsky reSené problémy, jako je tieba
trisekce Uhlu a zdvojeni krychle. UmoZiuje to jedna ze z&kladnich konstrukci, pii které

se soucasné umisti dany bod P na danou piimku p a dany bod Q na danou piimku g.

Diplomova préce je rozdélena do péti hlavnich kapitol: Uvod, zékladni
konstrukce, vyuziti konstrukci skladanim papiru ve vyuce, vyuziti konstrukci sklddanim

papiru v zmove praci a zaver.

Uvod obsahuje sezndmeni s ¢innosti skladani papiru. Druha ¢ast je zaméiena na
z&kladni konstrukce. Popisuje elementérni jednokrokové konstrukce a konstrukce, které
se skl&daji zvice kroku. Nésleduje vyuziti konstrukci skladanim papiru ve vyuce
a v zgmové préci, kde jsou uvedeny geometrické konstrukce vytvéiené skladdanim
papiru a metodicky névod vyuZiti pri vyuce a zgmove préci. Zavérecna ¢ést obsahuje
celkové zhodnoceni a shrnuti.



2 Z&kladni konstrukce

V této kapitole uk&Zeme, Ze z&kladni konstrukce, které se daji provédeét
kruzitkem a pravitkem dovede i sklédani papiru. Nejprve uvedeme elementérni
konstrukce, které se skladaji pouze z jednoho kroku. Konstrukce Z1, Z2 aZ3 maji podle
publikace [1] charakter axiomu (Yatesovy zakladni operace) a zbylé konstrukce jsou

z nich odvozeny.

Dédle uvedeme konstrukce, které se skladaji zvice kroka, ae odpovidaji
z&kladnim eukleidovskym konstrukcim: sestrojeni rovnobézky k dané piimce danym
bodem, obrazy bodi v soumérnostech, posunuti a otoceni, pireneseni Usecky a Uhlu,
prasecik ptimky skruznici a prisecik dvou kruznic. Tyto konstrukce umoziuji feSit

vSechny eukleidovskeé ulohy skladanim papiru.

2.1 Jednokrokové zakladni konstrukce

Z1 — osa Usecky

Jsou-li dany dva body A a B, miizeme piehnout papir tak, abychom umigtili

jeden ze dvou danych bod:i na druhy.

Obr. 2.1

Poznamka

Sestrojime Usecku AB a vytvotrime piehyb m tak, aby se krajni body Usecky kryly
(obr. 2.1). Prehyb m je osa Usecky AB.

Osa Usecky je ptimkam, ktera prochézi stiedem Usecky AB a je kolma na Usecku AB.



Z2 — ptimka prochézejici dvéma body

Jsou-li dany dva body A a B, miiZzeme wytvorit pirrehyb m, ktery vede dvema
danymi body A a B.

A B I

Obr. 2.2

Poznamka
Sestrojime piimku m, na které lezi body A a B (obr. 2.2). Krajni body A a B vyznatuji

Usecku AB.

Z3 —tecna paraboly

Jsou-li dany dva body A a B a primka p, miZzeme umistit dany bod B na danou
primku p tak, aby vydedny prehyb t prochazel druhym danym bodem A.

Obr. 2.3

Poznamka 1

UkéZzeme, Ze vznikla ptimka t je tecnou paraboly stidici ptimkou p a ohniskem B.
Necht spodni hrana prasvitného papiru je piimka p a bod B p lezi na svislé ose
tohoto papiru. Bod A je libovolny bod leZici na pravé ¢i levé hran¢ papiru. Papir
pieloZzime podle konstrukce Z3 (obr. 2.4). Zvolime jiny bod a opét preloZzime podle
konstrukce Z3. Po nekolikatém opakovani téchto kroka vidime, ze vzniklé piimky
obaluji kiivku, o niz chceme ukazat, Ze je parabola (obr. 2.5).



Obr. 2.4 Obr. 2.5

Presvédcime se, Ze tomu tak opravdu je (obr. 2.6).

Vrafme setedy k bodu BI p aoznacme Q bod soumérny s B podiet.

t je vznikly prehyb, t a p nejsou kolmé, k je kolmice na pitimku p v bodé Q b protina
tvbodd T(TT t).

TB|=[TQ|P T mé stejnou vzdalenost od bodu B a od piimky p (bod T leZi na parabole

sohniskem B atidici ptimkou p).
Musime dokézat, Ze parabola nema s primkou t Zadny dalSi spolecny bod.

./

Obr. 2.6

Dtikaz provedeme sporem:
Necht’ Sje druhy bod na ptimcet, ktery také nédleZi této parabole,
F je patakolmice z bodu Snaprimku p, ziefmé F 1 Q.



Také |SB| =|SQ)|, kdyz ST t (nebot t je mnoZina v3ech bodi stejng vzdalenych od bodu
BaQ). Dde |SB| =|SF|, kdyz ST parabole (mnozina viech bodi stejn¢ vzdalenych od
B ap).

Odtud [SQ|=|SF| ato je spor (v pravodhlém trojuhelniku SFQ nemiZe byt prepona
shodnd s odvésnou).

Tedy t obsahuje préavé jeden bod paraboly a vznikly piehyb t je tecnou paraboly
s ohniskem B atidici ptimkou p.

Poznamka 2
Obecné existuji dveé primky t, t” ak ni tecny z vnéjSiho bodu A k parabole (obr. 2.7).

Obr. 2.7

Z4 — osa Uhlu pirimek

Jsou-li dany dve primky (hrany) p a g, miZzeme dozt prrehyb m tak, aby primka
p lezela na primee q.

Obr. 2.8
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Poznamka

Uké&zeme, Ze tato konstrukce je disledek axiomatické konstrukce Z3.

Prasecik ptimek p a q oznacime bodem A a na ptimce q vyznatime bod B (obr. 2.9).
Sestrojime piehyb m tak, aby se po preloZeni pitimka AB (q) kryla s ptimkou p a piehyb
prochazel bodem A.

Vznikly prehyb m je osa Ghlu piimek p aq.

P

Obr. 2.9

Z5 — kolmice z bodu na primku
Je-li dan bod A a primka p, miZzeme doZt prehyb k, ktery je kolmy k primce

p a zaroven prochazi bodem A.

P

Obr. 2.10

Poznamka

Jestlize si na piimce p libovolné zvolime bod B a sestrojime piehyb k, ktery vede
bodem A a bod B lezi na ptimce p (obr. 2.11), vidime, Ze znikly prehyb k je kolmice na
ptimku p.

11



B B’ b
Obr. 2.11

Konstrukce tedy opét nema funkci axiomu a plyne z konstrukce Z3.

Z6
Jsou-li dany dve primky p, g a bod P, miZzeme sestrojit prehyb m kolmy na

primku g, pri kterém se zobrazi bod P na primce p.

\ g

Obr. 2.12

Poznamka
Sestrojime takovy prehyb m, aby se piimka g prekryvala a zaroven bod P lezel na
piimce p (obr. 2.12).

Z7 — spole¢na te¢na dvou parabol

Jsou-li dany dva body P a Q a dvé primky p a q, miZzeme dozt prehyb t tak, aby
bod P leZel na primce p abod Q lezel na primece .

12



Obr. 2.13

Tato konstrukce je velmi dulezita, protoZze umoznuje reSit nékteré problémy
eukleidovsky neresitelné. Napiiklad trisekce Uhlu a zdvojeni krychle, jak si ukaZzeme

v kapitole 4.

Proto s nyni provedeme podrobnéjSi analyzu konstrukce Z7 a zéroven ukézeme,

Ze se jedna o spolecnou te¢nu dvou parabol.

Predpokladejme, ze P1 p, QI qaprimky p aq jsou riznobézné. Ukazeme, Ze pro
dvadané body P, Q advé dané piimky p, q je pouze urgity pocet piimek t takovych,
7e P1 p a Q1 q: slozime papir podle kazdé z téchto primek t (obr. 2.14, 2.15,

2.16).
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Nasdli jsme nanejvystii primky t.
Rozeberme si podrobngji viechny mozné pripady vzdemné polohy bodi P, Q a primek

p. Q.
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Predpoklédejme, Ze PT p, Q1 g a piimky p a g jsou rovnobéZzné. Pak jako

t miZzeme zvolit libovolnou kolmici k ptimkam p, q (obr. 2.17).

P P’ p
Obr. 2.17

Primek t jsme nasli nekone¢né mnoho.

Predpokladejme, ze PT p, Q1 q apiimky p aq jsou riznobézné. Pak vyhovuiji
celkem tti primky: kolmice t; z bodu P na ptimku q (obr. 2.18), kolmice t; z bodu
Q naptimku p (obr. 2.19) aptimkats, ktera prochazi body P, Q (obr. 2.20).

QObr. 2.18
4\ 0=0"
i P
/
QObr. 2.19
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Obr. 2.20

Predpokladejme, Ze P1 p, aptimky p aqjsou riznob&zné.

Je zndmo, Ze vSechny paraboly jsou navzgjem podobné (viz [1], cvi¢.10.6). Bez Gjmy na
obecnosti mizeme predpokladat, Zze P = (0,0) a Ze ptimka p marovnici Y = 2 a primka
gmarovnici X + rY+ s= 0, nebot’ q ap jsou raiznobeézné.
Necht' Q = (u,v). Protoze ptimka t nemiZe byt kolma na p, kdyZ P~ by mélo byt nap,
musi mit t rovnici tvaru Y = mX +b. Podminku, Zze P" lezi na ptimce p pak vyjadiuje
rovnice y=y- 2(-)(mx- y+b)/(m’+(-1)?). Dosazenim y=2 a x=y=0
dostaneme b =m? +1. Necht Q= (U',V), pak Q jenagamarovnici u+rv+s=0.
Takze dostaneme:

fu- 2mmu- v+(m2 + )| + 1)}

+r{v+2mu - v+ (m® +1)|/(m? +1)}

+s=0.
Podedni vztah se redukuje na kubickou rovnici snezndmou m a koeficienty
sraciondnimi vyrazy r, s, u, v. To znamena, Zze miZeme dostat nejvys tii reSeni pro m.
ReSeni m jednoznaéné uréuje b a tedy piimku t. V tomto pifpadé piimka t je mezi
tecnami k parabole s ohniskem P aftidici primkou p. Jestlize QI q, pak t je taktéz mezi

tecnami k parabole s ohniskem Q atidici ptimkou g.

Predpokladejme, ze PI1 p, a ptimky p a g jsou rovnobézné. Zde jsou primky
t vymezeny kvadratickymi nebo linearnimi rovnicemi a existuji nanejvys dvé feSeni.
Jako v pripadé PT1 p, p aq jsou riznobézné mame b=m? +1. Zde ptimka q je

rovna podobg Y = w. Vezméme Q = (u,v). P&k w=v+ 2[mu - v+ (m2 +1)J/(m2 +1),

16



odtud dostaneme polynom [2+v- wlm? +[2u]m+[2- v- w]=0. V&echny tii

koeficienty nemohou byt nula. Polynom mé tedy nanejvys dva koreny.

Dodi jsme k zavéru, ze kromé toho, kdyz PIT p, QI q a primky p a q jsou
rovnob&zné, jsou zde nanejvys tii primky, které udavaji, ze P1 p a QT q. Kazda
z téchto primek je vymezena v kartézské soustavé polynomickou rovnici nanejvys tii
intervalt s koeficienty z nejmenSich poli obsahujicich soufadnice bodu P, Q a vektory
piimek p, q se souradnymi osami.

Poznamka

Na zavér tohoto odstavce upozoriiuji na nespolehlivost Internetu jako zdroje informaci.
Na strénkéch [6] origamisté uvadi piededlé konstrukce jako origami. Origami je ale
néco Uplné jiného, tam se pouziva neprasvitny papir. Odkazuji se na italsko-japonského
»matematika® Humiaki Huzitu, ktery formuloval z&kladni ,axiomy* jako konstrukce
Z1, Z2, Z3, Z4, Z5 a Z7. AvSak ztéchto konstrukci jsou axiomy pouze Z1, Z2 a Z3.
Origamisté povazuji za tvarce téchto konstrukci Huzitu, tiebaZe je jiz zhruba
0 Ctyricet let diive publikoval R. S. Yates [2]. Huzita patrné tyto konstrukce pievzal
a vydava je za axiomy. Stranky jsou doslova preloZeny z britskych stranek (které jsou
tedy také chybn¢) a rada uZivateli bohuzel povazuje takové informace za neménnou

pravdu.

2.2 Vicekrokové zakladni konstrukce
Z8 — rovnobézky

Je-li dan bod A a primka p, miZeme doZt hranu r, ktera je rovnobémné

s primkou p a zarovern prochdzi bodem A.

i

A

Obr. 2.21
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Postup:

Konstrukce predstavuje dvojnésobné uziti konstrukce Z5.
1) 1: kolmice na ptimku p bodem A

2) r: kolmice naptimku | bodem A

Vznikly ptehyb r je rovnobézka s piimkou p.

Z9 — obraz bodu v 0sové soumérnosti

Je-li dan bod A a primka o, miZeme sestrojit bod A" osove soumérny podle

primky o.

A A k

Obr. 2.22

Postup:

S vyuZzitim konstrukci Z4, Z5 a Z8 sestrojime takto:
1) k: kolmice na o bodem A

2) 1: kolmice nak bodem A

3) s osauhlu pti vrcholu A

4) S sCo

5) m: kolmice nas bodem S

6) A" mCk

Z10 — obraz bodu ve stfedové soumérnosti

Jsou-li dany dva body A a O, miZeme sestrojit bod A” sti/edove soumerny podle
bodu O.

18
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Obr. 2.23

Postup:
S vyuZzitim konstrukci 22, Z4, Z5 a Z8 sestrojime takto:
1) ptimka AO

2) k: kolmice na AO bodem A
3) I: kolmice na AO bodem O
4) s osauhlu pri vrcholu A
5 SICs

6) m: kolmice nasbodem S
7) A: mC AO

Z11 — posunuti bodu

Je-li dan bod X a vektor AB, miZeme bod X posunout o vektor AB.

Obr. 2.24

19



Postup:

S vyuZzitim konstrukci 22, Z4, Z5 a Z8 sestrojime rovnobéznik AXX'B takto:
1) primka AX

2) k: kolmice na AX bodem B

3) r: rovnobézka s AX bodem B

4) ptimka AB

5) I: kolmice na AB bodem X

6) u: rovnobézka s AB bodem X

7) X:rGu

Z12 —otoceni 1
Je-li dan uhel AOB a bod X na rameni thlu OA, miZeme sestrgjit bod X na

rameni Uhlu OB.

O WX A
Obr. 2.25
Postup:
S vyuzitim konstrukci Z4 a Z5 sestrojime takto:
1) o: osauhlu AOB
2) k: kolmice na o bodem X
3) X: kCOB

Z13 — preneseni Usecky na polopiimku

Je-li dana Usecka AB a poloprimka DX, muiZeme sestrojit Usecku A'B” na

polopiimce DX.

20



Obr. 2.26

Postup:
S vyuZzitim konstrukce Z11 sestrojime rovnobéZznik ABCD. Pak sestrojime Usecku A'B”
svyuzitim konstrukce Z12.

Z14 — preneseni Uhlu
Je-li dan ahel AOB a poloprimka VM, muZeme sestrojit thel MVD”™ shodny
suhlem AOB.

Obr. 2.27
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Postup:

S vyuzitim konstrukci Z5, Z8, 211, 712, 713 sestrojime takto:
1) A*: posunuti Usecky OA o vektor OV

2) A: A* —» A’ (konstrukce Z12)

3) k: kolmice naVM bodem A’

4) |: kolmice na OA bodem A

5 D: OBCI

6) D*: posunuti Usecky AD o vektor AA

7) D: D* — D" (konstrukce Z12)

1) 8) [PAOB|=[PMVD'|

Z15 — otogeni 2
Je-li dan stred otaceni S bod X a Uhel AOB, miizeme otocit bod X o Uhel AOB.

Obr. 2.28
Postup:

Tato konstrukce se sklada z preneseni Uhlu a otoceni 1, proto nejprve sestrojime Uhel
A’O’B’ shodny s thlem AOB (konstrukce Z214) anésledné bod X~ (konstrukce Z12).

22



216 — prasecik pirimky s kruznici

Jelli dana primka p a kruzice k, ktera je dana st/edem O a bodem

M T Kk, miZeme sestrojit jejich priseciky Py a P, (pokud existuiji).

Obr. 2.29

Postup:

1) t;: M nap aprehyb prochazi bodem O (konstrukce Z3)
2) z;: kolmice nat; bodem M

3) P pCz

4) t,: M nap aprehyb prochazi bodem O (konstrukce Z3)
5) z: kolmice nat, bodem M

6) P2 pCz

Z17 — prasecik dvou kruznic

Je-li dana kruzice v se stredem Sa kruznice u se stredem O, miizeme sestrojit

jejich pruasecik P.
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Obr. 2.30

Tato konstrukce, kterd pochézi od vedouciho mé diplomoveé préce, je pomérné naro¢na.
Proto provedeme nejprve rozbor:

aje chordalakruznicu, v b Q mastejnou mocnost k obéma kruznicim:

QK QL =QM QN (orientované vzdalenosti)

QK _QM _QK-QM _ KL

ON QL ON-QL LN

Bez Ujmy na obecnosti lez predpoklédat, Ze je dana piimka p, na ni sttedy O, S kruznic

u, v ajegjich praseciky K, L aM, N s piimkou p (kdyby byly poloméry dany jako Usecky
jinde, miZeme je na p prenést pomoci konstrukci Z11, Z213).
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Priseciky tedy sestrojime podle nésledujiciho postupu:
1) kolmice (1), (2), (3
2) A, B: nanesenim délek |AM| = |KM| }
(konstrukce Z212)
|BL| =|LN|
3) ptimka AB
4)Q: ABC p
5) prehyb a: a je kolmice nap v bodé Q
6) C: naneseni délky |OL| =|OC| (konstrukce Z12)
7) prehyb b: C naa presbod O
8) prehyb c: kolmice nab bodem C
9 P: aCc
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3 Wuziti konstrukci skladanim papiru ve vyuce

V této kapitole ukézeme, jak Ize klasické zpuasoby konstrukci, které uvadéji
ucebnice [3], [4], [5] nahradit a provést sklddanim papiru. VyuZijeme k tomu neékteré
z&ladni konstrukce, které predpokladame, Ze Zaci umgji sestrojit.

3.1 Osova soumérnost
3.1.1 Shodnost geometrickych Utvara

V Zivoté kolem nés nalézdme obrézky nebo piredmgty, které maji stejny tvar
a stejnou velikost. Fotografie na titulnich strankach vsech vytiska jednoho ¢isla
Casopisu maji stejny tvar i stejnou velikost. VSechny listy téZze ucebnice maji stejny tvar
a steginou velikost, viechny diskety do pocitace, kompaktni disky nebo magnetofonové
kazety maji stejny tvar a stejnou velikost. TotéZz se tyka stejnych stola, Zidli, lahwvi,
kvétindet, tuzek apod. Nebereme pritom v Uvahu jejich barvu nebo ndpisy na nich.
V praxi hovotime o stejnych predmétech, v matematice hovorime o shodnych
rovinnych nebo prostorovych Utvarech.

Uloha 1:
Z kreseb Utvart na obr. 3.1 vyberte takovy Utvar, ktery ma stejny tvar i stejnou velikost

s cervenym.

V2,

Jak poznédme, jestli jsou dva obrazce shodné? Jeden z nich piekreslime na
prasvitku a prilozime ho na druhy. JestliZze se oba obrazce po premisténi kryji, fekneme,
Ze maji stejny tvar i stejnou velikost. V matematice fekneme, Ze obrazce jsou shodné.
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Nekdy nestaci s prasvitkou jen posouvat po papife, ale musime ji zvednout
a pieklopit spodni stranou nahoru. Nemusime-li pireklopit prasvitku, hovoiime o p/imo
shodnych obrazcich. JestliZze se obrazce kryji pouze tehdy, kdyz prasvitku pieklopime,
hovotime o nepimo shodnych obrazcich.

Rozhodovat o shodnogti obrazci pomoci prasvitky miZzeme jenom u rovinnych
obrazci. Kolem nas je mnoho shodnych prostorovych Gtvard, napriklad kazety do
magnetofonu nebo videa, Zidle stejného typu, automobily Felicie stejného typu, rodinné
domky stejného typu aj. Kdyby nebyly vSechny osobni automobily Felicie shodné,
nemohli bychom vyménovat vadné soucastky za ndhradni. O jejich shodnosti ptitom
nemazeme rozhodovat pomoci prasvitky. NemuZeme premistit dva automobily tak, aby
sekryly.

O shodnosti prostorovych Utvara (napiiklad vyrobenych soucastek automobilt)

se |ze presvédcit merenim.

3.1.2 Osova soumérnost ajegji vlastnosti
Sklddanim papiru vyieSime nekolik prikladd a ukéZeme vlastnosti osové

SOUMErnosti.

Uloha 1:
Na list prasvitného papiru narysujte Usecku AB a sklddanim papiru sestrojte jeji osu
(konstrukce Z1).

Uloha 2:

Dogali jste list prasvitného papiru, na kterém je obrys viadtovky (obr. 3.2). PreloZte ho
podle vyznacené primky o a presvédcte se, Ze se ob¢ poloviny obrysu vlastovky Kryji.
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Obr. 3.2

Uloha 3:
Do obrysu vladtovky vyznatte body U, V, X, Y (obr. 3.3) a skl&danim papiru sestrojte
body U", V', X", Y. VyuZijte k tomu konstrukci Z9.

Reeni (viz obr. 3.4)

Obr. 3.3 Obr. 3.4
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Body U, V, X jsme zobrazili na body U", V', X". Body U, V, X nazyvame vzory
a body U’, V', X" nazyvame obrazy bodu U, V, X. Zvl&&ni postaveni ma bod Y. Na
prvni pohled totiZ vidime, Ze po pielozeni podle ptimky o zistdva bod Y na svém misté.

Zapiseme Y =Y".

Body, které se zobrazi samy na sebe a neméni tedy svou polohu, nazyvame

samodruzZné body. Jsou to v3echny body piimky o.

Zobrazeni, které jsme popsali, nazyvame osova soumernost. Primka o, podle niz

pieklddadme prisvitku je osa soumernosti.

Uloha 4:

Na list prasvitného papiru narysujte piimku o a vyznaéte dva body M, N, které na ni
nelezi. Déle vyznatte bod O, ktery leZi na piimce o.

a) Skladanim papiru sestrojte obrazy M”, N” bodti M, N v 0Sové soumérnosti S 0sou o.
b) Skladanim papiru sestrojte obraz M"N” Usecky MN v 0S0vé soumernosti S 0sou o.

c) Vyznacte obraz bodu O v 0sové soumeérnosti S 0sou o.

Reeni (viz obr. 3.5)

a) Podle konstrukce Z9 umime sestrojit.

b) Obrazem Usetky MN v osové soumeérnosti sosou o je usecka M'N". Vime, Ze je
s Uisetkou MN shodna (M“N"@MIN) . Jgjich délky se proto rovnaji (MN| =|M"N').

c) Bod O leZi naose o, je proto samodruzny. Plati O =O'.
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Uloha 5:

Na list prasvitného papiru narysujte libovolny trojuhelnik RST. Vyznaéte bod U, ktery
je bodem strany ST abod V, ktery je bodem strany RS. Body U, V nesplyvaji se Zadnym
vrcholem trojuhelniku RST. Skladanim papiru sestrojte obraz R'ST” trojuhelniku RST

V 0SOVé soumernosti sosou o =UV. Spole¢nou ¢ast vzoru a obrazu vybarvéte.

Reeni je naobr. 3.6.

Obr. 3.6

V tomto odstavci jsme si ukézali jen nékolik prikladt, pomoci nichz mazeme
demonstrovat osovou soumgrnost sklddanim papiru. V ucebnici [4] je uvedena cela fada
dalSich uloh, které I1ze na tlohy skladanim papiru prevest.

3.2 Trojuhenik

Trojuhelniky jsou rovinné obrazce, jimiz se matematika zabyva svelkou
pozornogti. Patii k nejjednodusSim obrazcam s mnohostrannym vyuZzitim. Nékteré
sloZit¢jSi obrazce miZzeme rozloZit na neprekryvajici se trojuhelniky atim si zjednodusit
préci snimi. Napiiklad pti sestavovani map byla rozlehla GUzemi rozdélena na
neprekryvajici se trojuhelniky. Jejich vrcholy vyznagené triangula¢nimi kameny tvorily
opérné body pri kresleni map a ur¢ovani vzdalenosti na zemském povrchu. Diky tomu
mohli na konci 18. stoleti francouz&ti védci zmerit délku zemského poledniku a stanovit
jeden metr jako zékladni jednotku délky.
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3.2.1 Souéet vnit¥nich ahla v libovolném troj Ghelniku

Na zacétku této kapitoly v ucebnici [5] je Zzékam zadan ukol, aby narysovali
libovolny trojuhelnik ABC a zméiili velikosti jeho vnittnich ahla. Budou-li pracovat
presné, zjisti zajimavy vysledek, Ze soucet vnittnich ahla v libovolném trojuhelniku je

180°. Nasledn¢ je pak dokazéno, proc toto tvrzeni skutecné plati pro kazdy trojahelnik.

My se o tomto poznatku piesvéd¢ime na z&kladé experimentu vyieSenim
nasledujicich tloh sklédanim papiru.

Uloha 1:
Narysujte a vystiihnéte z papiru pravouhly trojuhelnik, potom z néj sloZte pravouhelnik
(pravouhelniky jsou obdélniky a ¢tverce).

Reeni je naobr. 3.7.

Obr. 3.7

Tato tloha ma vsak jedte jiné feSeni, které budeme potiebovat k naSemu experimentu.
Proto je tedy nutné se s nim také seznamit (obr. 3.8).
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Obr. 3.8
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Uloha 2:
Opakuijte piedchozi tlohu pro ostrouhly trojahelnik.

Reeni je naobr. 3.9.
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Obr. 3.9
Uloha 3:
Jakou ¢ast trojuhelniku tvoti vznikly pravouhelnik?
Reeni je obr. 3.10.
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Obr. 3.10

Z obrézku 3.10 vidime, Ze vznikly pravouhelnik KLMN tvori % obsahu trojuhelniku
ABC.
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Uloha 4:
Oznacte si thly v trojahelnicich z dloh 1) a 2) pismeny «, f, y tak, aby po dozeni
pravouhelniku byly vidét. Co plati pro velikosti téchto uhla?

Reeni je naobr. 3.11 anaobr. 3.12.
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Obr. 3.11
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Obr. 3.12

Z obrazka 3.11 a 3.12 vidime, Ze soucet vnitinich Uhla v libovolném trojahelniku je

a +f +yatojeptimy Uhel. Proto plati o+ +y = 180°.

33



Uloha 5:
Najdéte takovy trojuhelnik, aby prekladanim vznikl ¢tverec.

Reeni (viz obr. 3.13)

Z obrdzku 3.10 miaZeme usoudit, Ze délka strany MN pravouhelniku MNKL je
polovinou délky strany AB trojuhelniku ABC a dale, Ze délka strany LN je polovinou
vy3ky z vrcholu C v trojuhelniku ABC. Proto bude pravouhelnik MNKL ¢tvercem praveé

tehdy, kdyZ v trojihelniku ABC bude platit, Ze |AB| = v,.

C

A M " N B
Obr. 3.13

3.2.2 Stiredni pii¢ky troj uhelniku
Ucebnice [5] uvadi, Ze stredni pricka trojahelniku je Usecka, jejiz krajni body
jsou stiedy dvou stran trojuhelniku. Je rovnobéZna sjeho tieti stranou a jeji délka je

rovna poloviné délky této strany.

O téchto vlastnostech se presvedcime sklddanim papiru.

Uloha 1:
Na list prasvitného papiru narysujte trojuhelnik ABC. Skladanim papiru sestrojte stied
B, strany AC, stied A; strany BC (konstrukce Z1) a Usecku A;B; (konstrukce Z2).



Reeni (viz obr. 3.14)
Usecka A;B; je stiedni pricka trojihelniku ABC.

C

Af
Bi

A / B

Obr. 3.14
Uké&zeme, Ze stiedni pricka A; B, trojuhelniku ABC méaobé uvedené vliastnosti.

Uloha 2:
Sestrojenou Usecku A; B; sklddanim papiru posurite o vektor B;A (konstrukce Z11).

Reeni je naobr. 3.15.

C

A=Bi" Al B
Obr. 3.15
ProtoZe Usecka A1 'B;” 1€Zi na Usedce AB, je Usecka A1B; rovnobézna s tseckou
AB. Skladanim papiru zjistime, Ze bod A;” je stied Usecky AB atim jsme se presvedgili,

Ze stiedni pricka A;B; trojuhelniku ABC ma obé uvedené vlastnosti: je rovnobézna

sjeho tieti stranou a jeji délka je rovna poloviné délky této strany.
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Uloha 3:

Dogdali jste list prasvitného papiru, na kterém je narysovan trojuhelnik A;B,;C;.
Skladanim papiru sestrojte trojuhelnik ABC takovy, aby vrcholy trojuhelniku A;B;C;
byly stredy Usecek BC, CA aAB.

Reeni (viz obr. 3.16)

Nyni uz zndme vlastnosti stiednich pric¢ek trojuhelniku, proto svyuzitim konstrukce Z8
sestrojime takto:

1) r:rovnobézkas A;C, bodem B,

2) s rovnobézka s B1C; bodem Aq

3) t: rovnob¢zka s A;B; bodem C;

4) ArCt

5 B:sCt

6) C:rCs

7) trojuhelnik ABC

Ci

i

Al Bi

Obr. 3.16

3.2.3 Stied kruznice opsané

V této kapitole se budeme zabyvat kruznici, na které lezi vSechny tti vrcholy
trojuhelniku. Takova kruznice se nazyva kruznice opsana tomuto trojuhelniku.
Kazdému trojuhelniku Ize opsat jedinou kruznici. Jeji polomer je roven vzdéenosti
stiedu od libovolného vrcholu trojuhelniku. A kde je jeji stied?
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Na zékladé¢ experimentu uk&Zeme, jak skl&danim papiru sestrojime stied

kruZnice opsané trojuhelniku.

Uloha 1:
Bez pouziti kruzitka (pomoci Sablony) na prasvitny list papiru narysujte kruznici
k. Skl&danim papiru sestrojte stred O kruznice k.

Reeni (viz obr. 3.17 aobr. 3.18)
Sestrojime alespon dva takové prehyby, aby se po pieloZeni kruznice piekryvala
V jgjich praseciku je stied O kruznice k.

Obr. 3.17 Obr. 3.18

Uloha 2:

Dogali jste prasvitny list papiru, na kterém je narysovany trojuhelnik ABC a kruznice
k se stiedem O opsana tomuto trojuhelniku. Skladanim papiru sestrojte osu strany AC
trojuhelniku ABC (konstrukce Z1). Jaka je jeji poloha vici stiedu O?

Reeni (viz obr. 3.19)

Vidime, Ze osa Usetky AC prochazi sttedem O.

A~ 7B

Obr. 3.19
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Uloha 3:
Skladanim papiru sestrojte jesté osy stran AB a BC trojuhelniku ABC.

Reeni je naobr. 3.20.

Obr. 3.20

Skladanim papiru jsme zjistili, Ze stied kruznice opsané trojuhelniku je prasecik os jeho

stran. K vyznateni jejich praseciku sta¢i vSak sestrojit jenom dvé z nich.

Uloha 4:
Na prasvitny list papiru narysujte libovolny trojuhelnik RST. Sklédanim papiru sestrojte
stied O kruznice k opsané trojuhelniku RST.

Reeni je naobr. 3.21.

Obr. 3.21
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3.2.4 Stred kruZznice vepsané

Také v této kapitole se budeme zabyvat kruznici, ktera souvisi strojuhelnikem.
Kruznice, kterd se dotykd vSech tii stran trojuhelniku, se nazyva kruznice vepsani
tomuto trojuhelniku. Kazdému trojuhelniku 1ze vepsat jedinou kruznici. Jeji polomér je
roven vzdalenosti jejiho stiedu od libovolné strany trojuhelniku a jeji stied podobné

jako stred kruznice opsané nalezneme skladanim papiru pomoci experimentu.

Uloha 1:

Dodgali jste prasvitny list papiru, na kterém je narysovany trojuhelnik ABC a kruznice
k se sttedem S vepsana tomuto trojuhelniku. Sklddanim papiru sestrojte osu uhlu ACB
trojuhelniku ABC (konstrukce Z4). Jaké je jeji poloha vaci stiedu S?

Reeni je naobr. 3.22.

Vidime, Ze osa Uhlu ACB prochézi stiedem S,

II‘C

A " B
Obr. 3.22

Uloha 2:
Skladanim papiru sestrojte jesté osy uhlt CAB a CBA trojuhelniku ABC.

Reeni je naobr. 3.23.

v O

Obr. 3.23
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Skladdanim papiru jsme zjistili, Ze stred kruznice vepsané trojuhelniku je prasecik os

jeho vnittnich ahla. K vyznaceni jejich praseciku staci vSak sestrojit jenom dveé z nich.

Uloha 3:
Na prusvitny list papiru narysujte libovolny trojuhelnik KLM. Sklédanim papiru
sestrojte stted Skruznice k vepsané trojuhelniku KLM.

Reeni je naobr. 3.24.

K L

Obr. 3.24

3.2.5 VyXky trojuheniku

Ucebnice [4], [5] uvé&déji, Ze vyskou trojuhelniku rozumime Gsecku (¢i délku té&to
Usexky), kterd spojuje vrchol trojahelniku s patou kolmice vedené z tohoto vrcholu
k ptimce, na které lezi protéjsi strana. Kazdy trojuhelnik ma tfi vy3ky. Primky, na
kterych tyto vysky leZi, se protingji v jediném bod¢. Nazyvame ho priisecikem vySek.

Z&ci se 0 tom presvedeuji rysovanim vysek. Budeme-li piesni, presvédéime se
0 tom skl&danim papirul.

Vysky v ostrouhlém trojdhelniku

Uloha 1:

Na list prasvitného papiru narysujte ostrouhly trojuhelnik ABC. Skladanim papiru
sestrojte vySku v, trojuhelniku ABC.

Reeni (viz obr. 3.25)
Bodem A vedeme kolmici ke strané¢ BC (konstrukce Z5) a jeji patu oznagime A. Usecka
AA, je vyska v, trojuhelniku ABC.
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Ao

Y

A B

Obr. 3.25

Uloha 2:
Skladanim papiru sestrojte jedte vysky v, a V¢ trojuhelniku ABC prislusné ke stranam

bac.

Reeni je naobr. 3.26.
Stejné jako vy3ku v, v predchozi Gloze sestrojimei vysky v, a Ve.

C
Al
ve /2
B
!
A C B

Obr. 3.26

Presnym sestrojenim jsme zjistili, Ze v3echny t¥i vySky se protingji v jednom bodg.
Tento bod se nazyva priisecik vysek trojuhelniku ABC. Budeme ho znit pismenem V.

Vysky v pravouhlém trojuhelniku
Uloha 3:
Na list prasvitného papiru narysujte pravouhly trojuhelnik ABC. Skladanim papiru

sestrojte vy3Ky Va, W @V trojuhelniku ABC.

41



Reeni je naobr. 3.27.

B
co
a=vh | ¢ ¢
C=A0=Bo=V  b=va A

Obr. 3.27

Nyni jsme si vaimli, Ze vyska ke stran¢ BC splyva s odvésnou AC a vyska ke stran¢ AC
splyva sodveésnou BC. Spolecnym bodem v3ech tii vySek je bod C - vrchol pravého
Uhlu trojuhelniku ABC.

Vysky v tupouhlém trojuhelniku
Uloha 4:
Na list prasvitného papiru narysujte tupouhly trojuhelnik ABC. Skladanim papiru

sestrojte vy3Ky Va, Vb a Ve trojuhelniku ABC.

Reeni je naobr. 3.28.

. S

S
C B

Obr. 3.28

A

Dodli jsme k zavéru, Ze dveé z vySek nemizeme do trojuhelniku vyznacit. Abychom je
mohli sestrojit, musime ,, prodlouZit* strany AC a BC trojuhelniku ABC.
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Vidime, Ze vtupouhlém trojuhelniku tedy leZzi dvé zjeho vySek vné
trojuhelniku. Jeho tii vysky nemaji Zadny spolecny bod. Prolozime-li v3ak kazdou
z vy3ek primkou, protnou se tyto tii ptimky v jediném bodg, ktery oznacime V. Také
v tomto pripadé se bod V nazyva prusecik vysek.

Skladanim papiru jsme se presvédcili, Zze poloha praseciku vysek V vzhledem
k trojuhelniku zavisi na druhu trojuhelniku:
-V ostrothlém trojuhelniku je bod V jeho vnitinim bodem.
-V pravouhlém trojuhelniku splyvé bod V s vrcholem pravého dhlu.
-V tupouhlém trojuhelniku lezi bod V vn¢ trojuhelniku.

Skladanim papiru dokézeme, Ze primky, na kterych lezi vysky kazdého trojuhelniku, se
protingji v jednom bodg.

Uloha 5:

Na list prasvitného papiru narysujte libovolny trojuhelnik ABC a sklddanim papiru
sestrojte pomocny trojuhelnik XYZ tak, aby bod A byl stiedem strany YZ, bod B sttedem
strany XZ abod C stitedem strany XY.

Reeni je naobr. 3.29.
To, Ze takovy trojuhelnik existuje jsme zdivodnili v Uloze ¢islo 2 kapitoly o strednich
prickach.

Obr. 3.29
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ProtoZe BC je rovnobézna s YZ, je vy3ka AA, trojuhelniku ABC kolmé nejen ke strané
BC, adei k Usecce XZ, jgjimz stiedem je pravé bod A. Proto vyska AAy leZi na primce,
kterdje osou Usecky YZ. Zopakujeme-li predchozi Uvahu i pro vysky ke strandm AB
aAC, dogtanete tento vysledek:

Vy3ky trojuhelniku ABC leZi na primkach, které jsou osami stran trojuhelniku XYZ. Osy
stran trojuhelniku XYZ se protingji v jednom bodg¢ - stfedu kruZnice jemu opsané. Proto
piimky, na kterych lezi vysky trojuhelniku ABC, se skutecné protingji v jednom bodg.

3.2.6 Tézniceatézisté v trojuhelniku
V této kapitole popiSeme jedt¢ jednu duleZitou Usecku, jejiz krajni body lezi na
stranach trojuhelniku.

Na 3picce ukazovaku se snazte udrzet ve vodorovné poloze bez hnuti u¢ebnici
matematiky. Je moZné udrZet podobnym zptasobem na $pi¢ce ukazovéku trojuhelnik?
Vytizneme-li z kartonu trojuhelnik, zjistime, Ze existuje bod, v némz Ize podeprit
trojuhelnik ukazovakem a udrzet ho bez hnuti ve vodorovné poloze. Nyni provedeme
pokus jak tento bod nalézt. ProtoZe prasvitny papir je prilis lehky, musime pro tento
pokus pouZzit nejprve papir z tvrdSiho materialu.

Uloha 1:

Z tuhého papiru nebo kartonu vystiihnéte trojuhelnik ABC, jehoZ vSechny vnitini ahly
jsou mensi nez thel pravy. V blizkosti vrchola propichnéte hrotem kruZzitka otvory pro
z&vésné nité. Postupné ve vSech tiech vrcholech zavéste trojuhelnik na nit, pockejte, az
se ustéli v rovnovézné poloze a zakreslete na trojuhelniku Gsecku, ktera je prodlouzenim
nit¢ (obr. 3.30).

.
i C
ic
b
Sc
A
Obr. 3.30
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Vrcholy a priseciky zakreslenych Gse¢ek se stranami trojuhelniku oznacte tak, jako na
obr. 3.31.
C

Sh Sa

A Sc B
Obr. 3.31

Uloha 2:

Obkreslete trojuhelnik (obr. 3.31) na prasvitny papir a sklddanim papiru porovnejte
délky Usecek:

AS)| 2[CS,),

|AS| a|BS,

IBS,| alCs,|.

Jestlize je pokus peclivy, zjistime, Ze plati:

AS;|=[CS)|, |AS,[=[BS.|, |BS;[=[CS,}

Body S, S, & jsou tedy stiedy stran trojihelniku ABC. Usetky AS,, BS,, CS. spojujici
vrcholy se stiedy protéjSich stran nazyvame téznice trojuhelniku ABC. Bod T, ktery je

v

spolecnym bodem v3ech tii téZnic, nazyvame téziste trojuhelniku ABC.

Ukézali jsme, Ze teznice je Usecka, ktera spojuje vrchol trojuhelniku se stiedem jeho
protéjsi strany. Kazdy trojuhelnik ma tii téZnice, které se protingji v jednom
bod¢ - v tezidti T.
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3.3 Pravouhdniky
Ucebnice [5] uvadi, Ze pravouhelniky rozlisujeme podle toho, zda jsou jejich
sousedni strany shodné, nebo nikoli, na ¢tverce a obdélniky.

X X

X=y xly

Ctyrthelnik, jehoz vZechny vnitini Ghly jsou pravé, se nazyvéa pravouhelnik.
Pravouhelnik, jehoZ sousedni strany jsou shodné, se nazyva ctverec. Pravouhelnik,
jehoz sousedni strany nejsou shodné, se nazyva obdénik.

3.3.1 Ctverec
ProtoZe vime, Ze ¢tverec je ctyruhelnik, jehoZz vSechny strany jsou shodné

avsechny vnittni thly pravé, maZzeme sestrojit nasledujici tlohu.

Uloha 1:
Skladanim papiru sestrojte libovolny ¢tverec ABCD.

Reeni (viz obr. 3.32)

S vyuZzitim konstrukci Z4, Z5 a Z8 sestrojime takto:
1) ptimka AB

2) k: kolmice na AB bodem A

3) I: kolmice na AB bodem B

4) o: osauhlu pti vrcholu A

5 CICo

6) m: kolmice nal bodem C

7) D: kCm

8) ctverec ABCD
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k I
D ¢
m
1 B
Obr. 3.32

Dale vime a skladanim papiru se snadno mazeme piesvédCit, Ze kazda uhlopricka ho

déli na dva shodné rovnoramenné pravouhlé trojahel niky.

Uloha 2:
Na list prasvitného papiru narysujete ctverec ABCD. Skladanim papiru sestrojte
Uhlopricky uy, U a zdivodnéte, co je jejich prasetikem S,

Reeni (viz obr. 3.33)

Z obrézku vidime, Ze bod Sje sttedem soumérnosti ¢tverce ABCD a zéroven stiedem
kruznic k; a kp, z nichZ k; je ¢tverci opsana a k; ¢tverci vepsana. Bod S se nazyva stred
¢tverce.VSechny ¢tyri pravouhlé rovnoramenné trojuhelniky ABS, BCS CDS a DAS

jsou shodné.

Obr. 3.33
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Uloha 3:
Na list prisvitného papiru narysujte ¢tverec ABCD a skl&danim papiru sestrojte vechny
jeho osy soumérnosti.

Reeni (viz obr. 3.34)

Ctverec miazeme pieloZit &tyrmi zpasoby tak, Ze se obé jeho ¢ésti kryji. VEechny osy
prochézeji sttedem ctverce, jimz je prasecik Uhlopricek. Dvé osy soumérnosti jsou
zéroven osami dvojic protilehlych stran. DalSi dvé osy soumérnosti jsou zaroven osami
dvojic protilehlych vnitinich dhla.

D C

o4

ol A B

o2 o3

Obr. 3.34

3.3.2 Obdénik

Také o obdélniku vime, Ze je ¢tyruhelnik, jehoZ vSechny vnitini Uhly jsou prave,
protéjsi strany jsou shodné a sousedni strany shodné nejsou. Kazda uhlopricka ho déli
na dva shodné nerovnoramenné pravouhlé trojuhelniky. O téchto vlastnostech se
presvédcime sklddanim papiru.
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Uloha 1: Skladanim papiru sestrojte libovolny obdélnik ABCD.

Reeni (viz obr. 3.35)

S vyuZzitim konstrukci Z4, Z5 a Z8 sestrojime takto:
1) ptimka AB

2) k: kolmice na AB bodem A

3) I: kolmice na AB bodem B

4) r: rovnobézkas AB

5 D: kCr

6) C.ICr

7) obdélnik ABCD

k /
D C
¥
A B
Obr. 3.35

Uloha 2:
Na list prasvitného papiru narysujete obdélnik ABCD. Skladanim papiru sestrojte
Uhlopricky ug, U a zdivodnéte, co je jejich prasetikem S,

Reeni (viz obr. 3.36 aobr. 3.37)
Z obrazku vidime, Ze bod S je stiedem soumérnosti obdélniku ABCD. Trojuhelniky ASB
a DSC jsou shodné (napt. podle véty sss), podobné jako trojuhelniky BSC a DSA.

D C e C

Obr. 3.36 Obr. 3.37

49



Uloha 3:
Skladanim papiru sestrojte stied kruznice opsané obdéliniku ABCD. Pokuste se najit také

stied kruZnice vepsané obdélniku ABCD.

Reeni (viz obr. 3.38)
Vidime, Ze bod Sje z&roven stiedem opsané kruznice k. Vepsat obdélniku kruznici

nelze.
D C
&
S
A B
Obr. 3.38
Uloha 4:

Na list prasvitného papiru narysujete obdélnik ABCD a skl&danim papiru sestrojte

vSechny jeho osy soumeérnosti.

Reeni (viz obr. 3.39)
Obdélnik mazeme pieloZit dvéma zpasoby tak, Ze se obé jeho ¢ésti kryji. Ob¢ osy
prochazeji prasecikem jeho Uhlopricek. Obé osy soumérnosti jsou zaroven osami dvojic

jeho protilehlych stran,

D C
o2
A B
olf
Obr. 3.39
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4 Vyuziti konstrukci skladanim papiru v zamoveé praci

V této kapitole si uvedeme nekteré ulohy vhodné pro zgimovou ¢innost se Zaky.
Napied uvedeme jednodusSi Ulohy, pak tlohy o kuzeloseckéch a nakonec nékteré tlohy

eukleidovsky nefesSitelné (trisekce uhlu, zdvojeni krychle).

4.1 Dalsi ulohy
Nyni vyieSime nékolik uloh skladanim papiru pomoci zakladnich konstrukci.

Uloha 1:
Je dan bod A a ptimka o. Skladanim papiru sestrojte obraz bodu A v symetrii podle
piimky o.

Reeni (viz konstrukce Z9)

Uloha 2:
Jsou dany body A, O. Sklddanim papiru sestrojte obraz bodu A v symetrii podle bodu O.

Reeni (viz konstrukce Z10)

Uloha 3:

Na list prasvitného papiru narysujte rovnostranny trojuhelnik ABC. Vyznacte bod D,
ktery je stiedem strany AC a bod E, ktery je stiedem strany AB. Sklddanim papiru
sestrojte obraz A'B’C”  trojuhelniku ABC v osové soumgérnosti sosou o= DE.

Spole¢nou ¢ést vzoru aobrazu vybarvéte.

Reeni je naobr. 4.1.

O

B B’
b

A’ A
/D

C o

Obr. 4.1
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Uloha 4:

Na list prasvitného papiru narysujte obdélnik ABCD, ktery predstavuje kulecnikovy

stul. Vyznacte body K a L, které uréuji polohu kouli. Chceme, aby se koule K odrazila

od okraje stolu a poté narazila do koule L. Skladanim papiru najdéte bod Sna hrané AB

kule¢nikového stolu, v némz se koule K musi odrazit.

Reeni (viz obr. 4.2)

Ze zkuSenosti vime, Ze Uhel odrazu je shodny s thlem dopadu. Stejné tak Uhel odrazu

kulecnikové koule je shodny s ihlem jejiho dopadu na hranu stolu v bodé S.

D C
K“u\L . S
\\\ /T/
A ] B
x/ \'il. y
| Obr. 4.2
Uloha 5:
Skladanim papiru sestrojte rovnostranny trojuhelnik ABC, je-li déna:
a) strana AB,
b) vyskaCQ.

Reeni Gkolu a) (viz obr. 4.3)
1) ptimka AB
2) 0: osausecky AB

3) piehyb p: A na o apiehyb prochdzi bodem B

4) |: kolmice nap bodem A
5 C:oCl
6) trojuhelnik ABC
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/A B

Obr. 4.3

Reeni dkolu b) (viz obr. 4.4)
1) ptimkaCQ

2) k: kolmice na CQ bodem Q
3) I: kolmice CQ bodem C

4) o: osausetky CQ

5) piehyb p: Q na o apiehyb prochézi bodem C
6) B:kCp

7) piehybt: Q nao aprehyb prochazi bodem C
8) A kCt

9) trojuhelnik ABC

P 4
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Uloha 6:
Sklddanim papiru sestrojte pravouhly rovnoramenny trojuhelnik ABC, je-li dana
prepona AB.

ReSeni (viz obr. 4.5)

1) ptimka AB

2) k: kolmice na AB bodem A
3) I: kolmice na AB bodem B
4) o: osauhlu pti vrcholu A
5) p: osauhlu pri vrcholu B
6) C.:oCp

7) trojuhelnik ABC

Obr. 4.5

Uloha 7:
Jsou dény body A, B a ptimka p. Skladanim papiru sestrojte pravouhly trojuhelnik ABC
s pieponou AB tak, aby CT p.

Reeni (viz obr. 4.6)

1) ptimka AB

2) 0: 0sausecky AB

3) P: ABCo

4) piehyb m: B nap apiehyb prochézi bodem P
5) k: kolmice nam bodem B

6) prehyb n: A nap a piehyb prochézi bodem P



7) |: kolmice nan bodem A
8) Ci: pCk

9) Cx pCl

10) trojuhelnik ABC,

11) trojuhelnik ABC;

Obr. 4.6

Uloha 8:

Je déna Usecka CB a primka p. Sklddanim papiru sestrojte pravouhly trojuhelnik ABC
S preponou AB tak, aby:

a) prasecik osy uhlu ACB a piepony lezel nap,

b) stred prepony lezel nap.

Reeni dkolu a) (viz obr. 4.7)
1) primkaCB

2) k: kolmice na CB bodem C
3) o0: osauhlu pti vrcholu C
4) P: pCo

5) ptimkaBP

6) A: kCBP

7) trojuhelnik ABC
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C VAN Kk

Obr. 4.7

Reeni dkolu b) (viz obr. 4.8)
1) primkaCB

2) k: kolmice na CB bodem C
3) 0: osausecky CB

4) P:pCo

5) ptimkaBP

6) A: kCBP

7) trojuhelnik ABC

B P

Obr. 4.8

Uloha 9:

Skladanim papiru sestrojte ¢tverec ABCD, je-li dana:
a) stranaAB,

b) uhlopricka AC.

Reeni dkolu a) je uvedeno v tloze 1 kapitoly o ¢étvercich.
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Reeni dkolu b) (viz obr. 4.9)
1) ptimkaAC

2) 0: 0sausecky AC

3) S ACCo

4) s osauhlu pti vrcholu S
5) k: kolmice nasbodem A
6) D: oCk

7) I: kolmice na s bodem B
8) B:oClI

9) c¢tverec ABCD

Obr. 4.9

Uloha 10:

Je déna Usecka VX. Skladanim papiru sestrojte:
a) bod A tak, aby velikost thlu AVX byla 45°,
b) bod B tak, aby velikost thlu BVX byla 30°,
c) bod C tak, aby velikost thlu CVX byla 15°,
d) bod D tak, aby velikost thlu DVX byla 60°,
e) bod E tak, aby velikost thlu EVX byla 75°.

57



Reeni je naobr. 4.10.

¥=4

B/
f,f

¥ X

Obr. 4.10

4.2 Konstrukce kuzelosecek s kruznici

4.2.1 Elipsa

Uloha:

Na prasvitném papiie je narysovana kruznice k a bod F uvniti této kruznice. Sestrojte

takoveé piehyby FA, pro néz je A libovolny bod dané kruznice k. Uréete, co je obalovou
kiivkou vSech téchto piimek.
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Obr. 4.11

Po utvoreni dostatecného poctu piehybt vytvorime hypotézu, Ze sestrojené piimky
obaluji elipsu.

Dukaz hypotézy (viz obr. 4.12)

Oznacme vznikly prehyb p.
D:FACpaB:CACp
p”~ FAP DADB a DFDB jsou pravouhlé

DADB a DFDB:

Trojuhelniky maji spolecnou stranu BD, |FD| =|FA, [DFDB| =|DADB| = 90° b
b DADB € DFDB (podie véty SUS).

ProtoZze DADB € DFDB b |BA = |BF| (odpovidajici si strany).
Tudiz |BC| +|BF| =|BC| +|BA b |BC| +|BF|=|CA.
|CAl=r (je konstantni)

ICA/C elipsal BP bod B jebod elipsy P vytvoieny piehyb je tecnou elipsy.
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Poméamka

Z vlastnosti tecen vime, Ze piimka p Zadny jiny bod s elipsou nema.

Obr. 4.12

4.2.2 Hyperbola

Uloha:

Na prasvitném papite je narysovana kruznice k a bod F vn¢ této kruznice. Sestrojte
takové pirehyby FA, pro néZ je A libovolny bod dané kruznice k. Urcete, co je obalovou
kiivkou vSech téchto piimek.

/

Obr. 4.13
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Po utvoreni dostatecného poctu piehybt vytvorime hypotézu, Ze sestrojené piimky
obaluji hyperbolu.

Dukaz hypotézy (viz obr. 4.14)

Oznacme vznikly prehyb p.
D:FACpaB:CACp
p”~ FAP DADB a DFDB jsou pravouhlé

DADB a DFDB:
Trojthelniky maji spolecnou stranu BD, |FD| =|FA, [DFDB| = |[DADB| = 90° b
P DADB €DFDB (podle véty SUS).

Protoze DADB € DFDB b |BA =|BF| (odpovidajici si strany).

Tudiz

[BC]- [BF|=|BC|- [BA| P |BC]- [BF| =|cA.

ICA = (je konstantni)
|CAl C hyperbolal B P bod B je bod hyperboly b vytvoieny prehyb je tenou
hyperboly.

Pomnéamka

Z vlastnosti tecen vime, Ze piimka p Zadny jiny bod s hyperbolou nemé

Obr. 4.14
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4.2.3 Parabola

Uloha:

Dolni okraj prasvitného papiru znézornuje ptimku p. Vyznacte bod F a sestrojte takové
piehyby FA, pro néZ je A libovolny bod dané piimky p. Urcete, co je obalovou kiivkou

vSech téchto primek.

Obr. 4.15

Po utvoreni dostatecného poctu pirehybi vytvoiime hypotézu, Ze sestrojené piimky
obaluji parabolu.

Dukaz hypotézy je uveden v kapitola 2, konstrukce Z3.

4.3 Trisekce uhlu

Tuto konstrukci publikovali Thomas Hull a Humiaki Huzita a oba tvrdi, Ze
pochézi od Hishasi Abe. Jako origindl byla publikovana v japonském dile roku 1980.

V kapitole 1 bylo teceno, Ze provést trisekci uhlu kruzitkem a pravitkem nelze.
Pokud vSak pouZijeme primé pravitko se stupnici, trisekci je mozné provést. Uz
Archimédes védél, Ze na tuto konstrukci staci dvé znacky (na méfeni) na primém
pravitku. Je tedy logické, Ze skladani papiru umoznuje provést trisekci Uhlu, protoZe na
okraji papiru snadno vznikne stupnice prekladanim - rozdélenim strany ¢tverce na 1/2,
1/4,1/8, ..

62



4.3.1 Trisekceuhlul
Necht” je dan thel PQR.

Postup:

1) M jestied Usecky PQ
2 p"QRMI p

3 a* pMIiq

4) o:Pnap, Qnaq

5 V:0Cq

6) ptimkaQVvV

7) s osauhlu VQR

8 AsCp

9) S qCs

Obr. 4.16

Dukaz
Oznacme | =|PRQY =[DSQV|

[DQSV| =j (stfidavé Ghly nebo rovnoramenny DQSV- symetrie podle o)
BP " oUQS” 0 (0sova soumérnost)
P BPjerovnobznds QSP [DBPM|=[DAQM|
navic |PM| = |QM| P
IDBMP)| = [DQMA

P DPBM €DQAM b |BM|=|AM|
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[BM| =AM DBMSE DAMSP
[PBMS =90° =[DAMS DBSM =[DASM =]

IMS spoletna strana DBMSa DAMS

Ze symetrie podle o vidime, Ze DQSC je rovnoramenny se zékladnou QS
P |PSQC|=PQSC|=2]

b [PVQC| =[PSQC) - [PSQV] =]

4.3.2 Trisekceuhlull
Necht’ je dan uhel PQR.
Postup:

1) k” QROQI k

2) b~kPlb

3) q: osarovnobézek QR ab
4 S kCq

5) Necht n=QP,NT kCb
6) oo NnanaQnaq

7) V:qCo

8) s osauhlu RQV

9) M:qCs

oS

N’ Z

Obr. 4.17



Dukaz
Oznacme j =|[PRQM|=[PVQM| (sje osathlu RQV)

Q=M"aM=Q b [PQMV|=[DQM V|, [PMQV| =]

DQMN jerovnoramenny b [DSMIN| =DSMQ| =j (jelikoZ q je osou QN)
a DQ'M'N’ je jeho obraz.

Jetoviastne DMQO P [PZQO|=[PZQM|=j b 3 =|PPQR =a

j:i
3

4.4 Zdvojeni krychle

Zdvojenim krychle mame na mysli zdvojndsobeni objemu dané krychle.
V podstaté jde o to, sestrojit Usecku, jejiz délka je rovna tieti odmocniné ze dvou. Toto
¢islo v euklidovské geometrii nelze zkonstruovat, ale jak uz bylo feceno, sklédanim
papiru tuto Ulohu vyiesit 1ze.

Necht' jsou dény body O, Stakové, Ze |OS =k, pak existuje bod R na OS
takovy, ze |OR =%/k. Pak bez ztrdy na obecnosti Ize predpoklédat, Ze O =(0,0)
a S=(0,k). Jestlizebod P =(-10)abod Q =(0,- k), pak ptimka p marovnici X =1
aptimka g marovnici Y =k (viz obr. 4.8). Pfipomeneme si zakladni konstrukci Z7, pfi
které se soucasné umisti dany bod P na danou ptimku p a dany bod Q na danou primku
g. Vznikne jedina piimka t takov4, Ze bod P” je na piimce p a bod Q" je na piimce
g. V praseciku této piimky t a osy y je hledany bod R. R je tedy takovy bod, Ze
IOR =3/k (obr. 4.18).
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q.T=F

PC-10)

0@\ =0

00,1 AN

Obr. 4.18

Dukaz zaloZeny na spolecneé vlastnosti tecen je uveden v publikaci [1].

Na webovych strankach [6] mazeme nalézt jinou konstrukci zdvojeni krychle
(dikaz neni uveden): zprasvitného papiru vystiihneme c¢tverec, ktery nasledné
rozdélime na tietiny. Necht’ jsou dany body Bi, B, a hrany p:, p. podle obrézku 4.19.
Vytvorime piehyb podle konstrukce Z7 tak, aby B,T p, a BT p,. Ddky hrany py,

které jsou oddélené bodem B;, oznatime X, y. Potom pomer délek X je ono hledané
y

&islo 3/2 (obr. 4.20).

lr.l'
-lln'
. P2 I" X
\ :
r -
L rll-\._\_\_\_
1‘\\ Ilr —= BZ
P1 - -+ y
¥ 'H-_______
L — B1
Obr. 4.19 Obr. 4.20

66



5 Zavér

Vyuka matematiky by méla byt provadéna bez ohledu na prakticky Zivot.
Matematika by piitom méla byt zaméiena spiSe na rozvoj obecnych schopnosti -
inteligenci a tvorivost. Sklddani papiru dokéZe tyto poZadavky naplnit. Pfi vyuce
matematiky muze sklédani papiru hodiny obohatit a ptidat na oblibenosti. Usnadiuje
Z&kam porozumét dulezitym pojmam a jejich vztahim.

Ve své diplomové préaci jsem se pokusila uvést prehled geometrickych
konstrukci sklddanim papiru a metodicky névod vyuZziti konstrukci sklddani papiru pri
vyuce a v zdmové préci. Zpracovala jsem témata, ktera se tykaji osové soumernosti,
trojuhelnika a pravouhelnika.

Vzhledem k rozsahu préce jsem jina témata nerozvédéla. Ale jak jiz vime,
z&kladni konstrukce, které lze provadét kruzitkem a pravitkem mazeme realizovat
skladanim papiru. Uvedla jsem jen nekolik piiklada z celé rady peknych dloh, které se
skladanim papiru daji vytesit.

Na zavér bych uzZ jen dodala, Ze tato préace mize slouZit ucitelaim pro oZiveni
hodin matematiky, studentim na ZS a SS k mimoskolni ginnosti a také k samostudiu.
Skladani papiru neni jen zabavnéjSi formou vyuky, ale rozviji i nékteré dovednosti
a volni vlastnosti - zdokonaluje zruénost, presnost a trpélivost, kterou Z&ci casto

V matematice vyuZzivaji.
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