Univerzita Palackého v Olomouci

Pedagogicka fakulta

Katedra matematiky

Bakalarska prace

Pavel Sustr

Soustavy linearnich rovnic a jejich FeSeni pomoci matic

Olomouc 2015 Vedouci prace: Mgr. Jitka Hodanova Ph. D.



ProhlasSeni

Prohlasuji, Ze jsem tuto bakalatfskou praci na téma ,,Soustavy linedrnich rovnic a jejich reseni
pomoci matic “ vypracoval samostatné, s pouzitim veskeré uvedené literatury, ze které jsem

cerpal.

VOIOMOUCI AN e

Pavel Sustr



Podékovani

Velice moc d&kuji pani Mgr. Jitce Hodanové za vedeni a pomoc pii tvorbé bakalarské prace, a
také velice d€kuji panu doc. RNDr. Tomasi Zdrahalovi, CSc., ktery mi vZdy pomohl a

poradil, a ke kterému jsem chodil na konzultace v nepfitomnosti pani Hodanové ve skole.



VO -ttt ettt et e e h e e bt e e Rt et e Rb e e bt et et e et nne e nns 6
1 Vyuziti matic v matematiCe @ fYZICE........coueiviiiiiiiiiiceee e 7
1.1 Josef Maria HOENE-WIONSKI ........cceviiiiiiiiiiiise e 7
1.1.1 Wronského matice, WIronsKian.........cccccccoviiiiiiiieieeie e ssininnnee s 8

1.2 LUAWIQ Ott0 HESSE ..ottt 12
1.2.1  HESSOVA MALICE ....uviiiiiiiieiiec e 12

1.3 Carl Gustav Jacob JaCoDi..........c.cccvviiiiiiiiiiiiic 17
1.3.1 Jacobiho matice, JACODIAN.........cccvviieiiie it 18

1.4 Matice V kvantové MEChaNICe .........cuuvuerierieiieriesiisiesesieie et 22
1.4.1 Postulat €. 1 — Stav soustavy a stavovy VEKtOr .........cceevvvviiiiiiiiciiciee 22
1.4.2 Postulat €. 2 — Méfitelna veliina a hermitovsky operator .............c......... 23
1.4.3 Postulat ¢. 3 — Mozné vysledky méteni a vlastni hodnoty operatorti ....... 23
1.4.4 PaUliN0 MALICE. ......ccoiiiieiriiee e 24

2 Vyuzitl matic Ve StaVeDNICIVI.......cciiiiiiiiiiieiiee s 25
2.1 Matice v pripravné fazi vystavboveho projektu ........ccoevvrvrininieniinieicienn, 25
2.2 Kriterialni matice ve znaleckém oceniovani stavebnich objektd..................... 30
2.2.1 Metoda stejné dUleZItOSt .....oveiiiiiiiiiiiii e 31
2.2.2 Metoda poradi........cooveiiiiiiiiiie 31
2.2.3 Metoda DOAOVACT.......eeiiiiiieiiesieesiee e 31
2.2.4  FUllerova Metoda ..........ccovvveiiiiiiiieiieise e 32
2.2.5  TYPY KITEEIT ..ovviviiii ittt 33
2.2.6 Varianty dominované a nedominovang ............c.cceceveeirinieciieninen e, 34
2.2.7 1dedlni varianta a bazalni varianta ...........ccocceeveeiiieiiienieesieeee e 34
2.2.8 Grafické zobrazeni Variant..........ccoceeuierieiiieesiesie e siee e 34

3 Kontingencni tabulKy .........ccoiiiiiiiiiiiiiei e 36

4 Spatna podminSnOSt SOUSLAV ..........cevivervrvresrieesessissesssessssessesssessesesssesenessssssssensens 38



Seznam Tabulek @ Grafill ... 41
Seznam pouzZityCh ZATOJU ....c.voiviiiiiiiiei s 42

Y [0 r= o< TP 44



Uvod

Bakalafska prace je zaméfena na popis riznych typi matic a jejich vyuziti
k vypoctim v ruznych oborech. Toto téma jsem si vybral, abych ukazal, jak velice obsahlé
toto téma je. Bakalafskd prace neobsahuje praktickou Cast, zaméfil jsem se piedevSim na

teoretickou ¢ast.

Praci jsem rozdélil do tii ¢asti a malého dodatku. V prvni ¢asti, ktera je nejobsahlejsi,
se zabyvdm maticemi, které maji obrovské vyuziti v matematice a fyzice. Jedna se
o Wronského matici a jeji determinant Wronskian, Hessovu matici a Jacobiho matici, jejiz
determinant se nazyva Jakobian. U téchto matic je napsan i kratky zivotopis jejich
,»zakladatelt.”“ Na zavér prvni kapitoly se zabyvam maticemi v kvantové mechanice a zminim

Pauliho matici.

Druha c¢éast této bakaldiské prace se zabyva maticemi, které se vyuZzivaji ve
stavebnictvi. Zde nezminim matice, které jsou zcela bézné a jaké znamé z matematiky,
i kdyz i ty se ve stavebnictvi hojné vyuzivaji. Stavebnictvi neni mij obor studia a nékteré
pojmy, které se pouzivaji ve stavebnictvi, jsou velmi specialni a piekracuji ramec
matematického zaméfeni mého studia. Proto jsem vybral typy matic, které jsou zajimavé
z hlediska jejich vyuziti. Zde pisi o maticich vyuZivanych v ptipravné fazi vystavbového

projektu a o maticich kriterialnich, které jsou vyuzivany ve znaleckém ocenovani.

rowr

Tteti ¢ast zahrnuje téma kontingencénich tabulek, coz je druh matic, které se vyuZzivaji

ve statistice.

Na zavér jsem zminil problém, ktery matice provazi ve vSech oborech, a tim je jejich

Spatna podminénost.

Cilem bakalafské prace bylo studovat vyuziti matic k nékterym praktickym
vypoctim. Také jsem ukazal, ze ne vzdy musi mit matice matematicky tvar. Pfi zpracovani

bakalarské prace jsem si vytvoril komplexni pohled na problematiku matic.



1 Vyuziti matic v matematice a fyzice

V této kapitole se budu vénovat vyuziti matic, které maji své diilezité uplatnéni
V matematice a fyzice a bez kterych by tyto dva obory nemohly byt na takové tirovni, na které
jsou. Nebudu zde popisovat naprosto vSechny piipady matic, kdy se vyskytuji v téchto
oborech, ale zamé&iim se na tfi typy, které jsou pojmenovany po svych ,,objevitelich* a které

vvvvvv

Wronskian, Hessovu matici a Jacobiho matici a jeji determinant Jakobidn.

1.1 Josef Maria Hoéne-Wronski

Naésledujici text zivota Josefa Maria Hoéne-Wronského jsem cerpal z internetového

zdroje Wronski biography — University of St. Andrews!

Josef Maria Hoéne-Wronski, narozen 24. srpna 1776 v Wolsztynu, byl polsky
matematik, fyzik, filozof, ekonom a pravnik. Jeho piivodni jméno bylo pouze Josef Hoén. Po
smrti své matky, kdyz mu bylo 16 let, utekl z domova a dal se ke Skolnimu délostieleckému
sboru, kde si zménil jméno, aby ho otec nemohl najit. Po vypuknuti Kosciuszkova povstani
velel baterii délostielectva, za své uspéchy byl ohodnocen zlatymi hodinkami. Kratce nato se
dal k armadé, kde se vypracoval do pozice kapitana. Nicmén¢, kvuli vy¢itkam svédomi a také

touze ziskat znalosti, z armady odesel.

Zlom ve Wronského Zivoté nastal pfi jeho vizi, kterou zazil 15. srpna 1803 na plese na
oslavu narozenin Napoleona. Popisoval, Ze m¢l pocit strachu a zaroven diveéry. Véfil, Ze
pochopil podstatu absolutna a zna odpovédi na otazky tykajici se poc¢atku celého Vesmiru. Od
této doby se snazil reformovat ¢loveka a vytvofit univerzalni filozoficky systém, ktery by

nabizel odpovédi na vse.

Roku 1810 se Josef Maria Hoéne-Wronski ozenil s dcerou chudého markyze Victorii
Henryka Sarrazin a té¢hoz roku se odst¢hoval do Patize. Publikoval své vysledky vyzkumu.
Rikal, Ze &isla a jejich vlastnosti jsou zasadni oporou vieho ve Vesmiru. Jeho teorie viak
nebyly pfiznivé pfijaty, byly spiSe odmitany, a to jako obrovsky odpad. Dokonce se pokousel

vyvratit Lagrangeovu teorii funk¢ni analyzy.

1 Wronski biography — University of St. Andrews
URL.: http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Wronski.html, publikovano: ¢ervenec 2007



http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Wronski.html

Jako chudy ¢lovék, roku 1820, odjel do Anglie, aby se zacastnil soutéze o nejlepsi
pfistroj pro stanoveni délky na mofi. Jeho t¢ast vSak byla odmitnuta. Jako Gplny chudék se
roku 1823 vratil opét do Pafize, kde dale pokracoval ve svych matematickych pracich a navic
vynalézal nové véci, napi. moderni kalkulacky, univerzalni ucetni nastroj, nebo vylepseni
systému parnich motord. Jeho védecké prace se vSak zahy méni na prace a studium

metafyziky a filozofii déjin mysleni, socidlni a ndbozenské.

Za sviij zivot napsal vice jak sto spistl, vSechny ve francouzsting. Byl velice kritizovan
za velmi povysSeny pfistup k zivotnimu prostiedi. Podilel se na matematické analyze, zejména
Vv rozvijeni funkci na mocninnou fadu a zabyval se diferencialnimi rovnicemi. Mezi jeho
nejvyznamngéjsi dila patii vyvoj indikatoru funkce rovnic, ktery je dodnes nazyvan
Wronskianem. Nicméné, za jeho Zivota byla vétSina dél odmitnuta jako nesmysl. Opravdovou

hodnotu jim zacali lidé davat aZ po jeho smrti.

Zemiel 9. srpna 1853 v patizském piedmésti Neuilly sur Seine. Rik4 se, Ze tésné pred
tim, nez zemftel, poSeptal své manzelce: ,,BoZe vSemohouci, je jesté spoustu vic véci, které

Jjsem chtel Fict.

1.1.1 Wronského matice, Wronskian
Text, ktery pojedndva o vyuziti Wronského matice a Wronskianu v praxi jsem cerpal
ze zdrojt: Linedrni diferencidlni rovnice — tivod do teorie?, Casopis pro péstovini

matematiky® a Shirka prikladii z matematiky II ve strukturovaném studiu®.

Dtlezitym néstrojem v matematice a fyzice je ur¢it€¢ Wronského matice a jeji
determinant, zvany Wronskian. PouZiva se pfi zkoumani linedrni zavislosti funkci. Nejlépe to
1ze ukazat a popsat na linearni zavislosti vektorti. Mame-li naptiklad vektor u, vektor v a
vektor w v prostoru dimenze 3 a mame zjistit, jsou-li tyto vektory linearné zavislé nebo

nezavislé. Linearné zavislé znamen4, Ze jeden je linearni kombinaci toho druhého. Podle

2HERKRDLA, Josef. Linedrni diferencidlni rovnice [online]. Publikovano: 13.3.2008.
https://math.feld.cvut.cz/hekrdla/Teaching/X01MA2/Prednasky/OLDR.pdf.

3 JARNIK, Vojtéch. Casopis pro péstovani matematiky [online]. Vol. 80 (1955), No. 1, 32-43 c. Institut
of Mathematics AS CR, 1955. http://dml.cz/bitstream/handle/10338.dmlcz/117146/CasPestMat_080-1955-
1 3.pdf

4 DUBCOVA Miroslava, PURMOVA Lucie, SIMERSKA Carmen, Shirka prikladii z matematiky 11 ve
strukturovaném studiu. 1. vydani, Vysoka $kola chemicko-technologicka v Praze, Praha 2009.
ISBN 978-80-7080-706-4
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definice pak musi platit: au + Bv + yw = 0, kde «, 8 a y jsou libovolné konstanty, u
kterych plati, ze « #  # y # 0. Dostavame tedy a(uy, uy, u3) + B(vq, vy, v3) +

y(wy, wy, w3) = 0. Po roznasobeni a secteni dostaneme vektor (au, + Bv; + ywy, fu, +
av, + ywy, aus + Bvs + yws) =(0,0,0), z ehoZ si uréime soustavu tii linearnich rovnic
o tfech nezndmych. (v prostoru dimenze n plati, Ze dostaneme soustavu n linearnich rovnic o
n neznamych).

au, + fvi + yw; =0

au, + fv, + yw, =0

ausz + fvz3+ ywz =0

Staci vyftesit tuto soustavu rovnic, a pokud bychom soustavu vyftesili, znamenalo by to, ze
vektory jsou linearné zavislé. V opacném ptipadé, kdy bychom zjistili, Ze soustava nema
feSeni, nebo by vSechny neznamé vysly rovny nule, znamenalo by to, Ze vektory jsou linearné

nezavislé.

Nicméné¢, dé€lat tento postup pokazdé, kdyz potiebuji ovéfit linearni zavislost vektorti
je velmi pracné. Snad mozna v prostoru dimenze 2 to je jesté mozné, ale jisté tento postup
nebudeme aplikovat v prostoru dimenze n. Tuhle praci nam velice zpfijemiuje a usnadfiuje
pravé Wronského matice, kterou mizeme pouzit i pro prostory dimenze n. Vektory samotné
nam totiz predstavuji fadky matice, staci je tudiz jen pfepsat. Pouziji stejné vektory jako vyse.

U U Uz

Matice tedy bude vypadat nasledovné: | V1 V2 V3 |. No a pak uz staci jakoukoliv
Wiy Wz Wz

metodou, naptiklad Gaussovou elimina¢ni metodou, matici upravit a zjistit jeji hodnost.
Piipomenme si, jaké jsou povolené Upravy, které miZeme pro zjednoduSeni matice pouZit a
co je vlastné Gaussova elimina¢ni metoda. V jakékoliv matici miizeme libovolné zaménovat
radky mezi sebou, vyhodné je, pokud je to mozné, mit v prvnim fadku na prvnim misté ¢islo
1. Déale miizeme vynasobit libovolny fadek libovolnym ¢islem, tfeti povolend uprava je
uprava — mizeme k libovolnému fadku pficist linearni kombinaci ostatnich fadki. Gaussova
elimina¢ni metoda spoc¢iva v tom, ze pod hlavni diagonalu matice dostaneme riznymi
ekvivalentnimi upravami samé nuly. Upravime takto tedy nasi matici, pokud se hodnost
matice nezmeénila, znamena to, ze vektory jsou linearn€ nezavislé. Stalo se vsak, Ze ndm
béhem pocitani néjaky fadek vypadl, vyskrtli jsme ho, ¢i néjak jinak se ndm zménila hodnost

dané matice, miizeme s jistotou fict, ze dané vektory jsou linedrné¢ zavislé.



Vektory jsem zde uvedl na zacatek, abychom si dokdzali pfedstavit, co se mysli
linedrni zavislosti. Nicméné Wronského matice a jeji determinant maji mnohem vyznamné;jsi

uziti, co se tyce zjisténi linedrni nezavislosti, a to v okruhu linearnich diferencialnich rovnic.

Linearni diferencialni rovnice jsou rovnice, které¢ maji tvar:
y® 4+ a, 1 (x)y® D+t a;(0)y' + ag(x)y = f(x)> kde y je neznama funkce, n je fad
diferencidlni rovnice, X je nezndma proménnd, a,, a,, ..., a, jsou koeficienty, a f,
predstavuje pravou stranu rovnice. Pokud by se f, rovnalo nule, byla by diferencialni rovnice
homogenni. Bézné se linearni diferencialni rovnice vyskytuji i parcialni, to je s vice
nezavislymi proménnymi. Jejich feSenim je vektorovy prostor. Naprosto stru¢né¢ miizeme
linearni diferencidlni rovnici napsat pomoci diferencialniho operatoru L, ktery musi byt
samoziejmé linedrni. Zapis pak vypada nasledovné:L, = f. Do zavorky miizeme dopsat povahu
funkce, naptiklad funkci Casu: Lg(y) = f;. V praxi se napfiklad pomoci linearni diferencialni
rovnice poc¢ita rychlost rozpadu radioaktivnich atomi. Uvadét si pfesnou rovnici a vypocet

vSak nebudeme.

Pied uvedenim definice Wronského matice je zapotiebi uvést, co je soustava rovnic
nulovych funkci. Mdme nulovou line4drni kombinaci: ¢, f; + ¢, f; + -+ ¢,fp, = 0. Nulova
funkce je diferencovatelna a vSechny jeji derivace jsou taktéz nulové funkce. Timto zplisobem

nam muze vzniknout spousty rovnic, které pak usporadame do soustavy:

lel + CZfZ + . + Cnfn == 0
lell + sz,2 + + Cnfln = 0
n—2 : -2 : -2 5
C1f1(n ) + szz(n ) 4+ - 4+ Cnfn(n ) = 0
lel(n_l) + szz(n_l) + -4 Cnfn(n_l) = 0
V maticové formé ma soustava tvar:
f,1 f,2 ]Irn—1 f‘r’l C, 0
f f o faer fa C, 0
: : . : : * : =1 :
(n-2) m-2) (n-2) -2 ) i
fi ) v L KT \Caa | L0
(n-1) (n-1) ... (n-1) (n-1) C, 0
fl 2 n—-1 n

Definice Wronského matice zni: ,Jestlize funkce f1, f5, ..., f, jsou diferencovatelné na
intervalu I aZ do fadu n-1 vcetné, pak na daném intervalu I je definovéana tzv. Wronska

matice. Je to matice soustavy rovnic nulovych funkci, tj. funkce definovana na I, ktera

10



k danému x € Iptifadi dale uvedenou matici: W|fy, ..., f,](x) =

A L® o faa () fa@)

o0 e e a0

5 : : 5 . Jeji determinant se nazyva
720 770 L (5P (P
\ff"‘”(x) A ORI Sl O B ALl €0

Wronskian.

Jak uz bylo feceno na zacatku, Wronskian je velice uzite¢ny nastroj pii zkoumani
linearni nezavislosti funkci. Tuhle jeho funkci popisuji 1 nasledujici véta: Necht’ funkce
fi, -, fn jsou diferencovatelné na intervalu I az do fadu n-1 vcetné, pak plati:

a) Jestlize Ix € IW|fy, ..., fn](x) # 0), pak funkce fi, ..., f,, jsou linearné nezavislé na
intervalu 1.
b) Jestlize Ix € [(W|fy, ..., fn](x) = 0), pak funkce fi, ..., f,, jsou linearné zavislé na

intervalu I.

Na zavéer udavam priklad, na kterém prakticky ukazu vyuziti Wronského matice a jejiho

determinantu.

UkaZte, Ze funkce e** a xe** jsou linearné nezdvislé na libovolném neprdzdném

intervalu I pro libovolné «

Jako prvni si ur¢ime derivace t€chto dvou funkci. Sta¢i ndm prvniho fadu.
( e ax )’ = ae ax

(xe®™) = e™ + xae®™

Nyni funkce a jejich derivace napiseme do Wronského matice

ax ax

W(eax, xeax) = ( € xe 20x 4

. Vypoéitame Wronskian, ten je roven Cislu e
ae®™ edx 4 xaeax) yp 5 ]

0. JelikoZ Wronskian neni roven nule, podle véty plati, Ze funkce jsou linearné nezavislé na

libovolném intervalu L

11



1.2 Ludwig Otto Hesse

Zivot Ludwiga Otto Hesseho jsem Gerpal z elektronického zdroje Hesse biography —

MacTutor history of mathematics.®

Ludwig Otto Hesse, narozen dne 22. dubna 1811 v Kdnigsbergu, byl némecky
matematik. Narodil se jako syn obchodnika a sladka. Vystudoval univerzitu ve svém rodném
mésté Konigsbergu, kde byl vyucovan profesorem Carlem Gustavem Jacobi Jacobim. Jeho
dalSimi uciteli byli naptiklad Friedrich Wilhelm Bessel nebo Friedrich Julius Richelot. Kromé
prednasek z matematiky navstévoval také prednasky z fyziky, které vyucoval profesor
Ludwig Moser a Franz Ernst Neumann. Roku 1837 se stal vedoucim zkousejicim ucitelem
matematiky a fyziky. Podnikl cestu ptes Némecko, Rakousko a Svycarskou, kterou

absolvoval pésky. Na nové zalozené priimyslové skole Koningsberg ucil fyziku a chemii.

V roce 1841 si vzal za Zenu Marii Sophii Emilii Dulk, nejstar§i dceru 1ékarnika a
chemika, profesora Friedricha Philippa Dulka a sestru tehdej$iho dramatika Alberta Dulka.
Spolu méli jednoho syna a pét dcer.

Hesse zacal ucit roku 1840. Zacinal jako odborny asistent na univerzité Albertina.
Roku 1845 se stal docentem, zpocatku nedostaval zadny vladni plat. Pfi némecké revoluci,
roku 1848, se Hesse podilel na organizaci kralovské milice. Roku 1850 se stal zastupcem
radniho v Konigsbergu. V roce 1855 se stal profesorem, nicméné tuto funkci zastaval pouze

rok. Kdyz mu bylo nabidnuto kteslo v Heidelburgu, nevéhal a ptijal nabidku.

Zabyval se analytickou geometrii a determinanty. Zavedl Hessovu matici a jeji

determinant.

1.2.1 Hessova matice
Nasledujici text jsem Cerpal z materidlt Lokdlni extrémy funkci vice proménnych, které

vyuzivaji studenti CVUT ke studiu® a Matematika III: Zdiklady optimalizace.”

5> Hesse biography — MacTutor history of mathematics.
URLhttp://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Hesse.html, publikovano: srpen 2006

b Funkce vice proménnych — Lokdlni extrémy.
URL http://math.feld.cvut.cz/habala/teaching/mv/mv3.pdf, datum publikovani neni uvedeno.

" TURZIK D., Matematika III: Zdklady optimalizace. 3. vydani Vysoka $kola chemicko-technologicka
v Praze, Praha 1999. ISBN 80-7080-363-0
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Hessova matice se v matematické analyze pouziva k urceni lokalnich extrémi funkce.
Definice lokalnich extrému funkce vice proménnych zni: Necht fje funkce definovana na
né¢jakém okoli bodu x € R™.

Rekneme, Ze f ma v x lokalni maximum nebo Ze f(x) je lokalni maximum, jestlize existuje
U = U, takové, ze fx) = f(¢) pro véechnac € U.
Rekneme, e f ma v x lokalni minimum nebo Ze f(x) Je lokalni minimum, jestlize existuje

U = U, takové, Ze fx) < f(¢) pro vSechnac € U.

Graf ¢. 1 — graf funkce dvou proménnych

Na obrazku vySe vidime na levé stran¢ dvé lokalni maxima, na strané pravé jedno
lokalni minimum. Mezi dvéma lokalnimi maximy se naléza ,,adoli“, které se nazyva sedlo.
Body, které sedla tvofi, se béZné ptiplétaji do vySetfovani lokalnich extréma, takze se berou

jako soucast Setfeni lokalnich extrémi funkce.

Postup pro nalezeni lokélnich extrémt je jednoduchy. Prvnim krokem je nalezeni
staciondrnich bodil. Ty nalezneme tak, Ze ur¢ime prvni derivaci funkce f*X a prvni derivaci
funkce f'y. Pak jiZ zderivované funkce polozime rovny nule a Upravami pro soustavu rovnic
vypocitame x a y. Vznikne nam tak bod nebo body, které maji soutadnice [X,y]. Tohle jsou
stacionarni body, které jsou podezielé z lokalniho extrému, musime vSak ovéfit, jestli se o

extrém vibec jedna, protoze v opacném piipadée se jedna o sedlo.

Urcime derivace druhého fadu funkce f*‘xx, f*‘yy a smiSenou derivaci f*‘xy. Sta¢i jen

jedna, protoze dle Schwarzovy véty vime, Ze jsou-li parcialni derivace spojité, pak se smisené
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derivace rovnaji. Pro celé zjednoduseni se zde budeme zabyvat pouze spojitymi funkcemi a
Spojitymi parcialnimi derivacemi. Jakmile madme derivace druhého tadu spocitané, staci
dosadit do vzorce: f<<xx* f‘yy— (f*xy)? Vyjde-li vysledek, ktery je vétsi nez nula, pak
nastava v tomto bod¢ extrém. Vyjde-li mensi nez nula, extrém nenastava, jedna se tudiz o
sedlo. Pokud se stane, Ze vysledek je roven nule, nemizeme urcit, zda extrém nastava ¢i ne, a
rozebirat nebudeme. Zda se jedna o maximum ¢i minimum se dozvime podle znaménka druhé
derivace funkce f*‘xx. JestliZe je hodnota vétsi nez nula, v bodé nastava minimum, je-li

hodnota mensi nez nula, nastava v bodé maximum.

Pro demonstraci postupu zde uvadim jeden piiklad na pocitani lokalnich extrému

funkce dvou proménnych.
P. Najdéte lokalni extrémy funkce: f(x,y) = 1 + 6y — y> —xy — X?

Nalezeni stacionarnich bodu: parcidlni derivace 1. fadu rovny nule.
x:-y—2x=0
y:6-2y—x=0
Dostaneme, ze y = 4, x = -2. Stacionarni bod, podezfely z lokalniho extrému, je tedy A = [-
2,4]
Parciélni derivace druhého fadu: f*‘xx = -2, f*‘yy = -2, f*xy = -1.
Dosadime do vzorce: D(x,y) = f*xx * f*‘yy — (f**xy)? = -2 * (-2) — (-1)> = 3.
3>0... Vbodé A =[-2,4] nastava extrém.
Ovéiime, zda se jedna o minimum ¢i maximum. f**xx(-2,4) =-2.-2<0 ... v bod¢ A nastava

maximum.

Vzorec, ktery zde uvadim pro ur€eni, zda extrém nastava nebo nenastava, je v podstate
spocitani hodnoty determinantu. VSechny druhé derivace funkce jsou totiz uskupeny v tzv.
fax f”xy) (2
fyx  fyy -1 -

vySetfujeme funkci dvou proménnych, se jedna o ¢tvercovou matici 2 x 2. Po urceni

Hessové matice, kterd ma tvar: ( ) V naSem piipad¢, kdy

znaménka determinantu vySe zminéné matice a nasledného urceni znaménka derivace x podle
x, mizeme celkem rychle a snadno vysetiit lokalni extrémy funkci, a to nejen pro dvé

proménné, ale n proménnych. Hessova matice je vZzdy ¢tvercova, pocet fadkl a sloupcti je

14



zavisly na po¢tu proménnych dané funkce a jeji obecny tvar vypada nasledovneé:

flxix fxx; %1%y

H(X1,Xa,...,Xn) = [ %% x5 [ xxp
) ey . . .

f”xnxl f”xnxz f”xnxn

Matici si miizeme rozdélit na tzv. subdeterminanty, které budeme znacit An, kde n
oznacuje hodnost daného subdeterminantu. Tak jako Hessova matice je vzdy ¢tvercova, i
vSechny tyto subdeterminanty budou ¢tvercového tvaru. Za¢neme od levého horniho rohu, Ax
= (f"x1x1),

e flxgx faxy fxaxy fxxs

A = ( 17 B 17 1 2), AS = f”xel f”xez f”xzx3 a tak dél ai dO An. A S témlto
f X2X5 f X2X5 " " 2]

[x3xq fxzx;  fxsxs

subdeterminanty budeme dale pracovat. Mame-li uréené staciondrni body, mizeme je ovéfit
pravé v téchto subdeterminantech Hessovy matice. Je to obrovské ulehceni prace, zvIaste
kdyz méame funkci vice jak dvou proménnych. Sestavime Hessovu matici, do které zapiSeme
parcialni derivace druhého fadu funkce. Dosadime koeficienty stacionarniho bodu a zjistime
znaménko vSech danych subdeterminant. Vyjde-li u vSech subdeterminantd kladné
znaménko, nastdva v daném stacionarnim bodu extrém, a konkrétn¢ se jedna o lokalni
minimum. JestliZze ve staciondrnim bod¢€ nastdva maximum, u danych subdeterminanti se
budou znaménka stiidat. A1< 0, A2> 0, A3< 0, a tak to bude pokracovat az do An. Vyjde-li
jakakoliv jind kombinace znamének, pak v daném bod¢ extrém nenastava. U funkce dvou
proménnych bychom takovy stav nazvali sedlem. VySe zminéné kritérium, které jsem nyni
popsal, se nazyva Sylvestrovo kritérium:

Necht f je definovano a ma spojité derivace druhého fadu na né¢jakém okoli bodu c, ktery je
pro f stacionarni, tedy Af) = 0.

Necht H je Hessova matice f v bodé c, necht’ Aj jsou jeji levé horni subdeterminanty.
Jestlize Ai> 0 pro vSechna i, pak v bod€ ¢ nastava lokalni minimum.

Jestlize A1< 0, A>> 0, A3< 0 a tak dal az do (-1)" An > 0 pak nastava v bod¢ ¢ lokalni

maximum.

Opét zde uvadim piiklad, ve kterém prakticky uvidime shrnuti vySe uvedené teorie.

Piiklad: f(x, v, z) = 2xy% —4xy + X2 + 72— 2z

Jako prvni opét nalezneme staciondrni body — parcialni derivace prvniho fadu rovny nule.
£x:2y? —4y +2x =0
fy:4xy—-4x=0
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£z:22-2=0

Ze tfeti rovnice mizeme ihned odvodit, ze z = 1. Ve druhé rovnici vytkneme x, a dostdvame:
X* (4y — 4) = 0, z ¢ehoz dostavame, dvé moznosti, a to x =0 nebo y = 1.

Dosadime do prvni rovnice za y= 1, a dostaneme: 2 — 4 + 2x = 0, z ¢choz plyne, Ze x = 1.
Mame prvni stacionarni bod: A =[1,1,1].

Dosadime do prvni rovnice za x = 0, a dostavame: 2y? — 4y = 0. Zde dostavame dvé feseni, a

to y = 0 nebo y = 2. Dostavame tedy dalsi dva stacionarni body: B =[0,0,1] a C =[0,2,1].

Urcime si parcialni derivace druhého tadu, diky vlastnosti, Ze smiSené derivace jsou
stejné, stac¢i ndm, kdyz si jich ur¢ime jen Sest.
fxx =2 , P xy=4y—4,f“x2=0
fyy=4x, {*yz=0
fzz=2

2 4y —4 0
Napiseme Hessovu matici: H(X,y,z) = <4y -4 4x O). A nyni dosadime bod

0 0 2
podeziely z extrému a ur¢ime znaménka jednotlivych subdeterminant.
2 00 2 0 2 00
A=[1,1,1], HLLD=(0 4 o ,A1=(2)=2,A2=(0 4):8,A3= 0 4 0|=16.
0 0 2 0 0 2

VSechna tfi znaménka jsou kladné, v bod¢ A =[1,1,1] nastava extrém a jedna se o minimum.

2 -4 0 —_—
B =[0,0,1], H(0,0,1) = <_4 0 0), M=(2)=2,8=( "% " F)=-16,A=
0 0 2

2 -4 0
<—4 0 O) = -32. Znaménka jsou v potadi plus, minus, minus. V tomto bod¢ tedy extrém
o 0 2

nenastava.
2 4 0 - 2 4 0
C:[0,2,1],H(O,2,1):(4 0 0>,A1:(2)=2,A2:(4 O):-16,A3:<4 0 o):-sz.
0 0 2 0 0 2

Znaménka jsou opét v poradi plus, minus, minus, stejné jako v ptfedchozim bod¢. I tady

extrém nenastava.

Vysettili jsme tedy, ze dana funkce tfi proménnych ma v bod¢é A = [1,1,1] lokalni
minimum. V ostatnich dvou bodech extrém nenastava. U funkce dvou proménnych bychom

tohle chovani definovali jako sedlo.
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1.3 Carl Gustav Jacob Jacobi

Zivotopis Carla Gustava Jacobiho jsem Gerpal z internetového zdroje Jacobi

biography — MacTutor history of mathematics.®

Carl Gustav Jacob Jacobi se narodil 10. prosince 1804 v Postupimi, na Gizemi
tehdejSiho Pruska. Byl zidovského ptivodu. Vystudoval Humboldtovu univerzitu v Berling,
kde roku 1825 ziskal titul doktora filozofie. Svou disertacni praci psal na téma ,,Analytické
rozebirani teorie zlomku.“ O par let pozd¢ji na Konigsberské univerzité, ziskal misto fadného

profesora.

Roku 1843 prodélal Carl Gustav Jacob Jacoobi kolaps nasledkem ptepracovani. Odjel
se zotavit do Italie, kde se seznamil s némeckym matematikem Dirichletem. Jacobi studoval
matematiku na zaklad¢ praci Eulera, Lagrangea a Laplacea. Jeho prace se dotykaji mnoha
oblasti matematiky — teorie funkei, teorie ¢isel lineadrni algebry, teorie diferencidlnich rovnic,

analytické mechaniky.

Jeho prvni prace nesla nazev: ,,Nové zéklady eliptickych funkci.“ Byla tehdy velice
uzite¢na pro tehdejsi matematickou fyziku. Jako prvni své poznatky o eliptickych kiivkach
zacal vyuzivat v teorii ¢isel. Roku 1830 ziskal za svou praci ocenéni patizské Académice des
Sciences. Téhoz roku se také stal clenem petrohradské Imperatorské akademie véd, a roku

roku 1832 ziskal ¢lenstvi v londynské Royal Society.

Velice vyznamna4 je i Jacobiho prace ,,0 tvorbé a vlastnostech determinantii*, kde
popsal funkciondlni determinant, v dneSni dob¢ zvany Jacobidn. Dale v matematice ptispél
mnoha pojmy, a také zavedl systém znaceni parcialnich derivaci vyssich fadi. Vénoval se i

mechanice, kde se zabyval feSenim problému dvou téles.

Jacobi zemfel 18. ledna 1850 v Berlin€. Osudné se mu staly nestovice. Hrob ma
Vv Berling blizko hrobu Johanna Enckeho — zndmého astronoma. V dnesni dobé je také po

Jacobim pojmenovan krater na Mésici — ,,Jacobi.*

8 Jacobi biography — MacTutor history of mathematics
URL http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Jacobi.html, publikovano: leden 2000
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1.3.1 Jacobiho matice, Jacobian
Nasledujici text jsem Cerpal ze zdroji Diferencovatelna zobrazeni a transformace
souradnic®, Substituce v dvojném integrdlu (materialy pro studenty CVUT)? a Matematika I

ve strukturovaném studiu.**

Posledni matici, o které budu mluvit, vyuzivajici se v matematice a fyzice, je Jacobiho
matice a jeji determinant zvany Jacobian, ktery ma své rozsahlé vyuziti zejména
v problematice vicerozmérnych integralti a aproximace slozité funkce funkci jednodussi.
Pomoci integralti mtizeme snadno spocitat obsah dané oblasti, nicméné mame-li pocitat
s dvojnymi integraly, vypocet nemusi byt vzdy az tak uplné jednoduchy. V mnoha ptipadech
se proto misto klasickych kartézskych souradnic pro popsani bodu v roving€, pouzivaji jiné, a
to polarni soufadnice. Bod je tak uren vzdalenosti § od pocatku a orientovanym uhlem ¢.
Ten svira polohovy vektor bodu s kladnou ¢asti osy x. Vztah mezi [X,y] a [J, ¢] je dan
nasledovné: x =6 cos@ ay = d sing, kde plati, ze § > 0, € < 0,2 >. Na polarni
soufadnice miizeme pohliZet jako na zobrazeni roviny do roviny (R? = R?). Dostidvame tedy

a(68,p) = (8 cos @, § sin @), coz v naSem piipadé je zapis vektoru v roving.

Nyni se jiz dostavame piimo k Jacobiho matici a Jakobianu. Definice fika:
,Necht’' G ¢ R™ je otevirend mnozina a necht g: G —» R"™ je zobrazeni, d(xq, x5, ..., X,) =
01(%1, X3, .0, Xp)
a2 (%1, X25 ) Xn) |. Jestlize vSechny slozky o4, 05, ..., 0, maji spojité parcialni derivace
On (X1, X2, ooy Xp)
prvniho ¥adu podle viech proménych x;, x5, ..., X,,, iikdme, Ze zobrazeni o je tiidy C* na G.
Je-li o tiidy C* na G,
991 O 991
x, 9x,  Oxp
matice J, = : : : | se nazyva Jacobiho matice zobrazeni . Funkce

don, Oop don
dx; Oxy,  0xn

Ay (xq, x5, o, xy) = |det],(xq, X3, ..., xn| se nazyva Jakobian zobrazeni o.

® Diferencovatelnd zobrazeni a transformace soutadnic, kapitola 10.
URL http://analyza.kma.zcu.cz/PREDMETY/M2_MA2/zaznamy/MA2_Xhh_Transformace_souradnic.pdf,
vydano: 2009, analyza. KMA.zcu.cz

10 Substituce v dvojném intergralu, kapitola 3.
URL https://math.feld.cvut.cz/tiser/iweb3.pdf, datum publikovani neni uvedeno.

U TURZIK D. Matematika II ve strukturovaném studiu. 1. vydani Vysoka $kola chemicko-
technologicka v Praze, Praha 2005. ISBN 80-7080-555-2
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Jak jsem jiz psal na zaCatku, diky Jacobiho matici miizeme aproximovat slozitou
funkci jednodussi funkci. Typickym piikladem muize byt naptiklad rozvoj funkce do
Taylorovy fady. Tayloriiv vzorec mé tvar: fi) = fix) + f ) * (X — xp) + R(x — xp). Pro
nase ucely postaci tyto prvni dva ¢leny. Tayloriv polynom samoziejmé pokracuje dal, kdy
dalsi ¢len je

" (n)

f T w1
e (x— x0)% + %* (x—x0)3+ -+ %* (x — xo)™. Pro nase ucely je ale

2!

zbyte¢né, abych tu psal dalsi ¢leny. R(x — x;) je chyba v nahrazeni vzorce, ktera vznika
pravé tim zjednodusenim slozité funkce. f'(,) * (x — x¢) je afinni funkce a nahrazuje téméf
piesné chovani funkce. Ve vicerozmérnych piipadech nam tuhle funkci mtize nahradit pravé
Jacobiho matice. Funkce pak vypada nasledovné: o) = 0(x,) + Jo(X0) * (x — xo) + R(x —
Xo). V roving, v zobrazeni R? —» R? vypada zobrazeni nasledovné. Diky tomuto
jednoduchému dosazeni a nahrazeni, mizeme velice snadno aproximovat soutadnice (body),

diky ¢emuz budeme schopni snadnéji spocitat obsah zadaného obrazce.

:____________‘_D C
Q

A B

1 —¢ 1

Graf ¢. 2 — zadany obrazec v roviné

Méme zobrazeni o: R* — R?, které ma ptedpis o(, ) = (x* — y?,2xy) a étverec Q o
strand e, Q =< 1— &1 > x < 0, >. Ctverec Q je vyobrazeny na obrazku s vrcholy
ABCD. Body AB jsou tvaru < t,0 >, kdet € <1 — ¢,1 >. Zobrazeni téchto bodu je potom
rovno o,y = (t?,0). Body BC maji tvar (1,t),t €< 0,& >. Jejich obraz ma tvar o ;) =
(1 — t2,2t). V tomto ptipadé se jedna o parametricky zapis oblouku paraboly. Dale body
CD, ty maji tvar (t,€), kde t € <1— &1 >, jejich zobrazeni je o) = (t* — €?,2te). A
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posledni body DA, ty maji tvar (1 — &,t),prot € < 0,& >. Obraz bodii DA ma nasledujici
tvar: oq_gp = [(1— €)% — t2,2t(1 - &)].

Pro lepsi piehled zde vyse spocitané zobrazeni zopakuji:

Obraz bodii AB: g(; o) = (t%,0).

Obraz bodi BC: o4, = (1 — t%,2t).

Obraz bodi CD: 0, ¢y = (t* — €2, 2te).

Obraz bodti DA: 03¢y = [(1 — €)* — t%,2t(1 - &)].

Na obrazku se mizeme podivat, jak vypada nas zobrazeny Ctverec. Ten carkovany je

aproximované zobrazeni.

B

Graf ¢. 3 — obraz obrazce, aproximované zobrazeni

Nyni nahradime o na ¢tverci Q afinnim pfiblizenim. Zvolime si libovolny pevny bod,
muze to byt opravdu jakykoliv bod ze &tverce. Naptiklad bod [xg, yo] = [1,0], coz je
v nasem ptipadé€ vrchol B. Z vlastnosti afinniho prostoru vime, Ze zobrazeny ¢tverec bude

rovnobéznik, proto staci, kdyZ si ur¢ime, kam se zobrazi vrcholy ABCD zadaného ¢tverce Q.

2 -2
Jacobiho matice ma v tomto ptipadé tvar J;(xq, ¥o) = (2;0 nyo) _ ((2) g)
0 0

Polozime a4 (x,y) = 0(x0,Y0) + Jo (X0, Yo) * (x — X0,y — o). Takze, kdyz dosadime,
dostavame nasledujici funkci: o, ) = 0(1,0) + J5(1,0) * (x — 1,y — 0) = (1,0) +

((2) (2)) *(x—1,y) = (1,0) + (2x — 2,2y) = (2x - 1,2y).
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Poté dosadime ptivodni body, z ¢ehoZ snadno uréime, ze: g,(A) = (1 —

2¢,0),00(B) = (1,0),00(c) = (1,2¢),0,(D) = (1 — 2¢, 2¢).

Miizeme si v§Simnout na obrazku, ze ¢im mensi bude zadany Ctverec Q, tim mensi
budou i rozdily mezi zobrazenym obrazcem a aproximovanym obrazcem, z ¢ehoz vyplyva, ze

bude mensi i rozdil mezi jejich obrazci.

Jacobiho matice ma jest¢ mnoho dalsich vyuziti, kterymi se zde zabyvat nebudu.
Samotna Jacobiho matice by stacila jako téma na bakalafskou praci. Jen v kostce uvedu, ze se
diky Jakobianu déa vyvodit obecny vzorec pro transformaci souradnic. To, co jsme si
ukazovali vyse je jen takovy tivod, takové nakousnuti celého tohoto velkého tématu.
Nicméng, pro tuto praci bude stacit popsané nejveétsi vyuziti Jakobianu, a to je prave pii

transformaci soutradnic a aproximaci slozité funkce jednodussi.
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1.4 Matice v kvantové mechanice

Nasledujic text jsem &erpal z internetového zdroje Zdaklady kvantové teorie?

Kvantova mechanika je teoreticky model, zabyva se kvantovym modelem atomii a
molekul. Jako kazda teorie, i teorie kvantové mechaniky vychdzi z n¢kolika vyroku, v této
situaci nazyvanymi jako postulaty, které se spole¢nost nesnazi nijak dokazovat, ale jsou
definovany tak, aby byly srozumitelné a bez né€jakych vnitinich rozporu. V této kapitole
predstavim praveé nekteré z postulati, pii kterych se vzdy matice vyskytuji, a také zminim

Pauliho matici, ktera s kvantovou mechanikou hodné souvisi.

1.4.1 Postulat €. 1 — Stav soustavy a stavovy vektor

,»Stav soustavy lze popsat vektorem z Hilbertova prostoru.® Tohle je znéni prvniho
postulatu. Vlastné nam k4, Ze chceme-li popsat fyzikalni soustavu v redlném cCase, staci ndm
k tomu jeden vektor, ktery definujeme v néjakém prostoru. Tomuto vektoru se fika stavovy
vektor, a od klasickych vektori, které zname z matematiky, se 1i$i hned ve dvou zakladnich
vlastnostech. Prostor, ve kterém je definovany stavovy vektor mize mit jakykoliv pocet
dimenzi, klidné i nekonecny, a na rozdil od klasickych realnych vektori jsou stavové vektory
vzdy v Komplexnim tvaru. Spole¢nou vlastnost maji takovou, ze stejné jako mizeme klasicky
vektor v trojrozmérném prostoru vyjadrit linearni kombinaci téi néjakych vektort, i stavovy
vektor mizeme vyjadfit linearni kombinaci uré¢itého poctu stavovych vektorti. Chceme-li tedy
zapsat stavovy vektor jako linearni kombinaci jinych stavovych vektorti, pouZijeme k tomu
praveé maticového zapisu, ktery poté usnadiuje dalsi kroky.

a,cos@, + iaSingq
U= <a2 cos@, + iazsimpz). Podle poctu zvolenych vektori mizeme potom urcit dimenzi
Hilbertova prostoru. Jednotlivé prvky matice maji komplexni tvar zejména proto, protoze
popisuji amplitudy pravdépodobnosti pro jednotlivé pozorovatelné veliiny elementarnich

¢astic.

Velmi dilezitou vlastnosti vektorového prostoru je skalarni soucin, ktery je
Vv Hilbertovée prostoru definovany obdobné jako v redlném prostoru. Cely skalarni soucin
muzeme velice jednoduSe vyjadiit pomoci matic. Zde se jesté troSku pozastavim, protoze pro

leh¢i a kratsi zapis vektorti v komplexnim tvaru, budu tyto vektory zapisovat v nasledujicim

12 Zaklady kvantové teorie, http://www.ncbr.muni.cz/~1zidek/C6770/C6770_intro_cz.pdf, datum
publikovani neni uvedeno
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tvaru: a;cos@, + ia,sing; = a,e'1. Skalarni sou¢in Ize tedy zapsat takto:

aclel(pcl
— -1 - * i 4 ; 4
(blc) = (ape™*%p1  aye™*%b2 ) *| g eioca |. Prvni vektor je nahrazen, misto

ptavodniho sloupcového vektoru je v skalarnim soucinu dosazen vektor fadkovy, coz je
k vektoru v jeho komplexné sdruzeny vektor b". Z toho vyplyva diilezita vlastnost, a to ta, ze

(blc) # (c|b), ale oba skalarni souciny jsou vzajemné komplexné sdruzené.

1.4.2 Postulat ¢. 2 — Méritelna veliCina a hermitovsky operator

Druhy postulat tika, Ze métitelnou fyzikalni veli¢inu lze popsat hermitovskym
operatorem pusobicim v Hilbertové prostoru. Operatorem rozumime matematicky predpis,
ktery ptifazuje vektor k druhému vektoru. Tento vztah je pak dan nasobenim matic, kdy
operator je vzdy ¢tvercova matice. Pocet jejich prvki je zavisly na dimenzi Hilbertova
prostoru. V matematickém zapisu tedy mize dand operace pro dvojstavovou situaci vypadat

ba) _ (An A1y

C
nasledovné: ( by Ay, Azz) * ( C;)' Stejné jako pro stavové vektory plati, Ze jejich

prvky jsou v komplexnim tvaru, jsou i prvky operatoru ve tvaru komplexnim a také se pro né
o¢ekava, ze bude platit: A;; = Aj;. Hermitovské operatory jsou takové operatory, pro které

plati tato rovnost.

Z definice pro s¢itani matic vyplyva, ze kazdy operator mizeme ziskat linearni
kombinaci matic, které nejsou vzajemné linearn¢ zavislé, pro nés ptipad se tedy jedné o 4

A11 AIZ)
A21 AZZ

matice. Jako ptiklad si mizeme uvést: 4 = (

= Aq; ((1) 8) + Aq, (8 (1)) + Ay ((1) 8) + Ay, (8 (1)) Timto mizeme definovat

linedrni prostor operatorovych matic, ktery bude vzdy druha mocnina dimenze ptislusného

prostoru stavovych vektort.

1.4.3 Postulat ¢. 3 — MozZné vysledky méreni a vlastni hodnoty operatori
Tteti postulat fika, Ze naméfend hodnota veli€iny A musi byt jednou z vlastnich
hodnot operétoru 4, ktery ji reprezentuje. Piisobenim operatoru na stavovy vektor miizeme
dostat vektor nulovy, nicmén¢ existuji vektory, které se pfili§ nezméni. Takové se nazyvaji
vlastni vektory operatoru a nasobici konstanty jsou nazyvany vlastnimi hodnotami operatoru.

Ukazeme-li si tento vztah v maticovém tvaru, vypada nasledovné:
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An Alz) v\ _ (6, , o , (A11 -5  Ap ) U1\ _
(A21 A, * (Vz) = s, , kde po tpraveé odstaneme: A,y Ay, — 6 * (Vz) = 0.
Vlastni hodnoty &; a 8, jsou kofeny kvadratické rovnice. Vlastni hodnoty jsou vzdy realné
Cislo, je to z divodu, Ze kazda dvojice A;j a Aj; je komplexn€ sdruzend, proto musi byt

diagonalni prvky realné.

1.4.4 Pauliho matice

Dalsimi postulaty se jiz zabyvat nebudu, mym cilem v této bakalarské praci neni psat
o vSech vyuzitich matic a popsat naprosto vse, kde se matice vyuzivaji, mym cilem je ukazat
siroké vyuziti matic, popsat n¢jaké zaklady, kde se matice vyuzivaji, aby si ¢lovék pak sam

udélal obrazek, jak velké pojeti matice vlastné predstavuji.

Na zavér této kapitoly jeSteé zminim Pauliho matici, kterd se také pouziva v kvantové
mechanice. Je pojmenovana po Wolfgangu Paulim. Pauliho matice pfedstavuji mnozinu 2 x2

komplexnich hermitovskych matic, které jsou ve tvaru:

Oy = ((1) (1)),0'3, = (? _Ol) ao, = ((1) _01) Tyto matice maji tu vlastnost, ze pokud

jakoukoliv z nich vynasobime sebou samou, dostaneme vzdy matici jednotkovou.

Determinant téchto matic je -1. Pokud se k témto tfem Pauliho maticim piida jednotkova

matice (é (1)), spole¢né tvoti ortogonalni bazi.

Ve fyzice predstavuje kazda tato matice pozorovatelnou popisujici orientaci spinu

(kvantova vlastnost elementarnich Castic, jedna se o vnitini moment hybnosti ¢astice) ¢astice

. 1
Se spinem >
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2 Vyuziti matic ve stavebnictvi

Od oboru matematika a fyzika se nyni vzdalime, ne vSak daleko, protoze si nyni
popiseme néjaké pripady, kde se matice vyuzivaji ve stavebnictvi. Opét zde nebudu uvadét
naprosto vSechny piipady, kdy se ve stavebnictvi vyskytuji matice, ale zaméfim se na matice
ve stavebnim inZenyrstvi, statice a pak pro zajimavost uvedu matici, ktera se vyuziva

v predinvesti¢ni fazi vystavbového projektu.

2.1 Matice v pripravné fazi vystavbového projektu

Nasledujici text jsem &erpal z internetového ¢lanku Bezpecnost a rizika ve vystavbé.'®

Rizika staveb a obor stavebnictvi jsou spolu velmi tizce spjaty. Rizika jsou pfitomna
pti jakémkoliv novém 1 starém projektu, pii nové vystavbe, rekonstrukci, ale i demolici. Nas
bude piedevsim zajimat pravé rekonstrukce ¢i vystavba. Z obecného hlediska Ize rizika, které
pracovniky potkavaji, rozdélit do dvou zékladnich skupin, a to rizika technicka (rizika staveb)
a rizika socialni, politicka, ekonomickéd a demograficka. U rizik technickych si jisté kazdy
snadno domysli, Ze se jednd o rizika spjaté s urovni dané budovy, s jejim technickym stavem,
bezpecnosti atd. Do druhé skupiny rizik spada spise okoli staveb. Musi se vzit v potaz lidé a
jejich zvyklosti, pro které ma budova plnit n¢jaky ucel. Musime zhodnotit riziko spojené
s politickou situaci v dané oblasti, a riizné dalsi. Bez toho by se mohlo klidn¢ stat, Ze se
postavi supermarket v oblasti, kam lidé viibec nejezdi ani v okoli nebydli, poptipadé by
budova nebyla ani povolena k vystavbé, protoze by neodpovidala danému politickému
rezimu, atd. Je tedy dulezité pied zacatkem projektu, at’ uz se jedna o novostavbu nebo
rekonstrukcei, zvazit celkova rizika, ktera jsou s projektem spojena. Jisté to znamena to, Ze

investofi nepfijdou zbytecné o své penize.

Velmi ¢asto vyuZivanou metodou je tak zvana rizikova analyza. Jedna se o metodu,
kterou pouzivame kazdy z nas, kazdy den. I kdyz podvédomé. Pracovné se tato metoda
nazyva UMRA — univerzalni matice rizikové analyzy. (anglicky: universal matrix of risk
analysis). Obecné feceno se da Fict, Ze je tato metoda zalozena na principu srovnavaci
logicko-numerické analyzy hodnoceni zavaznosti nebezpeci pro projekt nebo jeho dil¢i ¢ast

tymem expertl. V praxi mize byt i vice tymu, které pracuji na stejném objektu, ale piitom

8 KUBECKA, Karel, Bezpecnost a rizika ve vystavbé [online]. Casopis Stavebnictvi, vydano: tnor
2010.
URL http://www.casopisstavebnictvi.cz/vyuziti-metod-analyzy-rizik-v-procesu-rozhodovani-o-vhodnosti-
sanace N3101
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nezavisle na sobé. Kazdy tym je veden jednim rizikovym analytikem. Naprosto nejjednodussi
situace, ktera miZe nastat, je tym slozeny pouze z jednoho experta, a ten je i zaroven
rizikovym analytikem. Celé zhodnoceni je rozdéleno do dvou etap, které jsou pracovné

pojmenovany jako UMRA 1 a UMRA 2.

Prvni taze (UMRA 1), které je odborné nazyvané jako identifikace ohrozenych
segmentu a identifikace zdroji nebezpeci, zacind tim, Ze se rizikovy analytik detailné sezndmi
S projektem, co se ty¢e hlavné technické stranky (statickd zpiisobilost objektu, atd.). Dale
s projektem sezndmi sviij tym expertti, hlavné jim vysvétli podstatu metody a kol metody. Je
to proto, ze experti jsou zkratka profesionalové ve svém oboru, ale nemaji znalosti a mnohdy
ani predstavu o rtiznych metodach, které vyuziva rizikova analyza. Od toho je tady prave
rizikovy analytik, ktery zde vystupuje jako osoba znald. Sviij tym seznami s vyznamem
jednotlivych segmentil projektu véetné zésad Clenéni a taky s vyznamem zdroji nebezpeci
vcetné zasad Clenéni, vysvétli jim zplisob vyplnéni formulare a riizné dalsi véci, které jsou
nezbytné pro hladké splnéni prace experti. Formulat vytvaii vzdy rizikovy analytik, d4 ho
svému tymu a nechd ho, aby do formulare dopliioval rizné své ptipominky a poznamky, az
dokud nevytvofi finalni podobu dotazniku, na kterém se vSichni shodnou. Jednotlivé ¢asti
projektu byt na sob¢ existencné nebo sekvenéné zavislé, nikdy vSak ne fyzicky. Naopak je
tomu u zdrojt, ty mohou byt na sob¢ zavislé pouze existencné. Rizikovy analytik necha sviyj
tym dotaznik vyplnit a poté jej sam vyhodnoti. Timto je ukon¢ena prvni etapa (UMRA 1),
kdy ma rizikovy analytik definované segmenty hodnoceného projektu a faze stavebniho
procesu, ve kterych je zvySené riziko poruchy a nésledné kolapsu celého projektu, coz

nepochybné vede 1 k obrovské ekonomické ztrate.

Prvni krok ve druhé fazi (UMRA 2) je vytvofeni ¢i uprava stupnice zavaznosti
nebezpeci. Mlze obsahovat 1, 2, ..., n stupiiil nebezpeci, kdy jednotlivy stupen je
zaSkatulkovan do urcitého kritéria. Naptiklad stupent bude znamenat mirné nebezpeci, jeho
kritérium bude mirny vliv na cenu nebo lhitu rekonstrukce, nevyzaduje vice nez béznou
opravu nemovitosti. Takhle rizikovy analytik vytvofi n pocet stupniii, podle toho, jak uzna za
vhodné, pficemz miize pouzit 1 stupen 0, ktery bude znamenat, Ze nevyzaduje Zadné opatieni a
jakykoliv vliv je zanedbatelny. Je vSak na analytikovi, jakou ¢islici za¢ne. Takova tabulka

muze vypadat napf. nasledovné:
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Nebezpeci Realizace nebezpeci Stupen zavaznosti Sv
Nepatrné Konstrukce je v poradku, 0
nevyzaduje prakticky zadna
opatfeni, neni nutna sanace na
zajisténi statické bezpecnosti
stavby.
Malé Konstrukce je takika v poradku, 1
bezvadného stavebné-
technického a statického stavu
1ze dosahnout béznou udrzbou a
ekonomicky oduvodnitelnymi
naklady
Stredni Vyzaduje zvySené naklady na 2
sanaci, kterd ma zajistit
statickou bezpecnost stavby,
ekonomické naklady jsou
vysoké, na samé hranici
ekonomické odtivodnitelnosti.
Velké Konstukce je ve velmi $patném, 3
stavebné-technickém a
statickém stavu, neni vyloucen
havarijni stav konstrukce.
Sanace vyzaduje velmi vysoké
naklady, které jsou ekonomicky
neodtvodnitelné a
pravdépodobné prevysuji
naklady na novou stavbu.

tabulka ¢. 1 — tabulka obsahujici stupné zavaznosti nebezpeci

Dale uz je to na expertech, jak dany formulat vyplni podle téchto stupid rizik. V praxi maji
moznost nechat buiiku prazdnou, a to pokud nastane situace, ze expert nedokaze nebezpeci
korektné zhodnotit nebo kdyZ soucasny soubéh segmentu x zdroje neni logicky mozZny. Po
vyplnéni formuléfe se spocitd individualni soucinitel vnimani nebezpeci, ktery lze stanovit
pro kazdeho experta zvlast'. Individudlni soucinitel vnimani nebezpeci je dan vztahem: P, =
Svmax*Mactk
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k oznacuje jednoho z expertt

1, j, je dand bunka v matici

S, oznacuje stupenl zavaznosti

S

Umax

n&.. . znaci podet vyplnénych bunék matice

2. S, znadi, ze se budou s¢itat jen hodnoty bunék, které jsou vyplnény.

je nejvyssi hodnota (nejvyssi stupen) zdvaznosti

Vyplnény formulaf mize mit napt. nasledujici podobu:

Projekt
Aspekt
Experti
B
E &
[a g
o —
<, F
=] >
®© E =
S E 8
S 3
i 8
[«5)
a
Expertl 1 1
Expert2 1 2
Expert3 | 1 2
Expert4 1 1

Obytné domy

Posouzeni stavebné konstrukéniho a statického stavu objektu

ve vetknuti

Tramy stropu nad 1. PP

NN DN

2

Vénec z interiéru v misté vetknuti

NN -

1

desky

Obvodova betonova sténa

N NN

2

suterénu

Stitova betonova sténa

v

1
2
2

2

Stiedni nosna betonova sténa

NN DN

3

vV suterénu

Zdroje nebezpeci

3
2
2

3

Kominova télesa v suterénu

Veénce a osténi okennich otvoru z

NN DN

2

exteriéru

Zdivo schodistového prostoru

o O O

1

Soucet

15
17
17
18

Tabulka €. 2 — formulaf pro ocenéni hodnoty zavaznosti nebezpeci pro jednotlivé ¢asti projektu

Po dosazeni a spocitani vySe uvedeného vztahu dostane analytik koeficient, ktery

oznacuje miru, do jaké se danému expertovi zda, Ze je projekt rizikovy. Nevyhodou zde je, ze

tento vysledek neni objektivni, ale je subjektivné ovlivnén vnimanim a vlastnimi zkuSenostmi

daného experta. Tato subjektivita se da vSak z€asti eliminovat vétSim tymem expertd

popfipad¢ vice skupinami pracujicim na stejném projektu, ale nezavisle na sobé.

Po vypocteni individuélniho soucinitele vnimaného nebezpeci pro kazdého experta

nasleduje vyhodnoceni celé této metody, kde dojde i ke zvazeni, zda stoji za to dany objekt

rekonstruovat nebo radéji zbourat. Postup vyhodnoceni zde popisovat nebudu, ale uvedu zde,

ze se v praxi vyuzivaji dv€ metody, a to Hodnoceni souboru objektti ze staticko-



konstrukéniho pohledu metodou UMRA, kde se bere v potaz hlavné procento opotiebeni
daného objektu, a na zaklad¢é toho se investor a tym rozhodne, co s danou nemovitosti ud¢lat,
nebo druha metoda, Hodnoceni staticko-konstrukéniho pohledu pravdépodobnostni metodou,

coz je hodnoceni pomoci histogramii, tedy podle zasad pravdépodobnosti.
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2.2 Kriterialni matice ve znaleckém ocenovani stavebnich objektii

Text o kriterialni matici a riznych metodach spojenych s kriteridlni matici jsem Cerpal
Z internetovych zdroji Kriterialni matice ve znaleckém ocernovani stavebnich objekti,

Jaroslav Chovanec!* a Vicekriterialni hodnoceni variant — metody, Jana Klicnarova®®

V této kapitole se budu zabyvat matici variant a kritérii, které se bézné fika matice
kriteridlni, a jejim vyuzitim ve znaleckém ocenovani stavebnich objektti. Na tvod, si myslim,
ze je nejvhodnéjsi popsat, co vlastné kriterialni matice je. Mzeme si ji piedstavit jako
mnozinu vSech variant a kritérii, kdy sloupce pfedstavuji kritéria a fadky varianty. V praxi je
naprosto jedno, jestli to bude tak nebo jestli fadky za sloupce zaménime, zalezi na daném
¢lovéku, jak kriteridlni matici vytvoti. Dulezité ale je, Ze jedna skupina bude pfedstavovat
kritéria a druha varianty. Jednotlivé slozky dané matice pak tvofi tzv. vdhy, ¢imz je vlastné
vyjadiena sila kritéria, kterou ovliviiuje posuzovanou variantu. Mizeme i fici, ze diky vaham
se od sebe odlizuji kritéria dle své vyznamnosti. Cim je n&jaké kritérium vyznamngjsi, tim
vétsi ma vahu. Bézné v praxi se pracuje s nezapornymi ¢isly vah, a ¢asto se i klade diraz na

to, aby byly véhy tzv. normované, coz znamena, Ze jejich soucet musi byt roven 1.

Matice ma tu skvélou vlastnost, ze kdyz do ni napiSu vSechny kritéria a varianty, a
pak vypliiuji dané vahy, tak vzdy budu porovnavat kazdy s kazdym, takze kazda varianta je
hodnocena dle kazdého kritéria. Kazdé pridéleni vah je uc¢inéno na zékladé prozkoumani miry
pusobeni daného kritéria na danou variantu. Nékteré varianty si mohou byt i blizké, tudiz i
jejich vahy budou velmi podobné. V praxi to urcuje i to, Ze vysledné hodnoty dosazené pii

jejich pouziti se 0 moc nelisi.

Bé&znym problémem, ktery se objevuje prave pii sestavovani kriteridlnich matici, je
stanoveni variant a kritérii. V matici se nam totiz mohou vyskytnout varianty, které nejsou
ovlivnény né¢jakym kritériem, témto je pak ptridélena vaha nula. Jako jeden z dulezitych cild,
ktery by si mél ¢lovek, co sestavuje kriteridlni matici dat, je, aby dokéazal napsat uplny vycet
kritérii, coz v8ak v praxi neni n€kdy uplné mozné. A pokud uZ ano, tak je to hodné

vycerpavajici a zdlouhavé. Chce to tedy jisté pevné nervy a spoustu ¢asu. Proto jsou mnohdy

1% Ing. CHOVANEC Jaroslav, Soudni inZenyrstvi, kapitola: Kriteridini matice ve znaleckém ocefiovani
stavebnich objektii. http://www.sinz.cz/archiv/docs/si-2005-04-237-239.pdf. Publikovdno jako prispévek
doktorandské konference JUNIORSTAV na fakulté stavebni VUT v Brné, dne 2. 2. 2005.

15 KLICNAROVA Jana, Vicekriteridlni hodnoceni variant — metody, Katedra aplikované matematiky a
informatiky, Jiho&eska univerzita v Ceskych Bud&jovicich, Ekonomicka fakulta.
http://home.ef.jcu.cz/~janaklic/oa_zsf/VHV_I1.pdf. Publikovano r. 2010
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kritéria konzultovany s vice odborniky, ktefi maji tfeba i mnohaleté zkuSenosti, a dokazi
snadnéji popsat vSechny vlivy, které plisobi na varianty. I pfes tyto vSechny opatieni se vSak
muze stat, ze vycet kritérii neni kompletni, a ani nebude. V takovém piipad¢ Ize uCinit

rozhodnuti s urcitou pravdépodobnosti, coz vyjadii procento optimalniho rozhodnuti.

Pokud chce tviirce kriterialni matice uplatnit nékterou z metod vicekriterialni
metod pro stanoveni vah. Navic, diky témto metodam, je mozné ptidélit vahy k jednotlivym
variantam a odbourat subjektivni nahled zadavatele na dany problém. Diky metodam
vicekriterialni optimalizace se navic mizeme dozvédét i to, jakou dulezitost maji jednotlivé
kritéria, a také jaké kritérium preferuje pravé zadavatel. Pomoci metod ziskavame kardinalni a
ordinalni informace. Ordindlni informace nam udéava, jaké varianty jsou pred jinymi
variantami, dostaneme tzv. uspofadani variant, nicmén¢, uz se z ordinalni informace
nedozvime, o kolik je n¢jaké varianta pied jinou variantou. Proto je dilezité znat i kardinalni
informaci, ktera pravé udava o kolik je dana varianta pfed jinou. Mame-li totiz k dispozici

pouze ordinalni informaci, nema smysl provadét jakékoliv aritmetické operace.

2.2.1 Metoda stejné diilezitosti

Muze nastat i situace, kdy se zadavatel nedokaze rozhodnout, které ze zadanych

vvvvvv

nez pridélit vSem stejnou vahu. Pokud ma byt soucet vah roven ¢islu 1, pak vzorec pro

N1 s s s TR R .1 . roy ¥
spocitani vahy pro kazdé kritérium je - kde n je pravée pocet kritérii.

2.2.2 Metoda poradi

V této metodé si musime jasné€ ujasnit, které kritérium je pro nas predné;jsi, a které
naopak pro nas neni pfedngj$i viilbec. Postupné si kritéria ocislujeme od 1 az po n, kde n je
pritadime ¢islo 1. Jakmile tak budeme mit, vSechny body secteme, a timto souctem podélime

zvlast kazdy bod kritéria. Dostaneme tak normované vahy.

2.2.3 Metoda bodovaci

Tato metoda je velice podobna metodé potadi, li$i se vSak tim, Ze kazdému kritériu
neni pridéleno ¢islo podle potadi, ale je mu ptidélen urcity pocet bodu, podle toho, jakou

velkou ma dilezitost. Cim vic bod, tim dileZit&jsi je. Poté se opét body seétou a poddli se

Jimi zvlast kazdé kritérium, aby se dosahlo normovanych vah.
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2.2.4 Fullerova metoda

Vychazi z metody bodovaci, pouziva se v situacich, kdy je potieba obodovat velké
mnozstvi kritérii, coz by bylo jak ¢asové, tak energicky narocné. Metoda spociva v tom, Ze se
vzdy porovnavaji dvojice kritérii, pricemz kazda dvojice prave jednou, a je mozné dat i

stejnou vahu obéma kritériim. Na zavér se opét vSechny vahy normuji.

Bézné ma mnozina rozhodovacich variant v tllohach vicekriterialniho rozhodovani
konecny pocet prvkii. Po riiznych upravach, které byly zminény vyse, Ize snadno sestavit
kriterialni matici, kde si zvolime napf. sloupce jako kritéria, a fadky jako varianty. Prvky
neboli vahy kriteridlni matice si oznaCime y;;, kde i = 1,2, ..., k,j = 1,2, ..., l. Kriterialni

/ i o fe \
) a; Y1 Yiz v YVik .
matice ma potom takovy tvar: | a, Y21 Y22 t Yok [. fi, f2, -, fi predstavuje rizné
a Yn Y - Y

druhy kritérii. a4, a,, ..., a; jsou varianty. A jednotlivé y,1, Vi1, ---, Vi jsou jednotlivé vahy.

Zadan¢ data se dale zpracovavaji az po dosazeni vysledku. Pokud je kriterialni matice
moc velkd, existuji rizné metody, které ji zredukuji na mensi matici, tim, Ze se redukuje
celkovy pocet fadkti na mensi. Existuje dost metod na tGpravu kriterialni matice, nicméné
zminovat se o zadné jiz nebudu, protoZze mym cilem neni zachazet do hloubky néjakého
tématu, ale spiSe popsat urcité véci, které se Casto vyskytuji a hojné vyuzivaji v praxi. Delsi
rozpracovani, at’ uz tohoto tématu nebo jakéhokoliv jiného by mohlo dat nejméné dalsi
bakalafskou praci. Uvedu zde vsak fotografii pfimo z praxe. Jedna se o nevyplnénou
kriterialni matici, ktera je predloZzena odbornikovi pro znalecké ocenéni stavebnich objekti.
Slouzi pro zjisténi obvyklé ceny novostavby. Fotografii jsem nasel v disertacni praci Ing.
Jaroslava Chovance, kterd nese nazev: Metoda vicekriterialni optimalizace pri znaleckém

ocerovani stavebnich objektii.*®

18 Ing. CHOVANEC Jaroslav, Soudni inZenyrstvi, kapitola: Kriteridini matice ve znaleckém ocefovani
stavebnich objektii. http://www.sinz.cz/archiv/docs/si-2005-04-237-239.pdf. Publikovdno jako piispévek
doktorandské konference JUNIORSTAV na fakulté stavebni VUT v Brné, dne 2. 2. 2005.
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Tabulka ¢. 3 — Kriterialni matice pro znalecké ocefiovani stavebnich objekt

Na zavér je tieba jesté zminit pojmy tykajici se obecné kriteridlni matice, se kterymi se
pak pracuje ve vSech oborech, které tyto matice vyuZzivaji, no a ukazu zde také, jak muize
vypadat grafické feSeni obecné kriteridlni matice. Pfi psani nésledujiciho textu jsem se

inspiroval internetovym zdrojem Kriteridlni matice a hodnoceni variant.*’

2.2.5 Typy kritérii

Kritéria v matici mohou byt dvojiho typu, a to bud’ maximalizacni nebo
minimaliza¢ni. Jak napovida jejich nazev, v typech minimaliza¢nich budeme mit hodnoty co
nejmensi, v typech maximaliza¢nich se zase vyskytuji hodnoty nejvyssi. Pro dalsi zpracovani
kriteridlni matice je ale diilezité, aby vSechny kritéria byly stejného typu. Nastésti to neni

vubec zadny problém, protoze jednoduchymi Gpravami mtizeme dosdhnout toho, Ze z kritéria

Y Kriterialni matice a hodnoceni variant, [online] http://jana.kalcev.cz/vyuka/kestazeni/EKQ422-
KriterialniMatice.pdf
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minimaliza¢niho typu udéldme kritérium maximaliza¢niho typu. Mdme na vybér dva

zpuisoby, jakymi je mozné tuto zménu provést.

1. Jestlize mame danou stupnici, ze které vychazime, klasickym piikladem jsou
znamky ve skole, kdy mame prosté stupnici od 1 do 5. V takovém piipadé
vezmeme tu nejvyssi hodnotu, které zde miizeme dosdhnout, a od ni odecteme
postupné jednotlivé vahy. Takovym jednoduchym postupem muizeme pievést
kazdé minimaliza¢ni kritérium na maximalizacéni.

2. Pokud ale nemame Zadnou stupnici, ktera by nam udavala, v jakém bodovém
rozmezi se pohybujeme, napt. pokud se jen boduji rizna kritéria na zakladé
toho, co je prednéjsi, pak vezmeme tu nejvyssi hodnotu, kterou mame v matici

uvedenou a od ni odecteme postupné ostatni hodnoty.

2.2.6 Varianty dominované a nedominované

Dominovana varianta je takova varianta, pokud k ni existuje néjakd jina varianta, ktera
ma vSechny hodnoty kritérii alespon stejn¢ dobré, pricemz alespon jednu hodnotu ma lepsi. A
co se tyce nedominované varianty, tak to je takova varianta, ke které neexistuje zadna jina
varianta, ktera by byla lepsi. Lepsi ve smyslu, Ze by bylo mozné alespoii jednu hodnotu

zlepsit, ale zadnou hodnotu zhorsit.

2.2.7 ldealni varianta a bazalni varianta

Idealni a bazalni varianta jsou naprosto opacné pojmy. Ideélni varianta je ta nejlepsi
varianta, které miizeme dosdhnout, déli se na absolutni a relativni. Relativni ideélni varianta je
nejlepsi varianta, kterd je v kriteridlni matici uvedena, ta absolutni je takova varianta, které l1ze
teoreticky nejlépe dosahnout. No, a kdyz jsem vySe psal, Ze bazalni varianta je opak ideélni
varianty, znamena to tedy, Ze bazalni varianta je ta nejhor§i mozna varianta, které 1ze
dosadhnout. M4 stejné rozdéleni na absolutni a relativni. Jaky je rozdil mezi absolutni a
relativni bazalni variantou zde jiz popisovat nebudu, protoze je to zcela analogické k popisu

rozdéleni idealni varianty.

2.2.8 Grafické zobrazeni variant

Dostavame se na konec kapitoly o kriteridlnich maticich, kterou zakon¢im ukazkou
grafického zobrazeni variant. Existuji pouze dva typy grafického zobrazeni, a to hvézdicovy
typ nebo polygonalni typ. Pii grafickém zobrazeni za¢iname vZdy stejné, at’ uz se rozhodneme

pro jakykoliv typ zobrazeni. Jako prvni si narysujeme jednotkovou kruznici, do které
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vepiSeme hvézdu s k paprsky, kde k znaéi pocet kritérii uvedenych v kriterialni matici.

Z kazdého paprsku tak vytvorime osu pro jedno kritérium. Na jednotkové kruznici se nachézi
idedlni hodnota vzdy pro ptislusné kritérium, bazalni hodnota se naléza uprostied. A na
kazdou osu vyneseme linearni métitko. Variantu mizeme zobrazit bud’ hvézdici nebo k-

uthelnikem.
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Graf ¢. 4 — grafické zobrazeni variant
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3 Kontingenc¢ni tabulky

Inspiraci pro nasledujici text jsem &erpal ze zdroje Kontingencni tabulky a grafy.*8

Kontingen¢ni tabulky piedstavuji svou podobou a strukturou matici. Jsou Siroce
vyuzivany ve statistice, snad ve vSech testech statistickych hypotéz, mezi které se nejvice radi
hypotéza o nezavislosti znakli, hypotéza o shodnosti struktury, hypotéza o symetrii vztahu.
Diky kontingenc¢ni tabulce si mtizeme danou hypotézu piehledné vizualizovat a diky tomu 1
1épe vyhodnotit. Radky kontingenéni tabulky odpovidaji p¥isluinym hodnotdm prvniho
znaku, sloupce pak ptislusnym hodnotam druhého znaku. Tim znakem se ve statistice mysli
jisté rozdé€leni napt. dotazovanych respondentti a tak podobné. Napftiklad rozdé€leni podle
pohlavi na muZe a zeny, a dale tfeba podle véku na mladsi padesati let a star$i padesati let.
Tim mame dva znaky — pohlavi, vék. Po sestaveni ptislusné kontingenéni tabulky bychom se
dozvédéli pocet muzl a pocet Zen s vice nez padesati lety a s méné nez padesati lety. Jde o to,
ze z kontingenc¢nich tabulek dostaneme vzdy pocet. Takova kontingen¢ni tabulka mize mit

napfiklad takovou podobu:

Muzi Zeny celkem
Starsi padesati let 29 31 60
Mladsi padesati let 33 36 69
celkem 62 67 129

Tabulka ¢. 4 — Kontingen¢ni tabulka

Jednou z dulezitych vlastnosti kontingen¢ni tabulky je nezavislost hodnot. To
znamena, ze vSechna data, kterd jsou uvedena, se vzajemné nijak neovliviuji. V tabulce, ktera
je zminéna vyse to znamena, Ze u respondentd nezavisi na jejich pohlavi, zda jsou starsi nebo
mladsi padesati let. Dalsi dilezitou vlastnosti je homogenita, a to znamena, ze o¢ekavané
¢etnosti jsou v policcich kazdého fadku ve stejném vzdjemném poméru bez ohledu na
konkrétni volbu fadku. V nasi tabulce to tedy znamend, ze muzl a Zen starSich padesati let je

stejn€ jako muzi a Zen mladSich padesati let.

V praxi se bézn¢ nezistava u dvou rozmérnych kontingenc¢nich tabulek, ale misto
dvou znak Ize sledovat jakékoliv mnozZstvi znaki. Na vytvafeni kontingenc¢ni tabulka nema

tato zména zadny vliv, tvofi se stale stejnym zplisobem, nicméné na znazornéni to jiz neni

18 MYSAK Milan, Kontingencni tabulky a grafy, vwukovy priivodce. Vydavatelstvi Computer Press
2013. ISBN 9788025141137
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upln¢ jednoduché. Proto si ji zde ani nebudeme uvadét, ale pisu to zde jako informacni
doplnéni, ze existuje i néco vic nez bylo zminéno vyse. Navic, pokud pouzivame
vicerozmérnou kontingenc¢ni tabulku, tak v ni miizeme testovat mnohem vice zavislosti mezi
jednotlivymi znaky, fekl bych, ze ndm to dava vétsi svobodu, ale na druhou stranu, veskeré
testovani je technicky mnohem komplikovanéjsi nez u jednoduché dvojrozmérné

kontingen¢ni tabulky.

37



4 Spatna podminénost soustav

Nasledujici text jsem Cerpal z internetového zdroje Numerické resent soustav

linedrnich rovnic, Mirko Navara.*®

V souvislosti s numerickym feSenim soustav rovnic, mizeme narazit na dost zasadni
problém, ktery se bézn¢ vyskytuje v praxi a neni snadné ho odstranit, a tim je praveé Spatna
podminénost soustav. Diky Spatné podminénosti se mtze ¢loveku klidné stat, ze dlouholeté
badani a vypoclty miize zahodit a zacit naprosto od zacatku. Nejvic Casta je Spatna
podminénost u soustav, jejiz rovnice jsou témet zavislé, tzn., ze jejich zavislost se lisi jen

napf. setinami nebo jest¢ mensimi hodnotami.

Mame soustavu n linedrnich rovnic o n neznamych a nasim tkolem je nalézt jejich

ai1Xq + aA12Xy + - 4 AipnXn = bl
y Ay1x; + QX2 + -+ ayxy, = b .
kofeny. 2171 : anem 2 Matice je ve tvaru Ax = b,
anlxl + anzxz + o + annxn = le

kde A = (a;j);,j=1,.,n J€ Matice soustavy.
b = (by,b,, ..., b,)T predstavuje vektor pravych stran,

x = (xq, %3, ..., x)T je vektor neznamych.

Pouziti Cramerova pravidla je pfi obsahlejSich soustavach celkem nemoZné. D4 se
pouzit pf1 malém poctu rovnic, ale se zvySujicim se po¢tem narazime na tvrdé problémy, které
s sebou nese pouziti Cramerova pravidla. Jedné se hlavné o velkou vypocetni slozitost a
numerické chyby. Obecné feSeni n linearnich rovnic o n neznamych je v tomto tvaru:

x = A~'b. Dostavame se vsak k problematice chyby, kterou s sebou nese velka mohutnost
soustavy. Muze totiz nastat situace, kdy nepatrnou zménou koeficientli soustavy poptipadé

nepatrnou zménou pravé strany, muzeme zpusobit velkou zménu v celém feSeni.

Pti zpétném dosazeni do soustavy vypocteného feseni x. (nepiesného, at uz z ditvodu
zaokrouhlovani ¢i jakéhokoliv jiného), dostdvame tzv. reziduum feSeni, a to ma tvar
r = b — Ax,. Pokud v matici poc¢itame s prvky, které maji velkou hodnotu, mize reziduum
nabyvat malé hodnoty, i kdyZ se vektor x, vyrazné lii od pfesného feseni X. Cim mensi

hodnoty budeme mit v matici, tim bude reziduum nabyvat vyssi hodnoty jiZ pfi jemnéjSich

19 NAVARA Mirko, Numerické reSeni soustav linedarnich rovnic, Centrum strojového vnimani, katedra
kybernetiky, elektrotechnicka fakulta CVUT Praha. http://cmp.felk.cvut.cz/~navara/nm/linear_print.pdf.
Publikovéno: 21. listopadu 2014
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rozdilech nepiesného feseni od feseni presného. A naopak, mame-li v matici prvky velkych
hodnot, mtize 1 mala slozka vektoru r zplsobit velky rozdil mezi nepifesnym a presnym

vysledkem. Z toho vyplyva, ze malé reziduum nam nezarucuje i malou chybu feseni.

Spatné podminéné soustavy jsou pravé takové soustavy, ve kterych se pii jakékoliv
nepatrné zméng, zmeéni i feSeni soustavy, a to ne nepatrng, ale o velkou hodnotu. Jak jsem jiz
zminil na zacatku, mezi takové soustavy, které jsou Spatn¢ podminéné, patii hlavné ty, které
jsou témef zavisle, jako priklad zde jednu uvedu. Soustava
2x +6y =8
2x + 6,00001y = 8,00001
je témeét zavisla, protoze jeji koeficienty se lisi jen nepatrng, nybrz zastava nezavislou. Pro
jednoduchost jsem uved| pouze takovou jednoduchou soustavu o dvou linearnich rovnic o
dvou nezndmych. Vyse uvedena soustava ma feseni x = 1 a y = 1. Jestlize vSak nepatrné
pozménime koeficienty, takZe dostaneme soustavu
2x + 6y =28
2x + 5,99999y = 8,00002,
zmeni se i celé feSeni soustavy. Nyni dostaneme x = 10 a y = —2. Tohle je typicky ptiklad
Spatn€ podminéné soustavy, protoZe nepatrnou zménou jsme dostali velkou zménu vysledku.
Pokud bychom sestrojili inverzni matici k obéma soustavam, zjistili bychom, Ze maji prvky

fadové 10°, coz uz také ukazuje na jejich $patnou podminénost.

Zde jsem ukazal na ptiklad jen jednoduchou soustavu, ale v praxi se bézn¢ pocita
neni pfilis t€zké udelat nékde chybu, naptiklad v zaokrouhlovani a tim zménit cely vysledek.
Navic, i kdyz my ve Skole pocitame vzdy s celymi popiipad¢€ racionalnimi ¢isly, v praxi se
¢lovék jen malokdy setkd s tim, Ze ma presné ¢islo, pfesné danou hodnotu néceho. Obvykle se
prave pocita s pismeny, ktera predstavuji odhad, takze jsou nepiesna, nebo zaokrouhleni,
protoze neni mozné vypsat Cislo celé. Velice ¢astym krokem, ktery také vede ke Spatné
podminénosti, je nahrazeni nekone¢ného procesu kone¢nym. To se miiZe ¢asto stat zejména u

itera¢nich metod feSeni.
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Zavér
Cilem prace, jak jsem jiz na zac¢atku uvedl, bylo seznamit se s obecnou problematikou
matic a jejim Sirokym vyuzitim. V bakalaiské praci jsem se zaméfil na typy matic vyuzivajici
se V matematice, fyzice, stavebnictvi a statistice. V uvodu jsem uvedl stru¢ny piehled
problematiky dané¢ho tématu a zaméfil jsem se na situace, kde se tyto matice vyuzivaji a
popsal jsem jejich vyuziti v ptislusném oboru. V bakalatské praci jsem se snazil vytvorit
ptehled riznych typti matic a ziskal jsem Sirsi piehled o celé problematice. Nezabyval jsem se

Zzadnym typem matice do hloubky, protoze kazdy typ matice je samostatné rozsahlé téma.

Zabyval jsem se Wronského matici a jejim determinantem Wronskianem, Hessovou
matici, Jacobiho matici a jejim determinantem Jakobianem, poznal jsem Siroké vyuziti matic
v kvantové fyzice. Seznamil jsem se s maticemi, které jsou vyuzivany ve vypoctech ve
stavebnictvi. I kdyz se nejednalo o matice odborné, vybral jsem matice, které jsou svym
vyuzitim hodné zajimavé. NakoneC jsem se seznamil s kontingen¢nimi tabulkami a nahlédl do

problematiky $patné podminénosti soustav, cozZ je bézny problém, ktery se v praxi vyskytuje.
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