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Uvod

BClI-algebry poprvé zavadi [séki v roce 1966 v clanku An algebra related with a pro-
positional calculus. V nasledujici préaci si BCI-algebry predstavime a rozebereme nékteré
jejich dulezité vlastnosti. V kapitole 1 rozebereme aritmetické vlastnosti BCI-algeber
a uvedeme si nékteré jejich piiklady. V kapitole 2 si kratce predstavime reziduované
komutativni jakozto algebry tizce souvisejici s BCl-algebrami. V kapitole 3 rozebereme
souvislost relativnich kongruenci a uzavienych idedli na BClI-algebrach. V kapitole 4 se
budeme zabyvat strukturou BClI-algeber, pfesnéji feceno jejich grupovou a integralni
casti.



Kapitola 1

Aritmetické vlastnosti

V nasledujici kapitole uvedeme BClI-algebry a jejich vlastnosti. Jako zdroje pro tuto
kapitolu vyuzivame [1], [2], [3].

Definice 1.1

Algebru A = (A, — , 1) nazyvame BCl-algebra, pravé kdyz operace — spliuje
nasledujici axiomy pro kazdé x, y, z € A:

Al: (z—=y) = (y—=2) — (xr —2) =1,
A2: 1 >z =nx,
A z—-y=1&y—arz=1=z=y.
Definujme binarni relaci < takto:
r<y&sr—y=1
Binérni relace < je usporadéni, 1 je maximalni prvek A. Tuto skutecnost dokazeme
pozdéji.
Algebru, ktera kromé axiomu A1-A3 splnuje také

Adiz —-1=1

pro kazdé x € A, nazyvame BCK-algebra a pro takovou algebru je 1 prvek nejvétsi.
Jako tivod k BCl-algebram si uvedme jejich aritmetické vlastnosti a tyto vlastnosti
dokazme:



Lemma 1.2

Necht A je BCI-algebra. Pak pro kazdé z, y, 2 € A plati nasledujici:
a) v —x =1,

b))z —=y<(y—2z2) — (r—2),
c) z<(z—=y) =y,
d z<y=y—z2<z—z2
f) z2<y—-reoy<z—uo,

g) r—=y<(z—=z)—=(22y),

h) x<y=z—-r<z-—uz,

)
)
) ©
)
e) z = (y—a)=y— (2=
)
)
)
) (z—y)—=1=@—1) —(y—1),
D=y =y my=2—y.
Dikaz:
a) Opakovanym vyuzitfm A2 v rovnosti

l1=1)—>((1—-2)—-1—-2x)=1

vychazi
r—x =1

b) Jde o reformulaci Al.
¢) Dosazenim do A1l dostaneme
l=2z)=(z—=y)—>1—-y)=1

a po uziti A2 zustava
z— ((z—=y) =y =1,

coz je c).
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d) Dosadime-li

do A1, vychazi
1= ((y—2) —(z—2) =1,

takze
y—2<x— 2,

coz je prave d).

e) Z b) plyne
- y—=2)<((y—=2) —2)—(r—2).

Podle c) plati
y<({y—z — 2z

z ¢ehoz podle d) déle plyne
(y—=2)—2)—=(r—=2)<y—(r—2).
7 tranzitivity < tedy vyplyva
r— (y—2)<y—(r—2).

Stejné tak ale plati i nerovnosti

y—>(x—>z)§((x—>z)—>z) (y — 2),
r<(r—z) —
(x—=2)—2)=>(y—2) <z (y—)z),

takze to znamend, Ze rovnost e) plati.
f) Vychazi piimo z e).
g) Podle b) a f) plati
r—oy<y—z)—mr—=2)ey—z<(r—-y) — (r—2),
takze g) plati.

h) Z Al a A2 je jasné, ze jestlize
y <z

pak
(x—=y)—=(x—2)=1,

coz je h).
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i) Zacneme pravou stranou a 1 v ¢lenu y — 1 napiSeme jako (r — y) = (r — y) a
pouzijeme e):

=1 =@y=>D)=>@=2y=>(z=>1)—=@—=F—y)
Nakonec pouzijeme dvakrat vlastnost a) a dostdvame
=y = (=)= @@= =y)=@=2y =1,
coZ je prave i).

j) Podle d)
r<(z—=y) sy=>(r—=vy) =y sDy<z—y.

Podle ¢) je zase jasnd nerovnost
r—=y<((z—=y) =y =y

a z obou nerovnosti plyne piimo j).

Déle si uvedme nékteré pifklady BCI a BCK-algeber:

1) Necht (G, -, 7!, e) je komutativni grupa. Pak (G, — , e) je BCl-algebra, kde
operace — je definovand jako x — y = 2~ 'y a < je trivialni uspoidddni z < y
S r =y
Ovérme, ze (G, —, 1) je BCl-algebra:

Al: Z vlastnosti grupy opravdu plati, protoze
(@) Ny ') @) = (@) e ly) =
A2: samoziejmeé plati, protoze
lsz=1"2=ux.
A3: 271y = 1 v grupéch plati, pravé kdyz = = y, takie A3 je také splnén.

Pro (G, — , 1) plati samoziejmé stejné vlastnosti. Vidime tedy, ze obé algebry
jsou opravdu BCl-algebry.
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2) Necht A je Z=, Q™ nebo R~ a — je definovdno jako z — y = min{y — z,0}.
Pak (A, — ,0) je BCK-algebra s linedrnim uspotrddanim a 0 je jeji nejvetsi prvek.
Platnost ovéfme opét pro (R™, —, 0):

Al: Nejdiive si napiSeme, jak bude Al vypadat v aditivnim tvaru:
=y =2 ((y—=22) =2 @=2)=((-2)-(2-y) - (y—2)
Vypocet je uz snadny, protoze
(z=2)=(z=y)-(y—2)=(—2)—(y—2)=0

takze (A, — , 0) je BCK-algebra pro vSechny tfi mnoziny.

A2: Plati, protoze
l>ax=2—-0==x.

A3: Predpokladejme, ze x # y, bez ijmy na obecnosti y < z. To znamend, ze
plati rovnost
r—y=0,

ale zaroven
y—rx=x—y#0.

A4: 0 —x >0 pro kazdé x € R™, takze 0 — z = x.
(A, —,0) je tedy BCK-algebra.

3) Necht (A4, <) je uspordadand mnozina s nejvétsim prvkem 1. Definujme
operaci — jako

r—y =1, pokud z <y,
x — y =y pro kazdy jiny ptiklad.

Pak je (A, — , 1) BCK-algebra. Ovéime:

Al: Tento axiom budeme muset ovérit pro vSechny moznosti usporadani prvku
x,y, z € A:

r<y<z
=y = (y—=2)=(r—=2)=1—-(1—1) =1,
z<z<y:

(x—=y) = ((y—=2)=(z—=2)=1—=(z2—1) =1,



z<y<uw
=y —=>((y—=2)2(r—=2)=y—=>(z—2)=1.

Odtud plati, ze A1 plati pro vSechny mozna usporadani srovnatelnych prvku
x, 1y, z € A. Pro nesrovnatelné vyse uvedené rovnosti plati také. Pro kazdé
dva nesrovnatelné prvky z, y sta¢i uvazovat obé moznos r — y = y a
y—x=ux.

A2: Jelikoz x < 1 pro kazdé = € A, A2 je splnéna.
A3: Kdyby x # y, pak plati x — y =y, nebo y — = = .
Ad: . — 1 =1 je trividlni.
(A, — 1) je tedy opravdu BCK-algebra.
4) Necht (A4, A, V,’,0,1) je Booleova algebra. Definujme z — y = 2/Vy. Pak (A,—,1)

je BCK-algebra se stejnym usporadanim, jaké je na dané Booleové algebie. Opét
overme:

Al: Z vlastnosti operaci V a A na Booleové algebte plynou rovnosti

(@ Vy) V(Y V) V(@ V)= Vy) V(@ VI(yr)Vz)
= (a'Vy) V(' V(yV2)

2 (Vg V(g 2)
="'V ((@AY)V(yV2)
=2’V ((xnyY)Vy)V2)
=2'V((zVy)V2)
=@'Vaz)V(yVz)
=1V(yVz)=

A2: Plati, protoze
l-2z=1"Ve=0Vz=u.
A3: Predpokladejme, ze x # y. Jestlize plati
r—y=1,
pak pro n-tice x = (x1, T2, ... , Tn), ¥ = (Y1, Y2, .. , Yn) €xistuje i €

{1, 2, ..., n} takové, ze x; = 0,5, = 1 a proto
y—x# 1.

A4: Jasné, protoze
r—1=2V1=1

Proto vyse definovand algebra (A, — , 1) je opravdu BCK-algebra.
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Nyni dokazeme, ze < je opravdu usporadani:

Véta 1.3:

Binarni relace < definovana vyse je usporadanim

Dikaz:
Reflexivita: Jde o vlastnost a) z lemmatu 1.2,
Antisymetrie: Antisymetrie vychazi ptimo z A3.
Tranzitivita: Kdyz z — y =1 a y — z = 1, tak podle A1l plati
l1-1—=(z—2)=1
a pouzitim A2 konec¢né dostavame

r — z = 1.

Véta 1.4:

Necht (A, — , 1) je BCI-algebra. Pak 1 je maximdln{ prvek.

Dukaz:

Jestlize
1l—=z=1,

pak podle A2 je x = 1, a proto je 1 maximalni prvek.
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Kapitola 2

Reziduované komutativni monoidy

Jelikoz BClI-algebry jsou podredukty reziduovanych komutativnich monoidu, kratce si
je v této kapitole predstavme. V této kapitole cerpame z [2], [6], [9].
Definice 2.1

Algrebraickou strukturu (M, -, — , e), kde (M, -, e) je komutativni monoid a
— je bindrni operace, ktera spliuje axiomy A1-A3, spolu s axiomem

Ab: (z-y) > z=2 = (y — 2).

nazyvame reziduovany komutativni monoid. Definujme usporadani < stejné, jako na
BClI-algebrach, tedy
r<y&sr—y=1L

Stejné jako délime BCI a BCK-algebry, obdobné rozliseni délame i u reziduovanych
komutativnich monoidu, a to nasledovneé:
Definice 2.2

Reziduovany komutativni monoid takovy, Ze e je maximalni prvek, nazyvame se-
miintegralni reziduovany komutativni monoid. V piipadé, Ze e je prvek nejvétsi, nazyvame
takovou strukturu integralni reziduovany komutativni monoid.

Pro integralni reziduovany komutativni monoid plati samoziejmé také A4. Zacnéme
opét dukazem stejnych vlastnosti, jako v kapitole 1.

Definice 2.3:

Rikdme, ze algebra A je redukt algebry B, kdyz kazd4 operace na A je také operace
na B. A je podredukt B, pokud A je podalgebra reduktu B.
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Lemma 2.4

Necht (M, -, — , e) je reziduovany semiintegralni komutativni monoid. Pak pro
kazdé z, y, z € M plati nasledujici:

a) r—x =1,
b) z—=y<(y—z) — (r—2),
) z<(z—=y) =y,
d) z<y=y—z<z—z
e) z—=(y—x)=y—(z =),
g) r—=y<(z—z)—>(2—>y),
h) z<y=z—2<z-—uz,
) (z—=y)—-1=(x—=1)—(y—1),

(x=y)—y) —y=2—>y,

)
)
) ©
)
) =
f) z<y—-reoy<z—ou
)
)
)
)
)

k) 2<z—-ysz-z<ly.

Dukaz:

Dukazy 1 vlastnostem a), g), h), i), j) rozebirat nebudeme, protoze jsou identické s
Lemmou 1.2.

b) Prepis Al.

¢) Z komutativity a A5 plynou rovnosti

= ((z—2y) 2y =@ (r—=y) >y
=z —=y)—2)—>y
=(rx—y = (r—y =1

d) Jasné podle Al.

e) Z A5 plyne

f) Vychézi piimo z e).
k) Vychdzi z A5.

17



Vidime, ze vSechny vlastnosti, které plati v BCl-algebfte, plati také v semiintegralnim
reziduovaném monoidu. Z definice podreduktu dokonce vidime, ze BCI-algebry jsou
podredukty semiintegralnich komutativnich monoidi.

Uvedme si nyni nékteré pifklady komutativnich reziduovanych monoidi:

1) Necht (G, - 1) je komutativni grupa. Pak (G, -, — , 1), kde — definujeme

jako 7 — y = 27 'y a < jako trividlni uspoidddni, je semiintegralni reziduovany
komutativni monoid. Stac¢i ukdzat A5, protoze A1-A3 jsme ukazovali v prvni
kapitole:

7 vlastnosti grupy plati
(- y)e=a" (y '2),
takze A5 je splnéno a (G, -, — , 1) je semiintegrélni reziduovany komutativni

monoid.

Necht Z~ je mnozina vSech nekladnych celych éisel. Pak (Z=, +, — , 0) je
reziduovany komutativni monoid, kde — je definovana jako
r — y =min{0,y — z}.

A1-A4 jsme ukazali v kapitole 1, staci tedy dokazat, ze plati A5:
=@ty =(z—x2)—y,
takze (Z=, +, —, 0) je integrélni reziuovany komutativni monoid.

Necht R je mnozina realnych ¢éfsel. Pak ((0,1), -, — , 1) je reziduovany komu-
tativni monoid s linedrnim usporddanim, kde — je definovana jako
r — y = min{l,z"'y}. Dokazme:

Al: 7Z vlastnosti komutativni grupy plati rovnosti

A2: 1 s ox=1"1zx =2

A3: Naintervalu (0,1) existuje jediny prvek, pro ktery na tomto intervalu existuje
i jeho inverzni prvek, a to je prave 1.

Ab: 7 distributivity vyplyvaji rovnosti

(x-y) = 2= (zx-y)~'2

=2 (y'2)
=z = (y - 2),

takze vyse uvedena struktura je opravdu integralni komutativni reziduovany
monoid.
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Ke konci této kapitoly zkonstruujeme integralni reziduovany komutativni monid,
ktery vyuzijeme i v nasledujici kapitole.

Méjme komutativni grupu (ZxZ, +, (0, 0)). Na této grupé definujeme lexikografické
uspoiadani < takto:

(k,x) <(l,y)ek<lnebok=lazx<y

Déle budeme pracovat pouze s intervalem ((—2, 0), (0, 0)).
Definujme nyni operace ® a —:

° (0,2)®©(0,y) = (0, z +y),
o (-1, 2) 0 (-1 y) = (-2, max{z +y, 0}),
(=2, 2) © (=2, y) = (=2, 0),

0, 2) © (=1, y) = (-1, z +y),

(0, z) © (=2, y) = (=2, max{z +y, 0}),
(=1, 2)® (-2, y) = (=2, 0),

(k, ) = (I, y) = (0, 0) pro (k, ) < (L, y),
(

(-

(-

(

(

(-

0, z) = (0, y) = (0, y — x),
Lz)=(-1Ly=0y—=

¢ (0,7) = (=2,9) = (-2, y — ),
Lz) = (=2,y)=(-1,y—x).

Déle misto (—1, z) zaved me nesrovnatelné dvojice (a, x), (b, =), pro které dale plati

o (a,x—1)<(b,z)<(a,z+1),
e bz —1)<(a,x)<(b,z+1),
pro kazdé x € Z. Pro tyto nové prvky uvazujme vyse zminéné operace
e (0, 2)©(a,y) = (0, 2) © (b, y) = (0, ) © (=1, y),
o (a,2)® (=2, y) = (b, 1) © (=2, y) = (~1, ) & (-2, ),
o (0,2)0 (0, 9) = (b 2) ® (b y) = (—1, 7) = (-1, 7).
Déle dodefinujeme operace ® a — mezi dvojicemi (a, z), (b, y):
e (a,z)® (b, y) = (-2, max{z + y + 1,0}),

o (a,z)— (b, y) = (b, x) = (a, y) = (0, min{y — x — 1,0}).
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Operace ®, — muzeme na ({0} x Z) U ({—1} x Z) U ({—2} x Z) definovat i jinym
zpusobem, a to timto:

o (k,2x)o(y)=(k+lz+y)V(=20),
o (kyx)—>(l,y)=(I—k,y—x)A(0,0).
V je maximum a A je minimum vzhledem k lexikografickému usporadani. Stejné jako

vyse pak dodefinujeme prvky (a, z),(b, x).

Véta 2.5:

Vyse definovana struktura je integralni komutativni reziduovany monoid.

A2: (0,0) = (k, ) =(k—0,2—=0)A(0,0) = (k, x)

A3: Necht (k, ) # (I, y). Bez ijmy na obecnost (k, z) < (I, y). Pak bud &k < [ nebo
k=lax<ya(k,x)— (l,y) =1 Prok <lale(l,y) — (k, ) # (0, 0), protoze
k—1<0.Prok=lax <y, takzex—y < 0atedy (I, y) = (k,z) = (0, k—1) #
(0, 0).

Ad: (B, o) — (0,0) = (0—k, 0—2) A (0, 0) = (0, 0)

Ab5: Vyuzitim komutativity + dostavame rovnosti

Dokazali jsme, ze tato struktura je integralni reziduovany komutativni monoid.

O

Méjme rozklad R = {{0} x Z~ {a} x Z,{b} x Z,{—2} x Z*}. Tento rozklad urcuje
kongruenci ¢. Faktorova algebra podle této kongruence uz ale neni integralni reziduo-
vany komutativni monoid, protoze

[(a’ 0)]¢ — [(b7 0)]¢ = [(0’ O)Lﬁ:

[(b, 0)]s — [(a, 0)]y = [(0, 0)],
a pritom [(a, 0)]s # [(b, 0)]s. Axiom A3 tedy neni splnén. Touto problematikou se
budeme hloubéji zabyvat v nasledujici kapitole.
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Kapitola 3

Relativni kongruence a uzavrené
filtry

V nasledujici kapitole budeme mluvit o relativnich kongruencich na BClI-algebrach a
pro¢ jsou dulezité. V této kapitole ¢erpame z [1], [2], [4].

Pro BCI-algebry nutné nemusi platit, ze jejich faktorova algebra je opét BCI-algebrou.
To si ukdzeme na nésledujicim piikladu [4]:

Zkonstruujme nejprve BCK-algebru U:

Necht Z= = {..., — 2, — 1,0}, A = {ag, a1, as,...} a B = {by, by, bs,...} jsou mnoziny
a U je jejich sjednocenim.

Operaci — definujeme nésledujicim zptisobem:

e m — n = 0, jestlize n < m, nebo m — n = n —m, jestlize n > m pro kazdé
m, n € 72,

® a,, >n=~0b, —-n=0prokazdé m € Ny, n € Z~,

e n—b, =0b,_,prokazdé m € Ny, n € Z~,

® N — ay = Qpy_pn pro kazdé m € Ng, n € 727,

® a,, — a, =b, — b, =0pron >m, nebon —m pron <m,
® by — Ay = Uyl — Ay,

® a, — b, =0byp1 — by

Tato algebra je vlastné podreduktem struktury, kterou jsme konstruovali v predchozi
kapitole.

Nyni méjme faktorovou algebru U/¢, kde ¢ je ekvivalence dand rozkladem R =
{A, B, Z~}. Zjistime, jestli ¢ je kongruence:

Relace ¢ je kongruenci, kdyz plati
(x,y)€p=(r—2z,y—=2)€d& (z >z, 2—y) € o

To ovérime postupnym dosazenim za vSechny moznosti, které mohou nastat.

21



)z,ye A
Mohou nastat tfi rizné moznosti, ato z € A, z € B, z € Z~. Pro z € A dostavame

(x,y) €= (x— 2,y = 2) € ¢,
coz plati, protoze
xT—>2E€L Yy —>zel
coz je prvek z tiidy Z~. Stejnym zpusobem odvodime i pro z € B.
T —=zEL ,y—>z2€Z.
Déle necht z € Z~, pak
r—zel ,y—>zel

a také
z—>rx €A z—oy€eA,

takze pro x, y € A opravdu plati,

(x,y)€p—(r—z,y—=2)€d& (z >z, 2—y) €.

2)z,yeB
Tato moznost je stejnd, jako moznost 1)
3)x,y €L
Necht z € A. Pak
r—z€A y—z€A,

e =/ N TR/

Necht z € B. Pak
r—z€B,y—z€DB,

r—=r el ,z—>yel.

Necht z € Z~. Pak
xT—>z2€L,y—>zeqL,

takze opravdu pro vSechna x,y,z € U plati
(x,y)€dp=(r—2,y—=2)€d (2 >z, 2—Yy) E .

Relace ¢ je tedy opravdu kongruence.

Ted ukdzeme, ze (U/¢, — , Z~) neni BCK-algebra:
AL ([2]s = o) = ((Wlo = [2]o) = ([2] = [2]6)) =27
A2: Z~ — [z]s = [x]s, to samoziejmeé plati také.

A3: [zl = [Ylo = Z7 & [ylp = [z]ls = Z= = [z]s = [y]s, to ale neplati, protoze
A—-B=7Z" & B— A=17Z" azaroven A # B.

Proto (U/¢, — ,[0]s) uz BCK-algebra neni.

V této kapitole se tedy budeme zabyvat faktorovymi algebrami BCI-algeber, které
jsou stale BCl-algebrami. Ttidu vsech BCl-algeber budeme oznacovat BCIA a tiidu
vsech BCK-algeber budeme oznacovat BCKA.
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Definice 3.1:

Kongruence # na BCI-algebte A se nazyva relativni kongruence, kdyz A /6 € BCIA.
Mnozinu vSech relativnich kongruenci na A znac¢ime CongeraA, ta tvori vzhledem k
mnozinové inkluzi uplny svaz CongcraA.

Definice 3.2:

Podmnozinu F' C A nazyvame uzavieny filtr, kdyz F' = [1|, pro néjaké ¢ €
ConperaA. Mnozinu vsech uzavienych filtru A znacime CFgcr4 A a spolu s mnozinovou
inkluzi tvori uplny svaz CF o4 A.

Véta 3.3:
Necht 6 je relativni kongruence. Pak pro filtr F' dany kongruenci 6 plati
(a, ) e = a—bb—acF
Dukaz:
Necht 6 € ConpgcraA a (a, b) € 6. Pak plati
[a]g — [b]g = [CL — b]g = [1]9,
[b]g — [(1]9 = [b — CL]Q = [1]9,
atedya—0b,b—ac|lly=F.

Necht a — b, b — a € F. Pak podle A3 je [a]y = [b]y, tedy (a, b) € 6.

Véta 3.4:

Uzaviené filtry jsou neprazdné podmnoziny F° C A, pro které plati: Jestlize b,
b—a€F, pkkac F&b—1€F.

Dukaz:

Necht a € F. Pro kongruenci indukovanou filtrem F plati
(a,b) €0p = a—bb—acl.

Proto z (a, 1) € 0p plynea — 1 € F.

Necht a € F = [1]p,, a = b € F = [1]g,. Z A2 plyne b € F, protoze

implikuje b € [1],.
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Véta 3.5:

Necht 6§ € ConpcraA. Pak zobrazeni f : 6 +— [1]g je izomorfismus svazu Congcra A
na CFBC]AA.

Dukaz:

Meéjme f(0) = [1]y = Fy. K uzavienému filtru F' piitazujeme kongruenci 6 zobra-
zenim
qg: F— QF,

které je invezni k zobrazeni f. Plati pro néj
(a, ) €ep=a—>bb—acF

Ovérme nejdrive, jestli je takto definované zobrazeni korektni, tedy ze 0 je skutecné
relativni kongruence.

1) Ekvivalence: Nejprve musime dokazat, ze 0 je ekvivalence.

a) Reflexivita:
(a, a) €0p < a— a€ F,
coz samoziejmé plati, protoze
a—a=1¢€PF.
b) Tranzitivita:
(a, b) € 0p & (b, ¢) € 0p = (a, ¢) € Op
coz plati pravé kdyz
a—bb—ab—c,c—wbeF=a—cc—a€lF.

Jestlize jednotlivé ¢leny dosadime do A1, ziskdvame
(a =0 = ((b—c¢c)—=(a—c)=1€F,
coz plati. Jelikoz a — b € F, pak také
(b —c¢)— (a—c) € F.
Stejné tak jelikoz b — ¢ € F, pak
a—ceF.

Ze ¢ — a € F dokazeme obdobnym zpiisobem pouzitim vlastnosti g) z Lemmy
1.2: Podle g) plati

b—a)— ((c—=b) = (c—a)=1€F,
a jelikoz b — a € F'ac— be F, pak také
c—ackF.

Relace 07 je tedy tranzitivni.
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c)

Symetrie:
[(a,b) €0p = (bya) €] = a—>bb—acF=b—a a—beF|

coz samoziejmé plati.

Kongruence: Ted, kdyZ vime, Ze 0 je ekvivalence, musime také dokazat, Ze 0p
je relativni kongruence. Zacnéme pouze s tim, ze 0p je kongruence:
Or je kongruence, praveé kdyz plati

(a,0) €bp=(a—c,b—>c)€bp & (c—a,c—b)€bp.
Stejné jako u tranzitivity pouzijeme stejnym zpusobem Al a g):
Jestlize

(a, b) €6,

pak podle Al plati
(a—c,b—c)eb,

protoze a — b € F, podle Al plati
(a—b)—(b—c)—=(a—c)=1€F,
takze i
(b—c)— (a—c)eF.

Stejné tak dokdzeme i
(a—¢c)— (b—c)eF.

Ze
(c—ac—b)ebd

dokdzeme pomoci g) z lemmatu 1.2. Podle g) plati
(a—b)— ((c—a)—=>(c—=b)=1€F,

takze opét pokud plati
a—beF,

pak plati také
(c—a)— (c—=b)€F,

podobnym zpusobem odvodime i
(c—=b)— (c—a)€F,

z ¢ehoz plyne, zZe
(a, b) €0,
implikuje

(@a—=c,b—>c)ebd & (c—a b—c)ebd.
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3) Relativni kongruence: Predpoklddejme, ze (a — ¢, b — ¢) € Op,(c = a, ¢ = b) €
Or. Pak také
(1 —>a,1—0b)€bp,

a tedy i (a, b) € OF.

Timto jsme zjistili, ze g(F) je relativni kongruence.
4) Déle musime dokazat, ze [1]p, = F.
a€(llp, e (a,1)€lp s ack,
takze f(g(F)) = [1], = F.
Stejné tak g(f(0)) = g(Fy) = 0p,, a jelikoz
(a,b) €bp, <a—bb—acFy<(a,b) e,
pak plati 0p, = 0.

5) Nakonec dokazeme
01 C 0y = [1]91 - [1]92‘

= plati, protoze kdyz
01 g 92;

pak také plati
(a,1) € 6y = (a, 1) € 05,

coz znamena [1]p, C [1]p,.
<: Jestlize [1]g, C [1]g,, pak také pro kazdé (a,b) € 0; plati
a—b b—ac [1]91 - [1]92,

a tedy
(a, b) €l = (CL, b) € 0.

Zjistili jsme tedy, ze zobrazeni f : 6 — [1]s je opravdu izomorfismus ConpcraA na
CFpcraA s inverznim zobrazenim g.

U
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Ted, kdyz uz jsme dokézali, Ze f je izomorfismus, miZeme pokracovat v rozboru
piikladu z tvodu této kapitoly.

Prvni zkonstruujeme kongruenci, kterd je relativni:

Méjme faktorovou mnozinu U/0 = {Z~, AU B}, kde 6 je kongruence dana rozkla-
dem R={Z~, AU B}

Zjistime nejdriv, jestli je # kongruence:
1) 2,y € Z~

Jestlize z € Z~, pak
rT—>2€L,y—>z€eq,

a tedy
(x =2z, y—2) €.

Stejné tak plati
(z =z, z—y) €b.

Pro z € AU B plati
r—2€AUB,y—>z2€ AUB, 2z —>x €l ,z—>yEel .
Proto také plati

(x—=2z,y—2) €& (z—x 22—y €l

2) z,y€ AUB
Pro z € Z~ plati

x—>z2€L ,y—z€Z ,z—>r€AUB, z—ye AUB,

takze opravdu
(x—=2z,y—2) €& (z—x2z—y) €.

Pokud z € AU B, pak plati
T 2E€L ,y—z2€L ,2—>x €l ,z—yEl,
COZ znamena, ze
(x—=z2z,y—>2)€b&(z—ax,2—y)el

a relace @ je tedy opravdu kongruence.
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Jako dalsi krok dokazeme, ze 6 je relativni kongruence. Chceme tedy dokazat, ze plati

(x,y)el=(r—z,y—2) €& (z—z,2—y) el

1) z€¢ AUB
Kdyby r € AUB a

(x—=2z,y—2) €& (z—x2—y)ecb,

pak © — z € Z~ a proto y € AU B. Jinak by totiz (x — 2, y — 2) ¢ 6, coz je
spor. Proto také plati (x, y) € 6.
Kdyby x € Z~, pak x — z € AU B. Proto musi platit y € Z~, a proto (z, y) € 6.

2) ze€Z~
Kdyby x € AUB, pak z — x € AU B. Proto také z -y € AUB, a tedy i
(z,y) €0.
Pokud x € Z~, pak také z — x € Z~ a pro y musi platit y € Z~. Proto (z, y) € 6.

Vidime tedy, ze opravdu plati
(x,y)ele(r—2z,y—2) €& (z—z,2—>y) el

a 6 je relativni kongruence.
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Kapitola 4

Struktura BCI-algeber

V nasledujici kapitole se budeme zabyvat nékterymi dulezitymi podmnozinami BCI-
algeber. Cerpame z [1], [2], [5], [7], [8].
Prvni z téchto dulezitych podmnozin je mnozina

[A:{$€A$§1}

Tuto mnozinu nazyvame integralni ¢ast A a spolu s operaci — je to nejvétsi podalgebra
A takova, ze I5 je BCK-algebra.
Druha mnozina, kterou budeme popisovat, je mnozina

Ga={z—1:2€A}
Tuto mnozina nazyvame grupova c¢ast A.

Véta 4.1:

Io a G4 jsou podalgebry algebry A.
Dikaz:

Podle i) z lemmatu 1.2 plati

(=1 —>y—=>1)=(@@—-y —1,
takze G o je uzaviena na operaci — a Ga je tedy podalgebra algebry A.
Stejné tak je — na Ia uzaviend, protoze jestlizx - 1=1ay — 1=1, pak (v = y) —
1=1.
O
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Jestlize definujeme operace
r-y=(r—1) —y,

rl=2-1,

pak algebra (G4, -, ~', 1) je komutativni grupa. Jesté nez toto tvrzeni dokdzeme,
uved'me si pojem, ktery k dikazu vyuZzijeme.

Véta 4.2:

Prvek x € A je maximalni prvek, prave kdyz plati
r=(x—1)—1
Dukaz:
= Podle ¢) z lemmatu 1.2 plati
r<(r—1)—1,
a jelikoz = je maximalni prvek, pak

r=(x—1)— 1

< Necht z, y € A takové, ze x — y = 1. Pak plati

y—rx=y— ((r—1)—=1)
=(x—=1)—y—1)
=(z—y) —>1=1

Proto x je maximalni prvek.

Véta 4.3:

G A je mnozina maximalnich prvku algebry A.

Dikaz:
Podle j) z lemmatu 1.2 plati
r—=1=(x—>1)—=1)—1,

takze x — 1 je maximalni prvek A.
Necht a je maximaln{ prvek A. Pak plati

a=(a—1)—1.

Pokud a — 1 = x, pak také
a=x— 1.

G a je tedy pravé mnozina vsech maximélnich prvku algebry A.
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Definice 4.4:

Necht A je BCl-algebra. Jestlize je In jednoprvkové mnozina, pak se A nazyva
polojednoducha.

Nésledujici véta ndm pomuze dokézat, ze (Ga, -, ', 1) je opravdu komutativni
grupa a ze G je polojednoducha.

Véta 4.5:

Necht A je BCl-algebra. Pro kazdé =, y € A jsou néasledujici vlastnosti A jsou
ekvivalentni:

1) A je polojednoducha,

2) pro kazdé = € A plati: x — 1 = 1 implikuje x = 1,

3) pro kazdé x € A plati (x — 1) - 1 =z,
)

4) pro kazdé z, y € Aplati (z - 1) »y=(y > 1) — .

Dukaz:

Necht plati 1) a x — 1 = 1. Z polojednoduchosti tedy plyne x = 1 a 2) je splnéna.
Predpokladejme, ze plati 2). Podle a) z lemmatu 1.2 plati

(=1 = (x—1)=1 podle a) z lemmatu 1.2,
r—((r—1)—=1)=1 podle ¢) z lemmatu 1.2.
Dale také plati
(=1 —=1)—z)=>(r—2x)=1 podle b) z 1.2,
(z—=1)=1)—=2)—>1=1
(r—=1)—>1)—»zx=1 z predpokladu 2),

takze tedy
(x—=1)—=>1=u.

Jestlize plati 3), pak plati rovnosti
(x—=1)—-y=@@—->1)—=>((y—1)—1)
=y—=1)—>((z—1)—=1) podle e) Lemma 1.2
=(y—1) — .

Nyni necht plati 4). Jestlize prvek x je prvek z integralni ¢dsti I, pak plati

r—1=1 podle A4,

r=1—=1) -z podle A2
=x—1)—1 z predpokladu 4),

=1 podle A4.

Proto = 1. Z toho plyne, ze Ipn = {1}, coz znamend, ze A je polojednoducha. Jestlize
tedy plati jedna z vlastnosti 1)—4), plati vSechny.
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U

S témito novymi poznatky méame konecné dostatek znalosti k tomu, abychom
dokazali nasledujici vétu.
Véta 4.6:

Necht G4 je grupovd ¢dst BCl-algebry A. Pak (Ga, -, 7!, 1) je komutativni grupa,
kde
ry=(x—1) -y

[

Dikaz:
Prvni dokazeme asociativitu. Jisté plati rovnosti
(z-y)-z=(((z—=1) -y —1)—=z

=z—=1)—=>{(z—1) =y podle 4) z veéty 4.3,
=(z—=>1)—=>((z=1) =y podle e) z lemmatu 1.2,
=rz—=>1)—=>((y—=1) =2 podle 4) z 4.3,
=z (y-2).

Asociativita tedy plati. Komutativita plyne piimo z véty 4.3 bodu 4), protoze

ry=x—>1)—>y=@y—1) —-z=y-z.
Déle 1 je jednotkovym prvkem v G, protoze
z-l=1l-z=(1—-1) 5z==x.
Nakonec dokazme, Ze prvek 271 = 2 — 1 je opravdu inverzni.
rhr=((r—=1) —=1) =,
z toho muzeme podle 4) ve vété 4.3 odvodit
(x—=1) = (z—1)=1,

takze = je opravdu inverzni prvek k prvku x. Tim je dokdzano, ze (Ga, -, 1,1) je
komutativni grupa.

O

Hlavnim cilem této kapitoly je dokazat, kdy je direktni soucin
(Ia, —,1) x (Ga, —, 1) jeizomorfni s A. Nez dokézeme tuto skutecnost, popisme
si jesté nékteré vlastnosti mnozin G a 4.

Nyni uvazujme operaci - stejné definovanou jako na zacatku kapitoly, ale defino-
vanou na celé mnoziné A. Je nutno podotknout, ze (A,-) tentokrat neni komutativni
grupa. V A totiz nemusi byt 1 nutné pravym jednotkovym prvkem a z — 1 nemusi
byt nutné inverznim prvkem zleva.
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Véta 4.7:
Necht (A, — , 1) je BCI-algebra. Definujeme-li operaci - na A jako

r-y=(r—1) —y,
pak operace - na (A, -) neni nutné asociativni a plati
(z-y)-z<z-(y-2).

Dukaz:

Z ¢) a e) z lemmatu 1.2 plynou rovnosti

(zy)-2) =@ (y-2)=(((=—=1) =y —1) =2
=@@—=1)=((y—=>1) = (-1 )
<@->1D)-=>(y—=1—=((zr—=1) =y = 1)
<@=1—=((z=1)—y —y =1,

a proto

V nasledujici vété zjistime, za jakych podminek je operace - asociativni.
Véta 4.8:
Necht A je BCI-algebra. Pak ndsledujici vlastnosti jsou ekvivalentni:
1) operace - je na A asociativni,
2) (9-h)-x=g-(h-x) pro kazdé g,h € Gp ax € A,

3) g' = (9 —z)=xprokazdé g € G ax € A.

Dukaz:

Jestlize plati 1), pak zajisté plati i 2).

Necht plati 2). Jelikoz plati

pak plati rovnosti
r=1-2=(g-g")

Jelikoz 2) plati, pak muzeme psat
g-(g - a)=(g—=>1) =g = 1) )

a z toho uz ziskame

g — (g = x).
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To znamend, ze 3) plati.

)
(r—=>1)—=>((y—1) — 2)
(=)' = (z—=1)=(y=1)" = ((y—=1)—2) podleg)z1.2
== ((y—=1)"=1) >z piedpoklad 3)
(x
(

Muzeme tedy ftict, ze
z-(y-2) < (x-y)- 2

a jelikoz jsme vyse dokazali opacnou nerovnost, znamend to, ze opravdu plati

z-(y-z)=(z-y)- 2

O
Véta 4.9:
Necht z € A. Pak ((z — 1) = 1) = x € I4.
Dikaz:
r<(r—=1)—=1 podle ¢) z lemmatu 1.2
(r—=1)—>1)szrx<zx—>=x podle d) z lemmatu 1.2,
((x—=1)—=1) -z <1
U

Nyni koneéné muzeme ukazat, kdy je (A, — ,1) izomorfni s (/a, — ,1) X (Ga, — ,1).

Véta 4.10:

Necht A je BCI-algebra. Néasledujici vlastnosti jsou ekvivalentni.
1) operace - je na A asociativni,
2) A jeizomorfni s (Ia, — ,1) X (Ga, — ,1),
3) Ga je uzavieny filtr A.
Dukaz:
Jestlize plati 1), pak podle 3) z véty 4.8 plati pro kazdé g € Ga, a € A

a=g "= (g—a)
=(g—=1)—=(g—a)
=g—((g—1)—a),
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pricemz pokud g = x — 1, a = x, pak také plati
r=x—>1) = (=1 —=1) = x),

prokazdé x € A.x -1 € Gasplivjex=(z — 1) = la(((z—1) = 1) >z €ly
pro kazdé x € A. Proto zobrazeni v : [ X Go — A definované jako
Vi, 9) =g — 1,
kde g =2z — 1,71 = ((x — 1) — 1) — =z, je surjektivni. Nyni dokézeme, ze 7 je
injektivni. Jestlize i € Io a g € G, pak jestli plati

g—i=1,

pak i =g =1 € IpnNGa, protoze g je maximalni prvek. Proto je v injektivni. Nakonec
ukazeme, ze v je homomorfismus. Musi pro kazdé g, h € G, i, j € I platit

(h—=g)—= (G —i)=(h—=j)—(g—1).

Uvazujme tedy i, j € In a g, h € Ga. Jelikoz (h — g) € Ga, muzeme uvazovat
rovnosti

(h=9)=>G—=)=((h—=9)=1)-(—10)

=(h-(g—=1)-(j—1)

h-((g—=1)-(j —1)) 2) z véty 4.5,
=(h=1)=(g—0G—1i)

= ((h=1) = (g =)
(
(

(h—=1)—=h)—=j)=>(h—=1)— (9 —1))
h—j) = (g —1),

IN

a tedy také
(h=9)=>G—=0)<(h—=7)—=(g—=10)

Opacné plati rovnosti

(h—=j)=(g—=1)=

7 toho nam plyne
(h—=7)—(g—1i) < (h—g)— (j—1)

a z nerovnosti vyse tedy koneéné plyne
(h—=9) =G =)= (=75 = (=10,

a 7 je tedy izomorfismus.
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Necht plati 2). Necht B je direktni soucin In x Ga. Grupovd ¢dst BCI-algebry B
je G = {(1, g) : g € Ga} a protoze G4 je mnozina maximélnich prvku, jakykoliv
izomorfismus 7 : A — B zobrazi Ga na Gg. Nyni, jestlize 7 je projekce B na I, pak
G A je jadro slozeného homomorfismu m o7 z A na In. Proto G € CFperaA.

Necht plati 3). Ddle necht g € Ga.
Plati nerovnosti

l-2<(g—1) —=(g—2x) podle ) z lemmatu 1.2,
-1

=g —(g—a)
Oba prvky g a g7' € Ga, co7 je filtr a proto také
(g'—=(g—2) =x€qy.
Navic

l—s2<(g—1)—(g—2) podle g),
(g'=>(@g—a)—s<s—oz=1 podle d),

takze
gt — (9 —z) <z

a z tohoto a opacné nerovnosti plati
gt = (g— )=

Podle véty 4.8 to ale znamend, Zze na A je operace - asociativni. Tim jsme dokazali, ze
jestlize plati jedna z vlastnosti 1)-3), plati vSechny tii vlastnosti.
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Z.aver

V této bakalarské praci jsme se zabyvali BCI-algebrami.

Cilem prace bylo dokazat zakladni vlasnosti BCI-algeber a souvislosti mezi hlavnimi
uvedenymi pojmy. Tyto cile jsme splnili, hlavné v kapitolach 3 a 4, kde byly vyuzity
zakladni poznatky k dukazu dulezitych tvrzeni o BCI-algebrach.

V uvodni prvni kapitole se zabyvame zakladnimi aritmetickymi vlastnostmi, ply-
nouci z axiomu BCl-algeber. Tyto vlastnosti jsme dokazali. Déle jsme uvedli nékteré
priklady BCl-algeber.

Druha kapitola predsavuje strohy uvod do problematiky reziduovanych komuta-
tivnich monoidu. Cilem této kapitoly bylo ukazat, ze BCI-algebry a reziduované komu-
tativni monoidy maji stejné vlastnosti. Kapitolu jsme ukoncili piikladem, na kterém
jsme ukazali, ze tiida reziduovanych komutativnich monoidu nejsou uzaviené na fak-
torizaci.

V treti kapitole uvadime ¢tenare do problematiky relativnich kongruenci a jejich
souvislosti s uzavienymi filtry. Hlavnim cilem kapitoly bylo dokazat, ze svaz vSech re-
lativnich kongruenci je izomorfni se svazem vSech uzavienych filtru.

V posledni kapitole se zabyvame grupovou a integralni ¢asti BCI-algebry. Dokéazali
jsme nékteré jejich dulezité vlastnosti. Cilem této kapitoly bylo dokazat, za jakych
podminek je BCl-algebra izomorfni s direktnim souc¢inem jeji integralni a grupové
casti. Ukazali jsme, Ze tento izomorfismus existuje, pravé kdyz je jeji grupova cast
i uzavienym filtrem dané BClI-algebry.

Cely text byl vysdzen pomoci programu KETEX.
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