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V Olomouci dne 23. června 2022
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Bibliographical identification

Autor’s first name and surname Tomáš Bucher
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Úvod

BCI-algebry poprvé zavád́ı Iséki v roce 1966 v článku An algebra related with a pro-
positional calculus. V následuj́ıćı práci si BCI-algebry představ́ıme a rozebereme některé
jejich d̊uležité vlastnosti. V kapitole 1 rozebereme aritmetické vlastnosti BCI-algeber
a uvedeme si některé jejich př́ıklady. V kapitole 2 si krátce představ́ıme reziduované
komutativńı jakožto algebry úzce souvisej́ıćı s BCI-algebrami. V kapitole 3 rozebereme
souvislost relativńıch kongruenćı a uzavřených ideál̊u na BCI-algebrách. V kapitole 4 se
budeme zabývat strukturou BCI-algeber, přesněji řečeno jejich grupovou a integrálńı
část́ı.
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Kapitola 1

Aritmetické vlastnosti

V následuj́ıćı kapitole uvedeme BCI-algebry a jejich vlastnosti. Jako zdroje pro tuto
kapitolu využ́ıváme [1], [2], [3].

Definice 1.1

Algebru A = (A, → , 1) nazýváme BCI-algebra, právě když operace → splňuje
následuj́ıćı axiomy pro každé x, y, z ∈ A:

A1: (x → y) → ((y → z) → (x → z)) = 1,

A2: 1 → x = x,

A3: x → y = 1 & y → x = 1 ⇒ x = y.

Definujme binárńı relaci ≤ takto:

x ≤ y ⇔ x → y = 1.

Binárńı relace ≤ je uspořádáńı, 1 je maximálńı prvek A. Tuto skutečnost dokážeme
později.
Algebru, která kromě axiomů A1–A3 splňuje také

A4: x → 1 = 1

pro každé x ∈ A, nazýváme BCK-algebra a pro takovou algebru je 1 prvek největš́ı.
Jako úvod k BCI-algebrám si uved’me jejich aritmetické vlastnosti a tyto vlastnosti
dokažme:
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Lemma 1.2

Necht’ A je BCI-algebra. Pak pro každé x, y, z ∈ A plat́ı následuj́ıćı:

a) x → x = 1,

b) x → y ≤ (y → z) → (x → z),

c) x ≤ (x → y) → y,

d) x ≤ y ⇒ y → z ≤ x → z,

e) z → (y → x) = y → (z → x),

f) z ≤ y → x ⇔ y ≤ z → x,

g) x → y ≤ (z → x) → (z → y),

h) x ≤ y ⇒ z → x ≤ z → x,

i) (x → y) → 1 = (x → 1) → (y → 1),

j) ((x → y) → y) → y = x → y.

Důkaz:

a) Opakovaným využit́ım A2 v rovnosti

(1 → 1) → ((1 → x) → (1 → x)) = 1

vycháźı
x → x = 1.

b) Jde o reformulaci A1.

c) Dosazeńım do A1 dostaneme

(1 → x) → ((x → y) → (1 → y)) = 1

a po užit́ı A2 z̊ustává
x → ((x → y) → y) = 1,

což je c).
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d) Dosad́ıme-li
x ≤ y

do A1, vycháźı
1 → ((y → z) → (x → z)) = 1,

takže
y → z ≤ x → z,

což je právě d).

e) Z b) plyne
x → (y → z) ≤ ((y → z) → z) → (x → z).

Podle c) plat́ı
y ≤ (y → z) → z,

z čehož podle d) dále plyne

((y → z) → z) → (x → z) ≤ y → (x → z).

Z tranzitivity ≤ tedy vyplývá

x → (y → z) ≤ y → (x → z).

Stejně tak ale plat́ı i nerovnosti

y → (x → z) ≤ ((x → z) → z) → (y → z),

x ≤ (x → z) → z,

((x → z) → z) → (y → z) ≤ x → (y → z),

takže to znamená, že rovnost e) plat́ı.

f) Vycháźı př́ımo z e).

g) Podle b) a f) plat́ı

x → y ≤ (y → z) → (x → z) ⇔ y → z ≤ (x → y) → (x → z),

takže g) plat́ı.

h) Z A1 a A2 je jasné, že jestliže
y ≤ z,

pak
(x → y) → (x → z) = 1,

což je h).
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i) Začneme pravou stranou a 1 v členu y → 1 naṕı̌seme jako (x → y) → (x → y) a
použijeme e):

(x → 1) → (y → 1) = (x → y) → ((x → 1) → (x → (y → y)))

Nakonec použijeme dvakrát vlastnost a) a dostáváme

(x → y) → ((x → 1) → (x → (y → y))) = (x → y) → 1,

což je právě i).

j) Podle d)
x ≤ (x → y) → y ⇒ ((x → y) → y) → y ≤ x → y.

Podle c) je zase jasná nerovnost

x → y ≤ ((x → y) → y) → y,

a z obou nerovnost́ı plyne př́ımo j).

□

Dále si uved’me některé př́ıklady BCI a BCK-algeber:

1) Necht’ (G, · , −1, e) je komutativńı grupa. Pak (G, → , e) je BCI-algebra, kde
operace → je definovaná jako x → y = x−1y a ≤ je triviálńı uspořádáńı x ≤ y
⇔ x = y.
Ověřme, že (G, → , 1) je BCI-algebra:

A1: Z vlastnost́ı grupy opravdu plat́ı, protože

(x−1y)−1((y−1z)−1(x−1z)) = (x−1y)−1(x−1y) = 1.

A2: samozřejmě plat́ı, protože

1 → x = 1−1x = x.

A3: x−1y = 1 v grupách plat́ı, právě když x = y, takže A3 je také splněn.

Pro (G, → , 1) plat́ı samozřejmě stejné vlastnosti. Vid́ıme tedy, že obě algebry
jsou opravdu BCI-algebry.
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2) Necht’ A je Z−, Q− nebo R− a → je definováno jako x → y = min{y − x,0}.
Pak (A, → ,0) je BCK-algebra s lineárńım uspořádáńım a 0 je jej́ı největš́ı prvek.
Platnost ověřme opět pro (R−, → , 0):

A1: Nejdř́ıve si naṕı̌seme, jak bude A1 vypadat v aditivńım tvaru:

(x → y) → ((y → z) → (x → z)) = ((z − x)− (z − y))− (y − x)

Výpočet je už snadný, protože

((z − x)− (z − y))− (y − x) = (y − x)− (y − x) = 0.

takže (A, → , 0) je BCK-algebra pro všechny tři množiny.

A2: Plat́ı, protože
1 → x = x− 0 = x.

A3: Předpokládejme, že x ̸= y, bez újmy na obecnosti y < x. To znamená, že
plat́ı rovnost

x → y = 0,

ale zároveň
y → x = x− y ̸= 0.

A4: 0− x ≥ 0 pro každé x ∈ R−, takže 0− x = x.

(A, → , 0) je tedy BCK-algebra.

3) Necht’ (A, ≤) je uspořádaná množina s největš́ım prvkem 1. Definujme
operaci → jako

x → y = 1, pokud x ≤ y,

x → y = y pro každý jiný př́ıklad.

Pak je (A, → , 1) BCK-algebra. Ověřme:

A1: Tento axiom budeme muset ověřit pro všechny možnosti uspořádáńı prvk̊u
x, y, z ∈ A:

x ≤ y ≤ z:

(x → y) → ((y → z) → ((x → z)) = 1 → (1 → 1) = 1,

x ≤ z ≤ y:

(x → y) → ((y → z) → ((x → z)) = 1 → (z → 1) = 1,

y ≤ x ≤ z:

(x → y) → ((y → z) → ((x → z)) = y → (1 → 1) = 1,

y ≤ z ≤ x:

(x → y) → ((y → z) → ((x → z)) = y → (1 → z) = 1,

z ≤ x ≤ y:

(x → y) → ((y → z) → ((x → z)) = 1 → (z → z) = 1,
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z ≤ y ≤ x:

(x → y) → ((y → z) → ((x → z)) = y → (z → z) = 1.

Odtud plat́ı, že A1 plat́ı pro všechny možná uspořádáńı srovnatelných prvk̊u
x, y, z ∈ A. Pro nesrovnatelné výše uvedené rovnosti plat́ı také. Pro každé
dva nesrovnatelné prvky x, y stač́ı uvažovat obě možnos x → y = y a
y → x = x.

A2: Jelikož x ≤ 1 pro každé x ∈ A, A2 je splněna.

A3: Kdyby x ̸= y, pak plat́ı x → y = y, nebo y → x = x.

A4: x → 1 = 1 je triviálńı.

(A, → ,1) je tedy opravdu BCK-algebra.

4) Necht’ (A, ∧, ∨, ′, 0, 1) je Booleova algebra. Definujme x → y = x′∨y. Pak (A,→,1)
je BCK-algebra se stejným uspořádáńım, jaké je na dané Booleově algebře. Opět
ověřme:

A1: Z vlastnost́ı operaćı ∨ a ∧ na Booleově algebře plynou rovnosti

(x′ ∨ y)′ ∨ ((y′ ∨ z)′ ∨ (x′ ∨ z)) = (x′ ∨ y)′ ∨ (x′ ∨ ((y ∧ z′) ∨ z))

= (x′ ∨ y)′ ∨ (x′ ∨ (y ∨ z))

= x′ ∨ ((x′ ∨ y)′ ∨ (y ∨ z))

= x′ ∨ ((x ∧ y′) ∨ (y ∨ z))

= x′ ∨ (((x ∧ y′) ∨ y) ∨ z)

= x′ ∨ ((x ∨ y) ∨ z)

= (x′ ∨ x) ∨ (y ∨ z)

= 1 ∨ (y ∨ z) = 1

A2: Plat́ı, protože
1 → x = 1′ ∨ x = 0 ∨ x = x.

A3: Předpokládejme, že x ̸= y. Jestliže plat́ı

x → y = 1,

pak pro n-tice x = (x1, x2, ... , xn), y = (y1, y2, ... , yn) existuje i ∈
{1, 2, ..., n} takové, že xi = 0,yi = 1 a proto

y → x ̸= 1.

A4: Jasné, protože
x → 1 = x′ ∨ 1 = 1.

Proto výše definovaná algebra (A, → , 1) je opravdu BCK-algebra.
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Nyńı dokážeme, že ≤ je opravdu uspořádáńı:

Věta 1.3:

Binarńı relace ≤ definovaná výše je uspořádáńım

Důkaz:

Reflexivita: Jde o vlastnost a) z lemmatu 1.2,

Antisymetrie: Antisymetrie vycháźı př́ımo z A3.

Tranzitivita: Když x → y = 1 a y → z = 1, tak podle A1 plat́ı

1 → (1 → (x → z )) = 1

a použit́ım A2 konečně dostáváme

x → z = 1.

□

Věta 1.4:

Necht’ (A, → , 1) je BCI-algebra. Pak 1 je maximálńı prvek.

Důkaz:

Jestliže
1 → x = 1,

pak podle A2 je x = 1, a proto je 1 maximálńı prvek.

□
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Kapitola 2

Reziduované komutativńı monoidy

Jelikož BCI-algebry jsou podredukty reziduovaných komutativńıch monoid̊u, krátce si
je v této kapitole představme. V této kapitole čerpáme z [2], [6], [9].

Definice 2.1

Algrebraickou strukturu (M , · , → , e) , kde (M , · , e) je komutativńı monoid a
→ je binárńı operace, která splňuje axiomy A1–A3, spolu s axiomem

A5: (x · y) → z = x → (y → z ).

nazýváme reziduovaný komutativńı monoid. Definujme uspořádáńı ≤ stejně, jako na
BCI-algebrách, tedy

x ≤ y ⇔ x → y = 1.

Stejně jako děĺıme BCI a BCK-algebry, obdobné rozlǐseńı děláme i u reziduovaných
komutativńıch monoid̊u, a to následovně:

Definice 2.2

Reziduovaný komutativńı monoid takový, že e je maximálńı prvek, nazýváme se-
miintegrálńı reziduovaný komutativńı monoid. V př́ıpadě, že e je prvek největš́ı, nazýváme
takovou strukturu integrálńı reziduovaný komutativńı monoid.

Pro integrálńı reziduovaný komutativńı monoid plat́ı samozřejmě také A4. Začněme
opět d̊ukazem stejných vlastnost́ı, jako v kapitole 1.

Definice 2.3:

Ř́ıkáme, že algebra A je redukt algebry B, když každá operace na A je také operace
na B. A je podredukt B, pokud A je podalgebra reduktu B.
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Lemma 2.4

Necht’ (M , · , → , e) je reziduovaný semiintegrálńı komutativńı monoid. Pak pro
každé x, y, z ∈ M plat́ı následuj́ıćı:

a) x → x = 1,

b) x → y ≤ (y → z) → (x → z),

c) x ≤ (x → y) → y,

d) x ≤ y ⇒ y → z ≤ x → z,

e) z → (y → x) = y → (z → x),

f) z ≤ y → x ⇔ y ≤ z → x,

g) x → y ≤ (z → x) → (z → y),

h) x ≤ y ⇒ z → x ≤ z → x,

i) (x → y) → 1 = (x → 1) → (y → 1),

j) ((x → y) → y) → y = x → y,

k) z ≤ x → y ⇔ z · x ≤ y.

Důkaz:

Důkazy l vlastnostem a), g), h), i), j) rozeb́ırat nebudeme, protože jsou identické s
Lemmou 1.2.

b) Přepis A1.

c) Z komutativity a A5 plynou rovnosti

x → ((x → y) → y) = (x · (x → y)) → y

= ((x → y) → x) → y

= (x → y) → (x → y) = 1.

d) Jasné podle A1.

e) Z A5 plyne

z → (y → x) = (z · y) → x

= (y · z) → x

= y → (z → x).

f) Vycháźı př́ımo z e).

k) Vycháźı z A5.

□
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Vid́ıme, že všechny vlastnosti, které plat́ı v BCI-algebře, plat́ı také v semiintegrálńım
reziduovaném monoidu. Z definice podreduktu dokonce vid́ıme, že BCI-algebry jsou
podredukty semiintegrálńıch komutativńıch monoid̊u.

Uved’me si nyńı některé př́ıklady komutativńıch reziduovaných monoid̊u:

1) Necht’ (G, · ,1) je komutativńı grupa. Pak (G, · , → , 1), kde → definujeme
jako x → y = x−1y a ≤ jako triviálńı uspořádáńı, je semiintegrálńı reziduovaný
komutativńı monoid. Stač́ı ukázat A5, protože A1–A3 jsme ukazovali v prvńı
kapitole:

Z vlastnost́ı grupy plat́ı
(x · y)−1z = x−1(y−1z),

takže A5 je splněno a (G, · , → , 1) je semiintegrálńı reziduovaný komutativńı
monoid.

2) Necht’ Z− je množina všech nekladných celých č́ısel. Pak (Z−, + , → , 0) je
reziduovaný komutativńı monoid, kde → je definována jako
x → y = min{0,y − x}.
A1–A4 jsme ukázali v kapitole 1, stač́ı tedy dokázat, že plat́ı A5:

z − (x+ y) = (z − x)− y,

takže (Z−, + , → , 0) je integrálńı reziuovaný komutativńı monoid.

3) Necht’ R je množina reálných č́ısel. Pak ((0,1⟩, · , → , 1) je reziduovaný komu-
tativńı monoid s lineárńım uspořádáńım, kde → je definována jako
x → y = min{1,x−1y}. Dokažme:

A1: Z vlastnost́ı komutativńı grupy plat́ı rovnosti

(x → y) → ((y → z) → (x → z)) = (x−1y)−1((y−1z)−1(x−1z))

= (y−1x) · ((z−1y) · (x−1z))

= (y−1x) · (x−1y) = 1.

A2: 1 → x = 1−1x = x.

A3: Na intervalu (0,1⟩ existuje jediný prvek, pro který na tomto intervalu existuje
i jeho inverzńı prvek, a to je právě 1.

A5: Z distributivity vyplývaj́ı rovnosti

(x · y) → z = (x · y)−1z

= x−1(y−1z)

= x → (y → z),

takže výše uvedená struktura je opravdu integrálńı komutativńı reziduovaný
monoid.
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Ke konci této kapitoly zkonstruujeme integrálńı reziduovaný komutativńı monid,
který využijeme i v následuj́ıćı kapitole.

Mějme komutativńı grupu (Z×Z, +, (0, 0)). Na této grupě definujeme lexikografické
uspořádáńı ≤ takto:

(k, x) ≤ (l, y) ⇔ k < l nebo k = l a x ≤ y

Dále budeme pracovat pouze s intervalem ⟨(−2, 0), (0, 0)⟩.
Definujme nyńı operace ⊙ a →:

• (0, x)⊙ (0, y) = (0, x+ y),

• (−1, x)⊙ (−1, y) = (−2, max{x+ y, 0}),

• (−2, x)⊙ (−2, y) = (−2, 0),

• (0, x)⊙ (−1, y) = (−1, x+ y),

• (0, x)⊙ (−2, y) = (−2, max{x+ y, 0}),

• (−1, x)⊙ (−2, y) = (−2, 0),

• (k, x) → (l, y) = (0, 0) pro (k, x) ≤ (l, y),

• (0, x) → (0, y) = (0, y − x),

• (−1, x) → (−1, y) = (0, y − x),

• (−2, x) → (−2, y) = (0, y − x),

• (0, x) → (−1, y) = (−1, y − x),

• (0, x) → (−2, y) = (−2, y − x),

• (−1, x) → (−2, y) = (−1, y − x).

Dále mı́sto (−1, x) zaved’me nesrovnatelné dvojice (a, x), (b, x), pro které dále plat́ı

• (a, x− 1) ≤ (b, x) ≤ (a, x+ 1),

• (b, x− 1) ≤ (a, x) ≤ (b, x+ 1),

pro každé x ∈ Z. Pro tyto nové prvky uvažujme výše zmı́něné operace

• (0, x)⊙ (a, y) = (0, x)⊙ (b, y) = (0, x)⊙ (−1, y),

• (a, x)⊙ (−2, y) = (b, x)⊙ (−2, y) = (−1, x)⊙ (−2, y),

• (a, x)⊙ (a, y) = (b, x)⊙ (b, y) = (−1, x) = (−1, y).

Dále dodefinujeme operace ⊙ a → mezi dvojicemi (a, x), (b, y):

• (a, x)⊙ (b, y) = (−2, max{x+ y + 1,0}),

• (a, x) → (b, y) = (b, x) → (a, y) = (0, min{y − x− 1,0}).
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Operace ⊙, → můžeme na ({0} × Z) ∪ ({−1} × Z) ∪ ({−2} × Z) definovat i jiným
zp̊usobem, a to t́ımto:

• (k, x)⊙ (l, y) = (k + l, x+ y) ∨ (−2, 0),

• (k, x) → (l, y) = (l − k, y − x) ∧ (0, 0).

∨ je maximum a ∧ je minimum vzhledem k lexikografickému uspořádáńı. Stejně jako
výše pak dodefinujeme prvky (a, x),(b, x).

Věta 2.5:

Výše definovaná struktura je integrálńı komutativńı reziduovaný monoid.

Důkaz:

A1: ((k, x) → (l, y)) → (((l, y) → (m, z)) → ((k, x) → (m, z))) =

= (l − k, y − x) → ((m− l, z − y) → (m− k, z − x)) ∧ (0, 0)

= (l − k, y − x) → (((m− k)− (m− l), (z − x)− (z − y))) ∧ (0, 0)

= ((l − k)− (l − k), (y − x)− (y − x)) ∧ (0, 0)

= (0, 0).

A2: (0, 0) → (k, x) = (k − 0, x− 0) ∧ (0, 0) = (k, x)

A3: Necht’ (k, x) ̸= (l, y). Bez újmy na obecnost (k, x) < (l, y). Pak bud’ k < l nebo
k = l a x < y a (k, x) → (l, y) = 1. Pro k < l ale (l, y) → (k, x) ̸= (0, 0), protože
k− l < 0. Pro k = l a x < y, takže x− y < 0 a tedy (l, y) → (k, x) = (0, k− l) ̸=
(0, 0).

A4: (k, x) → (0, 0) = (0− k, 0− x) ∧ (0, 0) = (0, 0)

A5: Využit́ım komutativity + dostáváme rovnosti

((k,x)⊙ (l,y)) → (m,z) = ((k + l,x+ y) ∨ (−2,0)) → (m,z)

= (m− (k + l), z − (x+ y)) ∧ (0, 0)

= (m− k − l, z − x− y) ∧ (0, 0)

= (k, x) → ((m− l, z − y) ∧ (0, 0))

= (k, x) → ((l, y) → (m, z)).

Dokázali jsme, že tato struktura je integrálńı reziduovaný komutativńı monoid.

□

Mějme rozklad R = {{0} × Z−,{a} × Z,{b} × Z,{−2} × Z+}. Tento rozklad určuje
kongruenci ϕ. Faktorová algebra podle této kongruence už ale neńı integrálńı reziduo-
vaný komutativńı monoid, protože

[(a, 0)]ϕ → [(b, 0)]ϕ = [(0, 0)]ϕ,

[(b, 0)]ϕ → [(a, 0)]ϕ = [(0, 0)]ϕ,

a přitom [(a, 0)]ϕ ̸= [(b, 0)]ϕ. Axiom A3 tedy neńı splněn. Touto problematikou se
budeme hlouběji zabývat v následuj́ıćı kapitole.
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Kapitola 3

Relativńı kongruence a uzavřené
filtry

V následuj́ıćı kapitole budeme mluvit o relativńıch kongruenćıch na BCI-algebrách a
proč jsou d̊uležité. V této kapitole čerpáme z [1], [2], [4].

Pro BCI-algebry nutně nemuśı platit, že jejich faktorová algebra je opět BCI-algebrou.
To si ukážeme na následuj́ıćım př́ıkladu [4]:

Zkonstruujme nejprve BCK-algebru U :
Necht’ Z− = {...,− 2, − 1, 0}, A = {a0, a1, a2,...} a B = {b0, b1, b2,...} jsou množiny
a U je jejich sjednoceńım.
Operaci → definujeme následuj́ıćım zp̊usobem:

• m → n = 0, jestliže n ≤ m, nebo m → n = n − m, jestliže n > m pro každé
m, n ∈ Z−,

• am → n = bm → n = 0 pro každé m ∈ N0, n ∈ Z−,

• n → bm = bm−n pro každé m ∈ N0, n ∈ Z−,

• n → am = am−n pro každé m ∈ N0, n ∈ Z−,

• am → an = bm → bn = 0 pro n > m, nebo n−m pro n ≤ m,

• bm → an = am+1 → an,

• am → bn = bm+1 → bn.

Tato algebra je vlastně podreduktem struktury, kterou jsme konstruovali v předchoźı
kapitole.

Nyńı mějme faktorovou algebru U/ϕ, kde ϕ je ekvivalence daná rozkladem R =
{A, B, Z−}. Zjist́ıme, jestli ϕ je kongruence:

Relace ϕ je kongruenćı, když plat́ı

(x, y) ∈ ϕ ⇒ (x → z, y → z) ∈ ϕ & (z → x, z → y) ∈ ϕ.

To ověř́ıme postupným dosazeńım za všechny možnosti, které mohou nastat.
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1) x, y ∈ A
Mohou nastat tři r̊uzné možnosti, a to z ∈ A, z ∈ B, z ∈ Z−. Pro z ∈ A dostáváme

(x, y) ∈ ϕ ⇒ (x → z, y → z) ∈ ϕ,

což plat́ı, protože
x → z ∈ Z−, y → z ∈ Z−

což je prvek z tř́ıdy Z−. Stejným zp̊usobem odvod́ıme i pro z ∈ B.

x → z ∈ Z−, y → z ∈ Z−.

Dále necht’ z ∈ Z−, pak
x → z ∈ Z−, y → z ∈ Z−

a také
z → x ∈ A, z → y ∈ A,

takže pro x, y ∈ A opravdu plat́ı,

(x, y) ∈ ϕ → (x → z, y → z) ∈ ϕ & (z → x, z → y) ∈ ϕ.

2) x, y ∈ B
Tato možnost je stejná, jako možnost 1)

3) x, y ∈ Z−

Necht’ z ∈ A. Pak
x → z ∈ A, y → z ∈ A,

z → x ∈ Z−, z → y ∈ Z−.

Necht’ z ∈ B. Pak
x → z ∈ B, y → z ∈ B,

z → x ∈ Z−, z → y ∈ Z−.

Necht’ z ∈ Z−. Pak
x → z ∈ Z−, y → z ∈ Z−,

takže opravdu pro všechna x,y,z ∈ U plat́ı

(x, y) ∈ ϕ ⇒ (x → z, y → z) ∈ ϕ (z → x, z → y) ∈ ϕ.

Relace ϕ je tedy opravdu kongruence.
Ted’ ukážeme, že (U/ϕ, → , Z−) neńı BCK-algebra:

A1: ([x]ϕ → [y]ϕ) → (([y]ϕ → [z]ϕ) → ([x]ϕ → [z]ϕ)) = Z−.

A2: Z− → [x]ϕ = [x]ϕ, to samozřejmě plat́ı také.

A3: [x]ϕ → [y]ϕ = Z− & [y]ϕ → [x]ϕ = Z− ⇒ [x]ϕ = [y]ϕ, to ale neplat́ı, protože
A → B = Z− & B → A = Z− a zároveň A ̸= B.

Proto (U/ϕ, → ,[0]ϕ) už BCK-algebra neńı.
V této kapitole se tedy budeme zabývat faktorovými algebrami BCI-algeber, které

jsou stále BCI-algebrami. Tř́ıdu všech BCI-algeber budeme označovat BCIA a tř́ıdu
všech BCK-algeber budeme označovat BCKA.
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Definice 3.1:

Kongruence θ na BCI-algebřeA se nazývá relativńı kongruence, kdyžA/θ ∈ BCIA.
Množinu všech relativńıch kongruenćı na A znač́ıme ConBCIAA, ta tvoř́ı vzhledem k
množinové inkluzi úplný svaz ConBCIAA.

Definice 3.2:

Podmnožinu F ⊆ A nazýváme uzavřený filtr, když F = [1]ϕ pro nějaké ϕ ∈
ConBCIAA. Množinu všech uzavřených filtr̊uA znač́ıme CFBCIAA a spolu s množinovou
inkluźı tvoř́ı úplný svaz CFBCIAA.

Věta 3.3:

Necht’ θ je relativńı kongruence. Pak pro filtr F daný kongruenćı θ plat́ı

(a, b) ∈ θ ⇔ a → b, b → a ∈ F

Důkaz:

Necht’ θ ∈ ConBCIAA a (a, b) ∈ θ. Pak plat́ı

[a]θ → [b]θ = [a → b]θ = [1]θ,

[b]θ → [a]θ = [b → a]θ = [1]θ,

a tedy a → b, b → a ∈ [1]θ = F .

Necht’ a → b, b → a ∈ F . Pak podle A3 je [a]θ = [b]θ, tedy (a, b) ∈ θ.

□

Věta 3.4:

Uzavřené filtry jsou neprázdné podmnožiny F ⊆ A, pro které plat́ı: Jestliže b,
b → a ∈ F , pak a ∈ F & b → 1 ∈ F .

Důkaz:

Necht’ a ∈ F . Pro kongruenci indukovanou filtrem F plat́ı

(a, b) ∈ θF ⇔ a → b, b → a ∈ F.

Proto z (a, 1) ∈ θF plyne a → 1 ∈ F .

Necht’ a ∈ F = [1]θF , a → b ∈ F = [1]θF . Z A2 plyne b ∈ F , protože

[1]θF → [b]θF = [1]θF

implikuje b ∈ [1]θF .

□
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Věta 3.5:

Necht’ θ ∈ ConBCIAA. Pak zobrazeńı f : θ 7→ [1]θ je izomorfismus svazu ConBCIAA
na CFBCIAA.

Důkaz:

Mějme f(θ) = [1]θ = Fθ. K uzavřenému filtru F přǐrazujeme kongruenci θF zobra-
zeńım

g : F 7→ θF ,

které je invezńı k zobrazeńı f . Plat́ı pro něj

(a, b) ∈ θF ⇔ a → b, b → a ∈ F

Ověřme nejdř́ıve, jestli je takto definované zobrazeńı korektńı, tedy že θF je skutečně
relativńı kongruence.

1) Ekvivalence: Nejprve muśıme dokázat, že θF je ekvivalence.

a) Reflexivita:

(a, a) ∈ θF ⇔ a → a ∈ F,

což samozřejmě plat́ı, protože

a → a = 1 ∈ F.

b) Tranzitivita:

(a, b) ∈ θF & (b, c) ∈ θF ⇒ (a, c) ∈ θF

což plat́ı právě když

a → b, b → a, b → c, c → b ∈ F ⇒ a → c, c → a ∈ F.

Jestliže jednotlivé členy dosad́ıme do A1, źıskáváme

(a → b) → ((b → c) → (a → c)) = 1 ∈ F ,

což plat́ı. Jelikož a → b ∈ F , pak také

(b → c) → (a → c) ∈ F.

Stejně tak jelikož b → c ∈ F, pak

a → c ∈ F.

Že c → a ∈ F dokážeme obdobným zp̊usobem použit́ım vlastnosti g) z Lemmy
1.2: Podle g) plat́ı

(b → a) → ((c → b) → (c → a)) = 1 ∈ F ,

a jelikož b → a ∈ F a c → b ∈ F , pak také

c → a ∈ F.

Relace θF je tedy tranzitivńı.
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c) Symetrie:

[(a, b) ∈ θF ⇒ (b, a) ∈ θF ] ⇔ [a → b, b → a ∈ F ⇒ b → a, a → b ∈ F ],

což samozřejmě plat́ı.

2) Kongruence: Ted’, když v́ıme, že θF je ekvivalence, muśıme také dokázat, že θF
je relativńı kongruence. Začněme pouze s t́ım, že θF je kongruence:
θF je kongruence, právě když plat́ı

(a, b) ∈ θF ⇒ (a → c, b → c) ∈ θF & (c → a, c → b) ∈ θF .

Stejně jako u tranzitivity použijeme stejným zp̊usobem A1 a g):

Jestliže
(a, b) ∈ θ,

pak podle A1 plat́ı
(a → c, b → c) ∈ θ,

protože a → b ∈ F , podle A1 plat́ı

(a → b) → ((b → c) → (a → c)) = 1 ∈ F ,

takže i
(b → c) → (a → c) ∈ F.

Stejně tak dokážeme i
(a → c) → (b → c) ∈ F.

Že
(c → a,c → b) ∈ θ

dokážeme pomoćı g) z lemmatu 1.2. Podle g) plat́ı

(a → b) → ((c → a) → (c → b)) = 1 ∈ F ,

takže opět pokud plat́ı
a → b ∈ F ,

pak plat́ı také
(c → a) → (c → b) ∈ F ,

podobným zp̊usobem odvod́ıme i

(c → b) → (c → a) ∈ F ,

z čehož plyne, že
(a, b) ∈ θ,

implikuje

(a → c, b → c) ∈ θ & (c → a, b → c) ∈ θ.
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3) Relativńı kongruence: Předpokládejme, že (a → c, b → c) ∈ θF ,(c → a, c → b) ∈
θF . Pak také

(1 → a, 1 → b) ∈ θF ,

a tedy i (a, b) ∈ θF .

T́ımto jsme zjistili, že g(F ) je relativńı kongruence.

4) Dále muśıme dokázat, že [1]θF = F .

a ∈ [1]θF ⇔ (a, 1) ∈ θF ⇔ a ∈ F ,

takže f(g(F )) = [1]θF = F.

Stejně tak g(f(θ)) = g(Fθ) = θFθ
, a jelikož

(a, b) ∈ θFθ
⇔ a → b, b → a ∈ Fθ ⇔ (a, b) ∈ θ,

pak plat́ı θFθ
= θ.

5) Nakonec dokážeme
θ1 ⊆ θ2 ⇔ [1]θ1 ⊆ [1]θ2 .

⇒ plat́ı, protože když
θ1 ⊆ θ2,

pak také plat́ı
(a, 1) ∈ θ1 ⇒ (a, 1) ∈ θ2,

což znamená [1]θ1 ⊆ [1]θ2 .

⇐: Jestliže [1]θ1 ⊆ [1]θ2 , pak také pro každé (a,b) ∈ θ1 plat́ı

a → b, b → a ∈ [1]θ1 ⊆ [1]θ2 ,

a tedy
(a, b) ∈ θ1 ⇒ (a, b) ∈ θ2.

Zjistili jsme tedy, že zobrazeńı f : θ 7→ [1]θ je opravdu izomorfismus ConBCIAA na
CFBCIAA s inverzńım zobrazeńım g.

□
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Ted’, když už jsme dokázali, že f je izomorfismus, můžeme pokračovat v rozboru
př́ıkladu z úvodu této kapitoly.

Prvńı zkonstruujeme kongruenci, která je relativńı:

Mějme faktorovou množinu U/θ = {Z−, A ∪ B}, kde θ je kongruence daná rozkla-
dem R = {Z−, A ∪B}

Zjist́ıme nejdř́ıv, jestli je θ kongruence:

1) x, y ∈ Z−

Jestliže z ∈ Z−, pak
x → z ∈ Z−, y → z ∈ Z−,

a tedy
(x → z, y → z) ∈ θ.

Stejně tak plat́ı
(z → x, z → y) ∈ θ.

Pro z ∈ A ∪B plat́ı

x → z ∈ A ∪B, y → z ∈ A ∪B, z → x ∈ Z−, z → y ∈ Z−.

Proto také plat́ı

(x → z, y → z) ∈ θ & (z → x, z → y) ∈ θ.

2) x, y ∈ A ∪B
Pro z ∈ Z− plat́ı

x → z ∈ Z−, y → z ∈ Z−, z → x ∈ A ∪B, z → y ∈ A ∪B,

takže opravdu
(x → z, y → z) ∈ θ & (z → x, z → y) ∈ θ.

Pokud z ∈ A ∪B, pak plat́ı

x → z ∈ Z−, y → z ∈ Z−, z → x ∈ Z−, z → y ∈ Z−,

což znamená, že

(x → z, y → z) ∈ θ & (z → x, z → y) ∈ θ

a relace θ je tedy opravdu kongruence.
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Jako daľśı krok dokážeme, že θ je relativńı kongruence. Chceme tedy dokázat, že plat́ı

(x, y) ∈ θ ⇔ (x → z, y → z) ∈ θ & (z → x, z → y) ∈ θ

1) z ∈ A ∪B
Kdyby x ∈ A ∪B a

(x → z, y → z) ∈ θ & (z → x, z → y) ∈ θ,

pak x → z ∈ Z− a proto y ∈ A ∪ B. Jinak by totiž (x → z, y → z) /∈ θ, což je
spor. Proto také plat́ı (x, y) ∈ θ.
Kdyby x ∈ Z−, pak x → z ∈ A∪B. Proto muśı platit y ∈ Z−, a proto (x, y) ∈ θ.

2) z ∈ Z−

Kdyby x ∈ A ∪ B, pak z → x ∈ A ∪ B. Proto také z → y ∈ A ∪ B, a tedy i
(x, y) ∈ θ.
Pokud x ∈ Z−, pak také z → x ∈ Z− a pro y muśı platit y ∈ Z−. Proto (x, y) ∈ θ.

Vid́ıme tedy, že opravdu plat́ı

(x, y) ∈ θ ⇔ (x → z, y → z) ∈ θ & (z → x, z → y) ∈ θ

a θ je relativńı kongruence.
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Kapitola 4

Struktura BCI-algeber

V následuj́ıćı kapitole se budeme zabývat některými d̊uležitými podmnožinami BCI-
algeber. Čerpáme z [1], [2], [5], [7], [8].

Prvńı z těchto d̊uležitých podmnožin je množina

IA = {x ∈ A : x ≤ 1}.

Tuto množinu nazýváme integrálńı částA a spolu s operaćı→ je to největš́ı podalgebra
A taková, že IA je BCK-algebra.

Druhá množina, kterou budeme popisovat, je množina

GA = {x → 1 : x ∈ A}.

Tuto množina nazýváme grupová část A.

Věta 4.1:

IA a GA jsou podalgebry algebry A.

Důkaz:

Podle i) z lemmatu 1.2 plat́ı

(x → 1) → (y → 1) = (x → y) → 1,

takže GA je uzavřená na operaci → a GA je tedy podalgebra algebry A.
Stejně tak je → na IA uzavřená, protože jestli x → 1 = 1 a y → 1 = 1, pak (x → y) →
1 = 1.

□
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Jestliže definujeme operace

x · y = (x → 1) → y,

x−1 = x → 1,

pak algebra (GA, · , −1, 1) je komutativńı grupa. Ještě než toto tvrzeńı dokážeme,
uved’me si pojem, který k d̊ukazu využijeme.

Věta 4.2:

Prvek x ∈ A je maximálńı prvek, právě když plat́ı

x = (x → 1) → 1

Důkaz:

⇒ Podle c) z lemmatu 1.2 plat́ı

x ≤ (x → 1) → 1,

a jelikož x je maximálńı prvek, pak

x = (x → 1) → 1.

⇐ Necht’ x, y ∈ A takové, že x → y = 1. Pak plat́ı

y → x = y → ((x → 1) → 1)

= (x → 1) → (y → 1)

= (x → y) → 1 = 1.

Proto x je maximálńı prvek.

□

Věta 4.3:

GA je množina maximálńıch prvk̊u algebry A.

Důkaz:

Podle j) z lemmatu 1.2 plat́ı

x → 1 = ((x → 1) → 1) → 1,

takže x → 1 je maximálńı prvek A.
Necht’ a je maximálńı prvek A. Pak plat́ı

a = (a → 1) → 1.

Pokud a → 1 = x, pak také
a = x → 1.

GA je tedy právě množina všech maximálńıch prvk̊u algebry A.

□
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Definice 4.4:

Necht’ A je BCI-algebra. Jestliže je IA jednoprvková množina, pak se A nazývá
polojednoduchá.

Následuj́ıćı věta nám pomůže dokázat, že (GA, · , −1, 1) je opravdu komutativńı
grupa a že GA je polojednoduchá.

Věta 4.5:

Necht’ A je BCI-algebra. Pro každé x, y ∈ A jsou následuj́ıćı vlastnosti A jsou
ekvivalentńı:

1) A je polojednoduchá,

2) pro každé x ∈ A plat́ı: x → 1 = 1 implikuje x = 1,

3) pro každé x ∈ A plat́ı (x → 1) → 1 = x,

4) pro každé x, y ∈ A plat́ı (x → 1) → y = (y → 1) → x.

Důkaz:

Necht’ plat́ı 1) a x → 1 = 1. Z polojednoduchosti tedy plyne x = 1 a 2) je splněna.
Předpokládejme, že plat́ı 2). Podle a) z lemmatu 1.2 plat́ı

(x → 1) → (x → 1) = 1 podle a) z lemmatu 1.2,

x → ((x → 1) → 1) = 1 podle c) z lemmatu 1.2.

Dále také plat́ı

(((x → 1) → 1) → x) → (x → x) = 1 podle b) z 1.2,

(((x → 1) → 1) → x) → 1 = 1

((x → 1) → 1) → x = 1 z předpokladu 2),

takže tedy
(x → 1) → 1 = x.

Jestliže plat́ı 3), pak plat́ı rovnosti

(x → 1) → y = (x → 1) → ((y → 1) → 1)

= (y → 1) → ((x → 1) → 1) podle e) Lemma 1.2

= (y → 1) → x.

Nyńı necht’ plat́ı 4). Jestliže prvek x je prvek z integrálńı části IA, pak plat́ı

x → 1 = 1 podle A4,

x = (1 → 1) → x podle A2,

= (x → 1) → 1 z předpokladu 4),

= 1 podle A4.

Proto x = 1. Z toho plyne, že IA = {1}, což znamená, že A je polojednoduchá. Jestliže
tedy plat́ı jedna z vlastnost́ı 1)–4), plat́ı všechny.
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□

S těmito novými poznatky máme konečně dostatek znalost́ı k tomu, abychom
dokázali následuj́ıćı větu.

Věta 4.6:

Necht’ GA je grupová část BCI-algebry A. Pak (GA, · , −1, 1) je komutativńı grupa,
kde

x · y = (x → 1) → y

a
x−1 = x → 1.

Důkaz:

Prvńı dokážeme asociativitu. Jistě plat́ı rovnosti

(x · y) · z = (((x → 1) → y) → 1) → z

= (z → 1) → ((x → 1) → y) podle 4) z věty 4.3,

= (x → 1) → ((z → 1) → y) podle e) z lemmatu 1.2,

= (x → 1) → ((y → 1) → z) podle 4) z 4.3,

= x · (y · z).

Asociativita tedy plat́ı. Komutativita plyne př́ımo z věty 4.3 bodu 4), protože

x · y = (x → 1) → y = (y → 1) → x = y · x.

Dále 1 je jednotkovým prvkem v GA, protože

x · 1 = 1 · x = (1 → 1) → x = x.

Nakonec dokažme, že prvek x−1 = x → 1 je opravdu inverzńı.

x−1 · x = ((x → 1) → 1) → x,

z toho můžeme podle 4) ve větě 4.3 odvodit

(x → 1) → (x → 1) = 1,

takže x−1 je opravdu inverzńı prvek k prvku x. T́ım je dokázáno, že (GA, · ,−1,1) je
komutativńı grupa.

□

Hlavńım ćılem této kapitoly je dokázat, kdy je direktńı součin
(IA, → , 1) × (GA, → , 1) je izomorfńı s A. Než dokážeme tuto skutečnost, popǐsme
si ještě některé vlastnosti množin GA a IA.

Nyńı uvažujme operaci · stejně definovanou jako na začátku kapitoly, ale defino-
vanou na celé množině A. Je nutno podotknout, že (A,·) tentokrát neńı komutativńı
grupa. V A totiž nemuśı být 1 nutně pravým jednotkovým prvkem a x → 1 nemuśı
být nutně inverzńım prvkem zleva.
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Věta 4.7:

Necht’ (A, → , 1) je BCI-algebra. Definujeme-li operaci · na A jako

x · y = (x → 1) → y,

pak operace · na (A, ·) neńı nutně asociativńı a plat́ı

(x · y) · z ≤ x · (y · z).

Důkaz:

Z c) a e) z lemmatu 1.2 plynou rovnosti

((x · y) · z) → (x · (y · z)) = (((((x → 1) → y) → 1) → z) → ((x → 1) → ((y → 1) → z)),

= (x → 1) → ((y → 1) → (((((x → 1) → y) → 1) → z) → z)),

≤ (x → 1) → ((y → 1) → (((((x → 1) → y) → 1) → z) → z)),

≤ (x → 1) → (((x → 1) → y) → y) = 1,

a proto
(x · y) · z ≤ x · (y · z).

□

V následuj́ıćı větě zjist́ıme, za jakých podmı́nek je operace · asociativńı.

Věta 4.8:

Necht’ A je BCI-algebra. Pak následuj́ıćı vlastnosti jsou ekvivalentńı:

1) operace · je na A asociativńı,

2) (g · h) · x = g · (h · x) pro každé g,h ∈ GA a x ∈ A,

3) g−1 → (g → x) = x pro každé g ∈ GA a x ∈ A.

Důkaz:

Jestliže plat́ı 1), pak zajisté plat́ı i 2).

Necht’ plat́ı 2). Jelikož plat́ı
g · g−1 = 1,

pak plat́ı rovnosti
x = 1 · x = (g · g−1) · x.

Jelikož 2) plat́ı, pak můžeme psát

g · (g−1 · x) = (g → 1) → ((g−1 → 1) → x),

a z toho už źıskáme
g−1 → (g → x).
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To znamená, že 3) plat́ı.

Necht’ plat́ı 3). Uvažujme

x · (y · z) = (x → 1) → ((y → 1) → z)

≤ ((y → 1)−1 → (x → 1)) → ((y → 1)−1 → ((y → 1) → z) podle g) z 1.2

= (x → ((y → 1)−1 → 1)) → z předpoklad 3)

= (x → (y → 1)) → z,

= ((x · y) → 1) → z = (x · y) · z.

Můžeme tedy ř́ıct, že
x · (y · z) ≤ (x · y) · z,

a jelikož jsme výše dokázali opačnou nerovnost, znamená to, že opravdu plat́ı

x · (y · z) = (x · y) · z.

□

Věta 4.9:

Necht’ x ∈ A. Pak ((x → 1) → 1) → x ∈ IA.

Důkaz:

x ≤ (x → 1) → 1 podle c) z lemmatu 1.2

((x → 1) → 1) → x ≤ x → x podle d) z lemmatu 1.2,

((x → 1) → 1) → x ≤ 1.

□

Nyńı konečně můžeme ukázat, kdy je (A, → ,1) izomorfńı s (IA, → ,1)× (GA, → ,1).

Věta 4.10:

Necht’ A je BCI-algebra. Následuj́ıćı vlastnosti jsou ekvivalentńı.

1) operace · je na A asociativńı,

2) A je izomorfńı s (IA, → ,1)× (GA, → ,1),

3) GA je uzavřený filtr A.

Důkaz:

Jestliže plat́ı 1), pak podle 3) z věty 4.8 plat́ı pro každé g ∈ GA, a ∈ A

a = g−1 → (g → a)

= (g → 1) → (g → a)

= g → ((g → 1) → a),
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přičemž pokud g = x → 1, a = x, pak také plat́ı

x = (x → 1) → (((x → 1) → 1) → x),

pro každé x ∈ A. x → 1 ∈ GA splňuje x = (x → 1) → 1 a (((x → 1) → 1) → x ∈ IA
pro každé x ∈ A. Proto zobrazeńı γ : IA ×GA → A definované jako

γ(i, g) = g → i,

kde g = x → 1, i = ((x → 1) → 1) → x, je surjektivńı. Nyńı dokážeme, že γ je
injektivńı. Jestliže i ∈ IA a g ∈ GA, pak jestli plat́ı

g → i = 1,

pak i = g = 1 ∈ IA∩GA, protože g je maximálńı prvek. Proto je γ injektivńı. Nakonec
ukážeme, že γ je homomorfismus. Muśı pro každé g, h ∈ GA, i, j ∈ IA platit

(h → g) → (j → i) = (h → j) → (g → i).

Uvažujme tedy i, j ∈ IA a g, h ∈ GA. Jelikož (h → g) ∈ GA, můžeme uvažovat
rovnosti

(h → g) → (j → i) = ((h → g) → 1) · (j → i)

= (h · (g → 1)) · (j → i)

= h · ((g → 1) · (j → i)) 2) z věty 4.5,

= (h → 1) → (g → (j → i))

= j → ((h → 1) → (g → i))

= (((h → 1) → h) → j) → ((h → 1) → (g → i))

≤ (h → j) → (g → i),

a tedy také
(h → g) → (j → i) ≤ (h → j) → (g → i).

Opačně plat́ı rovnosti

(h → j) → (g → i) = (h → j) → ((h → (h → 1)) → (g → i)),

≤ (j → (h → 1)) → (g → i),

= ((h → 1) → g) → (j → i),

= (h → g) → (j → i).

Z toho nám plyne
(h → j) → (g → i) ≤ (h → g) → (j → i)

a z nerovnosti výše tedy konečně plyne

(h → g) → (j → i) = (h → j) → (g → i),

a γ je tedy izomorfismus.
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Necht’ plat́ı 2). Necht’ B je direktńı součin IA × GA. Grupová část BCI-algebry B
je GB = {(1, g) : g ∈ GA} a protože GA je množina maximálńıch prvk̊u, jakýkoliv
izomorfismus η : A 7→ B zobraźı GA na GB. Nyńı, jestliže π je projekce B na IA, pak
GA je jádro složeného homomorfismu π ◦ η z A na IA. Proto GA ∈ CFBCIAA.

Necht’ plat́ı 3). Dále necht’ g ∈ GA.
Plat́ı nerovnosti

1 → x ≤ (g → 1) → (g → x) podle e) z lemmatu 1.2,

= g−1 → (g → x)

Oba prvky g a g−1 ∈ GA, což je filtr a proto také

(g−1 → (g → x)) → x ∈ GA.

Nav́ıc

1 → x ≤ (g → 1) → (g → x) podle g),

(g−1 → (g → x)) → x ≤ x → x = 1 podle d),

takže
g−1 → (g → x) ≤ x

a z tohoto a opačné nerovnosti plat́ı

g−1 → (g → x) = x.

Podle věty 4.8 to ale znamená, že na A je operace · asociativńı. T́ım jsme dokázali, že
jestliže plat́ı jedna z vlastnost́ı 1)–3), plat́ı všechny tři vlastnosti.

36



Závěr

V této bakalářské práci jsme se zabývali BCI-algebrami.
Ćılem práce bylo dokázat základńı vlasnosti BCI-algeber a souvislosti mezi hlavńımi

uvedenými pojmy. Tyto ćıle jsme splnili, hlavně v kapitolách 3 a 4, kde byly využity
základńı poznatky k d̊ukazu d̊uležitých tvrzeńı o BCI-algebrách.

V úvodńı prvńı kapitole se zabýváme základńımi aritmetickými vlastnostmi, ply-
noućı z axiomů BCI-algeber. Tyto vlastnosti jsme dokázali. Dále jsme uvedli některé
př́ıklady BCI-algeber.

Druhá kapitola předsavuje strohý úvod do problematiky reziduovaných komuta-
tivńıch monoid̊u. Ćılem této kapitoly bylo ukázat, že BCI-algebry a reziduované komu-
tativńı monoidy maj́ı stejné vlastnosti. Kapitolu jsme ukončili př́ıkladem, na kterém
jsme ukázali, že tř́ıda reziduovaných komutativńıch monoid̊u nejsou uzavřené na fak-
torizaci.

V třet́ı kapitole uvád́ıme čtenáře do problematiky relativńıch kongruenćı a jejich
souvislosti s uzavřenými filtry. Hlavńım ćılem kapitoly bylo dokázat, že svaz všech re-
lativńıch kongruenćı je izomorfńı se svazem všech uzavřených filtr̊u.

V posledńı kapitole se zabýváme grupovou a integrálńı část́ı BCI-algebry. Dokázali
jsme některé jejich d̊uležité vlastnosti. Ćılem této kapitoly bylo dokázat, za jakých
podmı́nek je BCI-algebra izomorfńı s direktńım součinem jej́ı integrálńı a grupové
části. Ukázali jsme, že tento izomorfismus existuje, právě když je jej́ı grupová část
i uzavřeným filtrem dané BCI-algebry.

Celý text byl vysázen pomoćı programu LATEX.
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