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Úvod 

BCI-algebry poprvé zavádí Iséki v roce 1966 v článku An algebra related with a pro-
positional calculus. V následující práci si BCI-algebry p ředs tav íme a rozebereme některé 
jejich důležité vlastnosti. V kapitole 1 rozebereme ar i tmet ické vlastnosti BCI-algeber 
a uvedeme si některé jejich příklady. V kapitole 2 si k rá tce p ředs tav íme reziduované 
komuta t ivn í j akož to algebry úzce související s BCI-algebrami. V kapitole 3 rozebereme 
souvislost relat ivních kongruencí a uzavřených ideálů na BCI-algebrách. V kapitole 4 se 
budeme zabývat strukturou BCI-algeber, přesněji řečeno jejich grupovou a integrální 
částí . 
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Kapitola 1 

Aritmetické vlastnosti 

V následující kapitole uvedeme BCI-algebry a jejich vlastnosti. Jako zdroje pro tuto 
kapitolu využ íváme [1], [2], [3]. 

Definice 1.1 

Algebru A = (A, —> , 1) nazýváme BCI-algebra, p rávě když operace —> splňuje 
následující axiomy pro každé x, y, z G A: 

A I : (x ->• y) ->• ((y ->• z) ->• (x ->• z)) = 1. 

A 2 : 1 ->• x = x, 

A 3 : x—> y — 1 Sz y —>x — l ^ x — y. 

Definujme b iná rn í relaci < takto: 

x<y4^x^-y=l. 

Binární relace < je uspořádán í , 1 je max imá ln í prvek A. Tuto skutečnost dokážeme 
později. 

Algebru, k t e r á k romě axiomů A 1 - A 3 splňuje t aké 

A4 : x 1 = 1 

pro každé x E A, nazýváme BCK-a lgebra a pro takovou algebru je 1 prvek největší. 
Jako úvod k BCI-a lgebrám si uveďme jejich ar i tmet ické vlastnosti a tyto vlastnosti 
dokažme: 
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Lemma 1.2 

Nechť A je BCI-algebra. Pak pro každé x, y, z e A p la t í následující: 

a) x —> x = 1, 

b) x —> y < (y —y z) —> (x —> z), 

c) x < (x -> y) -> y, 

d) x < y ^ y —> z < x —> z, 

e) z —> (y —> x) = y —> (z —> x), 

f) z < y ^ x ^ y < z ^ - x , 

g) x -»• y < (z -> x) -> (2 -> y), 

h) x < y ^ z —> x < z ^ x, 

i) (x -»• y) -> 1 = (x -> 1) ->• (y 1), 

j) ((x -»• y) -»• y) -¥ y = x ->• y. 

D ů k a z : 

a) Opakovaným využi t ím A 2 v rovnosti 

(1 1) ((1 -)• x) -> (1 -> x)) = 1 

vychází 
x —> x — 1. 

b) Jde o reformulaci A l . 

c) Dosazením do A l dostaneme 

(1 -> x) -»• ((x -> y) -> (1 -> y)) = 1 

a po uži t í A 2 zůs tává 
x -»• ((x ->• y) ->• y) = 1, 

což je c). 
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d) Dosadíme-li 
x < y 

do A I , vychází 
1 -»• ((y -»• z) -»• (x -»• z)) = 1. 

t akže 
y —> z < x —> z, 

což je p rávě d). 

e) Z b) plyne 
x ->• (y ->• z) < ((y ->• z) ->• z) ->• (x ->• z). 

Podle c) p la t í 
y < (y ^ z) ^ z, 

z čehož podle d) dále plyne 

((y ->• z) ->• z) ->• (x ->• z) < y ->• (x ->• z). 

Z tranzit ivity < tedy vyplývá 

x —> (y —> z) < y —> (x —> z). 

Stejně tak ale p la t í i nerovnosti 

y -t (x -t z) < ((x -t z) -t z) -t (y -t z), 

x < (x —> z) —> z, 

((x —> z) —>• z) —> (y —> z) < x —> (y —> z), 

t akže to znamená , že rovnost e) plat í . 

f) Vychází p ř ímo z e). 

g) Podle b) a f) p la t í 

x —> y < (y —> z) —> (x —> z) 4^ y —> z < (x —> y) —> (x —> z), 

t akže g) pla t í . 

h) Z A l a A 2 je jasné , že jestliže 
V < z, 

pak 
(x —> y) —> (x —> z) — 1, 

což je h). 
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i) Začneme pravou stranou a 1 v členu y —> 1 napíšeme jako (x —> y) —> (x —> y) a 
použijeme e): 

(x -»• 1) -»• (y -»• 1) = {x -»• y) -»• ((x -»• 1) -»• (x -»• (y -»• y))) 

Nakonec použi jeme dvakrá t vlastnost a) a dos t áváme 

(x -»• y) -»• ((x -»• 1) -»• (x -»• (y -»• y))) = (x -»• y) -»• 1, 

což je p rávě i), 

j) Podle d) 

x < (x —> y) —> y =>• ((x —> y) —> y) —> y < x —> y. 

Podle c) je zase j a s n á nerovnost 

£ -»• y < ((x -»• y) -»• y) -»• y, 

a z obou nerovnost í plyne p ř ímo j) . 

• 

Dále si uveďme některé př ík lady B C I a BCK-algeber : 

1) Nechť (G, • , _ 1 , e) je komuta t ivn í grupa. Pak (G, —> , e) je BCI-algebra, kde 
operace —> je definovaná jako x —>• y = x _ 1 y a < je t r iviá lní u spo řádán í x < y 

x = y. 
Ověřme, že (G, —>• , 1) je BCI-algebra: 

A l : Z v las tnos t í grupy opravdu pla t í , protože 

{x-ly)-\{y-lz)-\x-lz)) = {x-1 y)-1 {x-1 y) = 1. 

A 2 : samozřejmě plat í , protože 

1 —> x — l _ 1 x = x. 

A 3 : x _ 1 y = 1 v grupách pla t í , p rávě když x = y, t akže A 3 je t aké splněn. 

Pro (G, —> , 1) p la t í samozřejmě stejné vlastnosti. Vidíme tedy, že obě algebry 
jsou opravdu BCI-algebry. 
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2) Nechť A je Z ~ , Q~ nebo M ~ a —> je definováno jako x —> y = min{y — x,0}. 
Pak (A, —> ,0) je BCK-a lgebra s l ineárním u s p o ř á d á n í m a 0 je její největší prvek. 
Platnost ověřme opět pro (M~, —> , 0): 

A I : Nejdříve si napíšeme, jak bude A l vypadat v ad i t ivn ím tvaru: 

(x -»• y) -»• ((y -»• z) -»• (x -»• z)) = ((z - x) - (z - y)) - (y - x) 

Výpoče t je už snadný, pro tože 

((z - x) - (z - y)) - (y - x) = (y - x) - (y - x) = 0. 

t akže (A, —> , 0) je BCK-a lgebra pro všechny t ř i množiny. 

A 2 : P la t í , protože 
1 —>• x = x — 0 = x. 

A 3 : P ředpokláde jme , že x 7̂  y, bez újmy na obecnosti y < x. To znamená , že 
p la t í rovnost 

x —> y = 0, 

ale zároveň 

y x = x — y ^ 0. 

A4: 0 — x > 0 pro každé x G M ~ , takže 0 — x = x. 

(A, -ř , 0) je tedy BCK-a lgebra . 

3) Nechť (A, <) je u s p o ř á d a n á množ ina s nej vě tš ím prvkem 1. Definujme 
operaci —> jako 

x —> y — 1, pokud x < y, 

x —> y = y pro každý j iný příklad. 

Pak je (A, —> , 1) BCK-a lgebra . Ověřme: 

A l : Tento axiom budeme muset ověřit pro všechny možnost i u spo řádán í p rvků 
x, y, z G A : 

£ < y < z: 

(x -»• y) -»• ((y -»• z) -»• ((x -»• z)) = 1 -»• (1 -»• 1) = 1, 

x < z < y: 

(x -»• y) -»• ((y -»• z) -»• ((x -»• z)) = 1 -»• (z -»• 1) = 1, 

y < x < z: 

(x -»• y) -»• ((y -»• z) -»• ((x -»• z)) = y -»• (1 -»• 1) = 1, 

y < z < x: 

(x -»• y) -»• ((y -»• z) -»• ((x -»• z)) = y -»• (1 -»• z) = 1, 

z < x < y: 

(x -»• y) -»• ((y -»• z) -»• ((x -»• z)) = 1 -»• (z -»• z) = 1, 
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z < y < x: 

(x -»• y) -»• ((y -»• z) -»• ((x z)) = y (z z) = 1. 

Odtud plat í , že A l p la t í pro všechny možná u spo řádán í s rovnate lných p rvků 
x, y, z E A. Pro nesrovnate lné výše uvedené rovnosti p la t í t aké . Pro každé 
dva nesrovnate lné prvky x, y s tačí uvažovat obě možnos x —> y = y a 
y —> x = x. 

A 2 : Jelikož x < 1 pro každé x G A , A 2 je splněna. 

A 3 : K d y b y x 7̂  y, pak p la t í x —> y = y, nebo y —> x = x. 

A4 : x —>• 1 = 1 je tr iviálni . 

(A, —> ,1) je tedy opravdu BCK-algebra . 

4) Nechť (A, A, V , ' , 0, 1) je Booleova algebra. Definujme x —> y = x'Vy. Pak (̂ 4,— 
je BCK-a lgebra se s te jným uspořádán ím, j aké je na dané Booleově algebře. Opě t 
ověřme: 

A l : Z v las tnos t í operací V a A na Booleově algebře plynou rovnosti 

(x' V y)' V ((y' V z)' V (x' V z)) = (x' V y)' V (x' V ((y A z') V z)) 

= (x1 y y)1 y ( x ' V (y V z)) 

= x ' V ((x' V y)' V (y V z)) 

= x V ((x A y') V (y V z)) 

= x ' V (((x A y') V y ) V z) 

= x ' V ((x V y ) V z) 

= (x' V x) V (y V z) 

= 1 V (y V z) = 1 

A 2 : P la t í , protože 

1 — > - x = l ' V x = 0 V x = x. 

A 3 : P ředpokláde jme , že x ^ y. Jestl iže p la t í 

x->y=l, 

pak pro n-tice x = (x1, x 2 , ... , x„ ) , y = (yu y2, ... , y„) existuje i e 
{1, 2, n} takové, že x, = 0,y, = 1 a proto 

y —> x 1. 

A4 : Jasné , pro tože 

x — * - l = x ' V l = l . 

Proto výše definovaná algebra (A, —> , 1) je opravdu BCK-algebra . 
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Nyní dokážeme, že < je opravdu uspořádán í : 

V ě t a 1.3: 

Binární relace < definovaná výše je u s p o ř á d á n í m 

D ů k a z : 

Reflexivita: Jde o vlastnost a) z lemmatu 1.2, 

Antisymetrie: Antisymetrie vychází p ř ímo z A 3 . 

Tranzit ivita: Když s - > j / = l a j / - > z = l , tak podle A l pla t í 

1 -»• (1 -»• (x -»• z)) = 1 

a použ i t ím A 2 konečně dos t áváme 

x —>• z — 1. 

V ě t a 1.4: 

Nechť (A, —>• , 1) je BCI-algebra. Pak 1 je max imá ln í prvek. 

D ů k a z : 

Jestl iže 
1 ->• x = 1, 

pak podle A 2 je x — 1, a proto je 1 max imá ln í prvek. 
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Kapitola 2 

Reziduované komutativní monoidy 

Jelikož BCI-algebry jsou podredukty reziduovaných komuta t ivn ích monoidů , krá tce si 
je v t é t o kapitole p ředs tavme . V t é to kapitole čerpáme z [2], [6], [9]. 

Definice 2.1 

Algrebraickou strukturu ( M , • , —> , e) , kde ( M , • , e) je komuta t i vn í monoid a 
—> je b iná rn í operace, k t e rá splňuje axiomy A 1 - A 3 , spolu s axiomem 

A 5 : (x • y) —> z — x —> (y —> z). 

nazýváme reziduovaný komuta t ivn í monoid. Definujme uspo řádán í < stejně, jako na 
B Cl-algebrách, tedy 

x<y4^x^-y=l. 

Stejně jako dělíme B C I a BCK-algebry, obdobné rozlišení děláme i u reziduovaných 
komuta t ivn ích monoidů , a to následovně: 

Definice 2.2 

Reziduovaný komuta t ivn í monoid takový, že e je max imá ln í prvek, nazýváme se-
miintegrální reziduovaný komuta t ivn í monoid. V př ípadě , že e je prvek největší , nazýváme 
takovou strukturu integrální reziduovaný komuta t ivn í monoid. 

Pro integrální reziduovaný komuta t ivn í monoid p la t í samozřejmě t aké A 4 . Začněme 
opět důkazem stejných vlas tnost í , jako v kapitole 1. 

Definice 2.3: 

Říkáme, že algebra A je redukt algebry B , když každá operace na A je t aké operace 
na B . A je podredukt B , pokud A je podalgebra reduktu B. 
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Lemma 2.4 

Nechť ( M , • , —> , e) je reziduovaný semiintegrální komuta t ivn í monoid. Pak pro 
každé x, y, z e M p la t í následující: 

a) x —> x — 1, 

b) x —)• y < (y —> z) —> (x —> z), 

c) x < (x ->• y) ->• y, 

d) x < y = ^ y — > z < x — ) > z , 

e) z -> (y -> x) = y -> (z -> x) , 

f) z < y —> x ^ y < z —> x, 

g) a; y < (z -»• x) -»• (z ->• y), 

h) x < y =^ z —> x < z —> x, 

i) (x -> y) -)• 1 = (x -> 1) -»• (y -> 1), 

j) ((x -> y) -> y) ->• y = x -> y, 

k) z < x —>• y <5 z • x < y. 

D ů k a z : 

Důkazy 1 vlastnostem a), g), h), i), j) rozebírat nebudeme, protože jsou identické s 
Lemmou 1.2. 

b) Přepis A l . 

c) Z komutativity a A 5 plynou rovnosti 

x ((x -»• y) -»• y) = (x • (x -»• y)) -> y 
= ((x -> y) -»• x) -> y 
= (x ->• y) -»• (x -»• y) = 1. 

d) J a sné podle A l . 

e) Z A 5 plyne 

z —> (y —• x) — (z • y) —• x 

= (y • z) x 

= y —> (z —>• x) . 

f) Vychází př ímo z e), 

k) Vychází z A 5 . 

• 
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Vidíme, že všechny vlastnosti, k teré p la t í v BCI-algebře , p la t í t aké v semiintegrálním 
reziduovaném monoidu. Z definice podreduktu dokonce vidíme, že BCI-algebry jsou 
podredukty semiintegrálních komuta t ivn ích monoidu. 

Uveďme si nyní některé př ík lady komuta t ivn ích reziduovaných monoidů: 

1) Nechť (G, • ,1) je komuta t ivn í grupa. Pak (G, • , —> , 1), kde —> definujeme 
jako x —> y = x~1y a < jako t r iviá lní uspořádán í , je semiintegrální reziduovaný 
komuta t ivn í monoid. Stačí ukáza t A 5 , pro tože A 1 - A 3 jsme ukazovali v p rvn í 
kapitole: 

Z v las tnos t í grupy p la t í 
{x • y)~xz = x~l{y~lz), 

t akže A 5 je splněno a (G, • , —> , 1) je semiintegrální reziduovaný komuta t ivn í 
monoid. 

2) Nechť Z ~ je množ ina všech nekladných celých čísel. Pak (Z~, + , —> , 0) je 
reziduovaný komuta t ivn í monoid, kde —> je definována jako 
x —> y = min{0,y — x}. 

A 1 - A 4 jsme ukázal i v kapitole 1, s tačí tedy dokáza t , že p la t í A 5 : 

z - (x + y) = (z - x) - y. 

t akže (Z~, + , —> , 0) je integrální reziuovaný komuta t ivn í monoid. 

3) Nechť M je množ ina reálných čísel. Pak ((0,1), • , —> , 1) je reziduovaný komu­
ta t ivn í monoid s l ineárním uspořádán ím, kde —> je definována jako 
x —> y = mm{l,x~1y}. Dokažme: 

A I : Z v las tnos t í komuta t ivn í grupy p la t í rovnosti 

(x -»• y) -»• {{y -»• z) -»• (x -»• z)) = ( a ; " 1 ^ ) " ^ ^ " 1 ^ ) " 1 ^ " 1 ^ ) ) 
= (y" 1*) • ((z" 1!/) • ( x - ^ ) ) 

= (y^x) • (x^y) = 1. 

A 2 : 1 ->• x = l _ 1 x = x. 

A 3 : N a intervalu (0,1) existuje jed iný prvek, pro k te rý na tomto intervalu existuje 
i jeho inverzní prvek, a to je p rávě 1. 

A 5 : Z distributivity vyplývají rovnosti 

(x • y) —> z — (x • y)~xz 

= x~l{y~lz) 

= x -»• (y -»• z), 

t akže výše uvedená struktura je opravdu integrální komuta t ivn í reziduovaný 
monoid. 
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K e konci t é t o kapitoly zkonstruujeme integrální reziduovaný komuta t ivn í monid, 
k terý využijeme i v následující kapitole. 

Mějme komuta t i vn í grupu ( Z x Z , +, (0, 0)). N a t é t o grupě definujeme lexikografické 
u spo řádán í < takto: 

(k, x) < (l, y) <F> k < l nebo k = l a x < y 

Dále budeme pracovat pouze s intervalem ((—2, 0), (0, 0)). 
Definujme nyní operace 0 a —>: 

• (0, x) 0 (0, y) = (0, x + y), 

• ( - 1 , x) © ( - 1 , y) = ( - 2 , max{x + y, 0}), 

• ( - 2 , x) 0 ( - 2 , y) = ( - 2 , 0), 

• (0, x ) © ( - l , y) = ( - 1 , x + y), 

• (0, x) 0 ( - 2 , y) = ( - 2 , max{x + y, 0}), 

. ( - 1 , x) 0 ( - 2 , y) = ( - 2 , 0), 

• (k, x) -> (/, y) = (0, 0) pro (k, x) < (/, y), 

• (0, x ) - > ( 0 , y ) = ( 0 , y - x ) , 

• ( - 1 , x) -> ( - 1 , y) - (0, y - x ) , 

• ( - 2 , x ) ^ ( - 2 , y) = (0, y - x ) , 

• (0, x) -> ( - 1 , y) = ( - 1 , y - x ) , 

• (0, x) -> ( - 2 , y) = ( - 2 , y - x ) , 

• ( - 1 , x ) - > ( - 2 , y) = ( - l , y - x ) . 

Dále mís to (—1, x) zaveďme nesrovnate lné dvojice (a, x) , (b, x), pro k te ré dále p la t í 

• (a, x — 1) < (b, x) < (a, x + 1), 

• {b, x - 1) < (a, x) < (6, x + 1), 

pro každé x G Z . Pro tyto nové prvky uvažujme výše zmíněné operace 

• (0, x) 0 (a, y) = (0, x) 0 (6, y) = (0, x) 0 ( - 1 , y), 

• (a, x) © ( - 2 , y) = (6, x) © ( - 2 , y) = ( - 1 , x) © ( - 2 , y), 

• (a, x) 0 (a, y) = (b, x) 0 (6, y) = ( - 1 , x) = ( - 1 , y). 

Dále dodefinujeme operace 0 a—)- mezi dvojicemi (a, x), (6, y): 

• (a, x) © (6, y) = ( - 2 , max{x + y + 1,0}), 

• (a, x) -> (6, y) = (6, x) -)• (a, y) = (0, min{y - x - 1,0}). 
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Operace 0 , —> můžeme na ({0} x Z) U ({ — 1} x Z) U ({—2} x Z) definovat i j i ným 
způsobem, a to t ímto : 

• (fc, x) 0 (/, y) = (k + l, x + y) V ( - 2 , 0), 

• (fc, x) (/, y) = (l - k, y - x) A (0, 0). 

V je maximum a A je minimum vzhledem k lexikografickému uspořádán í . Stejně jako 
výše pak dodefinujeme prvky (a, x),(b, x ) . 

V ě t a 2.5: 

Výše definovaná struktura je integrální komuta t ivn í reziduovaný monoid. 

D ů k a z : 

A I : (O, x) -»• (/, y)) -»• (((/, y) -»• (m, z)) -»• ((fc, x) -»• (m, z))) = 

= (/ — k, y — x) —> ((m — l, z — y) —> (m — k, z — x)) A (0, 0) 

= (/ - fc, y - x) -»• (((m - k ) - (m- /), (z - x) - (z - y))) A (0, 0) 

= ((/ - /c) - (/ - /c), (y - x) - (y - x)) A (0, 0) 

= (0, 0). 

A 2 : (0, 0) -»• (Jfe, x) = (Jfe - 0, x - 0) A (0, 0) = (k, x) 

A 3 : Nechť (k, x) 7̂  (/, y). Bez újmy na obecnost (k, x) < (/, y). Pak b u ď /c < / nebo 
k — l a x < y a (k, x) —> (l, y) — 1. Pro /c < / ale (/, y) —> (/c, x) 7̂  (0, 0), protože 
/c — / < 0. Pro k = l a x < y, t akže x — y < 0 a tedy (/, y) —> (/c, x) = (0, k — l) 7̂  
(0, 0). 

A4 : (k, x) -»• (0, 0) = (0 - k, 0 - x) A (0, 0) = (0, 0) 

A 5 : Využ i t ím komutativity + d o s t á v á m e rovnosti 

{(k,x) 0 (l,y)) (m,z) = ((k + l,x + y) V (-2,0)) (m,z) 

= (m - (k + l), z - (x + y)) A (0, 0) 

= (m - k - l, z - x - y) A (0, 0) 

= (k, x)->{{m-l,z-y)A{0, 0)) 

= (K x) -»• ((/, y) -»• (m, z)). 

Dokázali jsme, že tato struktura je integrálni reziduovaný komuta t ivn í monoid. 

• 
Mějme rozklad R = {{0} x Z" ,{a} x Z,{6} x Z , { - 2 } x Z+}. Tento rozklad určuje 

kongruenci <f>. Fak torová algebra podle t é t o kongruence už ale není integrální reziduo­
vaný komuta t ivn í monoid, protože 

[(a, O)] 0 [(b, O)] 0 = [(0, O)] 0, 

[(b, O)] 0 [(a, O)] 0 = [(0, O)] 0, 

a p ř i t om [(a, 0)]^ 7̂  [(6, 0)]^. A x i o m A 3 tedy není splněn. Touto problematikou se 
budeme hlouběji zabývat v následující kapitole. 
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Kapitola 3 

Relativní kongruence a uzavřené 
filtry 

V následující kapitole budeme mluvit o relat ivních kongruencích na BCI-a lgebrách a 
proč jsou důležité. V t é t o kapitole čerpáme z [1], [2], [4]. 

Pro BCI-algebry n u t n é nemusí platit, že jejich faktorová algebra je opět BCI-algebrou. 
To si ukážeme na následujícím př ík ladu [4]: 

Zkonstruujme nejprve BCK-a lgebru U: 
Nechť Z ~ = {..., — 2, — 1, 0}, A = {ao, a i , 02,--} a B = {bo, b\, č>2,--} jsou množiny 
a U je jejich sjednocením. 
Operaci —> definujeme následujícím způsobem: 

• m —> n — 0, jestliže n < m, nebo m —> n = n — m, jestl iže n > m pro každé 
m, n G Z ~ , 

• am—>-n = 6m—>-n = 0 pro každé m G No, n G Z ~ , 

• n —> 6 m = & m _n pro každé m G No, n G Z ~ , 

• n —> a m = am-n pro každé m G No, n G Z ~ , 

• am —> On = &m —> &n = 0 pro n > m, nebo n — m pro n < m, 

• o m —> 6 n = 6 m +i —> 6 n . 

Tato algebra je v las tně podreduktem struktury, kterou jsme konstruovali v předchozí 
kapitole. 

Nyní mějme faktorovou algebru U/(f>, kde 0 je ekvivalence d a n á rozkladem R = 
{A, B, Z - } . Zjistíme, jestli 0 je kongruence: 

Relace 0 je kongruencí , když pla t í 

(x, y) G 0 =>- (x —> z, y —> z) G 0 & (-2 —> x, z —> y) G 0. 

To ověříme p o s t u p n ý m dosazením za všechny možnost i , k teré mohou nastat. 
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1) x, y e A 

Mohou nastat t ř i různé možnost i , a to z G A, z G B, z G Z ~ . Pro z G A dos táváme 

( i , f / ) e ^ ( l 4 Z , ! | 4 z ) G 0, 

což pla t í , pro tože 

což je prvek z t ř ídy Z ~ . Ste jným způsobem odvodíme i pro z G B. 

I 4 Z G Z " , 1/ 4 Z G Z " . 

Dále nechť z G Z ~ , pak 

a t aké 

Z 4 l G Í , Z 4 | / G A 

takže pro x, y E A opravdu plat í , 

(x, y) G 0 —> (x —> z, y —> z) G 0 & (-2 —> x, z —> y) G 0. 
2) x, y G 5 

Tato možnos t je stejná, jako možnost 1) 
3) x, y G Z ~ 
Nechť z G A . Pak 

x z e A, y z e A, 

Z 4 I G Z " , Z 4 I | G Z " . 

Nechť z G B. Pak 

I - ^ Z G B J ^ Z G B ; 

Z 4 I G Z " , Z 4 1 | G Z " . 

Nechť z G Z " . Pak 

i 4 z G Z " , i / 4 z G Z " , 

t akže opravdu pro všechna x,y,z G f/ p la t í 
(x, y) G 0 =>• (x —> z, y —> z) G 0 (z —>• x, z —>• y) G 0. 

Relace 0 je tedy opravdu kongruence. 
Teď ukážeme, že {U/(p, —>• , Z~) není BCK-algebra : 

A l : ([x] 0 [yW (([y]0 [z]*) ([x] 0 [z]*)) = Z " . 

A 2 : Z ~ —> [x]<f, = [x]^, to samozřejmě p la t í t aké . 

A 3 : [x]^ -»• [y]^ = Z " & [y]^ -»• [x]^ = Z " =4> [x]^ = [y]^, to ale nepla t í , protože 
A ^ J B = Z - & J B ^ A = Z " a zároveň A^B. 

Proto (U/(f), —> ,[0]^) už BCK-a lgebra není. 
V t é t o kapitole se tedy budeme zabývat faktorovými algebrami BCI-algeber, k teré 

jsou stále BCI-algebrami. T ř í d u všech BCI-algeber budeme označovat B C I A a t ř í du 
všech BCK-algeber budeme označovat B C K A . 
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Dennice 3.1: 

Kongruence 9 na BCI-algebře A se nazývá re la t ivní kongruence, když A / 0 G B C I A . 
Množinu všech relat ivních kongruencí na A značíme C o n ^ c ^ A , ta tvoř í vzhledem k 
množinové inkluzi úp lný svaz Coxi BC i A A. • 

Dennice 3.2: 

Podmnož inu F C A n azýváme uzavřený filtr, když F = [1]^ pro nějaké (j) G 
COIÍBCIAA.. Množinu všech uzavřených filtrů A značíme CFBCIAA a spolu s množinovou 
inkluzí tvoř í úp lný svaz C F B C I A A - . 

V ě t a 3.3: 

Nechť 9 je re la t ivní kongruence. Pak pro filtr F d a n ý kongruencí 9 p la t í 

(a, b) G 6 a ->• b, b ->• a G F 

D ů k a z : 

Nechť 6» G C o n B C 7 A A a (a, 6) G 0. Pak pla t í 

[a]e ->• [6]Í = [a ->• 6] e = [1]*, 

-> [o]fl = [& -»• a]e = [l]e, 

a tedy a —> 6, 6 —> a G = F . 

Nechť a -> b, b -)• a G F . Pak podle A 3 je [a]0 = tedy (a, b) G 6*. 

• 

V ě t a 3.4: 

Uzavřené filtry jsou neprázdné podmnož iny F C A, pro k teré plat í : Jestl iže b, 
b a G F , pak a G f & M l e F . 

D ů k a z : 

Nechť a E F. Pro kongruenci indukovanou filtrem F pla t í 

(a, 6) G 6>F a ->• 6, 6 ->• a G F . 

Proto z (a, 1) G 9F plyne a —> 1 G F . 

Nechť a G F = [1] 0 F , a —>• 6 G F = Z A 2 plyne 6 G F , protože 

[% -> f6W = [% 
implikuje 6 G [l]e F. 

• 
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V ě t a 3.5: 

Nechť 9 G COYLBCIAA- Pak zobrazení f : 9 [l]g je izomorfismus svazu COIIBCIAA 

na C F B C / j 4 A . 

D ů k a z : 

Mějme f (9) = [l]g = FQ. K uzavřenému filtru F př i řazujeme kongruenci 9p zobra­
zením 

g : F ^ 9 F ) 

které je invezní k zobrazení / . P l a t í pro něj 

(o, b) G 9p -w- a —y b, b —y a E. F 

Ověřme nejdříve, jestli je takto definované zobrazení korektní , tedy že 9F je skutečně 
re la t ivní kongruence. 

1) Ekvivalence: Nejprve mus íme dokáza t , že 9F je ekvivalence. 

a) Reflexivita: 

(a, a) G 9F a ->• a G F, 

což samozřejmě pla t í , protože 

a -»• a = 1 G F . 

b) Tranzit ivita: 

(a, b) e9F k (b, c) G #F =>• (a, c) G 6>F 

což p la t í p rávě když 

a —>• 6, 6 —>• a, 6 —> c, c 4 Í e F 4 o 4 c , c ^ o e F . 

Jestl iže jednot l ivé členy dosadíme do A l , z ískáváme 

(a -»• 6) -»• {{b -»• c) -»• (a -»• c)) = 1 G F , 

což pla t í . Jelikož a —> 6 G -F, pak t aké 

(6 -»• c) -»• (a -»• c) G F . 

Stejně tak jelikož 6 —> c G F , pak 

Ze c a £ F dokážeme o b d o b n ý m způsobem použ i t ím vlastnosti g) z Lemmy 
1.2: Podle g) pla t í 

(b -»• a) -»• ((c -»• 6) -»• (c -»• a)) = 1 G F , 

a jelikož b^-aEF&c^-bEF, pak t aké 

Relace 9F je tedy t ranzi t ivní . 
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c) Symetrie: 

[(a, b) G Q F => (b, a) G 9F\ [a ->• b, 6 ->• a e F =>- 6 ->• a, a ->• 6 e F ] , 

což samozřejmě pla t í . 

2) Kongruence: Teď, když víme, že #p je ekvivalence, mus íme t aké dokázat , že 9p 
je re la t ivní kongruence. Začněme pouze s t ím, že 9p je kongruence: 
9p je kongruence, p rávě když pla t í 

(a, 6) G $p (o —y c, 6 —>• c) G & (c —y o, c —y b) G #F-

Stejně jako u tranzit ivity použijeme s te jným způsobem A l a g): 

Jestl iže 
(a, b) G 9, 

pak podle A l p la t í 

(a ->• c, b ->• c) G 61, 

protože a —> 6 G F , podle A l p la t í 

(a -»• 6) -»• ((6 -> c) 4 (a 4 c)) = 1 e F , 

t akže i 
(6 —>• c) —>• (a —>• c) G F . 

Stejně tak dokážeme i 
(a -»• c) -»• (6 -»• c) G F . 

Že 

(c —>• a,c —»• č>) G # 

dokážeme pomocí g) z lemmatu 1.2. Podle g) p la t í 

(a -»• 6) -»• ((c —>• a) —>• (c —>• &)) = 1 G F , 

takže opět pokud p la t í 
a -»• 6 G F , 

pak p la t í t aké 

(c —>• a) —>• (c —>• 6) G F , 

p o d o b n ý m způsobem odvodíme i 

(c —>• 6) —>• (c —>• a) G F , 

z čehož plyne, že 
(a, 6) G 6», 

implikuje 

(a ->• c, 6 ->• c) G 0 & í c ->• a, 6 ->• c) G 0. 
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3) Rela t ivní kongruence: Předpokláde jme , že (a c, b c) E 9F,(c —> a, c —> 6) G 
#p. Pak t aké 

(1 -»• a, 1 -»• b) G 9F) 

a tedy i (a, 6) G 

T í m t o jsme zjistili , že ^(-F) je re la t ivní kongruence. 

4) Dále mus íme dokázat , že [l]eF = F. 

a G [l]eF (a, 1) G 9F a G F, 

t akže f (g (F)) = [1]0F = F 

Stejně tak g(f(9)) = g(Fg) = 9F0, a jelikož 

(a, b) G 9Fg O a ->• 6, 6 ->• a G F e (a, 6) G 0, 

pak p la t í #F9 = 9. 

5) Nakonec dokážeme 
0i C 92 & C [1],2. 

=>• pla t í , pro tože když 
0i C 92, 

pak t aké p la t í 
(a, 1) G 0i => (a, 1) G #2, 

což z n a m e n á [1]^ C [1] 0 2. 

•<=: Jestl iže [1]^ C [l]e2, pak t aké pro každé (a,b) G #i p la t í 

a -»• 6, 6 -»• a G C [1] 0 2, 

a tedy 
(a, 6) G #i (a, 6) G 02-

Zjisti l i jsme tedy, že zobrazení f : 9 M- [l]g je opravdu izomorfismus COIIBCIAA na 
CFBCIAA- S inverzním zobrazením g. 

• 
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Teď, když už jsme dokázali , že / je izomorfismus, můžeme pokračovat v rozboru 
př ík ladu z úvodu t é t o kapitoly. 

P r v n í zkonstruujeme kongruenci, k te rá je relativní: 

Mějme faktorovou množinu U/9 = {Z~, A U B}, kde 9 je kongruence d a n á rozkla­
dem R= { Z " , AU B} 

Zjistíme nejdřív, jestli je 9 kongruence: 

1) x, y G Z -
Jestl iže z 6 Z " , pak 

x —> z G Z - , y —>• z G Z~ , 

a tedy 
(x —>• z, y —> z) G 

Stejně tak p la t í 
(z —> x, z —> y) e 9. 

Pro z e AU B p la t í 

Proto t aké p la t í 

(x —>• z, y —>• z) G # & (z —>• x, z —> y) G 
2) x, y G A U 5 

Pro z G Z~ pla t í 

x z G Z ~ , y ->• z G Z ~ , z ->• x G >1 U B, z ->• y e J4 U 5 , 

t akže opravdu 

(x -> 2 , y -t z) G 0 & (z ->• x, z -> y) G 0. 

Pokud z E AU B, pak pla t í 

x—>• z G Z~ , y —> z 6 Z " , z -> i G Z " , z ->• y G Z - , 

což znamená , že 

(x -> z, y -> z) G 0 & (z -> x, z -> y) G 0 

a relace # je tedy opravdu kongruence. 
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Jako další krok dokážeme, že 9 je re la t ivní kongruence. Chceme tedy dokázat , že p la t í 

(x, y) G 9 (x ->• z, y ->• z) G 9 k, (z ->• x, z ->• y) e 9 

1) z e A u B 
K d y b y x e A U B a 

(x ->• z, y ->• z) e 0 & (z ->• x, z ->• y) e 61, 

pak x —>• z G Z~ a proto y G A U 5 . Jinak by tot iž (x —> z, y —> z) ^ 9, což je 
spor. Proto t aké p la t í (x, y) G 9. 
K d y b y x G Z - , pak x —> z G A U 5 . Proto musí platit y G Z ~ , a proto (x, y) G 0. 

2) z G Z " 
K d y b y x G A U 5 , pak z ->• x G A U 5 . Proto t aké z ^ n e i U B . a tedy i 
(x, y) G 0. 
Pokud x G Z ~ , pak t aké z —> x G Z~ a pro y musí platit y G Z ~ . Proto (x, y) G 0. 

Vidíme tedy, že opravdu pla t í 

(x, y) G 9 (x ->• z, y ->• z) G 0 & (z ->• x, z ->• y) G 9 

a 0 je re la t ivní kongruence. 

28 



Kapitola 4 

Struktura BCI-algeber 

V následující kapitole se budeme zabývat něk te rými důleži tými podmnož inami B C I -
algeber. Če rpáme z [1], [2], [5], [7], [8]. 

P r v n í z těch to důleži tých podmnož in je množina 

IA = {x e A : x < 1}. 

Tuto množinu nazýváme integrální část A a spolu s operací —> je to největší podalgebra 
A taková, že I A je BCK-a lgebra . 

D r u h á množina , kterou budeme popisovat, je množina 

G A = {x ->• 1 : x G A}. 

Tuto množ ina n a z ý v á m e g rupová část A . 

V ě t a 4.1: 

I A a G A jsou podalgebry algebry A . 

D ů k a z : 

Podle i) z lemmatu 1.2 pla t í 

(x -»• 1) -»• (y -»• 1) = {x -»• y) -»• 1, 

t akže G A . je uzavřená na operaci —> a G A je tedy podalgebra algebry A . 
Stejně tak je —> na IA uzavřená, pro tože jestli x—>l — lay—>l — l, pak (x —> y) —> 
1 = 1. 

• 
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Jestl iže definujeme operace 

x • y — (x —> 1) —> y, 

x - 1 — x —> 1, 

pak algebra (GA, • , _ 1 , 1) je komuta t i vn í grupa. Ješ tě než toto tvrzení dokážeme, 
uveďme si pojem, k te rý k důkazu využijeme. 

V ě t a 4.2: 

Prvek x G A je max imá ln í prvek, p rávě když p la t í 

x — (x ->• 1) ->• 1 

D ů k a z : 

=> Podle c) z lemmatu 1.2 pla t í 

x < (x ->• 1) ->• 1, 

a jelikož x je max imá ln í prvek, pak 

x — (x ->• 1) ->• 1. 

<í= Nechť x, y G A takové, že x —> y — 1. Pak pla t í 

y ->• x = y ->• ((x ->• 1) ->• 1) 

= (x -»• 1) -»• (y -»• 1) 

= (x ->• y) ->• 1 = 1. 

Proto x je max imá ln í prvek. 

• 

V ě t a 4.3: 

G A je množ ina maximáln ích p rvků algebry A . 

D ů k a z : 

Podle j) z lemmatu 1.2 p la t í 

x ->• 1 = ((x ->• 1) ->• 1) ->• 1, 

t akže x —>• 1 je max imá ln í prvek A . 

Nechť a je max imá ln í prvek A. Pak p la t í 

a — (a ->• 1) ->• 1. 

Pokud a —>• 1 = x, pak t aké 
a = x —> 1. 

G A je tedy právě množ ina všech maximáln ích p rvků algebry A . 

• 
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Definice 4.4: 

Nechť A je BCI -a lgeb ra . Jestl iže je J A jednoprvková množina , pak se A nazývá 
polo jednoduchá . 

Následující vě t a n á m pomůže dokáza t , že ( C A , • , _ 1 , 1) je opravdu komuta t ivn í 
grupa a že G A je polo jednoduchá . 

V ě t a 4.5: 

Nechť A je BCI -a lgeb ra . Pro každé x, y G A jsou následující vlastnosti A jsou 
ekvivalentní: 

1) A je polo jednoduchá , 

2) pro každé x E A p la t í : x —> 1 = 1 implikuje x — 1, 

3) pro každé x E A p la t í (x —> 1) —> 1 = x, 

4) pro každé x, y G A p la t í (x —> 1) —> y — (y —> 1) —> x. 

D ů k a z : 

Nechť p la t í 1) a x - > 1 — 1. Z polojednoduchosti tedy plyne x = 1 a 2) je splněna. 
Předpokláde jme , že p la t í 2). Podle a) z lemmatu 1.2 pla t í 

(x ->• 1) ->• (x ->• 1) = 1 

x ->• ((x ->• 1) ->• 1) = 1 

podle a) z lemmatu 1.2, 

podle c) z lemmatu 1.2. 

Dále t aké p la t í 

(((x ->• 1) ->• 1) ->• x) ->• (x ->• x) = 1 

(((x -»• 1) -»• 1) -»• x) -»• 1 = 1 

((x ->• 1) ->• 1) ->• X = 1 

podle b) z 1.2, 

z p ředpok ladu 2) 

podle e) Lemma 1.2 

takže tedy 

(x ->• 1) ->• 1 = x. 

Jestl iže p la t í 3), pak p la t í rovnosti 

(x -»• 1) -»• y = (x -»• 1) -»• ((y -»• 1) -»• 1) 

= (y 1) ((x 1) 1) 

= (y -»• 1) -»• x. 

Nyní nechť p la t í 4). Jestl iže prvek x je prvek z integrální část i IA, pak p la t í 

x ->• 1 = 1 podle A 4 , 

x = (1 ->• 1) ->• x podle A 2 , 

= (x —> 1) —> 1 z p ředpok ladu 4), 

= 1 podle A 4 . 

Proto x = 1. Z toho plyne, že IA = {1}, což znamená , že A je polo jednoduchá . Jestl iže 
tedy p la t í jedna z v las tnos t í l ) -4 ) , p la t í všechny. 
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• 
S t ěmi to novými poznatky m á m e konečně dostatek znalost í k tomu, abychom 

dokázali následující vě tu . 

V ě t a 4.6: 

Nechť GA je g rupová část BCI-algebry A . Pak ( G A , •, _ 1 , 1) je komuta t ivn í grupa, 
kde 

x • y — (x —> 1) —> y 

a 
x - 1 — x —> 1. 

D ů k a z : 

P r v n í dokážeme asociativitu. J i s tě p la t í rovnosti 

(x-y)-z = (((x -> 1)-> y)-> 1)-> z 

— (z ->• 1) ->• ((x ->• 1) ->• y) podle 4) z věty 4.3, 

= (x —>• 1) —> ((z —>• 1) —> y) podle e) z lemmatu 1.2, 

= {x -»• 1) -»• ((y -»• 1) -»• z) podle 4) z 4.3, 

= x • (y • z). 

Asociat ivi ta tedy pla t í . Komuta t iv i ta plyne př ímo z věty 4.3 bodu 4), pro tože 

x • y — (x —> 1) —> y — (y —> 1) —> x — y • x. 

Dále 1 je j edno tkovým prvkem v G A , pro tože 

x-1 — 1-x — (1—>• 1) —> x — x. 

Nakonec dokažme, že prvek x - 1 = x —> 1 je opravdu inverzní. 

x - 1 • x = ((x —> 1) —> 1) —> x, 

z toho můžeme podle 4) ve větě 4.3 odvodit 

(x ->• 1) ->• (x ->• 1) = 1, 

t akže x - 1 je opravdu inverzní prvek k prvku x. T í m je dokázáno, že ( G A , • je 
komuta t ivn í grupa. 

• 

Hlavním cílem t é to kapitoly je dokázat , kdy je d i rektní součin 
( J A , —> , 1) x ( G A , —> , 1) je izomorfní s A . Než dokážeme tuto skutečnost , popišme 
si ješ tě některé vlastnosti množin G A a IA-

Nyní uvažujme operaci • stejně definovanou jako na začá tku kapitoly, ale defino­
vanou na celé množině A. Je nutno podotknout, že (A,-) t en tok rá t není komuta t ivn í 
grupa. V A to t iž nemusí bý t 1 nu tně p r a v ý m j edno tkovým prvkem a x —> 1 nemusí 
být n u t n ě inverzním prvkem zleva. 
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V ě t a 4.7: 

Nechť (A, —> , 1) je BCI-algebra. Definujeme-li operaci • na A jako 

x-y = ( x y , 

pak operace • na (A, •) není n u t n ě asociat ivní a p la t í 

(x • y) • z < x • (y • z). 

D ů k a z : 

Z c) a e) z lemmatu 1.2 plynou rovnosti 

((x -y)-z)->(x-(v z)) = (((((a; -»• 1) -»• y) -»• 1) -»• z) -»• ((x -»• 1) -»• ((y -»• 1) -»• z)), 

= (x 1) ((y 1) (((((x 1) y) 1) z) z)), 

< (x 1) ((y 1) (((((x 1) y) 1) z) z)), 

< (x -»• 1) -»• (((x -»• 1) -»• y) -»• y) = 1, 

a proto 
(x • y) • z < x • (y • z). 

• 

V následující větě zjistíme, za j akých podmínek je operace • asociat ivní . 

V ě t a 4.8: 

Nechť A je BCI-algebra. Pak následující vlastnosti jsou ekvivalentní: 

1) operace • je na A asociat ivní , 

2) (g • h) • x — g • (h • x) pro každé g, h G G A & x E A. 

3 ) g - 1 —> (g —> x) = x pro každé g G G A & x E A. 

D ů k a z : 

Jestl iže p la t í 1), pak zajisté p la t í i 2). 

Nechť p la t í 2). Jelikož p la t í 
g-g'1 = 1, 

pak p la t í rovnosti 

x = 1 • x = (g • g - 1 ) • x. 

Jelikož 2) p la t í , pak můžeme psá t 

g . (g-1 .x) = (g->l)-> {{g'1 x) , 

a z toho už získáme 

g'1 ->• (y ->• z)-
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To znamená , že 3) plat í . 

Nechť p la t í 3). Uvažujme 

x • {y • z) = (x -»• 1) -»• ((y -»• 1) -»• z) 

< ((y I)"1 (x 1)) ((y I)"1 ((y 1) z) podle g) z 1.2 

= (x ->• ((y ->• l ) " 1 ->• 1)) ->• z p ředpoklad 3) 

= (x -»• (y -»• 1)) -»• z, 

= ((x • y) -»• 1) -»• z = (x • y) • z. 

Můžeme tedy říct , že 

x • (y • z) < (x • y) • z, 

a jelikož jsme výše dokázali opačnou nerovnost, z n a m e n á to, že opravdu pla t í 

x • (y • z) = (x • y) • z. 

• 

V ě t a 4.9: 

Nechť x e A. Pak ((x -»• 1) -»• 1) -»• x e J A . 

D ů k a z : 

x < (x —> 1) —> 1 podle c) z lemmatu 1.2 

((x —>• 1) —> 1) —> x < x —> x podle d) z lemmatu 1.2, 

((x -»• 1) -»• 1) -»• x < 1. 

• 

Nyní konečně můžeme ukáza t , kdy je (A, —> ,1) izomorfní s ( J A , —> ,1) x (GA, ,!)• 

V ě t a 4.10: 

Nechť A je BCI-algebra. Následující vlastnosti jsou ekvivalentní . 

1) operace • je na A asociat ivní , 

2) A je izomorfní s ( J A , —> ,1) x (GA, —> ,1), 

3) G A je uzavřený filtr A . 

D ů k a z : 

Jestl iže p la t í 1), pak podle 3) z věty 4.8 p la t í pro každé g G GA, a E A 

a = g~l -»• (g -»• a) 

= (0 -»• 1) -»• (# -»• a) 

= ( (£-»• 1) ->• a), 
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přičemž pokud g — x —>• 1, a — x, pak t aké pla t í 

x — (x ->• 1) ->• (((x ->• 1) ->• 1) ->• x) , 

pro každé x G A . x —> 1 G G A splňuje x = (x —> 1) —>• 1 a (((x —>• 1) —>• 1) —> x G 
pro každé x E A. Proto zobrazení 7 : J A X G A —> A definované jako 

9)=9->h 

kde g — x —> 1, i — ((x —> 1) —>• 1) —> x, je surjektivní. Nyní dokážeme, že 7 je 
injektivní. Jestl iže i G IA a y G G A , pak jestli p la t í 

5- ->• i = 1, 

pak j = 5 = 1 e / A H G A , pro tože y je max imáln í prvek. Proto je 7 injektivní. Nakonec 
ukážeme, že 7 je homomorfismus. Musí pro každé g, h E GA, h j G IA platit 

(h -»• y) -»• (j -»• ž) = (/i -»• j ) -»• (y -»• i). 

Uvažujme tedy i , j G IA a y, /i G G A - Jelikož (/i —> y) G G A , m ů ž e m e uvažovat 
rovnosti 

(h^g)^ {j -»• ž) = ((/i -»• y) -»• 1) • (j -»• i) 

= (/i • 1)) • ( j i ) 

= /i • ((y 1) • (j Í ) ) 2) z věty 4.5, 

= (/i -»• 1) -»• (y -»• (j -»• i)) 
= 7 -»• ((/i -»• 1) -»• ($-)• i)) 
= (((/, _> 1) _> Ä) _> j) _> (( Ä _> i) _> i)) 

<( / ! -» • j ) -»• (í/ -»• Í), 

a tedy t aké 
(/i -»• y) -»• (j -»• ž) < (/i -»• j ) -»• (y -»• i) . 

Opačně p la t í rovnosti 

(h -»• j ) -»• (y -»• ž) = (/i -»• j ) -»• ((/i -»• (/i -»• 1)) -»• (y -»• i)), 

< ( j - > ( / i - M ) ) - > ( < 7 - H ) , 

= (C» ->• 1) ->• 5-) ->• (Í ->• i)> 

Z toho n á m plyne 

(/i -»• j ) -»• (y -»• ž) < (/i -»• y) -»• (j -»• i) 

a z nerovnosti výše tedy konečně plyne 

(h^g)^ {j i) = (/i j) ^ { g ^ i), 

a 7 je tedy izomorfismus. 
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Nechť p la t í 2). Nechť B je d i rek tn í součin I A x G A G r u p o v á část BCI-algebry B 
je G-B — {(1, g) '• g £ C A } a protože G A je množina maximáln ích prvků , jakýkoliv 
izomorfismus r] : A H> B zobrazí G A na G B - Nyní, jestl iže 7T je projekce B na I A , pak 
G A J e j á d r o složeného homomorfismu n o 77 z A na I A - Proto G A £ CF BC 1 A 

Nechť p la t í 3). Dále nechť g G G A -
P l a t í nerovnosti 

1 —> x < (g —> 1) —> (g —>• x) podle e) z lemmatu 1.2, 

= g~l -*(g-*x) 

Oba prvky g a, g 1 E G A , COŽ je filtr a proto t aké 

{g'1 ^ ( g ^ x ) ) ^ x e GA-

Navíc 

1 -»• x < (# -> 1) -> (p -> z) podle g), 

( g - 1 - » ( # - » x ) ) - » - x < x - » x = l podle d), 

t akže 

g^1 —)• —y x) < x 

a z tohoto a opačné nerovnosti p la t í 

g-1 -> (5 ->• x) = x. 

Podle věty 4.8 to ale znamená , že na A je operace • asociat ivní . T í m jsme dokázali , že 
jestl iže p la t í jedna z v las tnos t í l ) - 3 ) , p la t í všechny t ř i vlastnosti. 
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Závěr 

V t é t o bakalářské práci jsme se zabývali BCI-algebrami. 
Cílem práce bylo dokáza t základní vlasnosti BCI-algeber a souvislosti mezi hlavními 

uvedenými pojmy. Tyto cíle jsme splnili , h lavně v kapitolách 3 a 4 , kde byly využi ty 
základní poznatky k důkazu důleži tých tvrzení o BCI-algebrách. 

V úvodn í p rvn í kapitole se zabýváme základními a r i tmet ickými vlastnostmi, ply­
noucí z ax iomů BCI-algeber. Tyto vlastnosti jsme dokázali . Dále jsme uvedli některé 
př ík lady BCI-algeber. 

D r u h á kapitola předsavuje s t rohý úvod do problematiky reziduovaných komuta­
t ivních monoidů . Cílem t é to kapitoly bylo ukáza t , že BCI-algebry a reziduované komu­
t a t ivn í monoidy maj í stejné vlastnosti. Kap i to lu jsme ukončili př ík ladem, na k te rém 
jsme ukázali , že t ř ída reziduovaných komuta t ivn ích monoidů nejsou uzavřené na fak­
torizaci. 

V t ř e t í kapitole uvád íme č tenáře do problematiky relat ivních kongruencí a jejich 
souvislosti s uzavřenými filtry. Hlavním cílem kapitoly bylo dokázat , že svaz všech re­
lat ivních kongruencí je izomorfní se svazem všech uzavřených filtrů. 

V poslední kapitole se zabýváme grupovou a integrální část í BCI-algebry Dokázali 
jsme některé jejich důležité vlastnosti. Cílem t é to kapitoly bylo dokáza t , za j akých 
podmínek je BCI-algebra izomorfní s d i rek tn ím součinem její integrální a grupové 
části . Ukázali jsme, že tento izomorfismus existuje, p rávě když je její g rupová část 
i uzav řeným filtrem dané BCI-algebry 

Celý text byl vysázen pomoc í programu DTpX.. 
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