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Abstrakt

V tejto bakalarskej praci sa budeme zaoberat Specialnou relativitou. Ukazeme si, ako vy-
zera Lorentzova transformacia, relativistické javy a grupova struktura Lorentzovej trans-
formacie pre 3+1 a 2+1 rozmerny casopriestor. Tieto vlastnosti vyuzijeme pre vypocet
optickej sustavy, ktorej Lieova algebra bude ekvivalentnd s so(2,1).

Summary

In this bachelor thesis we will focus on special relativity. We will show how the Lorentz
transformation looks like, relativistic effects and group structure of Lorentz transformation
for 341 and 241 dimensional spacetime. We will then use these qualities to calculate an
optical system, which has Lie algebra equivalent to so(2,1).
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Specialna relativita, Lorentzova grupa, relativistické zobrazovanie, Wignerova rotacia, ne-
rovnobezné sosovky.
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2. UVOD

2. Uvod

Pre Tubovolny systém musi platit princip invariantnosti, teda medzi dvomi systémami
existuje linearna transformacia, pokial sa voci sebe pohybuju konstantnou rychlostou. Pr-
vym riesenim bola Galileiho transformacia, ktora bola pre danti dobu postacujtca. Pri
praci s elektromagnetickym vinenim zistil nemecky fyzik Heinrich R. Hertz, ze ked pouzil
Galileiho transforméciu a dosadil do Maxwellovych rovnic, tak vysledok nekorespondoval s
experimentom. Riesila sa tak otdazka, kde je chyba v Maxwellovych rovniciach. Ukazalo sa
vsak, ze boli spravne a problém bol v Galileiho transformacii. Zistilo sa, ze vlnova rovnica
musi byt invariantnd vodi transformdcii, ¢o Galileiho transforméacia nesplitala. Koncom 19.
storoc¢ia holandsky fyzik Hedrik Lorentz formuloval Lorentzovu transforméciu, pre ktoru
bola vlnova rovnica invariantna. Samotny koncept Specialnej relativity neskor fomuloval
Albert Einstein v roku 1905.

Ukazalo sa, Ze pre popis niektorych fyzikdlnych javov je vhodné pouzit matematickt
struktiru nazyvanu grupa a pre popis Specialnej relativity sa da pouzit tzv. Lorentzova
grupa SO(3,1).

Specidlna realtivita sa ¢asto spaja s Casticovou optikou, ale v tejto praci ukézeme, ako
sa daju dosiahnut a vyuzit relativistické javy na optickom systéme, ktory je zostrojeny
zo standardnych Sosoviek. Zaroven dosledky specialnej relativity st do istej miery neintu-
itivne a ndro¢nejsie na predstavu. Javy ako kontrakeia dizky, dilatdcia ¢asu a narusenie
simultannosti sa daji popisat kratkym vypoctom, ale pre bezného cloveka je pre jedno-
duché vysvetlenie lepsie to len zobrazif.



3. Lorentzova transformacia

Majme vnutorného pozorovatela, ¢o sleduje nejaky objekt, ktory sa pohybuje rychlos-
tou v. Potom mozeme povedaft, Ze jeho poloha je:

T =t (3.1)

Dalej majme vonkajsicho pozorovatela, ktory sleduje ten isty objekt a vndtorny pozo-
rovatel sa voc¢i nemu pohybujeme rychlostou u. Pre vonkajsieho pozorovatela je poloha
telesa:

7= (u+v)t (3.2)

Rovnicu 3.2 si vieme pre zjednodusenie zapisat v tvare:
¥ =ut+uz (3.3)

Tuto transforméaciu nazyvame Galileiho transforméacia. Ak si povieme, ze ¢as pre vonkaj-
Sieho aj vnitorného pozorovatela je rovnaky, tak potom t' = t a mdzeme zapisat tito
transforméciu v maticovom tvare:

(o )=(av)(s) 68

Podla experimentu by mala byt vinova rovnica pre svetlo invariantna voci transformacii,
ale pre Galileiho transformaciu nie je. D4 sa to jednoducho ukéazat tak, ze ak mame funkciu
¢(x,y, z,t) a rieSime vlnovi rovnicu:

o P o 10%0

= _ __99%_ 3.5
¢(x7y7z7t) 82:2 + 8y2 + 822 62 8t2 0 ( )

Ak budeme vychddzat z 3.3 a plati y = ¢/, 2 = 2’ a t =t/ tak budeme riesit:

1-Z)gm o2 022 " otdr 2oz

(3.6)

Na opravu musime urobit dve tvahy, najprv musime zaviest zmenu, ze pre oboch po-

zorovatelov plynie ¢as inak. Druhou tivahou bude, Ze rychlost svetla ¢ je vzdy konstantna.
Tuato transforméciu si zapiSeme v maticovom tvare takto:

(2)-(oi)(e) 67

Oznacme si maticu udavajicu tuto transformaciu A. Kedze existuje transformécia z = do
2/, tak musi existovat aj inverznd transformécia. Pomocou Kramerovho pravidla sa da
ukazat, ze bude mat tvar:

(5 )=amm( L)% 59

Z rovnice (5) si vyjadrime = a z’

2 2 2 2 2 1 9
D¢($/>y>z>t)=D¢(£B+ut,y,z,t) v 8¢ 8¢+8¢ 2U 8¢ 8¢_

2’ = get + hx (3.9)



3. LORENTZOVA TRANSFORMACIA

o= @ gct) _hgd) (3.10)

Bod, ktory je pre vonkajsieho pozorovatela stacionarny sa pohybuje pre vnitorného po-
zorovatela rychlostou u a bude sa nachadzat na mieste x = ut + xy. To ked spojime s

rovnicou (8) zistime, ze musi platit u = —#c. Podobne moze byt staciondrny bod v si-
stave vnitorného pozorovatela, ktory sa voci vonkajsiemu pozorovatelovi bude pohybovat
rychlostou —u. Jeho poloha bude #' = —ut’ + 2 a z toho u = —£c, z ¢oho plynie e = h.

Vyjadrime si z rovnice (5) 2" a ct':

t' = gct + hx = h(z — ut) (3.11)
ct' =ect + fx = h(ct + %x) (3.12)

Rychlost v’ v ststave vonkajsieho pozorovatela sa vypocita ako:
, da'  d(r—ut) dr—wudtdt v-—u

- = — = 3.13
dt" d(fz+¢)  Ldz+dedt 1442 (3.13)

v

Kedze rychlost svetla musi byt pre obe sistavy rovnaka, tak v pripade, ze v = ¢, potom
v’ = ¢ z tadial:

f U

= 3.14
y = (3.14)
Mézeme si viimnit, ze £ = —L = — vdaka ¢omu si vieme vyjadrit det A = h?(1— (%)2).

Ak si napiSeme vztavy pre z a 2’ dosadime za det A dostavame:
t' = h(z — ut) (3.15)

1

r=———" (2 +ut (3.16)

h(1 = (2)?)
Transformacia musi byt symetricka, lebo ak by sme zostali v tej istej vztaznej stistave,

ale otocili by sme smer rychlosti, tak by sa malo zmenif v na —u a preto dostaneme:

h = - (3.17)

=y

Vysledna transformécia bude teda vyzerat takto:

ct’ 1-(%)? 1-(%)? ct
(0 )= AT () (318)
YIm(22 e 122
Plati tak:
¢ R S (3.19)
ct’ = - .
1=(2)? V1-(3)7c
1 1
o Sy S S (3.20)
1—=(3)c 1—(2)?

Ak u je o mnoho menSie ako ¢ m6zeme povedat, Ze = ~ 1 a pokial x nie je velmi
velké bude clen Zx ~ 0 a dostavame:

ct' = ct (3.21)

5



¥ =ut+x (3.22)

¢o je Galileiho transformacia. Nakoniec by sme chceli byt schopny zapisat Lorentzovu

transformaciu strucnejsie a preto povieme, ze \/11(7”)2 = 7, ¢o nazyvame gamma faktor a
-

% = [ sa nazyva beta faktor. Ak by sme ttto transformaciu zapisali pre priestor dimenzie
3 + 1 dostaneme:

ct’ vy 8 0 0 ct
x B v v 0 0 x
Y N 0 0 10 y (3.23)
2z 0O 0 01 z

Inverznu transforméciu vieme dostat kratkou tivahou. Pre ¢iarkovanu stistavu sa bude
neciarkovand ststava hybat rychlostou —u. KedZe v + sa rychlost vyskytuje v ako u2, tak
sa nezmeni a § — —f. Transformaécia z ¢iarkovanej sustavy do neciarkovanej tak bude:

ct vy =8 0 0 ct’
x B v 00 x!
|- F y (3.24)
z 0 0 01 2



4. RELATIVISTICKE DOSLEDKY
4. Relativistické dosledky

4.1. Kontrakcia dizky, dilatacia ¢asu

Majme dva body ] a x4, ktoré sa nachadzaju v kludovej sistave. Ak sa budeme vodi tejto
ststave pohybovat rychlostou v, tak sa tie dva body transformuji do z; a x5 takto[6]:

v(x1 + vty)
v(xe + viy)

v (4.1)

/ _
=
/
272 -
Dlzku tseku, daného ) a %, si oznacime I’ = x}, — 2. Tato dlzka sa nam bude javit ako
|l = x9 — 1. Meranie vzdialenosti dvoch stacionarnych bodov sa odohrava v tom istom
case takze t; =ty a tak dlzka tohto tiseku bude pre nas:

l=— (4.2)
Y
Vidime tento tisek teda y-krat kratsi.
Oto¢me nas pripad naopak, takze zf = x4 a t| # t,. Budeme tak merat, ako dlhy cas
prebehol medzi dvomi udalostami, ktoré sa odohrali na rovnakom mieste, ale v iny cas.
Cas, ktory presiel medzi nimi oznac¢ime 7" = t, —#}. Transformujme ¢as z kfudovej stistavy
do nasej.

v
th =t + gl“l)

/ v (4.3)
ty =(ta + gl“z)
Pre nas doba medzi tymi dvomi udalostami bola:
T/
T=— (4.4)
Y

Tento jav sa nazyva dilatécia ¢asu.

Posledny jav, na ktory sa pozrieme je narusenie simultannosti. Majme dve udalosti v
kludovej sustave, ktoré nastani v tom istom takze T' = t5 — t; = 0, ale na inom mieste
1 # To. Ak sa budeme voci tejto ststave pohybovat, ¢as sa transformuje rovnako ako v
4.3. V nasej sustave bude tak cas, ktory uplynie medzi tymito dvomi udalostami:

T/ = (52— 21) (45)

Tieto dve udalosti sa pre nas odohraju v inych casoch, medzi ktorymi prejde doba
Y(% (w2 —x1)). Tieto javy sme zobrazili simulaciou v neskorsej kapitole. Kontrakcia dlzky
je zobrazena na obr. 7.2. Dilatatacia casu a narusenie simultannosti si zobrazené na 7.3

4.2. Rebrikovy paradox

Prepojenie tychto troch javov sa da ukazat na priklade rebrikového paradoxu. Pozorujeme
¢loveka, ¢o drzi rebrik a vbieha do garaze. Clovek, ¢o drzi rebrik, vnima svoj rebrik, ze ma

7



4.3. RELATIVISTICKA ABERACIA SVETLA

dlzku L’ a pohybuje sa voéi garazi dizky L, rychlostou v. Ak vbehne dnu do garédze, tak
zisti, ze narazil. To, Ze narazil, si vSak uvedomi neskor, ako niekto stacionarny voci garazi,
kto by to sledoval. Ten by povedal, Ze informécia leti oproti nemu rychlostou svetla. Ak
chceme uréit dizku gardze, tak aby sa do nej vosiel rebrik a stale sa dali zatvorit dvere a
dostavame:

L'= Ly +vt' =ct' (4.6)
Musime zistif, kedy sa dostane informéacia o naraze ku koncu rebrika na druhej strane
garaze, pisSeme teda:

L/
t = - _gv (4.7)
Dizka rebrika bude tak:
c+v
L'=1L 4.8
Y (18)

Ak chceme, aby za sebou zatvoril dvere musi platit, ze L' < L). Kvoli kontrakeii dlzky
vieme, Ze L, = 7L, takze garaz sa bude rebriku javif kratsia. Dovod preco sa rebrik
zmesti do garaze sa da vysvetlit prave tak, ze si povieme, ze naraz sa odohra az potom,
ako ¢o vosiel do garaze.

4.3. Relativisticka aberacia svetla

Vratme sa este k rebrikovému paradoxu. Ak vbieha do garaze, ktora je prenho kratsia, ale
taktiez je schopny do nej vlozif rebrik, ktory je dlhsi aj v stacionarnej sustave, clovek si
moze polozif otazku ¢o teda vidi. Stojaci pozorovatel pozoruje objekt v ¢ase t;, ktory ma
voc¢i nemu polohu 7. Pohybujtci sa pozorovatel uvidi tento Ia¢ v case ty v polohe 73 voci
pohybujicemu sa pozorovatelovi. Vektory 77 a r5 sa daji rozlozit na zlozku rovnobeznu
so smerom pohybu a kolmu. Transformovat sa bude iba rovnobezna zlozka. Toto plati
univerzalne a tak pouzijeme vektorovii Lorentzovu transformaciu.

—y —
gy (19)
- 4.9
=" (Tn - 5t>
Plati tak:
A7 =7 =7+ (7 - Bt) (4.10)
Upravime pravi stranu rovnice tak ze:
P+ (7= Bt) = 7+ (v = D7 — 75 (4.11)
Kedze plati 7| = (FB@B dosadenim do rovnice dostavame:
) PR
77':7’4—(7—1)( ;2)6 — ypt (4.12)

Vzdialenost medzi spominanymi bodmi je bodmi je 7, — 75 a pre pohybujiceho pozoro-
vatela 7| — 7. Z rovnice 4.12 tak plynie:

g

(11.5)8
62

(7.5)8
52

P = (= 1) — Bty = — (y— 1) + Bt (4.13)



4. RELATIVISTICKE DOSLEDKY

Medzi 77 a 75 nastal posun o vzdialenost a v smere nejakého jednotkového vektoru 7.
Plati tak:

ro =171 — an
a (4.14)

to =11+ —
c

Dosadenim do 4.13 dostavame:

- -8B - . i) -

rh=7 +(7—1)(16—§)6—756t1+a(n+(7—1)( 526) + v0) (4.15)
Pohybujici sa pozorovatel tak uvidi objekt vo vicsej vzdialenosti.
Teraz zvolime rychlost tak, Ze sa pohybujuci pozorovatel pohybuje len v smere osy =,
takze U = (v,0,0). Vyjadrime si dz’ a dt’ ako:

dz — vdt
/ —_
da' = =
2
o dt — Bz (4.16)
— —

Ak svetlo bude prichddzat z nejakého miesta, ktoré je voc¢i pohybujicemu sa pozorovate-
Tovi posunuté v smere osy y a z = 0, tak rychlost svetla bude:

i = c(cosf,sind,0) (4.17)

Rychlost svetla v smere osy x bude pre pohybujiiceho sa pozorovatela:

dx — vdt
C2
Plati, ze ‘fi—f = u cos 6. Dostavame tak rovnicu:
,  ccosf —wv
ccost = W (419)
Podelenim tejto rovnice ¢ dostaneme:
cosf — 2
COS 9/ = :[_TOS; (420)

[

Svetlo pre pohybujiiceho pozorovatela prichadza pod uhlom, ktory je ¢’



5. Wignerova rotacia

Pozorujme sistavu, ktord sa voé ndm pohybuje rychlostou v = (v,,v,). Ak by sme
pouzili Galileiho transforméciu tak mozeme pouzit zapis:

t' 1 00 1 00 t
x = 0 10 v, 10 x (5.1)
Y v, 0 1 0 01 Yy

V nasom pripade najprv transformujeme v smere osy x a potom v smere osy y. Ak by
sme poradie transformécii prehodili, ni¢ sa nezmeni, lebo sa da lahko ukazat, ze plati:

1 00 1 00 1 00 1 00
010 v, 10 | = v 10 010 (5.2)
v, 01 0 0 1 0 0 1 v, 01

Ocividne je mozné zapisat tito transformaciu pomocou jednej matice, ktord by sme ziskali
vynasobenim matic z 5.2. Takyto rozklad umoziiuje trochu zdihavejsie, ale jednoduché
riesenie. Ak by sme ale pouzili Lorentzovu transformaciu nebudeme schopni pouzit takyto
postup. Ak by sme rozdelili rychlost na dve zlozky a transformovali najprv v smere z a
potom y dostaneme:

Yy 0 By Yo YaBs O YeVy  YeYuBe  VyBy
YBy 0 0 0 1 YeYuBy VaVyBzBy  Vy

Prehodenim poradia tychto dvoch matic sa zmeni aj vyslednd matica a teda dostavame inti
transformaciu. Vseobecny tvar Lorentzovho boostu je odvodeny v [2]. Teraz sa pozrime
znovu na rovnicu 5.3. Miesto toho, aby sme povazovali vysledni maticu za zlozenie dvoch
boostov, budeme ju povazovat za zloZenie boostu a rotacie. Ak chceme urcit o aki rotaciu a
aky boost sa jedna, staci na nu pdsobit spatnou rotaciou o nejaky uhol a. Takto dostavame:

1 0 0 Yz Vy Ve Vy B Yy 63/

0 cosaa —sinao Yo Be Ve 0 =

0 sina cosa %’Yyﬁy %’Yyﬁmﬁy Yy ( 5 4)
Ve Vy Vo Vy Bz Yy By

Vol cos (@) = 12yy By sin (@) s cos () = Vayy BBy sin (@)  —7y sin ()
Yo sin (@) + 17, By c05(a) 7o sin (@) + 17, By 05 (@) 7y 05 (00

Kedze vieme, Ze boost by mal byt symetricky mézeme urcit uhol « tak, ze polozime:
7o it (@) + 777,846, cos (@) = =y, sin (a) (5.5)

Presunutim ¢lenov s sin () na lavi stranu, ¢lenov s cos («) na pravi stranu a podelenim
tejto rovnice cos a dostaneme:

7, tan (@) + 7 tan (a) = 77,66, (5.6)
Odtial sa Tahko vyjadri vstah:

_ _'Ym'}/yﬁmﬁy

5.7

tan ()
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5. WIGNEROVA ROTACIA

Na dopocitanie hladaného boostu je potreba urc¢it tvar cos («) a sin («), ktoré su:

e T
cos (a) = J=2 Ty
Y2 Yy + 1 (5.8)
. o _'Ym'}/yﬁmﬁy ’
sin (o) = ——————=
VaYy 1
Dosadenim 5.8 do 5.4 ziskame:
Y2 Yy 2%72;,522252 1 ngyﬁ
Aoy = | mwbe 1+=—20 T (5.9)
6 ’Yz'Ygﬁsz (YY) 7y
’Yy Y Yz vy +1 Yoy +1

Jav Wignerovej rotacie mozeme chapat tak, ze zlozenim dvoch boostov dostaneme rotaciu
a boost v smere skladanych boostov. Mézeme ho interpretovat aj opac¢nym spdsobom,
[ubovolny boost sa da rozlozit na dva boosty a rotaciu. Wignerovou rotaciou sa budeme
zaoberat este raz v neskorsej kapitole, kde ju aj zobrazime na obr.7.4.
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6. Grupy SO(3,1) a SO(2,1)

Teraz sa pozrieme na viacej matematickt formuléciu 3 + 1 rozmerného ¢asopriestoru
a Lorentzovej transformécie.
Minkovského priestor je Stvorrozmerny priestor, ktorého vektory budeme znacit z# =
(20, 2, 22, 23). V kartézskom stiradnicovom systéme by sme ho zapisali ako z* = (ct, z,y, 2)
a norma tohto vektoru je || = —29% 4 xiz, kde index i referuje na priestorovu zlozku.
Pre Lorentzove transformécie plati, ze drzia normu vektoru |z*| invariantnou, takze:

| = [, (6.1)

kde 2/ = Ax*.

D4 sa ukazat, ze Lorentzove transformécie tvoria matematickd struktiru nazyvanu grupa,
definovani ako [8]: Povieme, Ze mnozina G tvori grupu, ak existuje operacia - nazyvana
grupové nasobenie, ktoré prideluje kazdej dvojici prvkov a,b € G produkt a - b, ktory je
taktiez prvkom G tak, Ze spliia:

a)a-(b-c)=(a-b)-cprekazdé a,b,c € G

b) Existuje taky prvok e € G nazyvany neutralny prvok, ze a - e = a pre kazde a € G

c) Pre kazdé a € G existuje prvok a=! € G taky, ze a-a ! =¢

6.1. Lorentzova grupa SO(3,1)

Transformacie, ktoré drzia normu priestoru st dané ortogondlnymi grupami. Kedze Lo-
rentzova transformacia drzi normu Minkovského priestoru, tak ju mézeme popisat pomo-
cou Lorentzovej grupy definovanej ako:

Grupa vsetkych linearnych transformécii na stvordimenzialnom Minkovksého priestore
(t,x,y,2), ktoré drzia hodnotu c*t? — z? — y? — 2? invariantnou.
Tato grupa sa oznacuje O(3,1) a nazyva sa Lorentzova grupa. Ak mame vektor x =

(ct,x,y, z), tak mOZeme pisat:
xInx =% — 2% —y* — 2° (6.2)

Kde n = diag(1,—1,—1,—1), je matica, ktord drzi normu Minkovského priestoru. Tieto
transformacie splnaji podmienku [2]:

ATpA =1 (6.3)

Sposob, ako dopocitat Iubovolnti inverznt transformaciu plynie prave z tejto rovnice.
KedZe n = n~! mozeme pisat:

At =nATy (6.4)

Toto si vieme rychlo overit tak, ze ak si dosadime za A boost v smere osy = dostaneme:
v o8 00 vy =8 00
1 oy 00 | B v 00

At=ml g 0 10 |77 0 0 10 (65)
0 0 01 0 0 01
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6. GRUPY SO(3,1) A SO(2,1)
¢o je rovnaky vysledok ako sme dostali v 3.24.

Pre jednoduchsiu pracu s touto grupou a studium jej vlastnosti sa pouziva Lieova
algebra [4]. Lieovou algebrou je vektorovy priestor GG, na ktorom je zavedend operacia
Lieovych zatvoriek, ¢o je bilinedrne zobrazenie, také ze [z,y] — z, kde z,y, z € G. Toto
zobrazenie musi spliiat Jacobiho identitu. My pouZijeme ako operdciu Lieovych zdtvoriek
komutator. Generatory Lieovej algebry so(3, 1) dostaneme z jej tangencidlnej algebry. Jej
generatory su [2]:

0 0 0 0 00 0 0 000 0
0 0 01 00 —1 0 000 0

Ji = 0 0 00 J2 = 01 0 0 S5 = 000 —1 (6.6)
0 -1 0 0 00 0 0 001 0

Tieto matice st zodpovedné za priestorové rotacie. Za boosty je zodpovedna dalsia trojica
matic, ktora je:

0010 000 1 0100
000 0 0000 1000

Ky = 1000 [T 0000 "= 0000 (6.7)
0000 1000 0000

Komutatory su tak:
[Ji> Ki] = Eiijk
(K, Kj] = —€ijuJi (6.8)
[Ji> Jk] = Eijkjk

Prvky grupy SO(3,1) dostaneme pomocou exponencidlneho zobrazenia, kde rotacie a
boosty sa ziskaju ako:

A = exp(K;)A = exp(J;) (6.9)

Da sa ukazat, ze determinant ITubovolnej matice Lorentzovej grupy ma determinant +1
a rotdcie s nespojité[8]. Limitovanim sa na také transformadcie, ktoré maji determinant
1, dostaneme grupu SO(3, 1), ktord ma spojité rotacie. Tato grupa sa nazyva poriadna
Lorentzova grupa a transformacie, ktoré ju tvoria, sa nazyvaju poriadne Lorentzove trans-
formacie.

6.2. Grupa SO(2,1)

Ak chceme vizualizovat Lorentzovu transforméaciu tak, Ze pouzijeme jednu priestorovia
dimenziu ako reprezentaciu polohy v Case je nutné sa redukovat na 3 dimenzie, takze
budeme pracovat v 2 4+ 1 rozmernom casopriestore. Jednou moznostou, ako by sa to dalo
riesit je, ze by sme pouzili prvky grupy SO(3,1) a "zanedbali”by sme jeden rozmer. Av-
sak existuje iné riesenie, ktoré sme sa rozhodli pouzit, tym je grupa SO(2,1). Je to grupa
tvorend poriadnymi Lorentzovimi transformaciami pre 2 + 1 rozmerny casopriestor. Je
definovand ako:
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6.2. GRUPA SO(2,1)

Grupa vsetkych linedrnych transformacii s jednotkovym determinantom, ktoré drzia
orientaciu a zachovavaji normu 2 + 1 rozmerného Minkovského priestoru

At? — 2% — (6.10)

invariantnou.
Podobne ako pre grupu SO(3, 1) vieme ndjst generatory Lieovej algebry. V [3] ukézali, ze
sa jednd o trojparametrovi grupu, ktorej generatory su:

0
0

0 00 1 010
Jy = 1 |, Ki=( 000 |, Ko=| 100 (6.11)
0 100 000

o O O

-1
J; sa mapuje na priestorovu rotdciu a K, K5 na boosty v smere osy = a y. Komutatory
su:

[Kb K2] = _Ei.jjl

6.12
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7. GRUPA SO(3,R) A LIEVOA ALGEBRA s0(2,1) POMOCOU SIKMYCH SOSOVIEK

7. Grupa SO(3,R) a Lievoa algebra
s0(2,1) pomocou Sikmych Sosoviek
7.1. Zobrazovanie sikmymi Sosovkami

Budeme vychadzat z ¢lanku [1], kde odvodili vztah pre zobrazovanie systémom troch
sikmych Sosoviek. Celé odvodenie je velmi dlhé, takze nas bude zaujimat len, ako rov-
nica popisujica tento systém vizera a ¢o znamenaju jednotlivé komponenty, systém je
zobrezeny na obr. 7.1.

x
Y =
S p!
b b i (7.1)
1—f—Dtan9 0 —75 T
0 1 0 y
—tan@’—}—tan@—l—%tan@tan@’ 0 1+f%tan9’ z—P,

Ohniskova vzdialenost tohto systému je fp. Kladenym podmienok na parametre tejto
sustavy Sosoviek sme schopni ziskat rozne transformacie.

Obr. 7.1: Nakres systému troch Sikmych Sosoviek. Body P, P, a P3 zodpovedaju stredom
sosoviek a h je kolma vzdialenost P3; od optickej osy

7.2. grupa SO(3,R)

Kedze Lorentzova transformacia sa sklada z rotacie a boostu je potrebné urcit, ako tieto
zlozky budi vyzerat. Pre Tubovolnt Lorentzovu transformaciu nam staci rotacia okolo osy

15



7.3. ROTACIA POMOCOU SIKMYCH SOSOVIEK

x, ale ukazeme, ze skladanim systémov troch Sosoviek sa da zostrojit Tubovolna rotacia
v trojrozmernom Euklidovskom priestore. Podobne ako Lorentzova transformécia, ma aj
rotacia grupovu struktiru. Tato grupa je nekomutativna, zna¢i sa SO(3,R) a je defino-
vand ako[8]:

Grupa vsetkych spojitych linearnych transformacii na trojrozmernom Euklidovskom
priestore, ktord zanechava dizku vietkych siradnicovych vektorov invariantnd.
Je to teda grupa 3 x 3 matic R, takych ze plati:
R!'=RT
det R=1
Ak vieme popisat smer pohybu v smere osy x, y a z sme schopni ich skladanim popisat
Tubovolny pohyb v trojrozmernom priestore. D& sa tak intuitivne ocakavat, ze ak vieme
popisat rotaciu okolo kazdej z tychto 6s sme schopni z nich zlozit Tubovolnt rotaciu a teda
aj Iubovolny ¢len SO(3,R), ¢o plati a jednd sa o tzv. Eulerove uhly [8].

7.3. Rotacia pomocou sikmych sosoviek

Odvodenie urobime pre rotaciu okolo y pocas ¢oho optickou osou je osa z, ale je mozné
otoc¢enim systému ju zmenit. Rotaciu pomocou sikmych sosoviek vieme teda dostaf tak,
ze budeme klast dve podmienky. Najprv budeme pozadovat:

h h
11— —tanf =1+ — tan¢’ 7.2
7 7 (7-2)
Tato rovnica sa d4 velmi jednoducho riesit tak, Ze polozime § = —6'. Druhd podmienka
jer
h : h :
— = —tanf 4+ tanf + —tanftané (7.3)
Ip I

Tha vieme vyriesit tak, ze polozime:

h in(@—0
h _sin(0-0) (7.4)
fo  cos(0+6)
Dosadenim dostaneme transformaéciu:
x cos20 0 sin20 T
Y = 0 1 0 Yy (7.5)
2 — P! —sin20 0 cos26 z— P,

Spravnou volbou suradnicového systému dostaneme P, = P, = 0 Aby sme dostali rotaciu
okolo osy x nam staci otocit tento systém o 90°
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7. GRUPA SO(3,R) A LIEVOA ALGEBRA s0(2,1) POMOCOU SIKMYCH SOSOVIEK
7.4. Lorentzova transformacia pomocou sikmych Soso-
viek

Teraz si ukdzeme, ako mozeme z matice v 7.1 dostat prvok mnoziny SO(2,1)[7]. Ak by
sme urobili prechod v stradniciach ako (z,y,2) — (ct, z,y) potom prepiSeme 7.1 na:

ct’ 1-— fLD tan 6 0 _fLD ct
@ = 0 1 0 x (7.6)
Y —tan @ + tan 6 + 7 tan@tan 0 0 1 + 7 tan o' Yy

Maticu udévajicu tuto transforméciu si oznacime ako A, a budeme klast:

1— fLD tan @ 0 _fLD v 0 B
A, = 0 1 0 = 0 1 0
—tan9’+tan9+ tan@tan@’ 0 1+7 ¥ tan@’ v6 0~
(7.7)
Musime teda riesit dve rovnice:
h h
1 ——tanf =1+ —tanf’ (7.8)
Ip D
h’ / /
—— = —tanf —l—tan@—}——tan@tan@ (7.9)
Ip Ip
Pre 7.8 sa d4 rieSenie najst jednoducho tak, ze budeme pozadovat § = —#’. To ndm taktiez
zjednodusi riesenie 7.9 tak, ze dostaneme:
h h
— =2tanf + — tan®6 7.10
o o (710)
Odkial dostavame: "
— = tan 26’ (7.11)
D

Spatnym dosadenim dostavame tvar:

@ 0 —tan 29/
A, = 0O 1 0 (7.12)
— tan 29/ 0 @

Porovnanim 7.7 a 7.12 dostavame, ze gamma-faktor je pre nas teda 20, a beta-faktor je
—sin 26’. Takto mdzeme urcit rychlost pre ktorit mame transformacm ako:

v = —csin 26’ (7.13)

Ak by sme chceli dosiahnut transformaciu v smere osy x, teda v tvare:

ﬁ —tan20’ 0
A= —tan20’ ——= 0 (7.14)
0 0 1
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7.4. LORENTZOVA TRANSFORMACIA POMOCOU SIKMYCH SOSOVIEK

sta¢l nam otocit suradnicovy systém tak, ze x bude optickd osa. Ak chceme otocit surad-
nicovy systém, tak musime prehodit osy x a z. Toto prehodenie si vyjadrime ako:

T 0 0 1 z
Yy = 010 Yy (7.15)
z 1 00 T
Spojenim 7.6, 7.12 a 7.15 dostaneme:
0 01 2z 0 01 z
010 Y =A, 010 Y (7.16)
1 00 T 1 00 T
Upravou dostaneme:
2z 0 01 0 01 z
Y = 010 A, 010 Y (7.17)
x 1 00 1 00 T
Roznéasobenim matic dostaneme:
2z z
Y =A, Y (7.18)
T T

Obr. 7.2: Simuldcia zobrazenia kontrakcie dizky pomocou systému troch FoSoviek pre
20" = —60°
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7. GRUPA SO(3,R) A LIEVOA ALGEBRA so(2,1) POMOCOU SIKMYCH SOSOVIEK

Obr. 7.3: Simuléacie zobrazovania systémom troch SoSoviek. Osa x reprezentuje polohu v
¢ase. V castiach a), ¢) je zobrazeny netransformovany systém. Na b) je zobrazend dilatécia
Casu pre systém a) transformovany systémom troch soSoviek s 26' = —80°. Na d) je
znazornené narusenie simultannosti transformovanim systému c) pre 26" = —40°.

Simulacie na obrazkoch 7.2, 7.3 a 7.4 boli robené pomocou open source programu Dr TIM

[5]

7.5. Wignerova rotacia pre sikmé sosovky

V predchadzajicich kapitolach sme ukéazali, ako dostaneme Wignerovu rotaciu a taktiez
sme ukdzali ako pomocou Sikmych SoSoviek vieme dostat matice, ktoré spiiiajt podmienky
pre 2 4+ 1 dimezialnu Lorentzovu transformaciu v smere osy = a y. Teraz ich prepojenim
ukazeme, ako bude vyzerat Wignerova rotacia pre sikmé sosovky. Zacneme vynasobenim
matic tranforméacie v smere osy x a y:

1
cos 2¢’ 0 —tan 2¢/ _c05120’ —tan20 0
0 1 0 —tan20’ ——= 0 | =
/ 1
—tan 2¢ 0 W 0 0 1
1 —tan 26’ —tan 2¢/ (719)
cos 26’ cos 2¢’ cos 2¢’
—tan 29/ ﬁ 0
— tan 2¢’ 25/S 9 / 1
cos 26’ tan tan ¢ cos 2¢/

Thato vyslednii maticu si oznac¢ime A;y a aplikujeme na nu spatni rotaciu o uhol «, ktora
ozna¢ime RL. Dostdvame tak vyslednt maticu:
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7.5. WIGNEROVA ROTACIA PRE SIKME SOSOVKY

T
Aify = RaA;y =
1 —tan 260’ . /
cos 20’ cos 2¢' , cos 2¢’ tan 2¢ (720)
—tan 20’ cos a + tcig gg’, sina 2% — tan 20 tan 2¢' sin ;021;‘;
. tan 2¢’ sin av 0s o
—tan260'sina — 2‘;’, cosa  —m 4 tan 20" tan 2¢' cos o c(:RzTﬂ
7 poziadavky na symetriu dostavame rovnicu:
—sin « sin av
= + tan 260’ tan 2¢’ cos a 7.21
cos2¢’  cos 26 ¢ ( )
Z nej si vieme vyjadrit:
—sin(260") sin(2¢’
() — = Sin(2) sin(20)
cos(26") + cos(2¢'))
. — sin(26') sin(2¢’)
sin(a) = (7.22)

V/ (sin(20") sin(2¢/))? + (cos(26') + cos(2¢'))?
cos(26") + cos(2¢)
V/ (sin(26') sin(2¢/))? + (cos(26') + cos(2¢/))?

cos(a) =

Dosadenim do 7.20 sme schopni ziskat, ako by vizeral celkovy boost A,,. Jeho tvar nebu-
deme uvadzat, lebo je prili§ dlhy a pre nasledujiice vypocty nam staci 7.20. Posledna vec,
¢o potrebujeme urcit je ako bude vyzerat rychlost v oboch smeroch. Budeme klast:

| . —tan20/
L (7.23)

| _ Bt cos 2¢/
1= Bt
C

- = —tan2¢’ (7.24)

KedZe obe casti obsahuju v, tak ak si ju vyjadrime v 7.23 a 7.24 a porovname dostaneme:

— tan 26’
TR C _ tan 2(,75’£ (7.25)
cos 2¢" v, vy
Vyjadrime si zavislost medzi v, a vy, ktord je:
sin 2¢’
= . 7.26
Y tan 260’ ! ( )
To dosadime do 7.24:
1 sin 2¢>’/ Uy
tan26' ~ — — tan 2¢’ (7.27)

sin 2¢/
\/1 — _v%+(:;r:l 2(;(;/”“”)2 ¢

c2

2 sin 2¢/ 2
’UT+( tan 20 'Uz)
2
C

Thto rovnicu prenasobime \/ 1— a umocnime ju na druhi, ¢o ndm da:

(o vs)” 2o o Vet (i)
~n2P 0 - tan® 2¢/(1 - . ) (7.28)
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7. GRUPA SO(3,R) A LIEVOA ALGEBRA so(2,1) POMOCOU SIKMYCH SOSOVIEK

Obr. 7.4: Simulacia Wignerovej rotacie pomocou systému Sikmych SoSoviek pre 20" = 12°
a 20" = —40°

sin 26’ \2
Rozndsobenim a presunuti clena ~2222~ na pravi stranu dostaneme

o otan?20’  ,tan?20’  ,tan®20"  ,tan? 20’ sin® 24/

= — — — 7.29
Yo = € os? 2¢/ Yz os? 2¢' e os? 2¢' e os? 2¢/ tan? 20’ (7.29)
Z tejto rovnice sa da urcit v,, ktoré bude mat tvar:
tan 26’
vy = £ (7.30)
V1 + tan? 26/
Rychlost v, ziskame dosadenim do 7.26 a dostaneme:
94
v, = _ csin2¢’ (7.31)
1 + tan? 26/

Ak by sme sa chceli zbavit 4, ktoré tam figuruje staci dosadit spat do 7.23 a 7.24.
Posledna vec, ktora nam chyba k tomu, aby sme boli schopni vytvorit ITubovolny prvok
grupy SO(3,R) je rotacie okolo optickej osy. Boost A,y modzeme chépat aj ako boost v
smere osy x otoc¢eny o uhol p stac¢i nam tak zostrojit inverzni transformaciu a systém
troch Sosoviek, ktory je za nu zodpovedny otocit o uhol p. Celkovy vypocet urobime len
nazorne, takze neukdzeme presny tvar matic. Pre Wignerovu rotaciu plati:

AyA, = RN, (7.32)
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7.6. LIEOVA ALGEBRA so0(2,1) POMOCOU SIKMYCH SOSOVIEK

Prenésobenim A;_yl by sme dostali izolovant rotéciu, ale tito transformaciu musime najprv

nejako urcit. Zvolenim stradnicovej sistavy tak, ze v’ = (v}, v,) bude mat iba zlozku v

smere osy z tvaru vy = /viZ +v2. Tato ststava je otoCend okolo optickej osy o uhol
’U/
tanp = %

/
vz

a plati tak:
T
Ay, = R (p)AR(p)

Toto natocenie dostaneme jednoducho tak, ze iba otoc¢ime nas systém troch Sosoviek o
uhol p. Celkovy zapis tak vyzera:

(7.33)

R = AAR(p)A; ' R(p)* (7.34)
Takto sme dostali posledni rotaciu, ktort sme potrebovali k vytvoreniu grupy SO(3,R).
Je tak mozné skladanim tychto systémov zostrojit Iubovolni opticki rotaciu v trojroz-
mernom Euklidovskom priestore.

7.6. Lieova algebra so(2,1) pomocou sikmych Sosoviek

Na zaver ukazeme, ze pomocou 7.12, 7.14 a rotéacie o uhol v dany 7.34 sme schopni dostat
Lieovu algebru ekvivalentni s s0(2,1). Tangencidlnu algebru dostaneme tak, Ze urobime
Taylorov rozvoj pre 26, o« — 0 a zanedbame ¢leny vyssich radov:

—— 0 —tan2¢ 100 0 0 —2¢
0 1 0 = 010 + 0O 0 O + ...
—tan20" 0 @ 0 01 20" 0 O
@ —tan260" 0 100 0 =20 0
— tan 26’ ﬁ 0 = 010 + =20 0 O +... (7.35)
0 0 1 0 01 0’ 0 0
1 0 0 10 0 0 O
0 cosa sina 01 + 0 0 —« + ...
0 —sina cosa 00 0 a O
Generatory Lieovej algebry st pre nas tak:
0 0 0 010 0 0 1
Jo = 0 0 1 K, = 1 00 Ky = 0 00 (7.36)
0 -1 0 0 00 100

Toto su tie isté generdtory, ako méa Lieova algebra so(2, 1), nase komutatory tak budu
6.12.
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S. ZAVER

8. Zaver

V tejto praci sme ukazali jeden z viacerych sposobov, ako odvodif Lorentzovu trans-
forméciu. Pomocou nej sme ukdzali, ako dochddza ku kontrakecii dizky, dilatdcii ¢asu,
naruseniu simultdnnosti, relativistickej aberacii svetla a Wignerovej rotacii. Dalej sme
sa zaoberali Lorentzovou grupou, teda grupou, ¢o drzi normu Minkowského priestoru a
grupou SO(2,1), ¢o je grupa vsetkych poriadnych Lorentzovych transformécii pre 2 + 1
rozmerny casopriestor a naznacili sme ako dostaneme ich Lieove algebry.

Vyuzitim tychto znalosti sme ukézali, ako dokazeme dostat prvky grupy SO(2,1) pomo-
cou systému Sikmych SoSoviek a spocitali sme Wignerovu rotaciu spojenim dvoch tychto
systémov. Dalej sme ukézali, ako dokazeme dosiahnut rotaciu okolo optickej osy a tak byt
schopni zostrojit lubovolny prvok grupy SO(3,R), grupy vsetkych rotécii trojrozmerného
priestoru. Nakoniec sme ukazali, ze Lieova algebra matic z grupy zostrojenych sklada-
nim systémov troch sikmych SosSoviek, takych, ze su prvkami SO(2,1) je ekvivalentna s
Lieovou algebrou so0(2,1).
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