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Anotace

Diplomova prace se zabyva kombinatorickou hrou NIM. Préce se sklada ze dvou
asti — teoretické a praktické. Cast teoretickd se nejprve vénuje Sprague-Grundyové
funkci (kterd pfedstavuje obecny Uvod do teorie her) a analyze nékolika tzv.
,substaction games* (her s odebiranim objektti). Pak nasleduje samotny NIM: pravidla
hry, rizné moznosti analyzy, vlastnosti, historie, jeho rtizné varianty a predevsim
nalezeni vitézné strategie. U vitézné strategie je nezbytné soustiedit se také znalost
bindrni soustavy a NIM-souctu. Praktickd cast nasledné¢ obsahuje rozbor nékolika
odehranych her s zaky a snazi se zjistit, zda jsou schopni intuitivné objevit nékteré casti

vitézné strategie.

Kli¢ova slova: NIM, Sprague-Grundyova funkce, binarni soustava, NIM-soucet, vitézna

strategie

Annotation

The diploma thesis deals with the combinatorial game NIM. The work is divided
into two parts - theoretical and practical. The theoretical part submits the Sprague-
Grundy theorem (which is a general introduction to game theory) and the analysis of
several substraction games. Then follows the NIM: the rules of the game, various
analysis options, features, history, variants and mainly finding the winning strategy. It’s
necessary to know binary system and NIM-sum. The practical part contains an analysis
of several games played with students and wants to find out if they are able to

intuitively discover some parts of the winning strategy.,

Key words: NIM, Sprague-Grundy’s theorem, binary system, NIM-sum, winning

strategy
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Uvod

Hry jsou spojené s lidskou civilizaci odeddvna, jsou nedilnou soucasti kazdé
kultury a jednim z nejstarSich zpusobt socialni interakce. Plni funkci zabavy, uceni ale
také rozvijeji mysleni, uvazovani, logiku a dalsi kognitivni slozky. Nejstarsi dochované
zaznamy a zapisy her pochdzeji piiblizn€¢ 3500 let pfed nasim letopoctem ze

Starovékého Egypta.

Hra plnila a plni ve spole¢nosti a kultufe celou fadu funkci, ale s rozvojem
modernich véd se také na ni zaCalo pohlizet také zjiného pohledu — z pohledu
,»Zvenku®. Snaha objevit mechanismy pro¢ hra funguje tak, jak funguje a predevsim
snaha zajistit si pomoci analyzy v dané hie vitézstvi, vedla k vytvoreni celé fady studii

zabyvajicich se hrami pravé z pohledu teorie.

Existuje nepfeberné mnozstvi her fungujicich na rGznych principech,
mechanismech a s riznymi pravidly. U nékterych je jejich kompletni rozbor a uchopeni
podstaty pro vlastni vyhru nemoZné. OvSem existuje celd fada her, které 1ze rozlozit na
zakladni stavebni kameny a zajistit si pomoci ur¢itého mechanismu vitézstvi. A mezi
takovéto hry patii vétSina kombinatorickych her. A pravé jednou kombinatorickou hrou

se budeme zabyvat v této praci, bude se jednat o hru NIM.

NIM nebo také ,,Odebirani sirek* je (jak jiz bylo feceno) logicka hra pro dva
hra¢ a existuje jeji kompletni popsani a matematicky rozbor véetné odhaleni algoritmu
tzv. vit€zné strategie, tedy jak pfi postupovat v jednotlivych tazich, abychom dosahli

vitézstvi.

Tato prace se tedy bude zabyvat hrou NIM a to z pohledu teorie i praxe.
V prvni (teoretické) Casti prace se budeme veénovat tomu, jak vlastni hra vypada
a probihd, jaka je jeji historie. Jak se NIM hraje, jaké jsou mozné tahy, zda existuji
néjaké vyznamné pozice ve hie. Hru rozebereme na zaklad¢ riznych metod a popiseme
fungovani vitézné strategie. Také se podivame na nékteré varianty hry. V teoretické
Casti se také budeme kratce vénovat Sprague-Grundyové funkci, kterd nahlizi na
kombinatorické hry zobecného pohledu a pomoci Sprague-Grundyovych hodnot

dokéze fici, zda konkrétni pozic v libovolné hie povede k vitézstvi ¢i nikoli. Cést
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0 Sprague-Grundyové funkci je zarazend nejen jako teoreticky tivod pro hru NIM, ale

také proto, ze praveé sama funguje na jedné konkrétni podobé NIMu.

V druhé (praktické) ¢asti prace se pak podivame na NIM v praxi. Provedeme
kompletni rozbor NIM (3, 4, 5), kde na zakladé mechanismu vitézné strategie objasnime
vSechny tahy ve hie a ur¢ime vyznamné pozice. A podle tohoto rozboru pak budeme
hledat nalezené¢ vyznamné pozice u skute¢né¢ odehranych her NIMu s zéky zakladni

Skoly.
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Teoreticka cast - NIM

1 Obecné zasady NIMu

Pti standardni hie je dan konecny pocCet pozic a objektl, tzn. ze hraci pred
zapoc¢etim samotné hry védi, na kolik mist (hromadek) jsou objekty (Sirky) rozdéleny
a jaky je jejich pocet. Pfi cemz pocet hroméadek miize byt neomezeny stejné jako pocet
sirek, vzdy vSak musi byt alesponi jedna hromadka a jedna sirka. Vyjadieno
matematicky uvazujme kK hromadek sirek, kdy v i-t¢é hromadce je nj > 1 sirek, i =1,

..., K. Hru NIM s k hromadkami o N, ..., Nk sirkach budeme znacit NIM (ny, ..., ny).

000 00 000 000 00000 O

NIM (3) NIM (2, 3) NIM (3, 5, 1)
Obrazek 1: Priklady NIMu

Stejné€ tak je pfi standardni hie vylou¢ena moZnost ndhodnych taht (jako je
u kostek hazeni, u karet michani). Hrac, ktery zjistil, ze jiz nemize dal hrat, hru
prohrava.t Jedna se tedy o hru s dokonalou informaci (kazdy hra¢ zna pravidla hry,
splitujici podminku konce (kazda hra konci, neexistuje v ni nekonec¢né linie tahi, neni
mozZna ani remiza, vZzdy se po urcitém poctu tahii jeden hra¢ ocitne v pozici, ze které jiz
zadny tah neni mozné provést) a podminku normalni hry (hrag, ktery jiz nema moznost
zadného tahu, prohrava a hra konci). V libovolném bod¢ hry je v kazdé pozici hrace
sada pohybt, které smi provadét, coz by bylo definovano jako AP(A,P) = ({ }L,{ D).

kdy ve sloZzenych zavorkéch by byl uveden poc¢et moznych taht.

! Na zakladg t&chto obecnych zasad je ziejmé, Ze se nejedna o hazardni hru a je vylouden spoleény pivod
S hrou FanTan, viz nize.
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NIM je také ptikladem mnestranné hry — tzn. v daném okamziku pfi hfe, ma
kazdy hrac¢ presné stejnou sadu pohybti. Ukazme si nestrannost hry na nasledujicim
piikladu: Méme dané hromadky o urcitych poctech sirek a dva hrace Annu (A)
a Bedrficha (B). A a B se stfidaji a odebiraji z hromadek sirky. Nestrannost hry spoc¢iva
V tom, Ze v jakékoli konfiguraci hromadek a poctl sirek v nich existuji tahy, které mize
provést A. OvSsem kdyby v tu chvili byl na tahu B, mohl by provést Gplné ty samé tahy

jako A.2 Jedingm rozdilem mezi hradi je tedy to, Ze jeden odebiré jako prvni.

Nez se budeme vénovat detailn¢ hie NIM (a také nalezeni vitézné strategii pro
NIM a riznym variacim hry), pokusime se podivat obecné na moznosti nalezeni vyherni
strategie u nestranné hry pomoci algoritmu Sprague-Grundyova sekvence. A to vcetné
jeji aplikace pii riiznych podobach substractions games®. Podoby her budou odebirdni
Ctvercovych cisel, odebirani alikvotnich casti, odebirani pravych déliteli, Odebirani

prvocisel.

Vsechny tyto podoby hry jsou v zakladnich principech shodné s hrou NIM.
Jedna se tedy o hru pro dva hrace, ktefi se pravideln¢ stiidaji v tazich a odebiraji urcity
kladny pocet objektti z hromadky, jejiz hodnota (velikost, mnozstvi objektll) je uréena
pred zahajenim hry4. VsSechny hry jsou nestranné, s dokonalou informaci, spliuji

podminku normality a kone¢nosti.

2 Pro porovnani — hra, ktera neni nestrannd, je napt. Dama, jelikoZ kazdy hra¢ ma jinou barvu figurek.
Kdyz by tedy A udélala jednoduchy pohyb Cernou figurkou, B i kdyby byl na fad€, nemohl by ud¢lat
stejny, jelikoz hraje bilymi a nikdy neni v jeho moznostech provést tah cernou.

3 Substraction games neboli ,,odebiraci hry* — jak jiz ndzev napovida — postupuje od daného mnoZstvi
objektl k zadnému a hrac, ktery nema moznost tahu, prohrava. Ale existuji i hry na podobném principu,
pouze vychozi situaci je prazdna hraci deska a hraci pridavaji objekty. Hra potom konc¢i v okamziku, kdy
jeden z hrac¢u dosahne urceného poctu nebo stavu objekti. Tento ekvivalent se nazyva ,battle of
numbers*.

* CoZ je rozdil proti NIMu, v t&chto podobéch hry je vzdy vychozi situace pouze s jednou hromadkou.
V NIMu naproti tomu neni nijak omezen pocet hromadek sirek ve vychozi pozici.
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2 Sprague-Grundyova funkce
Sprague-Grundyova funkce nahlizi na kone¢né, nestranné kombinatorické hry
jako na dvojice (X, N), kde X je mnozina vSech pozic a N je funkce, ktera pozicim

pfifazuje nasledniky (vSechny mozné tahy).

2.1 Sprague-Grundyova véta

Sprague-Grundyova véta v kombinatorické teorii her (dale CTG) tik4, ze kazda
nestranna hra dle pravidel béZné konvenéni hry je ekvivalentni ke hie NIM s jednou
hromadkou objektl nebo k nekonecné generalizaci NIMu. Kazdou nestrannou hru si
muzeme tedy predstavit jako uréité pfirozené ¢islo, které odpovida hodnoté
jednohroméadkového NIMu, piipadné¢ jako wurcité potradové Cislo v nekonecné

generalizaci NIMu.

Pro Sprague-Grundyovu vétu proto plati, Ze pii nestranné hie pro dva hrace tedy
uvazujeme konkrétni stav hry va chceme, aby zného byl dosazitelny stav Vi,
kde i € {1,2,...,k},k = 0. Stavu v; mizeme ptifadit ekvivalentni hru NIM s jednou
hromadkou pifedméti o velikosti X, kde ¢islo X je nazyvano Grundyova hodnota nebo
také NIM hodnota. Cislo x Ize navic nalézt touto rekurzivni cestou: x = mex{xy, ..., x;},
kde x; je Grundyova hodnota pro stav v; a funkce mex (minimum excludant) je nejmensi

nezaporné celé ¢islo, které v dané sadé€ stavii nebylo.

Pro ekvivalentni vyjadieni nestranné hry CTG také pouziva vyraz nimber.
Hodnota nimber v algebraickém systému odpovida ekvivalentni hodnoté NIMu, kdy pii
hfe mame pouze jednu hromadku objekti. Pokud pii hfe mame od pocatku jednu
hromadku, tak nimber je pfimo ekvivalentni s hodnotou objektli v této pozici. Pokud
vSak pocatecni pozice NIMu sestava z vice hromadek, tak pro uréeni nimber je nezbytné
nejprve ruznymi kombinacemi, pfremistovanim a sluCovanim dospét do jedno-
hromadkové formy. Nimber se v CTG obecné¢ zna¢i *n a odpovida tedy piesné
n objektim nachazejicim se piesné v jedné hromadce. Jako nimbers jsou v CTG
nazyvana tzv. Grundyova Ccisla, jez muzeme definovat jako hodnoty objekta
V hromadkach NIMu. Formaln¢ jsou tedy nimbers v CTG indukéné definovany timto

zplisobem:

x0={},x1={x0},*2={x0,*1}..n >0, x(n+1) =*xn U {xn}.

~ 13 ~



Slovo nimber je odvozeno od NIM a plati pro hru, jejiz pozice jsou indexovany
pfirozenymi Cisly. Nimbers lze pouzit k popsani vSech pozic u jakékoli nestranné,
konecné hry.5 Nimbers je tedy sekvence jednotlivych nimber pro danou konkrétni hru

a dle CTG se nazyva NIM-sekvence nebo také Sprague-Grundyova sekvence.

2.2 Sprague-Grundyova sekvence
Necht G je hra pro dva hrace, kdy oba stfidavé odebiraji kladny pocet objektt
dle pfedem stanovenych pravidel. Sprague-Grundyova sekvence g(n) nezapornych

¢isel je definovana takto:

1) g(n) = 0 pro vSechna n, u kterych neni Zadny mozny piesun do jiné pozice. Zejména

pak pro g(0) = 0.

2) Predpokladejme, Ze z pozice n je mozny tah na libovolnou pozici my, my, ..., mg (kde
miy, my, ..., Mg < n). Pak g(0) je nejmensi nezaporné celé c¢islo odlisné od g(ms),

g(my), ..., g(my).

Véta 1: Hrac, ktery si zajisti pozici n, pro kterou plati g(n) = 0, md vitéznou strategii.

Sprague-Grundyova sekvence pro trividalni deskovou hru

Jestlize G je hra, pfi niz hra¢i mohou odebirat libovolny kladny pocet objekti, pak je

Sprague-Grundyovou sekvenci sekvence ptirozenych ¢isel

0,1,2,3,...,n, ...

Sprague-Grundyova sekvence pro hru, kde se odebird ne vice nez d objektii

Pokud G je hra, pfi niz se odebira pocet objektti < d, pak Sprague-Grundyova sekvence
je periodicka 0,1, 2, ...,d — 1. Hodnoty n, pro které plati, ze g(n) = 0, jsou pfesnymi
nasobky d.

> Sprague-Grundyova véta tedy de facto fika, 7e kazda nestrannd, kone¢nd hra miZze byt spojena
s jedinym nimber.
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2.2.1 Odebirani ¢tvercovych cisel
Z vychozi situace hraci stfidavé odebiraji hodnotu objektd odpovidajici
¢tvercovych Cislim. Pro nalezeni vitézné strategie potiebujeme najit Sprague-

Grundyovu sekvenci a zjistit, pro které tahy bude g(n) = 0.°

Plati g(0) = 0, protoze neni-li Zadny objekt, neni mozny ani zadny tah. Pokud
tedy hrac¢ hraje tak, ze po ukonceni svého tahu je v pozici 0, tak vyhral, coz odpovida

poslednimu tahu, v némz byl odstranén/y zbyly objekt/objekty.

Je-1i hra¢ v takové pozici, Ze po jeho tahu zistal pouze jeden objekt, tak

prohrava, protoze protihra¢ uz ma pouze jednu moznost tahu. Proto g(1) = 1.

V pozici s poctem objektd 2 je mozné tahnout pouze odebranim jednoho
objektu. Tim hra¢ tah ukoncuje v pozici s jednim zbyvajicim objektem a vitézi. Pro

¢islo 2 tedy plati, ze g(2) = 0.

Mg¢jme ¢islo 3. Jelikoz je mozné odebirat pouze ctvercova cCisla, i v tomto
pripadé¢ je moznost pouze jednoho tahu — odebrani jednoho objektu. Pozice po ukonceni

hracova tahu je tedy 2 a g(3) = 1.

U urceni g pro cCislo 4 uz jsou dva mozné tahy — odebrani ctvercového Cisla
1 X 1 nebo 2 X 2. Podle podminek pro zjisténi hodnoty Sprague-Grundyovy sekvence
tedy zapiSeme mozZnosti po odecteni ctvercovych Cisel a najdeme hodnoty g.
4-53,0-93)=1ag(0)=0
Hodnota g puvodniho ¢isla je nejmensi nezaporné celé Cislo, které neni hodnotou
g dilcich c¢isel a zaroven je mensi nez ptivodni Cislo.

4-53,0-93)=1ag(0)=0 > g4)=2
Pro Cislo pét tedy bude platit
5-4,1-59g4)=2ag(1)=1 > gB)=0

Hodnoty Sprague-Grundovy sekvence pro ¢isla 1-100 jsou uvedeny v Tabulkach 1 a 2.

® Tento postup pro zjidténi hodnoty g bude platny pro viechny nasledujici hry, podrobngji ho proto
rozebereme pouze v tomto ptipadé a dale jiz budeme uvadét ur¢ité nezbytné diléi vysledky a celkové
ptehledy hodnot.

~ 15 ~



g(0) =0
g =1
g2)=0
gi3)=1
g4) =2
g(5)=0

652> g(6) =1
756,32g(7) =0
8574 g(8) =1
9-8,50= g(9) =2

10-9,6,1= g(10) = 0

Tabulka 1: Odebirani ¢tvercovych ¢isel, S-G sekvence hodnoty ¢isel 1-10
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Tabulka 2: Odebirani ¢tvercovych €isel, S-G sekvence hodnoty ¢isel 1-100

Kazdou pozici s hodnotami objekti 0, 1, ..., n 1ze oznacit jako vyhravajici nebo

prohravajici.

a) Cislo 0 je vzdy vyhravajici.

b) Cislo (n + 1) je vyhravajici tehdy, pokud po odebrani kladného &tvercového

Cisla zustanou pouze Cisla prohravajici. Pt. n = 11, (n + 1) = 12, 12 - 11, 3, 8.
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Cisla 11, 3 a 8 jsou podle Tabulky 3 opravdu viechna prohravajici, pak z toho

plyne, ze 12 je vyhrévajici Cislo.

¢) Cislo (n + 1) je prohravajici pokud plati, Ze po odebrani kladného Gtvercového
Cisla ziskame alespon jedno Cislo vyhravajici. Pt. n =13, (n + 1) = 14, 14 - 13,
10, 5. Cisla 10 a 5 jsou &isla vyhravajici, coz znamena, Ze 14 je prohravajici

¢islo.

0 2 5 7 10 12 15
17 20 22 34 39 44 52
57/ 62 65 67 72 85 95

Tabulka 3: Odebirani ¢tvercovych Cisel - vyhravajici pozice 0-100

Sprague-Grundyovu sekvenci lze také vypocitat pomoci pocitatového algoritmu

,.divide and conquer* az do libovolné hodnoty jako n log? n.

Vyhravajicich cisel je nekone¢né¢ mnoho, ale jejich pocet musi byt do urcité
prahové hodnoty alesponn imérny 3i/n, protoZe jinak by jich nebylo dost na to, aby

mohla pokryt vSechny moZzné vyherni tahy z pozic ¢isel prohravajicich.

Vyhrévajici ¢isla nej€astéji konci na ¢islice 0, 2, 4, 5, 7 a 9, pokud se objevi jina
Cislice, je to pomérné neobvyklé. Plati to pfedevSim pro suda cCisla koncici na 6 —

ze 180 000 vyhravajicich c¢isel, pouze jedno kon¢ina 6 (11356).

Z4dna dvé vyhravajici ¢isla se nemohou lisit o &tvercové &islo, protoze pokud by
to tak bylo, nemohl by fungovat rozklad do dvou menSich prohravajicich Ccisel.
Pfirozena hustota vyhréavajicich cisel je nulova a to podle Furstenberg-Sarkézyho véty.
Tato véta je vysledkem aditivni teorie ¢isel na mnozin€ Cisel, jez se nelisi o Ctvercové

¢islo. Znéni Furstenberg-Sarkozyho véty.

(Véta 2): Je-li S mnoZina p¥irozenych Cisel, pro kterou plati, Ze Zddna dvé Cisla
Z S se nelisi ¢étvercovym Cislem, pak je p¥irozend hustota mnoZiny S rovna nule.

Ekvivalentné: Necht' § > 0 a predpokladame, ze N je dostatecné velké v zavislosti na §.
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Potom kazda podmnozina A z mnoziny N, pro [N]: = {1, 2, ..., N}, hustoty % alespon

hodnoty & obsahuje alesponi jednu dvojici ¢&isel (n,n + r?), kdy n, r jsou né&ktera

pfirozena &isla a plati, ze r2 # 0.

Priklad 1 (hra s odebirdnim ctvercii): Dva hraci — Anna a Bedfich — zacinaji hrat

se 12 sirkami. Miize Anna vyhrat, kdyz hraje jako prvni?

Aby m¢él hrac¢ vitézstvi zarucené, je jeho snahou tahnout tak, aby pro pozici po
ukonceni tahu byla hodnota Sprague-Grundyovy sekvence g(n) = 0. Pravidlem hry je

odebirat pouze ¢tvercova ¢isla, Anna tedy mtze vzit pouze Cisla 9, 4 nebo 1.
12—-3x%x3=3 12-2%x2=8 12-1x1=11

Jak mlzeme vidét, po prvnim tahu nenastala ani jedna pozice, pro niz by platilo,
g(0) = 0. Pfi hodnoté 3 zvitézi Bedfich. ProtoZe je zde pouze jedna moznost tahu na
¢islo dvé a nasledné na ¢islo jedna. MoZznost odebrani deviti sirek pro Annu konci

prohrou.

Po odebrani ¢tyt sirek hraje Bedfich s pozici na Cisle 8, kde jsou dvé moznosti tahu —

odebrat Ctyfi nebo jednu sirku.
8—-2x2=4 8—1x1=7

Pokud Bedtich odebere 4 sirky, zlistane po jeho tahu ¢islo 4. Déle ve ctyfech tazich opét
vyhraje, protoze nasleduje odebirani po jedné. Pokud by na pocatku nebyly odebrany
Ctyfi sirky ale pouze jedna sirka, dostava se Bedfich pfimo do pozice s g(7) = 0. Anna

ma nasledné dvé moZznosti — odebrat ¢tyfi nebo jednu sirku.
7—2%x2=3 7—-1Xx1=6

Ani v jednom pftipad¢ se ale nedostane do vyhravajici pozice, protoze po odebrani sirek
zbydou pozice 3 a 6. Pokud by nastala moznost s ¢islem 3, Bedfich odebira na pozici 2,
kde opét plati g(2) = 0 a vitézi. Pokud by nastala moznost s ¢islem Sest, jsou opét dvé

mozZnosti tahu, a to odebrat na 2 nebo 5. Obé pozice Bedfichovi zajistuji vitézstvi,
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protoze g(5) = 0 a g(2) = 0. TakZe ani poc¢ate¢ni Annino odebrani sirek na hodnotu

osm ji vitézstvi neptinese.

Posledni moznosti prvniho tahu je odebrani jedné sirky, ¢imz zlstdva na Bedficha

¢islo 11. Opét jsou moznosti odebrani sirek v deviti, ¢tyfech nebo jednom kusu.
11-3x3=2 11-2x2=7 11-1x1=10

Jak je vidét, at’ udéla Bedfich jakykoli tah, nemiize prohrat, protoze hodnota g je pro

vSechna tfi ¢isla rovna 0.

Anna jako prvni hra¢ tedy nikdy nemiize vyhrat, ¢islo 12 je totiz vyhrdvajicim ¢islem.
Coz bychom si ovéfili nalezenim Sprague-Grundyovy sekvence takto: 12 - 3,8, 11 —
gB3)=2, g8 =1 a g(11) = 1. Nejmensi nezaporné &islo nepatiici Zadné dilci
hodnoté g je 0.

Plati tedy fakt, ze pokud je na pocatku hry vyhravajici pozice, prvni hra¢ nema

Sanci na vitézstvi.

2.2.2 Odebirani alikvotnich casti

U hry, jejimZ principem je odebirdni alikvotnich ¢asti celku, dva hraci sttidavé
odebiraji kladna celé ¢isla objektti. Alikvotnimi ¢astmi daného ¢isla jsou jeho délitelé
s vyjimkou ¢isla samotného. Vitézem se stava hrac, ktery jako posledni mizZe provést
tah a odebrat n&jakou alikvotni ¢ast z celku, ktery zbyl po ukonceni protihracova tahu.
Jediné Cislo, které nema zadné alikvotni ¢asti, je ¢islo jedna. Tzn. ze hraé¢, kterému

zbude po tahu jeho protihrace jedna sirka, tak prohrava.

Stejné jako u odebirani ¢tvercii bychom pii odebirani alikvotnich ¢asti hodnoty
Sprague-Grundyovy sekvence postupné zjist'ovali jako: 4 — d¢litelé 1, 2 - po odecteni

zistanou 3,2 - g(3) =0,g(2) =1 > g4)=2.
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Tabulka 4: Odebirani alikvotnich ¢asti, S-G sekvence - hodnoty pro ¢isla 1-100

0 1 3 5 7 9 11 13 15 17
19 21 23 25 27 29 31 33 35 37
39 41 43 45 47 49 51 53 55 57
59 61 63 65 67 69 71 73 75 717
79 81 83 8 87 89 91 93 95 97
99 101 103 105 107 109 111

Tabulka 5: Odebirani alikvotnich ¢asti - vyhravajici pozice 0-111

Jak je vidét z Tabulky 5, vitéznymi pozicemi pro hru s odebiranim alikvotnich
¢asti jsou licha ¢isla. Pro vyherni strategii je tento typ hry pravdépodobné nejsnazsi.
ProtoZe s moZnosti odecitat jednicku a s ohledem na to, ze vitézné pozice jsou licha

Cisla, je mechanismus hry lehce odhalitelny.

Priklad 2: Mé&me Cislo 16, hra¢e Annu a Bedficha. Bedfich hraje jako prvni, mize

vyhrat?
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Bedtich miize odebrat pocty sirek — 1, 2, 4 a 8. Anna tedy bude hrat s pozicemi
15, 14, 12 nebo 8.

[16 AC:1,2,4,8 ]

~

[15 AC:I,S,S] [14 AC:1,2,7 [12 AC:1,2,3,4,6] [8 AC:1,2,4 ]

Lo N SN ) AR
oG [ ) [ Lo Je [o Jo ] 4]

Obriazek 2: Odebirani alikvotnich ¢asti - schéma pro ¢islo 16

Jak jsme ukazali vyse, vitézné pozice jsou licha ¢isla. Cilem hrace je odebirat
tak, aby po konci jeho tahu zlstala na stole pozice se sudym poctem sirek. U ¢isel 14,
12 a 8 je odebranim jedné sirky nasnadé¢ dostat se do pozice lichého ¢isla, kde ma dalsi
tahy ve svych rukach, protoZe po konci svého tahu je ve vyhravajici pozici. UkaZzme si
to na Cisle 14 = 14 — 1 = 13. Ttinactka je prvocislo, a tedy jedinou alikvotni cast,
kterou je mozné odebrat je ¢islo 1, ¢cimz Bedfich konci tah na pozici sudého Cisla.
Obdobné bude tento mechanismus platit i pro ¢isla 12 a 8. Anna odebranim jedné sirky

snadno skon¢i na pozici lichého ¢isla, a takto bude odebirat aZ do svého vitézstvi.

U cisla 15 musi Anna tahnout bud’ na ¢islo 14, 12 nebo 10. Jelikoz se jedna
o suda cisla, je vidét, ze ani jedna pozice neni vitéznd. V dalSim postupu hry tedy zalezi
na Bedfichové tahu. Vezméme napiiklad tah na ¢islo 14. Alikvotni ¢asti odebratelné ze
14 jsou hodnoty 1, 2 a 7, ¢imz by na Annu ptipadly pozice 13, 12 a 7. U pozic 13 a 7
pujde o stejny princip jako vyse, pokud bude Bedfich odebirat sirky tak, aby po jeho
tahu vzdy zutstal lichy pocet sirek, ma jist¢ vitézstvi. Pokud by odebiral na ¢islo 12,
nemusi hru dovést do vitézného konce a ddva moznost Anné, kterd pifevezme strategii

odebirani na liché pocty sirek.

U hry se Sestnacti sirkami tedy ma moZznost na vyhru i Bedfich z Givodni pozice,

ta totiZ neni vyhravajici, a tim ani vitézstvi neni pfedem dané pro zac¢inajiciho hréce.
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Priklad 3: M&jme Cislo 9, hra¢e Annu a Bedficha. Anna hraje jako prvni, mize vyhrat?

Anna mize ve svém tahu odebrat jednu nebo tii sirky, ¢imz Bedfichovi pfipravi

pozice 8 nebo 6.

U cdisla 8 jsou mozné tahy na hodnoty

7, 6 a 4 u cisla Sest na hodnoty 5, 4, 3. Licha ¢isla

jsou vyhravajici pozice, cilem Bedficha je tedy

[ 8 AC:1,2,4 ] [ 6 AC:1,2,3 ] nechat Annu na lichém poctu sirek. Bude tdhnout

na 7, 5 nebo 3. Anna miize u ¢isla 7 tdhnout pouze

Y Y
[7 16 14 ] [5 14 13 ] na hodnotu 6, u ¢isla 5 na 4 a u ¢isla 3 na 2.

Obrazek 3: Odebirani alikvotnich &asti - schéma  V pripadée ¢isla dvé je Bedfich vitéz. U hodnot 6 a
pro Cislo 9

4 opét odebere na liché Cislo — potom zlstavaji

Anné pozice 5 a 3 a moZznosti tahil na 4 nebo 2. Cimz vidime, Ze Bedfich je vitézem.

Na ptikladech je tedy ukazano, ze pokud je vychozi pozice hry vyhravajici, tak
prvni hrd¢ nemé Sanci vyhrat. OvSem pokud je pocatecni pozice prohravajici, mohou

vyhrat oba hraci a zaleZi na herni strategii.

2.2.3 Odebirani pravych délitelt

U této alternativy hry plati stejna pravidla jako u hry s odebiranim alikvotnich
¢asti — hraci stiidavé odebiraji kladny pocet sirek. Pocty sirek, které 1ze béhem jednoho
tahu odebrat, musi odpovidat hodnotam pravych délitelti ¢isla n. Neni mozné tedy
odebrat hodnotu rovnou samotnému ¢islu n a hodnotu 1. (Délime-li ¢islo samo sebou je
vysledkem jednicka a délime-li jednickou, je vysledek ¢islo samo. Nemizeme tedy pro

nasi hru ani samotné ¢islo n ani ¢islo 1 fadit mezi pravé délitele ¢isla n).

Hodnoty Sprague-Grundyovy sekvence bychom ur€ili stejnym postupem jako

Vv piedchozim ptipadé, ale tentokrat navic nebudeme odecitat hodnotu 1.
Prvnim ¢islem, u kterého nebude hodnota g rovna nule, je ¢islo 4, pak bude platit:
4 — délitel 2 — po odeéteni zstane 2 — g(2) =0 > g@4)=1.

Cislo 5 je prvoéislem, ¢imz bude g(5) = 0.
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Pro ¢islo 6 pak zjistime hodnotu g jako: 6 - 2,3 —=3,4 - g(3)=0, g4) =1
= g(6)=2.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0O 0 01 0 2 0 0 0 1
0o 301 0 2 0 1 0 3
01 0 4 0 1 0 2 0 1
0o 0 01 02 01 0 4
0 1.0 2 01 0 3 0 1
0 2 01 0 4 0 1 0 2
01 0 5 0 1 0 2 0 1
O 4 01 0 2 0 1 0 3
0 10 2 01 0 4 0 1
0 2 01 0 6 0 1 0 2

Tabulka 6: Odebirani pravych déliteli, S-G sekvence - hodnoty ¢isel 1-100

0 1 2 3 5 7 8 9 1
13 15 17 19 21 23 25 27 29
31 32 33 35 37 39 41 43 45
47 49 51 53 55 57 59 61 63
3 37 39 71 73 75 77 79 81

83 85 87 89 91 93 95 97 99

Tabulka 7: Odebirani pravych déliteli - vyhravajici pozice 1-100

Prehled vyhravajicich pozic pii odebirani pravych délitelt (Tabulka 7) je témét
shodny s ptfehledem vyhravajicich pozic u odebirani alikvotnich ¢asti. Mezi prvnimi
péti sty vitéznych pozic najdeme ovSem 1 tii neoCekavana Cisla — a to suda cisla

2,32a128.
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2.2.4 Odebirani prvocisel
Posledni alternativou je hra, pfi niz dva hraci stfidavé odebiraji kladny pocet
sirek, ktery odpovidd hodnoté prvocisel. Sprague-Grundyovu sekvenci uréujeme

stejnym mechanismem jako v predchozich ptipadech.

Hodnota g pro ¢islo 7 bude tedy:
7 — prvocisla 2, 3, 5 - po odeCteni zGstanou 5, 4, 2 - g(5) =2, g&) =1,
g2)=0 = g()=3.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
o 011 2 2 3 3 4 0
0o 1 1 2 2 3 3 4 4 5
5 6 6 7 7 0 4 1 5 2
6 3 4 7 0 0 1 1 2 2
3 3 4 8 5 7 6 8 9 0
4 1 5 2 6 0 4 1 5 2
6 3 4 7 5 8 4 10 5 7
6 8 4 7 5 8 6 10 9 7
4 8 5 106 0 4 1 5 2
6 0 4 1 5 2 6 3 4 7

Tabulka 8: Odebirani prvocisel, S-G sekvence - hodnoty pro ¢isla 1-100

0 1 2

10 11 26
35 36 50
56 86 92

Tabulka 9: Odebirani prvocisel - vyhravajici pozice 1-100

Pfed feSenim konkrétnich her muZze byt uZzite¢né prostudovani nejprve tabulky
Sprague-Grundyovych hodnot a hledat v ni urcité vzory. Protoze u mnohych her,
u kterych je teoretickd analyza zna¢n¢ obtiznd, mohou byt hodnoty g periodické nebo
snadno srozumitelné. Ve vétSing piipadd je nalezeny vzor a z ného odvozeny vzorec
pravdivy. Ale naopak i1 u velmi jednoduchych her mohou byt hodnoty g bez jasnych

zakonitosti, ¢i je otazka, zda n&jaky systém vibec existuje.
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3 Hra NIM

Nyni se zamétime jiz konkrétné na samotnou hru NIM. Zopakujme, ze NIM je
kombinatoricka hra, kdy se dva hraci postupné stiidaji a odebiraji objekty (Sirky)

z ptedem danych pozic (hromadek). Vyhrava ten hrac, ktery vezme posledni objekt.
Pravidla NIMu

e Hraci se stiidaji a postupné odebiraji objekty (my budeme dale pouzivat sirky,
ale hra maze byt hrana s &imkoli) z danych hromadek.” (V nafem zakresleném

pfipadé¢ mame tedy tfi hromadky se tfemi, ¢tyfmi a péti sirkami, NIM (3, 4, 5) )

900 0000 00000

Obrizek 4: NIM (3, 4, 5)

o Zkazd¢ hromadky je mozné odebirat tak dlouho, dokud je na ni alespon jedna
sirka.

e Pii jednom tahu je mozné odebrat libovolny pocet sirek (klidn€ 1 vSechny), vzdy
vSak alespont jednu. To znamend, Ze z prvni hromadky sirek je mozné odebrat
jednu, dvé i tfi sirky, obdobné i u ostatnich hromadek. Situace po jednom tahu
muze tedy vypadat 2-4-5, 1-4-5, 4-5, 3-3-5, 3-2-5, 3-1-5, 3-5, 3-4-4, 3-4-3, 3-4-
2, 3-4-2, 3-4-1, 3-4.

e Pii jednom tahu je mozné odebrat sirky pouze z jedné hromadky. Odebereme-li
sirky zlevé hromadky, nemizeme jiz odebrat z hromadky uprostied nebo
vpravo. Z uvodni situace 3-4-5 jsou tedy pfipustné tahy napt. 1-4-5, 3-4 atd.
a nepfipustné tahy jsou napi. 1-4-1, 3-2-2 atd.

e Hrac, ktery vezme posledni sirku, vyhrava.

[aoys

" Asi nejznamé&jsi podobou hry jsou t¥i hromadky se sirkami o hodnotach 3, 4 a 5= NIM (3, 4, 5).
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4 Historie NIMu

Hru NIM jako prvni pod timto nazvem uvedl harvardsky matematik Charles
Leonard Bouton (1869-1922) a to v ¢lanku s nazvem ,,Nim, A Game with a Complete

Mathematical Theory “ publikovaném roku 1901v ¢asopise The Annals of Matematics.

[2]

Ptedpoklad, ze Bouton NIM stvofil, neni relevantni. S velkou pravdépodobnosti
existoval jiz diive, i kdyZ mozna v ponc€kud jiné podobé. Diky jednoduchosti své
podstaty a faktu, ze ke hrani neni tfeba zadného specialniho vybaveni (jako naptiklad
Sachovnice), je nasnad¢, ze byla hra Sifend bez pisemného zapisu. Coz zménil az
Bouton, ktery hru kompletn¢ matematicky popsal, véetné vitézné strategie a de facto hru
jako NIM pojmenoval, i kdyZ o piivodu slova NIM se vedlo mnoho polemik stejné jako

o puvodu hry samotné.

Diky své jednoduché struktufe a nutné strategické jemnosti tahti byval ptvod
NIMu casto spojovan s hrou FanTan, ktera mohla vzniknout béhem tietiho nebo
tvrtého stoleti naseho letopodtu na tizemi starovéké Ciny za vlady Severni a Jizni
dynastie. Na rozdil od NIMu, ktery se do svéta hazardnich her snad nikdy nedostal, se
Fan-Tan stale drzi v nékterych kasinech Macaa, i kdyz jiz nedosahuje takové obliby
jako v dobé devatenactého stoleti nebo v porovnani s jinymi tradiénimi hrami Ciny jako

Mah Jong a Pai Gow.

Spojitost se hrou FanTan viak pozd&ji vyvratil Alan Ross® to na zakladg
jazykové analyzy Cinskych jmen, coZz bylo v kvétnu 1953 dokonce uvetejnéno jako
kratka poznamka v Matematical gazette. Vyznamnou roli pro odmitnuti propojeni obou
her hralo také hazardni zaloZeni FanTanu. Alan Ross vSak pfiSel s jinym vysvétlenim
puvodu slova NIM, a to na zakladé Boutonovych studijnich letech stravenych v Lipsku,
kdyz uvedl, Ze NIM je imperativ od némeckého slovesa nehmen = vzit. Pfi hie
evidentné velmi Casto padalo slovo ,,nimm* neboli ,,vezmi“ a Boutonovi se tato

spojitost s hrou promitla také do jejiho nazvu.

8 anglicky basnik, spisovatel a novinaf pivodem z Indie, 1922 — 2001
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O osm let pozd¢ji bylo navrzeno spojit hru NIM s hrou Mancala, kdy se jedna
o deskovou hru podobnou $achim. Mancala je podle H. Murrayho® arabského nebo

egyptského ptivodu a NIM je jakousi jeji odvozenou podobou v Evropé a Americe.

Nicméné ptvod hry zlstavd neobjasnén a pohybuje se pouze na urovni
predpokladl a spekulaci. Co je ovSem zcela nezpochybnitelné, je Boutonovo kompletni
matematické popsani hry a stanoveni vitézné strategie pro jakoukoli variantu hry NIM

Vv jakékoli hrané partii.

% Harold James Ruthven Murray, anglicky pedagog a Sachovy historik, 1868 — 1956
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5 Jak hrat NIM
Priklad 4: Anna a Bediich hraji NIM s dvéma hromadkami po dvou sirkach (tedy zapis
NIM (2, 2) ). Bedfich hraje jako prvni, mize vyhrat?*

5.1 Teoreticky rozbor NIM (2, 2)
Nejprve se nad hrou zkusime pouze zamyslet. Jaké jsou moznosti pro prvni tah?

Hrac, ktery zac¢ina, mize odebrat bud’ jednu sirku nebo dvé sirky.

a) Odebrani dvou sirek
Pokud prvni hra¢ odebere dvé sirky, nastane pozice 2-0, druhy hrac

odebere také dvé a vyhrava.

b) Odebrani jedné sirky
Pokud prvni hra¢ odebere jednu sirku, dostava spoluhrace do pozice 1-2,
druhy ma celkem tfi moznosti tahu, pouze jedna mu zajisti vitézstvi. Aby vyhral,
musi odebrat sirku z hromadky, kde zbyly dvé sirky, aby nastala pozice 1-1.
Protoze potom donuti protihrde odebrat jednu sirku zjedné nebo druhé
hromadky a vyhral. V pfipad¢é, ze odebere jednu sirku do pozice 0-2 nebo

obdobné¢ dv¢ sirky do pozice 1-0, vitézi protihréu“:.11

1% pro modelovy piiklad je pouzit NIM (2, 2), protoze pro dohréani celé hry je tieba relativng maly podet
moznych postupil. VSechny dalsi varianty by se daly fesit obdobné.
1 pozice 2-0 a 0-2 jsou shodné stejné jako pozice 1-2 a 2-1, a tudiZ i feSeni jsou shodna.
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5.2 Schematicky rozbor NIM (2, 2)

M1

Obrazek 5: Schematicky rozbor NIM (2, 2)

Na Obrazku 5 jsou graficky uvedeny moznosti jednotlivych taht béhem hry
NIM (2, 2), ke kterym jsme dospéli tivahou.

Po prvnim tahu tedy miiZe nastat pozice 2-1 nebo 2-0*. Pokud Bedfich odebere
sirky do pozice 2-0, je Anna vitéz jiz ve druhém tahu, kdyZz samoziejmé neudéla chybu
a nevezme pouze jednu sirku. Pozice 2-1 vede na tfi moznosti tahti: 2-0, 1-1, 1-0. Jedina
vitéznd moznost je pozice 1-1, v té totiz Bedfichovi nezbyvéa nic jiného nez vzit jednu
sirku a posledni zbude na Annu, ¢imz vitézi. Bedfich by byl vitéz v pfipadé Annina tahu
na pozici 2-0 nebo 1-0. Protoze pak by zustala jen jedna hromadka, kterou Bedfich
odebere a vitézi. Je tedy vidét, ze Bedfich mize vyhrat pouze tehdy, udéla-li Anna
chybu, v opaéném ptipad¢ je porazen. Vidime, Ze Vv piipadé NIM (2, 2) zalezi na potadi

hract a bude to tak obecné pro kazdou hru NIM.

12 Jedna se o jednu ,stranu“ schématu. ProtoZe by samoziejmé mohla nastat také situace 1-2 nebo 0-2.
V téchto ptipadech se vSak jedna o symetrické zobrazeni a jednotlivé moznosti tahti by byly stejné, pouze
zrcadloveé obracené, proto je ve schématu uvedena pouze jedna polovina.
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Cervena barva na Obrazku 6
oznaCuje sérii tah, kdy se stane
vitézem Anna jako druhy hra¢ v potadi.
Celkové jsou tedy dvé moznosti, které
zajisti jeji vitézstvi. A to Bedfichiv tah
na pozici 2-0, ptipadné pozice 1-1
(fialova barva), do které postavi Anna
svym tahem Bedficha. Ve schématu je
naznacen jesté jeden vitézny postup pro
Annu (zlutd barva), ktery by ovSem
nastal s velkou pravdépodobnosti pouze

na teoretické urovni.

Obrazek 7: NIM (2, 2) - vitézné tahy Bedricha
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Obrazek 6: NIM (2, 2) - vitézné tahy Anny

Modra  barva  naznacuje
moznost vyhry pro Bedficha jakozto
zaCinajiciho hrace. VSechny vyherni
moznosti jsou pro néj ve chvili, kdy
je na nesymetrické pozici. Protoze
kdyz se dostane na pozici 1-1 (fialova
barva), jiZ nema moznost vyhry ani
v piipadé, ze by Anna udélala
chybu.*®

Z grafickych rozbort je tedy zfejmé, ze pro vyhru hraje vyznamnou roli pozice

hrace po jednotlivych tazich. Podstatna je také podoba vychozi pozice — tedy kolik je na

zacatku hry hromadek a kolik sirek v jednotlivych hromadkach. Je ziejmé, Ze vychozi

pozice determinuje moznost vyhry nebo prohry, ale o tom nize.

13 7luta barva opét naznaduje pouze teoretickou moznost vyhry, protoze nepfedpokladame, 7e by Anna
v pozici 2-0, kdy je na tahu, odebrala pouze jednu sirku.
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5.3 Rozbor NIM (2, 2) pomoci grafu

Definice: Obecny graf je uspofadana trojice G = (V, E, f), kde

e Vje mnozina uzla (také vrcholll), zpravidla neprazdna a konecna,
e E je mnozina hran, zpravidla konec¢na,
e f jeinciden¢ni zobrazenif: E — V2, které piifazuje kazdé hrané h € E

usporadanou dvojici uzlt (X, y) € V2.

Definice: Necht' G = (V, E) je orientovany graf. Mnozinou W < V (tedy
podmnozinu mnoziny vrcholil) nazveme jadrem grafu G, jestlize plati nasledujici dvé
podminky:

1. Je-li (ug,u;) EEauy € W,paku, € W.

2. Jestlize uy & W, pak existuje u; € W takové, ze (ug, u,) € E.
Podminky vyjadiené bez matematické symboliky:

1. Méme-li hranu vychazejici z vrcholu, ktery je v jaddru grafu, pak vrchol, do
kterého dané hrana smétuje, v jadru grafu neni.

2. Pokud n&jaky vrchol Ug v jadru neni, potom existuje vrchol, ktery v jadru je, a do
kterého vede hrana z U (z kazdého vrcholu, ktery neni v jadru, vede hrana do

néjakého vrcholu v jadru).
Definice: Graf H je podgrafem grafu G, jestlize V(H) < V(G) a E(H) < E(G).
Graf H je indukovanym podgrafem grafu G, jestlize V(H) € V(G) a

E(H) = E(G) n (V(ZH))

Pfi hledani jadra grafu G (Obrazek 8) budeme postupovat v n¢kolika krocich.
V prvnim kroku za¢neme od vrcholu (0,0), a to proto, Ze se jedna o vrchol, ktery neni
pocatecnim vrcholem Zadné hrany, oznafime ho Jo a bude to pocatek jadra, které

hledame. Mnozinu vrchold, ze kterych smétuji hrany do Jo ozna¢ime N;. Mnozina N

ovSem do jadra grafli nepatii.
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V dals$im  kroku  nasleduje Indukovany podgraf G’
kontrola, zda G\ (Jo U Nj) je prazdna
mnozina. V nasem grafu vSak jesté
stale zbyvaji vrcholy (2,2), (2,1), (1,2)
a (1,1). Proto ve tfetim kroku mnozinu
téchto vrcholll (v€etné hran) nazveme

indukovanym grafem G ke grafu G.

Dale postupujeme stejné jako
v ptfedchozim pftipadé. Zaciname od

vrcholu, ze kterého nevedou Zzadné

hrany. Jedna se o vrchol (1,1), ktery
nazveme J; a ktery je dal$i ¢asti jadra
grafu (Obrazek 9).

Obrazek 8: Hledani jadra grafu 1

V dalsi fazi postupujeme po hranach z J; do vrcholt, z nichz hrany vychazeji

a které nazveme mnozinou N,. Tato mnozina do jadra grafu opét nepatii.

Nasledovat bude kontrola, zda G\ (J; U N,) je prazdna mnozina. Vidime, ze

tomu tak neni a v grafu zbyva jesté vrchol

Indukovany graf G*", J2

(2,2), pokracujeme tedy dale a opét
zavedeme indukovany graf G". JelikoZ uz
z vrcholu (2,2) nevedou zadné dalsi hrany,
ozna¢ime ho J, a =zaroven jadrem
indukovaného grafu G’. Diky malému
mnozstvi moznych jednotlivych kroka
u NIM (2, 2) je jadro grafu G nalezeno jiz
po tfech cyklech hledani mnozin dvojic

»pocateCnich a  koncovych  vrcholi®.

vvvvvv

samoziejmé bylo daleko vice hran 1 vrcholi.

Postup by byl obdobny, vzdy by se naSla

Obrazek 9: Hledani jadra grafu 2

mnozina vrcholl jadra, sjadrem spojena
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mnozina vrcholi nepatficich do jadra a zbylé casti grafu by se zaclenily do

indukovaného grafu. Vysledné jadro je tedy sjednocenim vsech dil¢ich mnozin jader.

Pro n&$ modelovy ptiklad je tedy jadro G rovno sjednoceni jednotlivych mnozin
jader => jadro G = Jo U J; U J; tzn. pozice 0-0, 1-1 a 2-2. Je tedy ziejmé, ze praveé tyto
pozice maji znacny vliv na to, zda hra¢, ktery se v nich nachazi, ma Sanci na vyhru ¢i

nikoli.

5.4 Pozice

Teoretickou tivahou, schematickym zobrazenim i pomoci nalezeni jadra grafu,
jsme zjistili, Ze existuje propojeni mezi potencialni vyhrou a pozici ve hie. V piipadé
NIM (2, 2) byla nejvyznamnéjsi pozice 1-1. Jedna se o pozici symetrickou, v niz hra¢
nema moznost vyhry, protoze musi vzit jednu sirku a na druhého vyjde sirka posledni.
Ale po prozkoumani vSech moZznosti jsme dospéli k zavéru, Ze v dané hie Bedtich jako
zacinajici hrd¢ ma Sanci na vyhru pouze v ptipad€, Ze Anna ud€la chybu. MizZeme tedy
fict, Ze ani v pozici 2-2 nemize Bedfich ovlivnit své vitézstvi. Obé pozice jsou

symetrické a nevedou k vitézstvi.

Rozsitime-1i pohled a podivame se na pozici 3-3, zjistime, Ze ani tato pozice
nevede K vitézstvi pro zacinajiciho hrace. At udéla jakykoli tah, jeho protihra¢ udéla tah
stejny a postupné se nevyhnutelné¢ dostane opét na pozici 1-1, o které jiz vime, Ze
nevede K vitézstvi. Stejné tak, kdyZz bychom vzali jakoukoli symetrickou pozici 5-5,
2-2-4-4, 3-3-4-4-5-5, druhému hraci v potradi vzdy staéi ,,okopirovat tah a vyhraje

(tento mechanismus miZeme také nazvat jako ,,zrcadlové tahy*).

Bedfich na pocatku z pozice 2-2 nemohl vyhrat a byl tedy v pozici prohrdvajici.
Symetrické pozice obecné se tedy nazyvaji pozice prohravajici. A chce-1i hrac v partii
zvitézit, snazi se docilit toho, aby po jeho tahu protihrac¢ ziistal v pozici prohravajici. Na
druhé strané Anna, pokud hrala bezchybné, se ocitla na pozicich 2-1, 2-0, 1-0, které

vedly k vyhte. Nesymetrické pozice se tedy nazyvaji pozicemi vyhrdvajicimi.

Otéazka pozice je stéZejni pro obecnou vitéznou strategii, jak ji popsal Bouton.

Ten pozice déli na bezpecné a nebezpecné pozice (viz nize).

~33 ~



Obecné se tedy da fici, ze kazdou partii NIMu Ize popsat pomoci smérovaného
acyklického grafu, kdy vrcholy jsou jednotlivé pozice hry a hrany jsou tahy (pohyby).
Vrchol bez odchozich hran je prohravajici pozici a hra¢, ktery musi provést tah z tohoto
vrcholu, prohrava hru. Vyhravajici pozice jsou ty, ze kterych existuje alesponi prechod
do prohréavajici pozice, naopak pokud z pozice neexistuje zadny prechod do vyhravajici
pozice, jedna se o pozici prohravajici. Pokud z né¢jaké pozice vedou vSechny piechody

pouze do vyhravajicich pozic, pak je tato pozice prohravajici.
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6 Vitézna strategie - uvod

U hry NIM (a obdobnych her) je typickou vlastnosti existence vitézné strategie.
Znalost mechanismu hry, ktery kdyz bude hra¢ piesné¢ dodrzovat, zajisti, ze nemiize
prohrat. Aplikaci vitézné strategie je zajiSténo vitézstvi znalého hrace a prohra mozna
pouze Vv piipad¢ jeho vlastni chyby. Pro nase ucely vSak operujme s racionalitou hract
amoznost chyby nebude dale brat v avahu. OvSem hra¢ musi mit Sanci vitéznou
strategii aplikovat. Jak jsme si jiz ukazali, je spojeni mezi vyhrou hry a pozici ve hie

(0 tom nize).

Strategii tedy chapeme jako soubor konkrétnich rozhodnuti, jaké tahy uplatnit
Vv jednotlivych pozicich hry. Strategie je funkce, ktera kazdé mozné pozici p pfifadi tah

hrace.

Véta 3: V konecné hie nepripoustéjici remizu md pravé jeden hrac¢ vyhravajici

strategii.

Diikaz: Z podstaty vyhravajicich a prohravajicich pozic vyplyva, ze pokud je pocate¢ni
pozice vyhravajici, tak hra¢ svym tahem muze dostat svého protihrace do pozice
prohravajici. Tim druhy hra¢ musi provést takovy tah, ze jim dostane prvniho hrace opét
do vyhravajici pozice. Jelikoz se jedna 1 kone¢nou hru, tak opakovanim tohoto postupu
musi prvni hrd¢ vyhrat, ma tedy vitéznou strategii. Pokud je vychozi pozice
prohravajici, tak vSechny moZzné tahy z ni vedou do pozic vyhravajicich, ¢imz si oba
hra¢i vyméni pomyslnd mista v predchazejici uvaze. Vitézna strategie je tentokrat

U druhého hrace.

Uvahy piedchoziho dikazu nam pfinaseji dvé poznani. Ze vitézna strategie
existuje a dava nam navod, jak ji nalézt. Podstatou je poznat a rozdélit pozice na
vyhravajici a prohravajici. Tady ovSem nastava problém. Teoreticky 1ze vSechny pozice
kazdé hry rozdélit na vyhravajici a prohravajici, ale prakticky je to ve vétSiné ptipadi
neproveditelné. Riznych moZnosti u konkrétni hry miize byt nepfeberné mnoZzstvi

a neni v hraCovych silach se vSemi probrat a zvazit je.

U tzv. substaction games (,,hry, v nichZ odebirdme*) hra za¢ind danym kladnym
celym Cislem N, kdy dva hraci stfidavé odebiraji kladné mnoZstvi objektli mensi, nez

dané kladné celé ¢islo d < N. Hrac, ktery se dostane na ¢islo 0, hru prohrava.
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Véta 4: Hrac, ktery se dostane na Cisla odpovidajici ndsobkum cisla d, ma vitéznou

strategii.

Pii zékladnim rozboru postupu hry NIM (2, 2) jsme pouzili Givahu, schéma
i teorii grafu pro obecné zhodnoceni moznosti hry a nastinéni urcitych principt vedouci
k celkovému poznani. Obé metody by se daly pouzit i pro ziskani vitézné strategie pro
libovolnou hru, ale se zvySujicim se poctem hromadek a poctl sirek nartistd i pocet
moznych tahll a feSeni pomoci schématu nebo grafu by bylo jiz znacné slozité. Déle se
tedy budeme vénovat jinému zplsobu objeveni tahil, vyhovujicim vitézné strategii.
Mechanismu, ktery uvedl Bouton v roce 1901, a to pomoci pfevedeni konkrétni situace

do bindrni soustavy a uziti NIM-souctu.

6.1 Binarni soustava
Kazdé ¢islo N (ptirozené, kladné), miizeme obecné zapsat ve tvaru:
N=ng-Z+ne -2+ . 422 +n -2t +np-2°

neboli

n; oznacuje cifru piislusné soustavy, n € {0; z — 1}

I je fad dané cifry,

e Kk je pocet fadovych mist,

Z je zéklad soustavy
Cislo se vsak b&zné pise ve zkraceném tvaru N = (N Ng.1... N1 No);.

V bézném zivoté uzivame nejCastéji soustavu desitkovou a Cisla zapisujeme
pomoci nasobkti Cisla deset, coz si vlastné ani neuvédomujeme. Pro zapis tedy
neuzivame zapis hodnoty z = 10. Napft. Cislo 17258 zapsané s nasobky cisla deset

pomoci mocnin bude vypadat takto:
1-10°+7-10°+2-10°+5- 10" + 1 - 10°.
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Bindrnim zapisem ¢isla nazveme koneCnou posloupnost ng, Ng.1, ..

(kde nj € {0,1} proi =0, ..., k), takovou, ze pro pfevedeni do desitkové soustavy plati:

Pro dvojkovou soustavu plati stejné pravidla o rozvinutém zapisu cisla, ale misto
¢islic 1 — 9 pro hodnoty jednotlivych tadu se pouzivaji pouze Cislice 1 a 0. A pro zapis

fadt pouzivame mocniny ¢&isla dvé (2, 4, 8, 16, 32...). Cislo (11001), by tedy

N=ne -2+ - 250+ . 4+n-2+ng- 1.

rozvinutym zapisem S nasobky ¢isla 2 bylo zaznamenéno jako:

1-16+1-8+0-4+0-2+1-1.

Pomoci mocnin misto nasobku by zapis ¢isla (11001), vypadal nasledovné:
1-2°+1-2°40-22+0-2"+1-2

10 2 10 2 10 2 10 2 10 2
1 1 11 1011 21 10101 31 11111 41 101001
2 10 12 1100 22 10110 32 100000 42 101010
3 11 13 1101 23 10111 33 100001 43 101011
4 100 14 1110 24 11000 34 100010 44 101100
5 101 15 1111 25 11001 35 100011 45 101101
6 112 16 10000 26 11010 36 100100 46 101110
7 111 17 10001 27 11011 37 100101 47 101111
8 1000 18 10010 28 11100 38 100110 48 110000
9 1001 19 10011 29 11101 39 100111 49 110001
10 1010 20 10100 30 11110 40 101000 50 110010

6.2 NIM-soucet

Nez se podivdme na mechanismus hry vedouci k vitézstvi, predstavime si jeste

jeden pojem nezbytny ke spravné aplikaci vitézni strategie, a to NIM-soucet. Je

Tabulka 10: Cisla 1-50 vyjadiena v binarni soustavé

nasnad¢, ze bude souviset s binarni soustavou zmifiovanou vyse.
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NIM-soucet dvou nezdapornych celych Cisel, je jejich soucet v bindrni soustavé bez

prendseni iadi.
Priklad NIM-souctu: 1, ® 101, = 100, 1101, ® 110, = 1000;

Pro vétsi prehlednost a také pro nésledujici pouziti NIM-souctu ve vitézné strategii

budeme NIM-soucet pocitat pod sebou:

001, 1101,
& 101, &® 0110;
100; 1000,

Sc¢itame-li ¢isla, kterd nemaji stejny pocet fadl, doplnime prazdna mista nulami.

NIM-soucet se také znaci jako XOR.

XOR neboli exkluzivni disjunkce je logickd operace, pro niz plati, Ze jeji
hodnota je pravdou, pravé kdyz kazda vstupni hodnota nabyva unikatni hodnotu
V porovnani s ostatnimi vstupy. (Coz plati, kdyz je jeden nepravdivy a druhy pravdivy,
pokud budou oba vstupy stejné, pak bude hodnota XOR nepravda). V logice a

matematice vyjadiuje XOR ,,bud’ ..., nebo...“. (Hra¢ je bud’ na tahu, nebo neni.)

XOR byva také nazyvan jako bitova nonekvivalence, tento nazev vSak plati pouze pro
dvé proménné dvouhodnotové logiky. Vystup je hodnoty jedna, je-li jeden ze vstupi

jako jediny pravdivy. XOR soucet je tedy stejny jako s¢itani modulo 2. (Tabulka 11)

0XORO0=0
0XOR1=1
1XOR0=1
1XOR1=0

Tabulka 11: XOR

Alternativné také miizeme XOR vyjadiit jako

a®b= (avb) A=(a Ab) piipp a@®@ b= (aA-b) V(aa ADb)
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Ukézka rozdilu mezi klasickym souctem bindrnich ¢isel a souc¢tem XOR:

Klasicky soucet bindarnich Cisel XOR soucet bindarnich Cisel
110, 110,
+ 101, ®101,
1011, 011,

Pro NIM-soucet libovolnych tii nezapornych celych cisel a, b, ¢ plati:

1) Komutativita

a®b ®c)=(a@b)Rc

2) Asociativita
a®@b=b RQa

3) Distribucni zakon

cA(a®b)=( rNa) (c AD)

4) Neutralnim prvkem je 0

0 ®Qa=a
10101,
00000,
10101,

5) Opacnym prvkem je Cislo samo

Pro kazdé nezaporné celé ¢islo a plati: a @ a =0
10101,
10101,

00000,
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6) jednoznacnost opacného prvku

a@®@b=0 < a=»>h

10101;
10101,

00000,

7) pravidlo krdceni

Pokud pro nezaporna cela Cisla a, b, ¢ plati rovnosta @ b = a Q c, pak nutné b = c.
Ditkaz: K obéma strandm rovnice piicteme a = a @ a b =a Qa Qc

Plati vztahy:a @ a=0,0b=b,0 Qc=c = b = c.

Jiz vime, co znamena a jak funguje XOR soucet, ukazali jsme si vlastnosti NIM-
souctu a také demonstrovali jeho uziti pfi s¢itdni dvou cCisel. Pfi samotné hie NIM
ovSem budeme hrat s vice hromadkami sirek, takze bud’ postupné seéteme ¢isla po
dvojicich, nebo mizeme provést NIM-soucet pro vice ¢isel najednou V téchto tfech

krocich.

1) Cisla v konkrétnim tahu hry si pfevedeme do dvojkové soustavy.

2) ZapiSeme pod sebe odpovidajici fady (pfipadné¢ doplnime prazdnd mista
nulami).

3) Secteme pocty jednicek v daném sloupci. Pokud jich je lichy pocet, do

vysledku zapisujeme 1, pokud je jedni¢ek pocet sudy zapisujeme 0.

Priklad 6: Jaky bude NIM-soucet ¢isel 5, 2, 13 a 7?
5= 1012, 2= 102, 13 = 11012, 7= 1112

Lichy

pocet

jednicek
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Obecné tedy budeme NIM-soucet zapisovat jako:

a ® b = (alaz an) ® (ble bn) = (a1 ® bz) (az @ bz) (an ® bn)

® 0 1.2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
o 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1 1 0 3 2 5 4 7 6 9 8 11 10 13 12 15

2 2 3 0 1 6 7 4 5 10 11 8 9 14 15

3 3 2 1 0 7 6 5 4 11 10 9 8 15

4 4 5 6 7 0 1 2 3 12 13 14 15

5 5 4 7 6 1 0 3 2 13 12 15

6 6 7 4 5 2 3 0 1 14 15

7 7 6 5 4 3 2 1 0 15

8 8 9 10 11 12 13 14 15

9 9 8 11 10 13 12 15

10 10 11 8 9 14 15

11 11 10 9 8 15

12 12 13 14 15

13 13 12 15

14 14 15

15 15

Tabulka 12: NIM-soucet pro dvojice ¢isel z intervalu 1-15

Tabulka 12 vyjadiuje NIM-soucet pro dvojice Cisel z intervalu 1-15. Druha
polovina tabulky bude symetrickd s tou prvni, protoze (jak jiz bylo zminéno) u NIM-

souctu plati komutativita.

6.3 Bezpecna a nebezpecna pozice (kombinace)

Bezpecna pozice je takova pozice, pro kterou plati, ze NIM-soucet poctu objekti

ve vSech hromadkach je roven nule.

Pro zjisténi bezpecné pozice tedy zapiSeme pocty objektl z kazdé hromadky
Vv binarni soustavé a ¢isla umistime vodorovné pod sebe, aby sobé odpovidajici fady

byly ve svislych sloupcich. Pokud je pak soucet kazdého sloupce 2 nebo 0 (je
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kongruentni s 0 mod 2), tak tato pozice je bezpecna. Pokud je alespon v jednom sloupci

soucet rizny od nuly, jedna se o pozici nebezpecnou.

Priklad 7: Jsou dany dvé pozice 9, 5, 12 a 13, 14, 15, jedna se o pozice bezpeéné nebo

nebezpecné?
1001, 1100;
0101, 1101,
1100; 1110;
0000, 0010,

Pozice ¢isel 9, 5, 12 je pozici bezpecnou, protoze NIM-soucet téchto Cisel je
roven nule. Naproti tomu pozice s ¢isly 12, 13, 14 je pozice nebezpecna, protoze NIM-

soucet je od nuly rizny.

Bezpecné pozice pro NIM se tfemi a ¢tyfmi hromadkami o nejvice n sirkach

jsou uvedeny v Tabulkach 13 a 14.

1-2-3 2-4-6 3-4-7 4-8-12 5-8-13 6-8-14 7-8-15
1-4-5 2-5-7 3-5-6 4-9-13 5-9-12 6-9-15 7-9-14
1-6-7 2-8-10 3-8-11 4-10-14 5-10-15 6-10-12 7-10-13
1-8-9 2-9-11 3-9-10 4-11-15 5-11-14 6-11-13 7-11-12
1-10-11 2-12-14 3-12-15

1-12-13  2-13-15 3-13-14

1-14-15

Tabulka 13: Bezpeéné pozice pro tfi hromadky o nejvice 16 sirkach

1-1-2-2 1-3-4-6
1-1-3-3 1-2-5-6
1-1-4-4 1-2-4-7
1-1-5-5

Tabulka 14: Bezpe¢né pozice pro ¢tyfi hromadky o nejvice 8 sirkach
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Zname-li pocty sirek u dvou hromadek ze tii (nebo feceno obecné u vSech kromé
jedné), mizeme jednoznacéné dopocitat pocet sirek ve zbyvajici hromadce tak, aby

jednalo o vitéznou pozici, tzn. tak, aby NIM-soucet byl nulovy.

Priklad 8: Jaky musi byt pocet sirek ve tieti hromadce, je-1i dano: a = 9,b = 2 a NIM-

soucet vSech hromadek je roven nule?

Ptrevedeme Cisla do binarni soustavy, korektn¢ zapiseme pod sebe: 9 = 1001,, 2 = 10,

1001, 1001,
0010, 0010,

— 1011,

0000, 0000,

Aby byl NIM-soucet nulovy, pocet sirek v posledni hromadce musi byt 1011, = 11.
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7 Jakna vitézstvi v NIMu?

Véta 5: Jestlie prvni hraé zanechd po svém tahu bezpecnou pozici, druhy hrdac po

svém tahu nechda vidy pozici nebezpecnou a to at’ bude tahnout jakkoli.

Duikaz: Pokud prvni hra¢ zanechal pozici bezpecnou, znamena to, ze NIM-soucet
konkrétni pozice je roven nule. Druhy hra¢ musi z né€jaké hromadky lezici na stole ubrat
né¢jaké mnozstvi sirek. Ale at’ si vybere libovolnou z nich a odebere z ni libovolny pocet
sirek, zbylé zlistanou nezménéné. Vyse bylo zminéno, Ze pokud zndme hodnoty objektii
vSech hromadek kromé jedné, dokaZzeme jeji hodnotu urcit jednoznacné, a to tak, aby
NIM-soucet byl opét nulovy. Prvni hra¢ zanechal hromédky a pocty sirek v nich pravé
v nulovém NIM-souctu a druhy hra¢ musi néjak tdhnout. I kdyz odebere pouze jednu
sirku, zrusi nulovy soucet. A dvé bezpecné pozice, které by se liSily v jedné hromadce,
neexistuji. Z toho plyne, Ze druhy hra¢ opravdu nemé Sanci nechat po svém tahu pozici

bezpecnou.

Formalni vyjadieni

aa, ay, ..., ax — velikosti hromadek po tahu prvniho hrace

b1, by, ..., bx— analogické velikosti hromadek po tahu druhého hrace
s=a; ® a, ® ... ® ap — NIM-soucet a

t=b;, ® b, ® ... ® by, — NIM-soucet b

Pfedpokladejme, ze druhy hra¢ odebere sirky z j-t¢ hromadky. Potom bude platit a; = b;
proi #jaa> b

t=0Qt

t=s @s Qt

t=s ®(a; ®..® q;) (b, .. ® b))
t=s @(a; ®b; ) ® .. (a; @ b))
t=s®0Q.Q(a Qbh)®.. Q0

t=s ®a] ®b]



Prvni hra¢ zanechal bezpeCnou pozici, tzn. s =0 =t =a; & b;, jelikoz ale aj # bj,

tak anit # 0.

Boutonova véta (Véta 6): Ve hife NIM s n hromddkami je pozice (X1, X2, ..., Xn)

prohravajici pravé tehdy, kdyz je NIM-soucet velikosti jednotlivych hromadek nulovy,
C\’l'lix;L@Xz@ "'@ano.

Diikaz: Symbolem P si ozna¢ime mnozinu vSech pozic, pro které plati, ze NIM-soucet

je roven nule a symbolem V mnozinu pozic, jez jsou nulové v NIM-souétu.

Pti hie NIM je pouze jedina koncova pozice 0-0...0-0, ktera je pozici prohravajici. Pro
NIM-soucet koncové pozice platii 0 ®0 Q... ®0=0. Coz je vsouladu
s Boutonovou vétou. U nekoncovych pozic musime ovéfit, ze plati charakteristiky

prohréavajicich a vyhréavajicich pozic.

1) Zkazdé pozice z mnoziny P vedou piipustné tahy pouze do pozic z mnozZiny

V (charakteristika prohravajici pozice).

Uvazujeme pozici (i, @, ..., @) Z mnoziny P. Béhem svého tahu si hra¢ vybere jednu
z hromadek a odebere z ni pocet objektli na a’. Budeme piedpokladat, Ze odebral sirky
zprvni hromadky (v opaéném piipadé sta¢i hromadky pieskladat ¢i piecislovat)
a odebral alespon jednu sirku (dle pravidel NIMu) = a "< ay. Pokud by pozice

(a’, ay, ..., an) po provedeném tahu také patiila do mnoziny P, platilo by:

a®a ®.Q0a,=0=a,Q a, .. RKa,

A dle pravidla kraceni by bylo a’= a;. Coz je ovSem spor, a tudiz musi platit
a ®a Q..Q a, +# 0. Libovolny tah z jakékoli pozice v mnozin¢ P tedy vede

vzdy do pozice v mnozin¢ V.

2) Z kazdé pozice z mnoziny V existuje alespon jeden tah do n€jaké pozice z mnoziny

P (charakteristika pro vyhravajici pozici).
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M¢jme pozici (ay, @y, ..., an) Z mnoziny V. Cisla a; a7 a, prevedeme do binarni soustavy
a zapiSeme pod sebe tak, aby sob¢ odpovidajici fady byly ve svislych sloupcich. Jelikoz
se jedna o vyhravajici pozici, tak Nim-soucet je roven nule, a tudiz existuje alespon
jeden sloupec, ktery obsahuje lichy pocet jednicek. Pokud je takovychto sloupct vice,
bude nas zajimat ten, ktery je nejvice vlevo (odpovida nejvyssi mocniné dvojky). Ve
vybraném sloupci u jednoho z ¢isel zménime jedni¢ku na nulu, tak abychom ziskali
sudy pocet jedni¢ek. Cislo jsme tim jisté zmengili, protoZe pfechodem 1 — 0 jsme
zmenS$ili mocninu dvojky. Jde tedy o platny tah (odebrali jsme z libovolného sloupce
pocet objektl vétsi nez nula). A jelikoz NIM-soucet je nenulovy, jednd se o tah do

mnoziny P.

Pocet moznych tahti z vyhrévajici pozice do néjaké pozice prohravajici je shodny
s poctem jedniCek ve sloupci nejvice vlevo, ktery je obsahuje lichy pocet jedniCek.

Z vitézné pozice tedy vede vzdy lichy pocet vitéznych tahi.

Véta 1: Pokud druhy hrac zanechal po svém tahu nebezpecnou pozici, prvni hrac opét

miiZe svym tahem dosdhnout pozice bezpecné.

Diikaz: Po hracové tahu zlstala pozice nebezpecnd, tedy jeji NIM-soucet je nenulovy.
Pokud tedy pfevedeme pocty sirek do binarni soustavy a zapiSeme odpovidajicim
zpusobem pod sebe, alespont v jednom sloupci bude lichy pocet jedni¢ek. Pokud jich je
vic, vybereme ten nejvic vlevo. Ur€ime si z nich jedno ¢islo a zménime u néj jednicku
na nulu, tim jsme urc¢ili hromadku, ze které budeme odebirat. Zname-li po¢ty objektl ve
vSech hromadkach kromé jedné, kdy dokédzeme nulovy NIM-soucet urcit jednoznacné,
¢imz zjistime pocet kament, ktery musime odebrat. Tah je piipustny, protoze jsme

zménili hodnotu mocniny dvojky, ¢imz jsme jisté ¢islo zmenSily.
ai, ay, ..., ax — velikosti hromadek po tahu prvniho hrace
by, by, ..., bk— analogické velikosti hromadek po tahu druhého hrace

s=a; Q a; Q ... ® a, — NIM-soucet a
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t=b; Q b, ® .. ® by —NIM-soucet b
s # 0 (jde o bezpe¢nou pozici) a chce dosdhnout aby, t = 0.

d = max{i,s; = 1}, kde s = $,,Sm_1 ... Sy, stanovime pevné j tak, ze al =1, kde

aj = amam_l

at a]Q. Cimz je urCend hromadka, z niz bude pii tahu odebirano.

Pocet odebiranych sirek zjistime tak, Ze poloZime b; := a; & s, pak hledan¢ Cislo je
a; — bj. Protoze a; > b; je povoleny tah ziskali jsme bezpenou pozici, protoze plati:
t=s ® aj ® bj
t=s®a;® s ® a))

t=0
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8 Vitézna strategie obecné

Pro vitézstvi v libovolné partii NIMu staci, aby hra¢ po svém tahu zanechal na
stole bezpecnou pozici, tj. aby NIM-soucet sirek v hroméadkach dané hry byl roven nule.
Béhem kazdého kola klesa pocet sirek (dle pravidel hry) a diive ¢i pozdéji dojde hra do
pozice 0-0-0...0, ktera je kone¢na. Pokud tedy prvni hra¢ zacina hru v bezpecné pozici,
tzn. s nulovym NIM-souctem, tak zvitézi druhy hra¢. Pokud je poc¢atecni pozice prvniho

hrace nenulova, tak vyhrava on a druhy hra¢ prohrava.

Ptredpokladejme, ze pocet objektii v kazdé hromédce byl pted zacatkem hry

ur¢en ndhodou, ukazme si, jak vypocitat Sance na bezpecné (vyhravajici) pozice.

Pokud jsou na poc¢éatku hry 3 hromadky (tzn. Ze kazda hromadka obsahuje méné
nez 2" objektll a z4dni neni prazdnd), pak vSechny mozné hodnoty viech hromadek

zjistime jako:

2n—1(22n _ 1)
3

Pocet bezpecnych pozic vypocitame jako:

(Zn—l _ 1)(2271 _ 1)
3

Sance, Ze bezpetna pozice bude na pocatku hry rozdana jako vychozi pozice, a zvitézi

tedy druhy hrac, vypocteme jako:

2t
2n-1(2" + 1)
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9 Vitézna strategie v praxi

Dva hraci chtéji hrat NIM. Pred zacatkem hry lezi na stole sirky v podobé NIM
(8, 12, 3, 9). Ktery hrac vyhraje? Jaky bude prvni tah hry?

1) Nejprve pievedeme Cisla do binarni soustavy a uspotadame je do odpovidajicich

sloupct. 8 = 1000,, 12 = 1100,, 3 =0011,, 9 = 1001,

1000 2) NIM-soucet je nenulovy, jedna se proto o vyhravajici pozici.
®1100, Aby prvni hra¢, ktery za¢ina hru, vyhral, musi aplikovat vitéznou
strategii. TakZe je jeho cilem odebrat z néjaké hromadky takovy
®0011, pocet sirek, aby po ukonceni tahu zlstala pozici prohravajici —
®1001, s NIM-souctem rovnym nule.
1110,

1/ 0\/0)\ 0, 3) Najdeme sloupce, ve kterych je pocet jednicek lichy. Vidime,
ze v naSem piipad¢ jsou tfi. Vezmeme tedy ten, ktery je nejvice
vlevo. Tento sloupec volime z toho diivodu, ze podstatou hry je

0[0)1 /1 odebrat sirky a tudiz sniZit jejich pocty. Kdybychom vzali jiny
sloupec, mohlo by nalezeni nulového NIM-souctu vést na Cislo

vys8i, coz ale odporuje pravidlim a mechanismu hry.

4) Ur¢ime si jeden ftadek, ve kterém zménime jednicku
z vybraného sloupecku na nulu. Pro vétsi ndzornost vezmeme

hned prvni fadek.
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2 sirky.

5) Pottebujeme, aby celkovy NIM-soucet byl roven nule. Musime
tedy doplnit do prvniho fadku jedni¢ky a nuly tak, aby v souctu
byla nula a aby v kazdém sloupec¢ku byl sudy pocet jednicek.

6) Prvni fadek jsme doplnili tak, aby NIM-soucet byl roven nule.
Zjistili jsme, ze v prvnim fadku musi byt ¢islo 0110, = 6. Musime

tedy z prvni hromadky odebrat rozdil mezi ¢isly 8 a 6 tedy

7) Z vyhravajici pozice vede takovy pocet
vitéznych taht, taky je pocet sloupecki
S lichym poctem jednicek. V naSem ptipadé
tedy budou tfi mozné tahy, aby byl
vysledny NIM-soucet nulovy. Druhou
a tfeti moznosti je odebrat z druhé
hromadky deset sirek a ze ctvrté hromadky

dvé sirky.

NIM (8, 12, 3, 9) vyhraje prvni hraé, protoZe sviij tah zac¢ina ve vyhravajici
pozici. Ma tii moZnosti vitéznych taht — odebrat 2 sirky z prvni hromadky, deset
sirek ze druhé hromadky, a nebo dvé sirky ze tfeti hromadky.

~50 ~



10 Varianty NIMu

Jak tedy postupovat pro nalezeni vitézné strategic u klasického NIMu
s m hromadkami o n sirkach jsme si rozebrali vySe. Dokézeme jiz aplikovat NIM-soucet
a pracovat s nim, najit bezpecné pozice a urcit tahy pro vyhru. Nyni si ukazeme nékteré
varianty NIMu, které maji jinou podobu nez m hromadek o n sirkach a také jina

pravidla v ramci moznych taha.

10.1 Misére NIM

Misére NIM piipadné také betlovy NIM ¢i betl NIM se lisi od klasického NIMu
tim, ze cilem je posledni kdmen nevzit a donutit k tomu svého protihrd¢. Mtizeme mit
v zakladni pozici libovolny pocet hromadek s libovolnymi pocty sirek a hrajeme stejné
jako klasicky NIM. A jak tedy vyhrajeme betlovou NIM hru? Vitézna strategie funguje
stejné jako v ptipadé klasického NIMu a to az do chvile, kdy pouze na jedné hromadce
zustava vice nez jedna sirka napt. 1-3-1 a 1-2-1-1. V klasickém NIMu bychom odebrali
na pozice 1-1 a 1-1-1-1, tedy tak, aby zustal sudy pocet hromadek. V Misere NIMu
budeme postupovat opacné, sta¢i odebrat tak, aby zustal lichy pocet hromadek (tedy aby

NIM-soucet byl riizny od nuly), v naSem ptipad¢ tedy odebereme na 1-1-1 a 1-1-1.

Obecné tedy plati, Ze pro vyhru nesmi hra¢ nikdy po svém tahu zanechat hru v pozici

1-1-na1-n-0, kdy n > 1.

Na Obrazku 10 jsou zelen¢ vyznacené /\_,_,\
vitézné tahy pro prvniho hrace, Gervené '”Ii \ ﬁ[ \
vitézné tahy pro druhého hrace. /\‘*’f\‘—’ \ ) | “;
i el _h‘. ._\‘. _,r"_"\'/' A ' -
() O

Obrazek 10: Misére NIM - schéma
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10.2 Northcottiv NIM
Northcottiiv NIM je modifikaci klasického NIMu, ale hraje se na ¢tvercové hraci

ploSe (obvykle na Sachovnici 8 X 8 poli) ¢i na obdélnikové hraci plose (m X n,

m#=n Am,n > 1). Kdy na kazdém tadku je umistén

® ®)

jeden kdmen kazdé¢ barvy.

O e

Dva hradi se pfi hie stfidaji a posunuji kameny své () O
barvy. V jednom tahu miize hra¢ tahnout v jedné fadé | ()
o libovolny pocet poli, nesmi vSak nikdy pteskocit @) o

soupetiitv kamen ani zUstat stdit na ném. Stejné tak ‘
Obrazek 11: Northcottiuv NIM -
nesmi opustit hraci plochu. Hra¢, ktery nemuze potatecni stav hry

tdhnout zddnym svym kamenem, prohrava.

Jedna se o modifikaci klasického NIMu, kdy jednotlivym hromadkam sirek odpovida

pocet volnych poli mezi kameny v jednotlivych

® ®)

fadcich. Proto pro urceni vitézné strategie bude stacit

O e

op¢t aplikovat NIM-soucet.

® ®)

41010205®1=3 O o

o @

Pro tah do vyhravajici pozice tedy posuneme kameny Obrizek 12: Northeottiiv NIM - kde najit
Klasicky NIM
V druhém nebo patém fadku na mezeru dvou poli

pfipadné ve ¢tvrtém fadku na mezeru Sesti poli.

10.3 Wythoffiv NIM

Wythoffliv Nim je modifikaci NIMu, kdy dva hraci stfidavé odebiraji kladny
pocet kulicek pravé ze dvou hromadek. A to tak, Ze v jednom tahu je mozné vzit
libovolny pocet kulicek (klidn¢ i vSechny) zjedné hromadky, piipadné z obou
hromadek, tehdy ale pocet odebranych kulicek musi byt z obou hromadek stejny.
Vyhréava hrag, ktery odebere posledni kulicku.

Budeme-1i mit tedy naptiklad dvojici isel (1, 2), tak je @ @

ztejmé, Ze hrag, ktery tuto pozici zanechd po svém tahu,
Obrazek 13: Wythoffav

Nim - pozice 1-2
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vyhraje bez ohledu na tah svého protihrace. Ten totiz mlize odebrat po jedné kulicce

Z obou hromadek, jednu kulicku z levé hromadky nebo dvé kulicky z pravé hromadky.
Tuto pozici mizeme tedy oznacit za bezpecnou.

Za dalsi bezpecnou pozici bychom mohli oznacit ¢isla (3, 5).

@ @ Moznosti tahu jsou odebrani jedné, dvou nebo tii kulicek

Obrazek 14:Wythoffiry

N : z obou hromédek nebo libovolného poctu kulicek zjedné
im - pozice 3-5

Z hromadek, coz ale vzdy vede na pozici s jednou prazdnou

hromadkou ¢i na moznost odebrat na pozici (1, 2).

Radu vyhernich pozic poéinaje dvojici (ay, b;) = (1, 2), lze pomoci (ay, by)
zapsat jako:

a, =min{c:c > a; b;, i < k}
bk = ag +k

Za bezpeéné tedy povazujeme tzv. Wythoffovy dvojice: (1, 2), (3, 5), (4, 7), (8, 13),
(9, 15), (11, 18), (12, 20), (14, 23), (16, 26), (17, 28), (19, 31), (21, 34), (22, 36),
(24, 39), (25, 41), (27, 44), (29, 47) ... az kazda n-ta dvojice, ktera vyhovuje vzoru:

(Inel, Ing?D),

o , NPT 5+1 . o
kde |x| znaci dolni celou ¢ast Cislaxa ¢ = \/‘7+ je hodnota zlatého fezu.

10.4 Shannonitiv NIM
Shannontv NIM piedstavuje variantu klasického NIMu, kdy se hraci pravidelné
stiidaji a v jednom tahu odebiraji pouze zjedné hromadky sirek, ovSem pocet

odebiranych sirek mize byt pouze jedna nebo prvocislo.

Pro vitézstvi v Shannonové NIMu pouzijeme opét
NIM-soucet. V klasickém NIMu musi byt ve v§ech sloupcich
sudé pocty jednicek, aby pozice byla bezpecna, ale
u Shannonova NIMu nas budou zajimat pouze posledni dva

sloupce, které musi obsahovat sudy pocet jednicek. Mé&jme 01 1W

tedy pozici 17-13-2-18, po pievedeni do binarni soustavy
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a provedeni NIM-souctu je ziejmé, ze pro klasicky NIM tato pozice bezpe¢na neni, pro

Shannoniiv ano, protoze NIM-soucet poslednich dvou sloupcii je roven nule.

10.5 Mooretiv NIM

Oznacovany jako NIMy je modifikace klasického NIMu, kdy je pfed kazdou
hrou pevné dané libovolné pfirozené c¢islo k. Dva hrac¢i pak stéidavé odebiraji
z libovolného po¢tu n hromadek sirky a vitézi ten, ktery bere jako posledni. V jednom
tahu je mozné odebrat az z k hromadek libovolny pocet sirek, celkem vzdy vSak alespon
jednu. Je tedy na kazdém hraci, jestli vezme jednu sirku z jedné hromadky, nebo
vSechny sirky z az k hromadek, jestli z kazdé z k hromadek vezme stejny pocet nebo

nic.

Vzhledem k mozZnosti odebirat z k hromadek je zfejmé, ze v okamziku, kdy bude
pocet hromadek k nebo mensi, hra¢ vezme vSechny zbylé sirky a vyhrava. Pti hie bude
cilem hrace odebirat tak, aby na jeho tah zbylo pravé k hromadek nebo méné. Do toho

okamziku je vSak nutné nalézt bezpecné pozice.

Jak najit bezpecné pozice pro vitéznou strategii? Vezmeme libovolné

n hromédek o X1, X, ..., X, sirkdch a kazdou hromadku vyjadiime ve dvojkové soustave
xp=x)+xt-2V+x?-22 41722+ a2+

a jako u klasického NIMu si bindrni vyjadfeni hodnot zapiSeme pod sebe a provedeme
NIM-soucet. NaSim cilem vSak bude najit takovy vysledny NIM-soucet, v némz soucty

jednicek v jednotlivych sloupcich budou délitelné ¢islem k + 1. Vyjadieno formalné:

n
inf =0 mod(k+1), j=01,23.

i=1

Nejprve si to ukazme na pozici 15-8-3-1 pii NIM; (coz je klasicky NIM, v NIM-souctu
vSak tentokrat nepouzijeme vyjadieni jednicek a nul na zdkladé XOR souctu, ale pouze

pocty jednicek v jednotlivych sloupcich).
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k=1
k+1=2

k+1=4

1110 1, 0, 1010,
1/0/0/0, 0, 0, 1000,
00|11, 1, 1, 0011,
0lo[o|1, 1, 1, 000 1,

3 2 2022

212W

Na Obrazku 15 vidime, Ze pocet jedni¢ek je sudy v prvnim a tfetim sloupci,

Obriazek 15: Mooreiv NIM pro k=1

proto s nimi dal pracovat nebudeme. JelikoZ podstatou hry je sirky odebirat a nikoli
pridavat, musime zacit upravovat jako prvni sloupec ten nejvice vlevo. Potfebujeme
najit ¢islo délitelné dvéma, v naSem piipade je tedy jedind moznost, jednicku prvniho
fadku zménit na nulu. Pravidlem NIMugje to, Ze smime brat pouze z jedné hromadky,
proto se dale mizeme sousttedit pouze na dalsi zmény v prvnim fadku binarniho zapisu.
Zbyva vyresit ¢tvrty sloupec, zménime tedy také jednicku na nulu. Tah do bezpecné

pozice z pozice 15-8-3-1 je odebranim péti sirek z prvni hromadky na pozici 10-8-3-1.

Nyni vyzkousSime aplikovat stejny princip vyhledani bezpecné pozice pfi tahu

z pozice 15-8-3-1 pti hie NIMs.

1111, 0 0 0 0001,
100 0, 0 0 0 0001,
0011, 0 0 0 0001,
0001, 0 0 0 0001,
2123 0 0 0 0004

Obrazek 16: Mooreuv NIM pro k = 3

Z Obréazku 16 vyplyva, Ze po binarnim zépisu pocet jednic¢ek v zddném sloupci
neni de€litelny ¢tyimi. Bude tedy nutné postupné upravit vSechny sloupce, zatneme tim
nejvice zleva. Jelikoz mizeme odebirat pouze ze tii hromadek, musime do prvniho
sloupce dosadit samé nuly. Stejné tak tomu bude také ve druhém a tietim sloupci.

U ¢tvrtého sloupce naopak zménime nulu v druhém tadku na jednicku. Z 15-8-3-1 bude
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tah do bezpecné pozice odebrani 14 sirek z prvni hromadky, 7 sirek z druhé hromadky
a 2 sirky ze treti hromadky — bezpeénou pozici je tedy 1-1-1-1. Dalsi hra¢ v poradi totiz

muze odebrat maximalné tfi hromadky a at’ bude tahnout jakkoli, vitézi hrac pted nim.

10.6 Maticovy NIM

Jinak nazyvany také Matrix NIM ¢& NIM" se hraje na &tvercovém ¢i
obdélnikovém hracim poli o n sloupcich a m tadcich, kdy jsou na jednotlivych polich
umisténé hroméadky minci. Hraci se pravidelné stiidaji a odebiraji tak, ze bud’ vezmou
libovolné nenulové mnozstvi minci z libovolného po¢tu hromadek umisténych v téze
fad¢, nebo tak, ze alespon jeden sloupec zlstane nezménény (odeberou tedy z (n — 1)

sloupcit).
Bezpecnou pozici ziskdme, pokud splituje dvé podminky:

e pro kazdy sloupec existuji jiny se stejnym poctem minci
e vezmeme-li nejmensi hromadku minci z kazdého tadku, jejich NIM-soucet je

nulovy dle pravidel klasického NIMu

10.7 TacTix

Je variantou NIMu, kter4 se hraje na ¢tvercovém ¢i obdélnikovém hracim poli
om fadcich a n sloupcich, kdy na kazdém policku lezi pravé jeden kdmen. Hraci
stiidavé odebiraji libovolny pocet kament z jedné fadky nebo jednoho sloupce, kameny
vSak spolu musi sousedit, je-li tedy odebran tieti kdmen v potadi, tak druhy a ¢tvrty jiz

najednou vzit nelze.

Diive se hravalo spiSe na c¢tverci 6 X 6 poli, ale rozméry m a n mohou byt
libovolné. V soucasnosti je nejznaméjsi verzi TacTixu ¢tverec 4 X 4 pole, jde v podstate
o dvojrozmérnou podobu klasického NIMu. Existuje 1 verze TacTex, ktera se hraje na

hraci desce Sestithelnikového tvaru.

Stejné€ jako klasicky NIM se TacTix hraje ve formé Misere (hra¢ s poslednim

tahem prohrava) i Non Misére (hrac¢ s poslednim tahem vyhrava). Pro betlovy TacTix je
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vitézna strategie neobjevend. Pro klasickou herni konvenci plati strategie, ze pokud je
hraci pole n X n a n je liché Cislo, zvitézi prvni hrac. Ve svém prvnim tahu odebere
sttedové policko a nasledné bude odebirat sttedové soumérné tahy jako jeho soupef.
Vezme-li tedy druhy hrac¢ pravy horni kamen, vezme druhy hrac¢ levy spodni atd. Pokud
bude n sudé ¢islo, zvitézi tentokrat druhy hra¢ a to opét zrcadlovymi tahy protihrace.
(Obrazek 17)

@00

0 e

o
O

000 e
0000
000 e
000
0 00
@0 00

O

Vitézstvi prvniho hrace Vitézstvi druhého hrace

Obrazek 17: TacTix - vyherni strategie

10.8 Dalsi varianty NIMu

Vsechny nasledujici varianty uvadime pro ilustraci toho, jak pestrd mize byt
paleta moZznych variant NIMu. N¢které nuance mohou byt tak jemné, Ze rtizné verze hry
se lisi tfeba pouze povolenym poctem odebiranych pfedmétii, proto rozhodné nebude
vycerpana celd Skala moznosti. To de facto ani neni mozné, protoZe v podstaté se da
fici, ze kazdi dva hraci si mohou vytvofit svou vlastni variantu NIMu dle amluvy pro
jednu konkrétni hru. VSechny dale zminované varianty budou uvedeny pouze s popisem
zakladniho postaveni hernich pfedmétl a pravidel konkrétni hry, nebudeme u nich

rozebirat, jak ziskat tahy v ramci vitézné strategie a dosahnout vyhry.

10.8.1 Laskeriiv NIM
Pfi této varianté NIMu se hraci pravidelné stfidaji a odebiraji libovolny nenulovy
pocet sirek s libovolného mnozstvi hromadek, navic vSak hrac, ktery je na tahu, mize

misto odebrani sirek rozdélit jednu libovolnou hromadku na dvé neprazdné ¢asti.
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Moznosti odebrani

10.8.2 NIM 19

Pti hie NIM 19 se bude hrat s19 mincemi
rozmisténymi na hraci desce tvaru Sestitthelniku, kdy
jsou zaplnéna vSechna pole. Hraci se stfidaji a odebiraji
bud’ jednu minci, dvé sousedici mince, a nebo tii mince

tvorici trojahelnik. (Obrazek 18)

Obrazek 18: NIM 19
10.8.3 Sulucrus

Hraci se stfidaji a z jedné hromadky s alespon 22 kameny odebiraji kladné pocty

kament tak, ze prvni hra¢ smi odebrat 1, 3 nebo 6 kusi a druhy hrac 2, 4 nebo 5 kust.

10.8.4 Peggy NIM
Hraci stiidavé odebiraji z hromadek kladné pocty kameni. V jednom tahu je
mozné odebrat z jedné hromadky, bud’ sudy pocet kamenti (ale ne vSechny), nebo lichy

pocet kament (a az celou hromadku).

10.8.5NIM 21
Hraje s21 sirkami nijak nerozdélenymi do jednotlivych hromadek, hraci se

stfidaji a odebiraji jednu, dvé nebo tfi sirky. Vitézi ten, kdo vezme posledni sirku.

NIM 21 mizeme zobecnit na libovolny pocet sirek v pocateéni pozici hry
a libovolné hodnoty, které je mozné v jednotlivych tazich odebirat napt. prvocisla, ¢isla
1 az n ¢isel pro n > 0, Ctvercova Cisla, Piileny NIM — kdy je mozné odebrat nejvyse
polovinu vsech sirek, Proporciondlni NIM — odebiraji se takové k pocty sirky, pro které
plati: §+ 1> k atd. (Nekteré z téchto moznych obmén her jsme si ukazali vySe pii

popisu Sprague-Grundyovy sekvence).

10.8.6 Fibonacci NIM

Varianta NIMu hrana s jednou hromadkou sirek libovolného poctu, kdy prvni
hra¢ mize odebrat jakykoli lichy pocet sirek (ne celou hromadku). V kazdém dalSim
tahu je mozné odstranit maximalné¢ dvojnasobek poctu sirek, které provedl hrac
v pfedchozim tahu. Pf.: Prvni hrd¢ vezme z hromddky jednapadesati sirek piesné
9 sirek, druhy hra¢ tedy miize vzit 1 — 18 sirek a rozhodne se vzit 4 sirky. Prvni hra¢

v dal$im tahu smi vzit 1 — 8 sirek.
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10.8.7 Nebonacci NIM
Obdobn¢ jakou Fibonacciho NIMu hraci stfidavé odebiraji z jedné libovolné
velké hromadky sirek, tentokrat vSak hra¢ ve svém tahu mize odebrat aZz trojndsobek

poctu sirek z ptfedchoziho tahu.

10.8.8 Multibonacci NIM

Multibonacci NIM je zobecnéni Fibonacciho NIMu, kdy se odebira n-nésobek
predchoziho tahu. Hraci jsou ve stfidavych tazich omezeni horni hranici F(n) moZznych
odebranych sirek a hodnota F(n) pii tom nemusi byt omezena pouze na hodnoty linearni

funkece.

10.8.9 Poker NIM

Hraje s libovolnym poctem Zetont rozdélenych do libovolného poctu hromadek
jako v klasickém NIMu, navic v§ak maji oba hraci na zacatku v kapse jesté stejny pocet
nahradnich zetonl. Hraci se stfidaji ve hie a ve svém tahu, bud’ odebiraji z hroméadek
nenulovy pocet Zetonl (dle pravidel klasického NIMu), nebo mohou odebrat nenulovy
poCet Zetonid zjedné hromadky a navic pfidat nenulovy pocet Zetond na jinou

hromadku.

10.8.10 Dvojrozmérny NIM

Tato varianta NIMu se hraje na ¢tvercové siti, ve které je rozmistény konceny
kladny pocet minci, kdy na jednotlivych polich mize byt jedna mince nebo i vice minci.
V prvni variaci hra¢ pfi svém tahu miZze posunout jednu minci ve stejném tadku
smérem doleva, pfipadn€ na policko v niz§im fadku. V druhé variaci je mozné navic
posunovat celou hromadkou po polickach doleva a dolti, a dokonce mince z hromadek

odebirat.

10.9 NIMin

NIMin, NIM incogito nebo také utajeny NIM ¢i1 NIM v prevleku, to vSechno
jsou ndzvy her, které na prvni pohled nemaji s klasickym NIMem nic spolecného.
Pokud vSak zvazime podobu hry, mozné pozice a predev§im povolené tahy, dokdZeme
nalézt zakonitosti pro vitéznou strategii, a to pravé na zaklad¢ klasick¢ého NIMu.

Pouzijeme-li NIM-soucet, pravidla, znalost podoby bezpe¢nych pozici, zkratka vSechny
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dostupné mechanismy, dokdzeme v kazdém utajeném NIMu najit vitézné tahy dle

Boutonovy vyherni strategie.

U vSech NIMin verzi bude popsdna samotnd hra a to, jak ji pfevést na NIM,
protoze s tou formou hry jiz umime pracovat. Pokud bude dalSi postup herni strategie

ekvivalentni s klasickym NIMem, nebudeme ho dale rozebirat.

10.9.1 Schody

Mg¢jme n schodl a na nich polozeno kone¢né kladné mnozstvi k sirek, které jsou
rozmisténé tak, Ze na jednom schodu muiize lezet jedna nebo vice sirek, nebo tam nemusi
byt zadnd. V kazdém tahu si hra¢ urc¢i libovolny schod a znéj posune libovolné
mnozstvi sirek (nejméné jednu, nejvice vSechny) o jeden schod nize. Se sirkami, které
se ocitnou na podlaze pod prvnim schodem, se jiz dale nehraje. Hraci se pravidelné

sttidaji a hrag, ktery posune posledni sirku na podlahu, vyhral.

Potiebujeme tedy v dané hie n€kde objevit NIM, hledame proto néjakou pozici
X1, X2, X3, ..., Xn, U niZ mizeme vyuzit NIM-soucet a zajistit si tahy k vitézstvi. V ptipadé
Schodl najdeme NIM ukryty v poctech sirek na lichych schodech. Bezpecna pozice
bude tedy vychazet z poctu sirek na Xi, Xs, ..., X schodech (a bude platit: k = n pokud
je n liché ¢islo, k = n — 1, pokud je n sudé ¢islo) a bude odpovidat nulovému NIM-
souctu klasického NIMu, kdy hromadky sirek na lichych schodech odpovidaji
hromadkam klasického NIMu.

Pokud tedy bude mit pocatecni pozice Schodu tvar 3-1-0-2-2 a povolené tahy
jsou pohyby vzdy o jeden
schod nize, tak po aplikaci
NIM-souctu objevime, Ze
vyhravajici pozici bude pozice
2-1-0-2-2, odebereme tedy

jednu sirku z prvniho schodu.
(Obrazek 19)

Obrazek 19: Schody - bezpe¢na pozice, 1

Jelikoz se vSak nejednd o klasicky NIM, v ur€itych okamzicich hry je mozné

hodnoty hromadek i1 zvétSovat, tak bude existovat také vit€ézna pozice se zapojenim
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vSech tii lichych schodu. Jak bylo zminéno vySe, pokud zname dvé Cisla a vyslednou
hodnotu NIM-souctu, tak tieti ¢islo dokazeme urcit jednoznacné. Druhym moznym
tahem do vitézné pozice bude prendani jedné sirky ze Ctvrtého schodu na treti 3-1-1-1-2.
Pro vyhru je tedy podstatné udrzovat pocty sirek na lichych hromadkach v nulovém
NIM-souctu, dodrzovat symetrické pozice a dalSi bezpecné pozice klasického NIMu.

(Obrazek 20)

11, 11,
_ 01,
10, 10,
00, 00,

Obrazek 20: Schody - bezpe¢na pozice, 2

10.9.2 Nimble

Nimble je dal§i NIMin hrou, jednd se o obdobu Schodii. M&me ocislovanou
konecnou tadu poli 0, 1, 2, ..., n, na kterych je rozmistény konec¢ny kladny pocet minci
tak, Ze v kazdém poli je bud’ jedna mince, vice minci nebo Zadnad mince. Hraci se
pravidelné stiidaji, v kazdém tahu si zvoli pravé jednu minci a pfesunou ji na libovolné
pole smérem vlevo od ptivodniho pole. (Obrazek 21) Mince lezici ,,v cesté je mozné
preskocit a také pokladat na sebe. Jakmile je mince na poli 0, jiZ se s ni dal nehraje. Hra

kon¢i v okamziku, kdy jsou vSechny mince na nulovém poli.

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Obrazek 21: Nimble - mozné tahy

NIM v této hie budeme hledat v poctech minci na jednotlivych polich. Lezi-li na
poli s ¢islem jedna, uréime si ji jako hromadku NIMu s jednou sirkou, pole se ¢tyfkou
bude hromadkami se ¢tyfmi mincemi atd. Pokud na poli lezi vice minci, zapiSeme si
kazdou minci jako samostatnou hromadku, protoze v klasickém NIMu muiZe byt v jedné
pozici vice hromadek stejné hodnoty. M&jme tedy Nimble 1-3-3, kdy na prvnim poli

budeme mit jednu minci a na tfetim poli dvé mince. Abychom zjistili, jaka je bezpec¢na
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pozice, provedeme NIM-soucet a zjistime, ze bude roven nule pro pozici 1-2-3
Vv klasickém NIMu. (Obrazek 22) Pro vyherni strategii bude stacit dodrzovat nadale

zrcadlové tahy a drzet symetrické pozice 2-2, 1-1 atd.

o 1 2 3 0o 1 2 3

Obrazek 22: Nimble - bezpeéna pozice

10.9.3 Mince na pasu

Mince na pasu jsou hrou, ktera se stejné jako Nimble hraje na koneéném pasu
poli, na némzZ je rozmistény konec¢ny kladny pocet minci. Tentokrat vSak na kazdém
poli smi lezet bud’ jedna nebo Zadnd mince. Hraci se pravidelné stfidaji a piesunuji
mince smérem k levému kraji, a to tak, ze smi vzit v jednom tahu pravé jednu minci
a presunout ji o libovolny pocet poli smérem vlevo, ale pii tom nesmi zddnou jinou
minci preskocit ani umistit na stejné pole, kde jiz mince lezi. Hra konc¢i ve chvili, kdy
jsou vSechny mince ze hry sefazeny vedle sebe od zacatku pasu bez vynechaného pole.
Bude-li tedy hra mit rozmisténo na pasu libovolné 7 minci, na konci budou vSechny

mince sefazeny na polich 1-7. (Obrazek 23)

Pocatecni stav hry

Koncovy stav hry
Obrazek 23: Mince na pasu - podoba hry

Jak tedy vyhrat Mince na pasu? Opét pomoci nulového NIM-souctu. Staci, kdyz
si mezery mezi jednotlivymi mincemi pfedstavime jako jednotlivé hromadky klasického

NIMu.

|

3 3 0 1
NIM (1, 0, 3, 3)

Obriazek 24: Mince na pasu - nalezeni NIMu, modelovy priklad
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Vzdy za¢neme pocitat mezery zprava doleva a mezi to mezi prvni a druhou
minci, tieti a ¢tvrtou, patou a Sestou atd. Pokud je minci lichy pocet, jako posledni
zapocitame mezeru mezi minci Uplné€ vlevo a koncem pasu. Pocty poli mezi mincemi
zapiSeme jako klasicky NIM, v naSem modelovém piipadé tedy budeme mit pocatecni
pozici 1-0-3-3. (Obrazek 24) Dale jiz budeme postupovat jako u klasického NIMu,
najdeme nulovy soucet a posuneme konkrétni minci smérem doleva. U Minci plati
stejny mechanismus jako u hry Schody, do uré¢itého okamziku je mozné mezery
zvétsovat, pro vyhru budeme tyto tahy vyrovnavat opétovnym zmenSovanim a ve chvili,
kdy jiz neni mozné mezery zvétSovat, budou platit pravidla pro vyhledavani bezpecné
pozice jako u klasického NIMu. U naseho modelového piikladu jsou tedy mozné tahy

na bezpecné pozice 0-3-3, 1-2-3 nebo 1-3-2.

10.9.4 Stepinova hra

%

NIM (5, 1, 2)

Obrazek 25: Stepinova hra

Stepinova hra (Obrazek 25) je obdobou Minci na pasu, také se hraje na
kone¢ném pasu poli, na némz je rozmistény kone¢ny kladny pocet minci. Mezi mincemi
je vSak navic poloZena zlata medaile. Mince se posunuji smérem doleva, nesméji se
preskakovat ani umistovat na sebe a ve chvili, kdy je mince na poli¢ku Uplné vlevo, tak
spadne do pfipraveného mésce. Hraci sttidavé posunuji mince i medaili a vitézi ten,
ktery medaili dostane do méSce. Nalezeni NIMu je shodné s Mincemi na pasu, opet nas
budou zajimat mezery mezi dvojicemi objektl (prvni a druhy, tieti a ¢tvrty atd., medaile
se pocita jako mince). Pokud je objektii lichy pocet, zapocitdime také mezeru mezi
posledni minci a polem s méScem. Na obrazku je tedy vlastné NIM s pocatecni pozici

5-1-2.
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10.9.5 Zelvy

Obriazek 26: Zelvy - potateéni pozice hry
M¢jme v fad€ za sebou kladné n zelv, kdy nékteré lezi a nékteré stoji (Obrazek
26). Hraci se stfidaji a zelvy otaceji. V jednom tahu si hra¢ vybere jednu zelvu, ktera
lezi na zadech, otoci ji na nohy a pokud chce, jest¢ mize otocit libovolnou zelvu nalevo
od té prvni, u které je jedno, jestli stoji nebo lezi. Pokud budeme mit tedy naptiklad
zelvy jako na Obrazku 26 a prvni hrac¢ otoc¢i Ctvrtou Zelvu zleva, mize (ale nemusi)
otocit i prvni, druhou nebo tfeti zelvu. Hra konc¢i ve chvili, kdy vSechny zelvy stoji

a vitézi hrac, ktery otocil posledni zelvu.

A kde je v této hie schovany NIM? V zelvach, které jsou oto¢ené na zadech.
Misto zelvy na n-tém misté v fad¢€, je mozné si piedstavit hromadku NIMu o n sirkach.

Zelvy lezici na zadech na Obrazku 26 tedy tvoii NIM (3, 5, 6, 7, 9).

Po provedeni NIM-souctu zjistime, Ze je nenulovy a pro tah do bezpecné pozice
musime z posledni hromadky odebrat dvé sirky, tzn. abychom dostali pozici 3-5-6-7-7.
V tadé vSak stoji na kazdém misté prave jedna Zelva, nemizeme mit dvé Zelvy, které by

znacily dvé hromadky o sedmi sirkach, protoze sedmé misto v fad¢ je jen jedno.

V NIMu vsak plati pravidlo, ze méame-li dvé hromadky o stejném poctu sirek,
tak se hra nezméni, NIM-soucet dvou stejnych cisel je roven nule a jednd se tedy
o bezpecnou pozici. Pfedstavme si to i tak, Ze pokud mame napf. pozici 2-2, jeden hrac¢
odebere na pozici 2-1, tak druhy tahem vezme také jednu sirku z druhé hromadky na
pozici 1-1, ¢imz se sice zmensi poCty sirek v obou hromadkach, ale zbytek hry to

neovlivni. A praveé této vlastnosti vyuzijeme pii otaceni zelv.

V klasickém NIMu tedy pouZzivame strategii ,,hromadku o velikosti vV zmensime
na hromadku o velikosti m*, u Zelv ji budeme aplikovat jako ,,zelvu na v-té¢ pozici
oto¢ime na nohy a zelvu na m-té pozici ptrevratime do opacné polohy, bez ohledu na to,

zda byla ptivodné nahofe nohama nebo krunyfem®. (Obrazek 27)
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NIM (3,5,6,7,9) — NIM (3, 5,6,7,7), oto¢ime devatou a sedmou zelvu

% % & M S 6 v e A

NIM (3, 5, 6) — coZ je bezpetna pozice dle Boutona
Obrazek 27: Zelvy - bezpe&na pozice

10.9.6 Green Hackenbush

Green Hackenbush je hra, kterd se (na rozdil od vSech ptredchozich her
a to klasickych variant i NIMin her) nehraje se sirkami, mincemi, zetony, kameny ani
S Zadnymi jinymi pfedméty, ale se specialnimi obrazky. (Obrazek 28) Kazdy obrazek
hry Hackenbusch se sklada z kone¢ného poctu barevnych tsecek, které jsou vzajemné
spojeny uzly a vSechny jsou né&jakou cestou propojeny se specialnim bodem — kofenem.
Jedna se — jinymi slovy fe€eno — o neorientovany zakofenény graf, ve kterém vSechny
hrany a uzly tvoii fetézce k jedinému vrcholu nazyvanému kofen nebo zemé. Koifen
(nebo zem¢) je na obrdzcich reprezentovan Carkovanou carou a i kdyz se jedna

o pfimku, je nutné zem chapat jako jediny bod.

.
..

.e
-
- .

Obrazek 28: Green Hackenbush - modelovy obrazek
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10.9.6.1 Podoba obrazku vhodného ke Green Hackenbush

Kazda hrana bud’ musi spojovat dva uzly, nebo tvofi smycku kolem jednoho
uzlu (Obrazek 28: zarovky na lustru). Uzly mohou byt spojeny i vice hranami (Obrazek
28: stiecha), a proto v jednom obrazku muze od jednoho uzlu existovat vice cest k zemi.
Zakladnim pravidlem vsak je, Ze kazdy uzel musi byt pomoci hran spojen se zemi,
protoze pokud by tvar ,zistal viset ve vzduchu®, mizeme to interpretovat tak, ze
zafunguje princip gravitace a cely objekt zmizi. Zelené okno na obrazku kostela je
v pofadku, je pripojeno K jedné stén¢ a tim nepiimo také k zemi. Na druhou stranu
oranzové okno kostela neni pfichyceno k Zzadnému pevnému bodu, a proto by ,,spadlo®

a Z obrazku zmizelo. (Obrazek 29)

Obrizek 29: Green Hackenbush - vhodny obrazek

10.9.6.2 Pravidla Green Hackenbush

A v em spociva samotnd hra? Hraci se stfidaji a v kazdém tahu postupné
odstiihavaji (umazavaji, hackuji, odstraniuji...) néjaky segment grafu. Pokud se jedna
o koncovou usecku (v modelovém obrazku hrany oznacené pismeny A a B), zmizi
pouze ona odstrafiovand hrana. Pokud vSak hra¢ odstfihne segment uvnitt fetézce, zmizi
vSechny casti, které se ,,ocitnou ve vzduchu®, stejn€ jako tomu bylo u oranzového okna

kostela. Pokud se z Modelového obrazku (Obrazek 28) odstfihne hrana C, zmizi celé
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okno vcetné lustru, pokud se odstfihne hrana D, zmizi celd anténa a pokud by byla
odstranéna hrana E, zmizi celd panenka. Vyhrava hra¢, ktery odstrani posledni cast

obrazku.

Takto popsand hra se nazyva Green Hackenbush, existuji vSak jest¢ dveé
varianty: Red-Blue Hackenbusch a Red-Blue-Green Hackenbusch. Obé varianty maji
stejna pravidla tykajici se podoby obrazki, ale kazdy obrazek se navic sklada z GiseCek
ruznych barev. U RBH kazda barva piipada jednomu hra¢ a pouze usecky své barvy
muze hrac¢ odstranovat. RBGH je slozeny z useCek tfi barev. Modré a Cervené hrany
patii jednomu nebo druhé hraci a zelené jsou neutralni. Hra¢ tedy ve svém tahu miize
odstfihnout hranu své barvy nebo hranu barvy zelené. Jelikoz vSak pouze Green
Hackenbush je nestrannou hrou a je jedinou variantou pfevoditelnou na NIM, budeme
se dale zabyvat pouze variantou GH. Nez se vSak podivame, jak NIM v obrazku najit,
podivame se na tzv. Bambusové stonky, které slouzi jako uvod do hry GH a je to jeho

jednoducha verze, pro niz plati stejna pravidla jako pro nésledujici slozitéjsi obrazky.

Bambusovy stonek sn segmenty je piikladem linearniho grafu sn hranami
spojené¢ho s jednim koncovym uzlem (se zemi). Tah spociva vtom, Ze odstiihneme
libovolnou hranu a vSechny hrany nad ni tim zmizi
také. Hra nasledné¢ konc¢i ve chvili, kdy jeden
Z hraci odstrani posledni segment a vitézi. Kazdy
stonek sloZeny z n segmentli mizeme zmensSit na
jakykoli mensi pocet segmenti hodnot od n — 1 do
0. Cimz je jeden stonek ekvivalentni s hromadkou
NIMu. A hru budeme hrat podle strategie
klasického NIMu. Levou ¢ast Obrazku 30 tedy

Obrazek 30: Green Hackenbush - les

bambusovych stonkt miZzeme vnimat jako ekvivalentni ke hie NIM

(3, 4, 5). Pak jiz budeme postupovat stejn¢ jako u NIMu, provedeme NIM-soucet.
U levé casti lesa nam vyjde nenulovy a potiebujeme odstfihnout hrany tak, aby po tahu
zbyla bezpecna nulové pozice. Odstiihneme tedy druhy segment levého bambusového
stonku, ¢imz zmizi i vrchni segment a zlstane pouze jeden, coz jiz odpovida nulovému

NIM-souctu.
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10.9.6.3Uprava obrdzku

Na bambusovych stoncich jsme si ukdzali, jak bude fungovat uplatnéni NIMu
u Green Hackenbush. Ale hraci obrazky nebudou sloZeny jen z bambusovych stonkd,
jelikoz jejich feSeni je jiz jednoduchou zélezitosti, bude hracitendenci obrazky
transformovat pravé do této podoby. To ovsem bude muset byt provedeno podle jistych
pravidel. Retdzce totiz mohou byt vétvené do stromil, zacyklené i kombinované z vétvi

a cykla. Podivejme se tedy, jak obrazek prevést na NIM.

10.9.6.3.1Retézce bez cykli i vétvi

Tyto fetézce jsou v podstaté bambusové stonky. Smycky na koncich fetézct byt
mohou, nejedna se totiz o zadny cyklus, ale pouze o jiné vyjadieni hrany spojené dvéma
uzly, které splyvaji v jeden bod, kazdou smyc¢ku mizeme nahradit jednim segmentem.
Problémem neni ani spojeni dvou stonkd na zemi. JiZ jsme zminili, Ze zem je nutné
chapat jako jediny bod a de facto by tak vSechny ¢asti mohly byt spojené do jednoho
kotene. Obrazek bez cykleni tedy pfevedeme na NIM tak, ze spocitdme hrany kazdé
jednotlivé ¢asti. M-ta ¢ast o n segmentech bude odpovidat jedné m-t¢ hromadce NIMu

0 n sirkach. (Obrazek 31)
NIM (7,1, 4,5, 3, 1)

Obrazek 31: Green Hackenbush - bez cykli a bez vétveni, pi‘evedeni na NIM

10.9.6.3.2Retézce s vétvenim - STROMY

Zakotenény strom je graf s jednim specidlnim vrcholem (kofenem) a plati, Ze
z kazdého koncového vrcholu vede jedinecna cesta k zemi. Tah spoc¢iva v tom odstranit

uréitou hranu a vSe, co je nad ni také zmizi. Kazdy strom odpovidd ekvivalentni

vvvvvv

mozné strom pievést na bambusovy stonek, vyuZijeme tzv. Colon principle, ktery fika:
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Vetve, které se spojuji v jednom uzlu, je mozné nahradit jedinou vetvi (stonkem), jejiz

velikost odpovida NIM-souctu piivodnich vetvi.

- - .

Obrazek 32: Green Hackenbush - Les vétvenych stromi

Zatneme nejjednodusS$im stromem A z Obrazku 32, na némz si ukdzeme
aplikaci Colon principle. (Obrazek 33) Pii pfevadéni je nutné postupovat vzdy od
nejvyssich segmentii stromu. Oznacime si vSechny vétvici body, vybere jeden
nejvzdalengjsi a pro vétve, které se v ném spojuji, provedeme NIM-soucet. Podle toho,

jakd  hodnota  Nim-souctu

vyjde, tak stejné dlouhym ~ 1®1=0

, [ ] . 2 ® 2 = 0
bambusovym stonkem pak
nahradime vétve. Na obrazku ’ ) ’
A tedy vezmeme vétvici bod .
vlevo nahofe. NIM-soucet ~ ------—---- e R .-

., «r . Obrazek 33: Green Hackenbush - Colon principle 1
dvou stejnych cisel je roven

nule, proto nebudeme zakreslovat nic. Pfejdeme k dalSimu vétvicimu bodu, zopakujeme
cely postup a zjistime, ze se jedna opét o NIM-soucet rovny nule, proto i celé toto
vétveni nebudeme brat v uvahu, libovolné vétveni ve tvaru pismene Y bude mit vzdy
nulovy NIM-soucet. Cely strom A mizeme tedy nahradit ekvivalentni hromadkou

NIMu s hodnotou 1.

Pro nazornou ukazku Colon principle byl strom A pfili§ jednoduchy, protoze
sestaval pouze ze symetrickych vétveni. Podivejme se tedy na upravy stromu B.
(Obrazek 34) Opét si vyznacime vétvici body a zacneme napiiklad tim uplné vpravo.

Spojuji se v ném vétve o velikostech 1 a 3, jejich NIM-soucet je 2, proto piivodni dvé

~ 69 ~



vétve nahradime stonkem se dvéma segmenty. Tento postup budeme opakovat tak
dlouho, dokud vsechny vétvici body neodstranime a ze stromu zbyde jeden bambusovy

stonek. V piipadé stromu B bude jeho velikost 8 segment.

01 10 0,
2

11 001, ’

—i 4’®1$ '] [}

1®3 ™ =G0 |7 !

Obrazek 34: Green Hackenbush - Colon principle 2 @

Ve chvili, kdy pfevedeme stromy na NIM, pro vyhru uZijeme vitéznou strategii

dle Boutona, pomoci NIM-souc¢tu uréime bezpecnou pozici. Jelikoz mame (Obrazek 35)
po upravach NIM (1, 8, 4), coz je prohravajici pozice, musime odebrat na pozici

s nulovym souctem 1-5-4, tedy z prosttedni hromadky 3 hrany.

. o . [} . . . [] . . L] [ ]

L . . . . L . . [ ]
L] L] . . . ']

. . . . . .

Obrazek 35: Green Hackenbush - pfevod lesa na ekvivalentni NIM NIM (L, 8, 4)

Ovsem nastane problém, kdy mame z m-té hromadky odebrat n sirek. Protoze
stromy mame sice prevedené na ekvivalentni hromadky NIMu, ale odstfihovat musime

Z ptivodniho obrazku, pievedeni slouzi k odhaleni tahti pro vyhru.
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Budeme tedy dale znovu pracovat s ptivodnim prostfednim stromem. Zjistili
jsme, ze tento strom ma v nejspodnéj$im vétvicim bodé hodnotu 7, my vSak
potifebujeme, aby mél pouze hodnotu 4. Musime zjistit, které vétve odstfihnout, aby
jejich NIM-soucet byl 4 a spolu s ,kmenem* pod vétvicim bodem nam dal hodnotu

NIM-souctu rovnu 5.

Podle postupného pievadéni vime, ze leva vétev = 1 1 04 110,
ma hodnotu 6, prostfedni 2 a prava 3 hrany a my musime 010, 001,
jednu z nich né&jak zménit. Provedeme tedy postupné NIM-
. 011, 011,
. . souty a budeme hledat
. . . zmeény, tak aby vysledek byl 111, 100,
S o pozadované hodnoty 4.
N 1 Jelikoz 6 ® 2 =4, jako 110 101,
3 prvni moznost je odstiiZeni 010, 010,
6 celé pravé vétve. Druhou
2 ) 000, 011,
moznosti jak tdhnout, je
Obriazek 36: Green Hackenbush - vitézné
o tahy e odstiizeni jednoho segmentu 100, 100,

Z prostiedni vétve, protoze plati, ze 6 @ 1 ® 3 = 4.
Posledni moznosti je Uprava levé vétve. A 1 kdyz dle v klasickém NIMu neni mozné
hromadky zvétSovat, tak u Green Hackenbush je moZné NIM-soucet zvétSit a to
paradoxné pravé odebranim segmentl. Plati, ze 5@ 2 @ 3 = 4 a zaroven plati, ze
1 ® 2 = 3. Tieti moznou upravou je tedy odstfizeni jednoduché hrany v bod¢ A.

(Obrazek 36)

10.9.6.3.3 Retézce s cykly

Tfetim typem fetézcli jsou fetézce obsahujici
cykly (uzly jsou spojeny vice hranami), které na
Obrazku 37 predstavuji: stfecha na psi boudé,
hlava psa, div¢ina sukné a hlava. Talit, ktery drzi
divka v ruce je pouze smycka nikoli cyklus. My
tedy budeme chtit cykly nahradit opét stromy

(a nasledné¢ bambusovymi stonky), u kterych jiz Obrizek 37: Green Hackenbush - Fetézee s cykly
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dokézeme jednozna¢né urcit hodnotu ekvivalentnich hromadek NIMu. Abychom cykly
nahradili vétvemi stromu, budeme pouzivat Fusion principle, jenz tika: Provedeme-li
s vrcholy kteréhokoli cyklu fiizi, Sprague-Grundyova hodnota grafu se tim nezmeéni.
Diky tomuto principu mtizeme cykly zménit na stromy, které jiz umime upravit. A jak
se tedy vypotadat s cykly? Budeme to demonstrovat na Obrazku 38, ktery ptedstavuje
smrk z Modelového obrazku (Obrazek 28) z tvodu Green Hackenbush.

V prvnim kroku u cyklu, ktery chceme odstranit, spojime vSechny body do
jednoho, hrany mezi body se ohnou a my je nahradime smyckami, ¢imz ndm vznikne
jakasi kvétina. V druhém kroku pak kazdy listek nahradime hranou, kdy se spolecny
bod stane vétvicim bodem a listky kvétiny budou vétvemi stromu. Ttetim krokem bude

uprava stromu do podoby bambusového stonku, kteryzto mechanismus jiz zname.

Obrazek 38: Uprava cyklu 1

Na Obrazku 39 je ilustrovana uprava sudu z Modelového obrazku (Obrazek 28).
Jak je vidét, piivodni sud je se zemi spojen dvéma body, mohlo by se etedy zdat, ze se
nejednd o cyklus, ale jak jiz bylo zminéno vyse, zemi je tfeba chapat jako jediny bod.
Proto nez ptejdem k prvnimu kroku tpravy cyklu, nejprve u sudu spojime volné vrcholy
dotykajici se zemé v jeden, ¢imZ ndm vznikne trojihelnik postaveny na jeden vrchol.

Dalsi postup bude stejny jako u smrku na Obrazku 38.

Obrazek 39: Uprava cyklu 2
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Obecné lze tedy fici, Ze cyklus se sudym poctem hran mizeme nahradit pouze
jedinym vrcholem, protoze hodnota NIM-souctu sudého poctu stejnych cisel je nulova
a tim s¢itané hrany mizi. Cyklus s lichym poc¢tem hran se nahradi jednim segmentem,

protoze NIM-soucet lichého poctu stejnych ¢isel bude roven hodnot¢ scitaného cisla.

10.9.6.3.40brazky s vice dotyky zemé

Jako posledni se podivejme na obrazky, které dle logickych souvislosti patii
k sob& (vSechny ¢asti domu). Na zakladé obecnych konvenci vice dili patii k sobé, ale
v ramci Green Hackenbush musime vnimat kazdou c¢ast jako samostatnou jednotku,
jako samostatny bambusovy stonek, strom nebo cyklus, a to proto, aby bylo mozné
jednoznacné urcit hodnoty ekvivalentnich hromadek NIMu. UkaZzme si to na pfikladu
psi boudy z Modelového obrazku (Obrazek 40). Na prvni pohled jde o jediny obrazek,

my ho v§ak musime analyzovat ve dvou Castech — ¢ast vstupu a ¢ast obrysu se stiechou.

B e e e T TR E S T B T

Obrazek 40: Obrazek s vice dotyky zemé - prevedeni

Na zavér se tedy vratme k Modelovému obrazku pro Green Hackenbush, kdyz

aplikujeme vSechny Gpravy, dostaneme NIM (3,1, 7, 1, 1, 1, 1, 1, 4). (Obrazek 41)
NIM (3,1,7,1,1,1,1, 1, 4).

..... .
e

Obriazek 41: Pfevedeny Modelovy obrazek

~ 73 ~



Prakticka cast - NIM (3, 4, 5)

Nasledujici ¢asti prace se budou zabyvat konkrétni podobou hry NIM a to NIM

(3,4,5). Tuto hru jsme sehrali s zaky $estého roéniku ZS (podrobnosti vyzkumu budou
uvedeny nize) a jednotlivé hry byly zaznamenany. Nejprve hru teoreticky rozebereme
z pohledu vitézné strategie, ur¢ime vSechny moznosti taht a potom na zaklad¢ prakticky
odehranych her zkusime zjistit, zda se u nékterych zakt objevuje tendence

K intuitivnimu uzivani mechanismu vitézné strategie.

11 Rozbor NIM (3, 4, 5)
Pro potieby vyzkumu jsme zvolili podobu NIM (3, 4, 5) a to z nékolika divoda.

Nejenze je tato verze je asi nejzndméjsi podobou hry NIM, ale také proto, Ze pro zjisténi
vitézné strategie je zapotiebi odhaleni pomérné malého poctu bezpecnych pozic.
Nejvyznamnéj$im divodem je vSak fakt, ze pocateéni pozice je pozici prohravajici
a neni tudiz predem dané vitézstvi prvniho nebo druhého hrace. Protoze i kdyz ve
vyzkumu a praktickém vyuziti nepfedpokladame hrac¢skou znalost mechanismu vitézné
strategie, bylo hlavni myslenkou nechat otevienou moznost vyhry pro prvniho i druhého
hrace. V neposledni fad¢ je také podstatny celkovy pocet tahii. Tuto variantu NIMu lze
dohrat v nejméné trech tazich a nejvySe ve dvanacti tazich. Tento maly pocet tahl je
vyznamny pro dal$i analyzu, ale je zaroven pomérné snadny pro zaznam hry.

M¢jme tedy NIM (3, 4, 5) a pokusme se ho rozebrat podle moznych tahi

jednotlivych hraci.
(5oass )

Vsechny mozné tahy 1. hrace

2—-4-5 3-3-5 3-4-14
Odebirani z | 1—4_5 3-2_5 3—-4-3
1. hromadky | ——— P —— P —
0_4_5 3_1—_5 3_4-2 Odebirani ze
L L J \ g 3. hromadky
Odebirani 7 ([ (2 44 )
1.3-0-5 3-4-1
2. hromadky - b .

3—-4-0

~—— ]

Obrazek 42: VSechny mozné tahy NIM (3, 4, 5) — prvni hraé¢
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Obrazek 42 ukazuje, ze prvni hrd¢ ma dvanact moznych tahl. Cilem hry je
vyhrat, proto se budeme dale soustiedit na bezpecné pozice pro vitéznou strategii.
Potiebujeme tedy najit ty pozice, jejichz NIM-soucet bude roven nule. Jak postupovat

jsme ukazali vySe a nyni tento mechanismus aplikujeme na NIM (3, 4, 5). (Obrazek 43)

3-4-5
011, C) 001,
10 0, 10 0, 10 0,
—
101, 10 1, 10 1,
010, 000, 000,

Zjistili jsme, Ze v dané hie je pouze jedna moZnost bezpecné pozice, tedy zZe

Obriazek 43: Bezpecna pozice 1-4-5

NIM-soucet roven nule je u pozice 1-4-5. JelikoZz chceme zjistit, jak vyhrat,
predpokladejme tedy, Ze prvni hra¢ odebral pravé timto zpisobem. Obrazek 44 ukazuje,

jaké jsou vSechny mozné tahy pro druhého hrace.

Mozné tahy 2. hrace

Odebirani z [ ) 1 N ]
[ —4—5] 1-3-5 1-4—-4
lhromédky \ J N\ J
. .
Odebirani z 1-2-5 1-4-3
2.homadky | (44 _e | [ {_g_p | L Odebirinize
- / - / 3. hromadky
1-0-5 1-4-1
.
1-4-0
R

Obriazek 44: VSechny mozné tahy — druhy hra¢
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Jak plyne z charakteristiky bezpeéné pozice, tahy druhého hrace vedou tedy
vzdy do pozic nebezpecnych. Abychom dodrzeli trend vitézné strategie, budeme déle
uvazovat o tazich vedoucich opét do bezpecnych pozic, vSechny ostatni moznosti

zanedbame. Vezmeme libovolny mozny tah a opét zjistime, jak ziskat bezpecnou pozici.

0-4-5
000, 00 00 000, 000,
100, 10 10 10 0, 100,
— — — —
101, 10 10§2 ‘B 100,
001, 00 00 00 0, 000,

Z Obrazku 45 je patrné, ze bezpecnou pozici, kterou jsme ziskali po aplikaci

Obrazek 45: Bezpeéna pozice 4-4

nulového NIM-souctu, je pozice symetrickd. Jiz vySe jsme ukézali, Ze symetrické pozice
jsou opravdu pozicemi vyhrdvajicimi, prvni hrd¢ po odebrani na symetrickou pozici
vyhraje tzv. zrcadlovymi tahy, coz znamen4, ze bude kopirovat tahy svého protihrace.
V nasledujicich schématech tedy jiZ nebudeme uvadét dalsi tahy ze symetrickych pozic,

protoZe bychom dospéli pokazdé ke stejnému vysledku — odebrani do symetrické pozice

dle hodnot prvniho odebrani.

Podivame-li se na
Obrazek 46, vidime, Ze u
Sesti tahti (z celkem deseti
moznych) bude prvni hrac

odebirat do symetrickych

pozic formy 1-1 nebo 4-4.

Obrazek 46: Tahy do symetrickych pozic
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Zbyva tedy najit bezpeCnou pozici pro zbylé Ctyfi mozné tahy. Budeme
postupovat jako vyse. Vezmeme libovolny tah a pomoci nulového NIM-souctu uréime

bezpecnou pozici. (Obrazek 47)

001, 001,
011, 011,
—>
£) 010,
000, 000,

Obrazek 47: Bezpecna pozice 1-3-2

Bezpecna pozice 1-3-2 je bezpecnou pozici pro vSechny zbylé tahy, protoze jak
je vidét na Obrazku 48, ze vSech ¢iselnych kombinaci, lze vzdy vytvofit pravé tuto

pozici. Mame tedy nalezené bezpeéné pozice ze vsech taht.

1-4-4
1-4-3
/f \
1-4-2
1-4-1
1-4-0

Obrizek 48:Tahy do bezpecné pozice 1-3-2
Tahy prvniho hrace jsme tedy urcili ze vSech vychozich pozic tak, aby

odpovidaly vitézné strategii. Opéet budeme piedpokladat, ze prvni hra¢ bude skutecné

odebirat nalezenymi zptsoby. Postoupime-li ve hie dale, zobrazime vsSechny dalsi
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mozné tahy druhého hrace, které budou opét do nebezpecnych pozic a jsou zobrazeny

na Obrazku 48.

Mozné tahy 2. hrace

Odebirani z —r <
. 0-3-2 1-2-2 1-3-1
! hromadky h < Odebirani ze
Odebiraniz | | 1-1-2 ) [ 1-3-0 ] 3. hromadky
2. hromadky )
1-0-2
e )

Obrazek 49: Mozné tahy druhého hrace z pozice 1-3-2

Obrazek 49 piedklada vSechny mozné tahy druhého hrace v tomto tahu hry.
V dalsi analyze musime opét zjistit, jak musi hrat prvni hra¢, chee-li vyhrat. Podivame-

li se vsak, jaké pozice ziistaly ve hie, vidime, ze jiz nemusime provadét dalsi Nim-

ey e

bezpe¢nou pozici obsadime odebranim na pozici symetrickou nebo ze tfi hromadek
tvofenych ovSem pouze dvéma vzijemné riznymi pocty sirek 1-2-2, 1-1-2 a 1-3-1.

| tyto pozice v ramci vitézné strategie smétuji na symetrickou pozici. (Obrazek 50)

o) [ o
T Cp

|
g o\

Obriazek 50: Tahy do symetrickych pozic 2-2, 1-1

Pokud tedy shrneme vSechna ptedchozi schémata, tak v prub&hu celé hry jsou
podstatné symetrické pozice a pozice 1-4-5, 1-3-2. (Obrazek 51) U vyhodnoceni
vyzkumu tedy budeme tyto pozice vyhledévat a sledovat.
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Tahy do bezpeénvch pozic

Symetrické

pozice

Obriazek 51: Tahy do bezpeénych pozic
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12 Vyzkum
V posledni ¢asti prace se podivame na NIM (3, 4, 5) z praktického hlediska.

Bylo odehrano nékolik partii hry s Zzaky ZS a nyni se je pokusime analyzovat z pohledu

vitézné strategie.

12.1 Cil vyzkumu

Cilem vyzkumu je zjistit, zda se u zakl projevuje tendence k vyuzivani vitézné
strategie, lépe feCeno tendence k objeveni a uzivani nékterych bezpecnych pozic.
Z kompletniho rozboru vSech moznych pozic NIMu (3, 4, 5) vyplyva, Ze v celé hie
existuje celkem 6 vyhernich pozic — dvé nesymetrické (1-4-5 a 1-2-3) a Ctyfi symetrické

(1-1, 2-2, 3-3 2 4-4).

Jelikoz k pozicim 1-4-5 a 1-2-3 lze bezpecné dospét diky Nim-souctu,
nepiedpoklada se, ze by se u zakl objevovala tendence téchto pozic uzivat. Protoze —
jak jiz bylo ukézéno vySe — NIM-soucet je mozné urcit pouze na zdklad¢ znalosti
dvojkové soustavy a tato ucebni latka nespadéd do kurikula Sestého ro¢niku, v némz byl
vyzkum proveden. Moznosti, jak urcit praveé tyto konkrétni nesymetrické pozice jako
pozice bezpe¢né (a tudiz 1 vyherni) bez znalosti vyjadieni ¢isel v bindrni soustave, je jeji
odhaleni na zaklad€ vétSiho poctu odehranych her. JelikoZz vSak pocet odehranych partii
neni zase natolik obsahly, neni tedy intuitivni objeveni téchto pozic a jejich nasledna

spravna aplikace do mechanismu vitézné strategie ptili§ pravdépodobna.

U symetrickych pozic vSak ptedpokladame opacény trend, tedy Ze i na zakladé
pomérné malého mnozstvi (klidn€ 1 jediné) odehranych partii by nékteti zaci mohli
objevit dilezitost symetrickych pozic a zajistit si tak vitézstvi. Ve hie je mozné odebirat
na pozice 4-4, 3-3, 2-2 a 1-1 a za nejzasadné&jsi povazujeme pozici 1-1. Protoze pokud
se nékde objevi takové tahy, aby po jejich konci zistala na stole pozice 1-1, je
pravdépodobné, Ze zak chape dilezitost symetrické pozice 1-1. U pozic 2-2, 3-3 a 4-4
jiz ptedpokladame vyskyt méné frekventovany, piestoze se jednd o pozice symetrické,
uvazovani, prece jen se se hrou NIM poprvé setkali az pii vyzkumu a mechanismus

zrcadlovych (tzv. ,,okopirovanych®) tahti je v ramci rozsahu odehranych her pii

vvvvv
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12.2 Zaznam partii

Aby bylo mozné odehrané partie analyzovat bylo nezbytn¢ je
dikladn¢ zaznamenat. Jelikoz cely NIM (3, 4, 5) 1ze odehrat nejméné
ve tfech a nejvice ve dvanacti tazich, byla vytvofena zaznamova
tabulka o tfech sloupcich a ctrnacti fadcich. Kdy prvni tadek
oznacuje dvojici hracl a zacinajici hrac¢ se zapisuje vlevo od pismena
x. Druhy ftadek oznacCuje jednotlivé hromadky sirek a zbylych
dvanact fadka odpovida piipadnym dvanacti tahtim hry. Liché fadky
pak patii tahiim zacinajiciho hrace a sudé fadky odpovidaji tahim
druhého hrace. Dale byly navrhnuty dva mozné zpiisoby zapisu

jednotlivych taht.

Prvni zplsob byl takovy, ze do odpovidajiciho tadku se
zapise stav sirek po ukonceni tahu. Pokud tedy hra¢ v prvnim tahu
odebere dvé sirky z prostiedni hromadky ¢tyft sirek, do tabulky se do
druhého prvniho prazdného tadku zapiSe pozice 3-2-5. V druhém
tahu odebere hra¢ pét sirek z pravé hromadky péti sirek a zapise se

do dalsiho prazdného fadku 3-2-0. (Obrazek 52)

P X D
30 4|5
druhy hrag, prvni tah ——>| 3 2 0

Obrazek 52: Prvni zptisob zaznamu partie

Tabulka 15:
Zaznamova tabulka

Druhy mozny zplsob zaznamu hry vypada nasledovné. Pokud hra¢ v prvnim

tahu odebere z levé hromadky tii sirek vSechny sirky, do prvniho volného fadku do

sloupce pod ¢islem tfi zapiSe ¢islici tfi. Druhy hra¢ ve svém prvnim tahu vezme jednu

sirku z pravé hromadky péti sirek, pak do dalsiho prazdného fadku napise Cislici dvé

tak, aby byla umisténa do sloupce pod cCislem cCtyfi. Dalsi tah prvniho hrace bude

odebrani tii sirek z prostfedni hromadky ctyt sirek, pak do tietiho volného tadku do

prostfedniho sloupce bude zapséana Eislice 3. (Obrazek 53)
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druhy hrac, prvni tah — 1

Obrazek 53: Druhy zpiisob zaznamu partie

12.3 Jak vyzkum probihal

Vyzkum se uskuteénil v prosinci 2020 v poslednim piedvano¢nim tydnu ve t¥idé
6. B Zékladni Skoly T. G. Masaryka. Pivodné jsme chtéli vyzkum provést ve vice
ro¢nicich ZS s zaky rtiznych vékovych skupin a védomostnich znalosti. Vzhledem
k epidemiologické situaci a omezené dochazce zaki do $kol byl nakonec vyzkum
proveden pouze Vv Sestém ro¢niku. Ale alespon se podafilo ho uskuteé¢nit. Pani ulitelka
J. V. nam umoznila pfistup do dvou vyucovacich, jejichz obsah jsme vénovali praveé

odehrani NIMu.

Na uvod jsme Zéky seznamili s tim, co budou konat. Aby byla udrzena jejich
pozornost, pojali jsme vyzkum jako turnaj, kdy se vitézem stane ten zak, ktery bude mit
nejvic vitézstvi z odehranych partii. Pokud by nastala rovnost poctu vitéznych partii,

odehréla by se jesté jedna série her, kdy by ztstal pouze jeden celkovy vitéz

Jelikoz jsme pfedpokladali, ze hrat hru a zaroven zapisovat jeji priibéh by mohlo
byt obtizné, rozdélili jsme zaky do skupin po 3-4 hréacich, kdy vzdy dva hraji partii
a jeden (pfipadn¢ dva) zapisuje jeji prubéh. Ukazalo se, ze tento krok byl velmi
proziravy, protoZze i kdyz se zdpisu hry vénoval vzdy nehrajici zak, i tak nastavalo
zna¢né mnozstvi obtizi. Ve tfid¢ bylo v okamziku vyzkumu ptitomno 23 zékd, po
rozdéleni vzniklo pét skupin po 3 hracich a 2 skupiny po ctyfech hracich. Jedna

Ctyf¢lennd skupina se utvoftila z zakda, ktefi ,,zbyli“14 a s touto skupinou zustala hrat pani

4 Nejednalo se o zaky vylou¢ené z kolektivu & jinak znevyhodnéné, ale jelikoz se vyzkum odehraval
Vv prosinci a tfida de facto teprve v zafi vznikla, protoze Zaci byly slozeni z piivodni kmenové tiidy a zakt
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ucitelka J. V. Tedy nikoli ze by se pfimo zapojila do jednotlivych partii, ale zastdvala
podporu pii zapisech jednotlivych
her 15 PRAVIDLA HRY NIM

e Hraci se stiidaji a postupné odebiraji sirky z danych hromadek. (V nasem pfipadé

mame tedy tii hromadky se tiemi, ¢tyimi a péti sirkami.)

Po rozdéleni do skupin jsme

si szaky vysvétlili pravidla, ktera H H H H FW W

byla napséna na tabull a také Jeété * 7 kazdé hromadky je mozné odebirat tak dlouho, dokud je na ni alespoii jedna sirka
* Pii jednom odebrani je mozné odebrat libovolny pocet sirek (klidné 1 véechny), vzdy
kaidé Skup]na dostala dVa V}’]tlsky viak alespon jednu. (tzn. Ze z prvni hromadky sirek je mozné odebrat jednu, dvé i tii
sirky, u druhe 1 aZ 4 sirky a u tieti hromadky 1 aZ 5 sirek.)
kal'tléek S pl'aVid Iy (Obrézek 54), * Pii jednom tahu je mozné odebrat sirky pouze z jedné hromadky. (Odebereme-li sirky
z levé hromadky, nemtZeme jiz odebrat s hromadky uprostied nebo vpravo.)
aby je méll pfl ruce a mOhll dle o Hrac. kterv vezme posledni sirku. vwhrava.

pOtf‘be kdykoll nahlédnout Obrazek 54: Karticka pravidel NIMu

Abychom se ujistili, Ze vSichni Zaci chipou hru, herni systém a piedevSim
zaznam jednotlivych partii, odehrali jsme modelové dvé partie na tabuli. Nakreslili jsme
si na tabuli zakladni pozici 3-4-5 a poéty odebiranych sirek v jednotlivych tazich jsme
postupné umazavali houbou a zaznamenavali do zdznamové tabulky piekreslené na
tabuli. Pfedlozili jsme zdkiim oba mozné zplsoby zaznamu hry a nechali na nich, ktery

si zvoli a budou vyuzivat.

JelikoZ jsme NIM Zaktim prezentovali jak ,,Odebirani sirek* (coz je nejznamé;si
podobou hry) pouzili jsme sirky také pii hfe. Upozornili jsme Zaky na opatrnost pii
manipulaci s nimi. Ale vSechno probéhlo bez probléml a pocet sirek rozdany pie

zahdjenim her se ndm zase na konci vratil.

Po pouceni o bezpecnosti bylo kazdé skupince rozddno 12 sirek a nésledovalo
nékolik cviénych partii, kdy si Zaci zatim bez zapisu zkouSeli odehrat NIM, aby se

seznamili se hrou a zjistili, zda chapou pravidla. V této fazi nenastaly zadné obtize.

Posledni ¢asti vyzkumu bylo odehrani nékolika partii jiz se zapisem prubéhu hry

do zdznamovych tabulek.

z dalsich spadovych skol, nebyly jest¢ pln¢ vybudovany vztahy mezi zaky. Na jejichz budovani se také
podepsala pandemicka situace a stfidava ptitomnost ve Skole.
1> Také proto zdznamy této jediné skupiny jsou kompletni a obsahuji viechny odehrané partie.
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12.4 Herni systém
Jak jiz bylo zminéno vySe, pro udrzeni zakovské motivace byl NIM hran formou
turnaje a hledal se hrac¢ s nejvys$sim poctem vitéznych her. Vysledek vSech her se

zjistoval jako globalni udaj, ale jinak kazda skupina ptisobila jako samostatna jednotka.

Skupiny byly slozené ze tfi nebo Ctyf hraci, v jednom vSak okamziku hréla
pouze jedna dvojice a tfeti hra¢ mél funkci zapisovace pribcéhu hry. (U ctyiclenné
skupiny byli zapisovaéi dva.) Pfi pfipravé materiali jsme piedpokladali, ze kdyby
dvojice méla hrat a zapisovat tahy v jenom okamziku, mohlo by to byt pro Zaky obtizné.
A pfi cviénych partiich se tento predikat potvrdil, nékteti zaci vyzkousSeli provadéni

obou ¢innosti najednou, ale posléze sami usoudili, ze je to nad jejich sily.

V kazdé¢ skupin€ se hrajici dvojice a zapisovac stfidali a na zaklad¢ turnajového
systému “kazdy s kazdym* méla kazda dvojice odehrat pét partii, kdy dvakrat zacinal
jeden hra¢, dvakrat druhy hrac¢ a patou hru zacinal ten, jenz vyhral ,kamen, ntzky,
papir®. Rovné pocty partii urcujici hraci zacinat hru z prvniho nebo druhého mista jsme
zavedli z dtivodu, aby kazdy hra¢ byl v pozici zacinajiciho i druhého hragé. A aby
vzhledem K turnajové formé bylo mozné urcit vitéze v kazdé dvojici (i kdyz pro
globalni vysledek urceni dil¢ich vitéza dilezitost nemélo), byla pfidana jesté pata hra.
Coz bylo pro zajisténi vétsi atraktivity pro Zaky, protoZe soutéZivost je pfirozenou
vlastnosti a udrzovala Zaky v pracovnim napéti tak, aby opravdu poctivé odehrali
vSechny pottebné partie a disledné je zaznamendavali. Vitéze jednotlivych skupin a ani
celkového vitéze do vyzkumu nebudeme uvazovat, vzhledem k nasim cilim to neni

nezbytné.

Pro snazsi orientaci v jiz odehranych partiich — pfedevsim u ¢tyfé¢lennych skupin
— méla kazda skupina k dispozici ptedpfipravené schéma. (Obrazek 55) Do prazdnych
rameckl kazdy hra¢ vyplnil jméno (¢i inicély, prezdivku nebo jiny identifikacni prvek)
a schéma je nasledné navade€lo, jak utvofit dvojice tak, aby hrali vSichni vSechny

potiebné partie.
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Obriazek 55: Pomocné schéma pro hru ve skupinich

Je ziejmé, Ze skupina se tfemi hraci by méla mit vSechny hry teoreticky splnéné
diive nez skupina ¢tyf¢lennd. Proto byla dana moznost, Ze pokud maji vSechny dvojice
v dané skupin¢ odehrané a zapsané vSechny pozadované partie, mohou hrat i dalsi hry.
Vzdy ale v nasobcich sudych Cisel, proto aby ziistala zachovana moznost urcit vitéze
v kazdé skupin€. Pokud tedy méla tficlennd skupina odehrdno kompletné vSech 15
partii, mohli hraci pokrac¢ovat dale, ale museli v kazdé dvojici odehrat 2, 4, 6, 8 atd. her.
Ctyf¢lenna skupina musela odehrat partii 30 her, ale i ona méla samoziejmé také

otevienou moznost hrani partii navic.

V piechazejicim oddile jsme vylozili dva zplsoby, jak zaznamenavat tahy
v kazdé partii. Oba zplsoby jsme nasledné pii ukdzce modelové hry na pocatku
vyzkumu zaktim ukdzali, vysvétlili jejich fungovani a nechali na jejich volbé, ktery
zpuisob budou pouzivat. Prvni zpilisob se zaznamendvanim konkrétnich pozic jsme
povazovali za jednodus$i, ale k naSemu pomérné znacnému piekvapeni vSechny

skupiny zvolily zptsob druhy se zapisovanim poctu odebranych sirek.

V tomto okamziku bylo zajimavé sledovat, jak si nékteré skupiny vytvotily
napovédu pro snazsi orientaci pii zapisu tahd. Jedna skupina si na hraci plochu pod
odpovidajici hromadky napsala ¢islice 3, 4 a 5, ¢imz v prubehu hry neztratila piehled,
do kterého sloupce maji zapisovat ubytky. Druha skupina si oznacila hraci plochu pod
hromadkou se tfemi sirkami Cervenou barvou, hromadku se ¢tyfmi sirkami modrou
barvou a hromadku s péti sirkami barvou ¢ernou a nad sloupce s odpovidajicimi ¢isly
Vv zéznamovych tabulkach odpovidajicimi barvami. Tteti skupina si napoveédu utvofila
tak, ze zapisova¢ mél ruku polozenou u hromadky s ptivodné péti sirkami a hra¢i mu
sami hlasili pocCty odebranych sirek v jednotlivych tazich a to tak, ze vzdy fekli ¢islo
3, 4 nebo 5 podle konkrétni hroméadky a hodnotu odebranych sirek pf. tfi-dva, pét-pét,

Ctyfi-tfi atd. Je zajimavym faktem, Ze 1 kdyZ béhem her hraci Casto ztraceli orientaci,
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kolik bylo plivodné v kterém sloupecku sirek, zadna skupina nezmeénila systém

zaznamu hry a to ani pfes upozornéni na tuto moznost.

12.5 Analyza

Po provedeni vyzkumu bylo nezbytné provést analyzu vSech zaznamenanych
her, aby bylo mozné cely vyzkum vyhodnotit. Dle nastaveného hraciho systému
V jednotlivych hernich skupinidch byla cetnost materidlové zakladny rovna 135
odehranym hram. Protoze i kdyz byla zdkim dana moznost hrat vice partii,

neptfedpokladali jsme, ze by ji vyuzili.

12.5.1 Vyrazeni nepouzitelnych zaznami

V prvni fad€ bylo nutné projit v§echny zdznamy her a vyradit ty bez korektniho
zdznamu, protoze jsme nepiedpokladali, Ze by bylo mozné pouzit vSechen ziskany
material. Béhem vyzkumu pracovaly (téméf vSechny) skupiny samostatné pouze

s obc¢asnou radou a pomoci a chyby tedy byly o¢ekavanym jevem.

Pro dalsi ucely byly samoziejmé& ponechany zaznamy, které byly kompletné
a spravn¢ zapsany. Vyrazeny byly zdznamy, v nichz byly v celkovém souctu zapsany
vSechny tahy (soucet odebranych sirek byl dvanact) ovSem ve S$patnych sloupcich
a nebylo moZné rozeznat, ze které hromadky bylo ve kterém tahu
odebirano. Vyfadit bylo tfeba i zdznamy, v nichZz bylo ve 5 A \I )1
vysledném souctu zapsano vice nez dvandct odebiranych sirek. , : <
Dal§imi vyfazenymi zdznamy byly ty nekompletni, u nichZ opé&t 4

nebylo mozné jasné€ urcit konkrétni tahy. Z
1

Na druhou stranu se objevilo zna¢né mnoZstvi zdznamd,

kde sice nékteré zapisy chybély, ale bylo stoprocentné jasné, jaké 3

tahy vnich méli byt provedeny. Mezi takovéto nedostatecné 4 1

L

zaznamy patfi vynechani zépisu nékter¢ho tahu (ve vétSing

\
~

ptipadli toho posledniho). Tyto tahy jsme do zdznamii doplnili

zpétné bez poruseni vypoveédni hodnoty daného zapisu, protoze je

nepravdépodobné, Ze by hra¢ ukoncil hru s jednou sirkou lezici na ‘
Obrizek 56: Doplnéni

hraci plose, protoze to je v rozporu s pravidly NIMu. (Obrazek 56)  ziznamu chybéjiciho tahu

~ 86 ~



Jako pouzitelné byly ponechény i zdznamy, u nichz

]
EEN
J

byla vjednom fadku zapsana dvé stejna cisla. Jiz bylo

zminéno vyse, ze pokud budeme odebirat tzv. zrcadlové

tahy, tak se sice hodnota hroméadek zméni dle odebrané¢ho

poctu sirek, ale stav ve hie zlistane stale stejny. Na Obrazku

57 je priklad takovéto situace. Je zfejmé, ze pokud prvni

hra¢ odebral sirku z levé hromadky tii sirek, druhy hrac

odebral také jednu sirku tentokrat ale z prostiedni

hromadky, tak vysledek byl stejny i pokud prvni hrac

odebral sirku nejprve z prostfedniho sloupecku. Pozice po |

Obrazek 57: Dva tahy

tomto dvojtahu je v obou piipadech 2-2. v jednom Fadku

12.5.2 Pocet platnych zaznamu

Skupiny po tfech hracich (Skupiny 1-5) mély odevzdat patnact zaznama partii a
ctytélenné skupiny (Skupiny 6 a 7) po tificeti zdznamech partii, po péti hrach od kazdé
dvojice. Jednotlivé skupiny vS§ak odevzdaly nasledujici po¢ty zaznamu: Skupina 1 =9,
Skupina 2 = 8, Skupina 3 = 11, Skupina 4 = 16, Skupina 5 = 21, Skupina 6 = 22
a Skupina 7 = 30. Ztéchto zaznamu vyplyva, ze jediné sedma skupina poridila
kompletni zaznam vSech 30 her pfesné dle stanoveného herniho zdznamu. Bylo to
z toho diivodu, Ze s touto skupinou byla po celou dobu hry pani ucitelka J. V. a pomohla
se zdznamy her. Ostatni skupiny pracovaly pfevaznou ¢ast Casu samostatn¢, proto jsou u
Skupin 1, 2 a 3 pocty zdznami niz$i nez by mély byt. Paradoxem jsou Skupiny 4 a 5,
které odevzdaly (navzdory nasemu plvodnimu ocekdvani) vice zdznami, nez dle

herniho systému mély. VyuZily nabizené moznosti odehrani vice her.

Je nutno zminit, Ze celkové pocty platnych zdznaml odehranych her jsou mirné
zkreslujici, divame-li se na né pouze z pohledu sumarizace. Rikaji, Ze pouze Skupiny 4
a 5 se pustili do nadstavbovych her. Pti prochdzeni jednotlivych partii je vSak jasné, Ze
tomu tak neni. Hrac¢i ve vSech skupinach (krom¢ sedmé) odehrali vice neZ pét her na
jednu dvojici. Ale mira vyfazenych zdznami je u nékterych skupin natolik vysoka, Ze
celkovy pocet pouzitelnych her je pod hodnotou patnacti. Problém tkvél v tom, Ze
nutnost vyfadit Spatné zaznamy kooperuje se schopnosti spravného zapisu. Hrac

bezproblémove odehral vice nez pét kol NIMu, ale sém mél v roli zapisovace natolik
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velké potize, ze zaznamy her u dvojic, jimz zapisoval, byly nékdy kompletné vytazeny.
Je to vysledek paradoxu, o némz jsme se jiz zminovali, totiz, ze si vSichni hrac¢i vybrali
vitéze turnaje, nema tento fakt vliv na dalsi analyzu. Nicméné nam piislo dilezité se

0 ném zminit.

Dle turnajového systému jsme ocekavali celkem 135 zapist partii. Po vytazeni
neplatnych zdznam nadm jich zbylo k analyze 121. Takze i kdyz mira vyfazeni
neplatnych zapist je vysoka, diky iniciativé hrac¢l se pocet téch analyzovatelnych
nepiili§ odchylil a pivodni pfedstavy. VSechny zdznamy jsou vyobrazeny v Pfilohach

1-15.

12.5.3 Korekce zapist

v-.r\/ -
Jelikoz si Zaci wurcili zpisob z4znamu L—> 4 Y v
pouze s poéty odebranych sirek z konkrétnich | 4| &8 3
sloupcti, bylo pro analyzu prospésné pievést je do k ‘ B > s &5
g | — L 0
druhého zplsobu zapisu, tedy do podoby i e s
vyjadiujici pozice po jednotlivych tazich. V této T 2N - e
yjadrujici p po J Yy . | 4] > 410
podobé bylo nasledné hledani vyznamnych pozic N 1 9
prehledné a jednoznac¢né. Prevedené zdznamy —>
jsou na Obrazku 58 a v Pfilohach 16-23. —>

Obrazek 58: Korekce zaznamu partie

12.6 Vlastni analyza

Abychom mohli naplnit stanoveny cil a odhalit, zda se u zaki objevuje tendence
intuitivné odhalit n€které vyznamné pozice a vyuzit je pro vyhru, museli jsme nejprve
projit vSechny zaznamenané partie a u kazdé hledat vyznamné pozice. Pro rychlejsi
a jednodussi orientaci jsou Cervenou barvou oznaceny bezpetné pozice 1-4-5, zlutou
barvou bezpecné pozice 1-2-3 a Sedym krouzkem tendence k uziti symetrickych pozic.
Jelikoz nas vSak zajima cely mechanismus hry, jest¢ jsme pfidali zelenou barvu, ktera
znaci tahy zcela odporujici pozadavkiim vitézné strategie. Jednad se o tahy, pfi nichz

hra¢i odebiraji z jedné hromadky vicekrat po sob¢, i kdyz dle pravidel by mohli odebrat
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celou zbyvajici hromadku jednim tahem. (Obrazek 59) Aby byla analyza ptehledna,
byla provedena v jednotlivych skupinach.
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= Obrazek 59: Barevné znaceni vyznamnych pozice

12.6.1 Skupina 1

Prvni skupina (Ptilohy 1- 2, 16) sestavala ze tii hraci a vysledny pocet platnych
zaznamu byl deset. Ve skupiné se projevuje tendence spiSe k delSim partiim
s odebiranim mensich pocti sirek, pouze jedna partie byla ukonfena v péti tazich,
vSechny ostatni byly v rozmezi Sest aZz devét tahl. Dvakrat se vyskytuje prvni tah do
bezpecné pozice 1-4-5. Bezpecnou pozici 1-2-3 najdeme cekem ve Ctyfech partiich. Ve
dvou piipadech jsou ob& vyhravajici pozice ve dvou po sobé jdoucich tazich jednoho

hrace. Tendence ke hie v symetrickych tazich se objevuje celkem Sestkrat.

12.6.2 Skupina 2

Skupina dvé (Ptilohy 2-3, 17) byla tficlenna a pouzitelné zaznamenala celkem
osm her. Tah do bezpecné pozice 1-4-5 se objevuje pouze jednou, stejné jako tah do
bezpecné pozice 1-2-3 a obé pozice pochazeji z odliSnych zaznami. Partie jsou
rozsahove v rozmezi Ctyi az deseti tahd. Spravné vyuziti symetrickych pozic je ve tftech

ptipadech, ale na druhou stranu se zde vyskytuji také dva zdznamy zelenou barvou.

12.6.3 Skupina 3
U treti skupiny (Ptilohy 3-4, 18) slozené ze tii hrac¢l bylo analyzovano 11
korektné zaznamenanych partii. Opét je vidét snaha spiSe o delSi hry s tahy o menSich

poctech odebiranych sirek, pouze jedna hra byla odehrana v péti tazich, ostatni byly
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vrozsahu 6 az 11 tahii. Bezpecnou pozici 1-4-5 najdeme ve ctyfech piipadech,
bezpecna pozice 1-2-3 se vyskytuje trikrat a obé najednou byly pouzity v ramci jedné
partie dvakrat. Jednou provedl oba tahy prvni hra¢, ve druhém piipadé si tahy do
bezpecnych pozic rozdélili oba hraci. Symetrické pozice a jejich spravné vyuziti se

objevilo u deviti her.

12.6.4 Skupina 4

Skupina ctyii (Prilohy 4-6, 19) byla tficlenna s celkem Sestnacti platnymi
zdznamy a her projevujici tendenci k delSim partiim. OvSem zde najdeme pouze jediny
tah do bezpedné pozice 1-4-5. Sestkrat se dala objevit spravné vyuziti symetrie pozic,
jedna hra byla bez jakékoli bezpecné pozice a ve vSech zbylych deseti partiich se

objevuje zelend barva odporujici vyhernimu mechanismu.

12.6.5 Skupina 5

Posledni tfi¢lenna skupina (Ptilohy 6-8, 20) s celkem jednadvaceti pouzitelnymi
zaznamy partii. U této skupiny se projevuje tendence ke kratSim hram, ve tfech
pripadech byla partie dokonce odehrana pouze ve tiech tazich a osmi-tahova (nejdelsi)
partie byla zaznamenana pouze jedna. U této skupiny se projevuje jest¢ jedna zvlastni
tendence. Ze vSech jednadvaceti partii s celkem 106 tahy se pouze dvakrat objevuje
pozice, V niz by byly tfi hromadky sirek. Jen dvé partie tedy hrac¢i nezacali odebranim
vSech sirek zjedné z hromadek. Ze dvou tfi-hromadkovych pozic byl jeden tah do
bezpetné pozice 1-4-5. Zelena barva se objevuje u tii zaznami. Naproti tomu praci se

symetrickymi pozicemi najdeme u tfinécti partii.

12.6.6 Skupina 6

Sesta skupina (Pfilohy 9-11, 21) je skupinou &tyi¢lennou a platnych zaznami
pofidila dvacet dva. Hry jsou kratSiho az stfedniho rozsahu, Z4dna nepiekro¢i hodnotu
sedmi tahti, ale objevuje 1 jedna partie ukoncena tietim tahem. Ve dvou odlisnych
partiich narazime na jednu bezpecnou pozici 1-4-5 a jednu 1-2-3. Zeleny zapis objevime

jeden a pouziti symetrickych pozic celkem u jedenécti her.

12.6.7 Skupina 7
Druha c¢tyiclenna skupina (Pfilohy 11-15, 22-23) skompletnim korektnim
zapisem vSech tficeti predpokladanych her. Délky partii jsou od Ctyf do deviti tahi.
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Bezpeénych pozic 1-4-5 nalezneme celkem osm, z toho Sestkrat v ramci prvniho tahu
prvniho hrace, ale dvakrat také jako prvni tah druhého hrac. Bezpec¢nych pozic 1-2-3 je
mezi partiemi sedmé skupiny celkem Sest. Ttikrat se vyskytuji samostatn¢ v riznych
hrach a ttikrat soucasné v té samé hie s pozici 1-4-5 a v ramci taht jednoho hrace, kdy
dvakrat jde o vyskyt v prvnim a tfetim tahu a jednou vyskyt v prvnim a patém tahu.
Zelenou barvu najdeme ve dvou piipadech. Vyuzivani symetrickych pozic pak u celkem

osmnacti partii.

12.7 Vyhodnoceni
Celkem jsme tedy analyzovali 121 partii NIMu, pfi nichZ bylo dohromady

ucinéno 757 tahl (od pocatecniho do posledniho vitézného). Tahti do pozic se tiremi
hromadkami hraci provedli celkem 181, tahti do pozic se dvéma hromadkami bylo 318

a tahti do jednohromadkovych pozic bylo zahrano celkem 137.

12.7.1 Bezpecné pozice 1-4-5 a 1-2-3
Ve vSech partiich se objevilo celkem osmnact tahti do bezpecné pozice 1-4-5

a patndct tahli do bezpe¢né pozice 1-2-3. Je ziejmé, ze frekvence téchto tahli neni nijak

vysoka, ale to odpovida nasemu predpokladu.

Pozice 1-4-5 se objevuje jako prvni tah u Sestnacti her z osmnacti a celkové lze

fici, Ze se vyskytuje ojedinéle bez souvislosti

Sjinym uzitim dané pozice, jedinou T CE/S 7_:_\%
vyjimkou jsou hry 7-9 ve Skupiné 7. Ty iI55
(Obrazek 60) Hru sedm zacinal hra¢ T a tahl 4y 115
pravé do pozice 1-4-5, celkové hru vSak / ZA‘ L;'
prohral. Nasledné zacinal hru druhy hrac Z L ] z \13
a jeho prvni tah byl stejny — do pozice 1-4-5 Z/' f 0 ,‘1
— ale svou hru také prohral. Nasledovala treti O A
hra v fad¢, kdy opét prvni tah vedl do pozice O
1-4-5, tuto hru jiz zaéinajici hra¢ vyhral. Obrizek 60: Ukizka bezpecné pozice 1-4-5

Jelikoz vsak v dalsi hie, kterou hral, provedl prvni tah zcela jinak, nelze tedy fici, ze by

toto opakovani pozice bylo zdmérné.
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Pozice 1-2-3 byla jesté o néco méné

) @ ©
Castd nez pozice 1-4-5. Obdobné se | 4 5 [ 4 5 Ly
objevovala separatné bez souvislosti §- 15 | 4 5 o o
S jinymi tahy do této pozice. Vyjimku tvori ; :- b: :I —" :) { f_‘:\
hry 7-9 u Skupiny 1 (Obrazek 61), kde se y Ts 2 m 3 7
pozice objevuje tfikrat za sebou. Poprvé ji 1N 11/ | )
uzila hracka N, ale svou hru nakonec h \\ { \ O
prohrala. Dalsi dva vyskyty jsou u hrace K, O \O
ktery vSak jednu hru vyhral a jednu Obrizek 61: Ukazka bezpe¢né pozice 1-2-3

prohral. Ani tady nemizeme bezpecné fict, Zze uziti této pozice bylo promyslené
a zamérné. I kdyz by se dalo (velmi zjednodusen¢) fici, Ze by do této pozice mohli hraci
smétovat diky jeji podobé postupné fady cisel 1, 2 a 3, neni tomu tak. Svlij vliv na to
zajisté ma to, ze zapis partii je v podobé¢ Cislic, ovSem pii hi'e hrajeme se sirkami, kdy

jejich pocty nevniméame primarné jako ¢isla.

I kdyz uziti bezpe¢nych pozic 1-4-5 a 1-2-3 bylo ojedinélé a ndhodné, jednotlivé
pozice byly uzivany bez souvislosti s jinymi vyskyty, ziistava zajimavym faktem to, ze
Vv celych sedmi ptipadech se v jedné partii objevily obé bezpecné pozice najednou. A ve
tiech ptipadech hrac, ktery uzil ob€ pozice, nakonec v dané partii zvitézil. Z naSeho
zkoumaného vzorku neni mozné tuto ptipadnou souvislost ddle prozkoumat, nicméné

1 tak zlistdva tento poznatek poznatkem zajimavym.

12.7.2 Tahy odporujici vitézné strategii

NezZ se pustime do hodnoceni symetrickych pozic, zastavme se jesté na chvili
u fenoménu tahii provadénych do pozici zcela odporujicim mechanismu vitézné
strategie. Jedna se o tahy oznacené v analyze zapist zelenou barvou. V téchto tazich je
hra¢ v situaci, kdy pfed nim na hraci ploSe zlstava jedina hromadka sirek. Kdy jejich
pocet miize odpovidat ptivodni hodnoté hroméadky, nebo v ni mohou byt naptiklad
pouze dvé posledni sirky. Vitézna strategie v takovouto chvili veli odebrat celou
zbyvajici hromadku najednou a hru ukoncit. V piipadech znacenych zelenou barvou
vSak hra¢ nevezme celou hromadku, ale pouze jeji ¢ast. Na Obrazku 62 jsou ukazany tfi
piiklady téchto tahi (u stejnych dvou hracek v jedné skupin€). U partii 8 a 10 je

takovéto odebrani uskutecnéno ve dvou tazich, kdy je z hromadky o ¢tyfech sirkach je
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odebrana jedna sirka nebo tfi sirky. U 0 () S

=’
partie &islo devét probéhnou dokonce tfi o ] ; B ] LS
i n_ { i
tahy, nez je hra ukoncena. I kdyz byla /lixb ~) 2 L L{. L{
/4 A 5 A 4y
pravidla dukladn¢ vysvétlena nazorné ( A ‘ ;’/ _23?~\ T
\ | i —
demonstrovana, kazda skupina je méla \ £ | Y [ 1 4
\ /// | / | /-_\.
vytiSténa pfed sebou a byla béhem her L2 X] 4 ‘1
\ A
opakovana, hracka Ma je nejspis O’ ‘-‘ (’/ l
nedokazala plné uchopit pifimo ve hie, T

v v v v Obrizek 62: Tahy odporujici vitézné strategii
protoze  vSechny  pfedlozené  hry poru ¢

prohrala. U partii 8 a 10 byla prohra pouze jeji vinou, protoZze neodebrala celou
hromadku a nechala protihracku Ma zvitézit. OvSem u hry 9, méla hracka Ma piipadnou
vyhru ve svych rukach, jeji protihrdcka udé¢lala stejnou chybu a zanechala jedinou
hromadku. Ma ale ani tak nevyhrala, protoze opét pouze ubrala. I kdyz pro celkové cile
vyzkumu nehodnotime dil¢i vysledky jednotlivych skupin, nelze si nevSimnout, ze hry
s 0znacenim zelenou barvou se vyskytuji ojedinéle s vyjimkou Skupiny 4, kde jsou

u vice nez poloviny odehranych partii.

12.7.3 Symetrické pozice

Posledni ¢asti, kterou je tfeba vyhodnotit, je vyskyt a uzivani symetrickych
pozic. U bezpetnych pozic 1-4-5 a 1-2-3 byl nad$ plvodni piedpoklad, Ze jejich
frekvence nebude pftili§ Casta a potvrdil se. Pfiblizn¢ kazda ¢tvrta hra obsahovala, jednu
tuto bezpecnou pozici. Vzhledem k tomu, ze jsme navic vyse zjistili, Zze se v nékolika
ptipadech ob& pozice vyskytuji vjedné partii, frekvence vyskytu se jesté snizi.
Z celkového pohledu tedy pouze 17% tahii koncicich v pozici se tfemi hromadkami

vede do bezpecné pozice.

U symetrickych pozic je predikce odlisnd. Piedpoklddame, Ze jejich vyznam
uzivani bude Cast¢j$i a oCekavame jeji vyskyt priblizn€ u kazdé tieti partie. Symetrické
pozice (a tudiz i zrcadlové tahy k vitézstvi) musi u klasického NIMu byt pii sudém
poctu hromédek. V nasem konkrétnim ptipadé NIM (3, 4, 5) tedy najdeme pozice pouze
dvou hromédek sirek. Budeme proto sledovat, zda se vyskytuji az v okamziku, kdy na
hraci plose ztistanou dvé hromadky, nebo pokud je tendence ziskat symetrickou pozici

odebranim ze tfi hromadek.
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12.7.3.1Symetrické pozice se dvéma hromddkami

Symetrické pozice pii hie uz pouze se dvéma hromadkami sirek rozdélime na
dvé dil¢i skupiny. Na symetrické pozice vzniklé ve chvili, kdy jedna hromadka sirek jiz
obsahovala pouze jedinou sirku (oznacime si ji @) a symetrické pozice s pocty vétSimi
nez jedna v obou hromadkach (oznac¢ime si ji b). Ukazky piiklada skupiny a i b jsou na
Obrazku 63. Pozice a jsme odhalili celkem ve 44 partiich. V péti pfipadech hraci
odebirali sirky z pozice 5-1 — 1-1, Sestkrat nastala situace 4-1 — 1-1, sedmnactkrat byl
proveden tah 3-1 — 1-1 a Sestnactkrat bylo odebrano 2-1 — 1-1. Objevily se tudiz
vSechny moznosti tahu do dvouhroméadkové symetrické pozice sjednou hromadkou

0 hodnot¢ jedna.

@® O O)
Symetrické pozice vzniklé 5 Y -] D &N
- " /A5 44 3
tahem do pozice se dvéma f i ) l )y 79
hromadkami o poctech sirek vétsich A/ L i r T
neZ jedna jsme v zdznamech nalezli \\\C / 1L 1 { 41
. \ a /1 |
celkem desetkrat a to v nasledujicich / \\ 1] O
- 22
podobach: 2-3 (pét vyskytl), 2-4 (dva a \ /
vyskyty), 3-4 (dva vyskyty) a 4-5 b

Obrazek 63: Ukazka symetrickych pozic dvou hromadek

(jeden vyskyt).

Celkem 44 symetrickych pozic souviselo s jednou hroméadkou o hodnoté jedné
sirky, a tudiz tyto hry byly nasledn¢ dohrany ve tfech tazich (vCetné posledniho
vitézného). Na druhou stranu symetrické pozice ze dvou hromadek o vétSich poctech
sirek byly dohrany ve tfech tazich pouze dvakrat. Sestkrat hra skonéila po péti tazich,
jednou po Sesti tazich a jednou dokonce po sedmi tazich, tato hra je zobrazend na
Obrazku 63b, ¢islo 1).

12.7.3.2Symetrické pozice se tremi sirkami

Tah do symetrické pozice se dvéma hromadkami byl pomérné Casty a i znacné
riznorody v povaze jednotlivych tahi, nebot’ zvlasté u pozic s jednou sirkou v jedné
hroméadce pokryl celé spektrum moznych tahti. Naproti tomu tahy do symetrické pozice

Z pocatecniho stavu hry se tfemi hromadkami se objevily pouze jedenactkrat.
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V deviti ptipadech hraéi z pocateéni pozice 1-1-1, 1-1-2, 1-1-3 a 1-1-5 odebrali

tak, aby na stole zlstala pozice 1-1, nasledovalo vitézstvi ve dvou tazich. Ale jedenkrat

se objevil tah z pozice 2-2-3, ktery byl ukoncen po péti tazich a jednou tah z pozice

3-3-3, ktery byl ukonéen celkem po sedmi tazich. Ukézky hry s tahy do symetrické

pozice ze tii hromadek jsou na Obrazku 64.
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Obrazek 64: Ukazka symetrickych pozic tii hromadek

12.7.4 Hra dle pozadavkii vitézné strategie

Neocekavali jsme, Ze by se u n¢jakého hrdce mohla objevit znalost nebo

objeveni kompletni vitézné strategie z divodii uvedenych vyse. Ale pfi analyze jsme

objevili tii partie, jejichz pribeh
stoprocentn¢  odpovidal  pozadavkim
vitézné strategie. Jednalo se o hry:

1/Skupina 1, 4/Skupina 3 a 8/Skupina 5.
(Obrazek 65) Kazda partie nalezela jinému
hraci, nicméné v ramci svych skupiny méli
tito hra¢i nejvice vyher. K nelplnosti
pouzitelnych dat v§ak nemlizeme potvrdit,
zda by se pii vice partiich dokazali

zachovat stejné¢ a uvédomit si vyznam

n o i,
(a5t (14 51 14y 5|
A L 5 125 /4 T
14 451 12 53] (,4 /1)
| 2 A\ A D '\,1
A 1o

Obriazek 65: Partie dle vitézné strategie

prave pozic 1-4-5 a 1-2-3 i bez znalosti bindrni soustavy a Nim-souctu.
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12.8 Shrnuti

Na zdklad¢ vyhodnoceni provedené analyzy jednotlivych her mizeme fict, Ze
oba naSe predpoklady se naplnily. Bezpecna pozice 1-4-5 se sice osmnactkrat
V odehranych partiiich objevila, nicméné zadny z hraci nedokazal prokazatelné odhalit
jeji vyznam pro vyherni pozici. U bezpecné pozice 1-2-3 je situace obdobna jako
u pozice 1-4-5, i kdyz se vyskytuje u patnacti partii, nemizeme potvrdit jeji uzivani
jako zamérné. Nalezli jsme také patnact partii, v nichz se objevily tahy odporujici

vitézné strategii.

Druhym piedpokladem bylo, Ze naopak vyznam symetrické pozice hraci dokazi
odhalit a tento pfedpoklad se potvrdil. Dokonce jsme zjistili, Ze dohrani partie podle
mechanismu zrcadlovych taht se objevuje celkem u 65 her a to je vice nez polovina
vSech her. Symetrickou pozici tedy lze nalézt pfiblizné¢ v kazdé druhé hie, coz je
dokonce jeSté¢ vysSi hodnota nez plivodné ocekavany vyskyt u kazdé tieti hry.
Schopnost aplikace mechanismu symetrickych pozic ukazuje také cela Skala tahd t€émto
pozicim odpovidajici. Hra ze tfi hromadek do symetrické pozice se objevila celkem
Vv jedenacti partiich, ale hra do symetrické pozice ze dvou hromadek se objevila dokonce

Ctyfiapadesatkrat.

Cilem vyzkumu bylo zjistit, zda se u Zakl projevuje tendence k vyuZivani
vitézné strategie, 1épe feeno tendence k objeveni a uzivani nckterych bezpecnych
pozic. Po provedeni vyzkumu, jeho analyze a vyhodnoceni mizeme fict, Ze jsme splnili
vyty¢eny cil. I kdyz byl zkoumany vzorek pomérné malého rozsahu, pies to se potvrdila
tendence uzivani ¢asti mechanismu vitézné strategie — pravé v podob& symetrickych

pozic.
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Zaver

Tato prace se pokusila predestfit uceleny obraz kombinatorické hry NIM.
Nejprve jsme vSak v teoretické Casti struéné uvedli obecny pohled na kombinatorické
hry prostfednictvim Sprague-Grundyovy funkce, pii cemz jsme také ndzorn¢ ukazali jeji
aplikaci na n¢kolika tzv. ,substraction games®. Zatadili jsme ji z toho divodu, zZe
uréeni Sprague-Grundyovy nejen slouzi jako mechanismus pro uréeni vitézné strategie
kombinatorickych her, ale také funguje pravé jako ekvivalent jedno-hromadkového
NIMu, pfedstavuje ndm propojeni s primarnim tématem prace a slouzi jako vstup do

herniho mechanismu NIMu.

Na samotny NIM jsme se nasledn¢ zaméfili ve tfech rovinach. V roviné hry
samotné, kde jsme si predstavili jeji podobu, pravidla, vlastnosti a historii. Druhou
rovinou byla rovina fungovani hry, kdy jsme konkrétni hru NIM (2, 2) rozebrali pomoci
uvahy, schématu a teorie grafu. Ukdazali jsme dulezitost podoby pozice ve hie, jeji
rozdéleni na pozice bezpecné (vyhravajici), nebezpecné (prohravajici) a jejich propojeni
S vitézstvim. Posledni rovinou, z niz jsme pfistoupili k NIMu, byla rovina vitézné

strategie.

Vitézna strategie je soubor konkrétnich rozhodnuti uZitych v jednotlivych fazich
hry. Jak ma hrac¢ tahnout, aby si zajistil vitézstvi (pokud je to povahou hry mozZné). Pro
vitéznou (nebo také Boutonovu) strategii je nezbytna znalost binarni soustavy a XORu
(coz je soucet binarnich ¢isel bez prenaseni adl), obé tyto subkapitoly jsme také do
prace zatadili, ¢imZ vznikl teoreticky podklad pro vyloZeni samotného mechanismu
vitézné strategie. Nasledné jsme vitéznou strategii kompletné ukazali na konkrétnim

ptikladu hry NIM, protoze z tohoto mechanismu jsme vychazeli v dalSich ¢astech prace.

Po kompletnim rozboru zakladni hry NIM, tedy hry s k hromadkami o n poctech
sirek, jsme se predstavili n¢které dalsi varianty hry. NIM sam o sob¢ je ve své podstaté
hra jednoduché a velmi variabilni. De facto se da fici, ze co kazda hra, to jind obdoba,
zalezi pouze na domluve (a také na fantazii a tvofivosti) hracii. Pii ukazkach nékterych
variant NIMu jsme se zaméfili nejen na hry, u kterych bylo na zakladé€ jejich podoby

jasné, Ze se jednd o NIM, ale také na hry, které na prvni pohled s klasickym NIMem
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nemaji nic spole¢ného a jedna se o zcela jinou hru. Takovéto hry se nazyvaji ,,NIMin®,

ale Ize v nich klasicky NIM objevit a aplikovat vitéznou strategii pro zajisténi vyhry.

Po teoretickém pohledu jsme se na NIM podivali také z pohledu praxe. Nejprve
jsme NIM (3, 4, 5) kompletné rozebrali a urcili vS§echny mozné tahy ve hie pouzitelné
a uréili kompletni soubor vyznamnych pozic v souladu s vitéznou strategii. Nasledné

jsme NIM (3, 4, 5) odehrali s zaky Sestého ro¢niku zakladni Skoly.

Cilem vyzkumu bylo zjistit, zda zaci dokdzi pii he intuitivné odhalit urcité ¢asti
vitézné strategie, jinak feCeno, zda budou mit tendenci k objeveni a uzivani n€kterych
bezpecnych pozic, které v nasem piipadé predstavovali nesymetrické pozice 1-4-5 a 1-2-3
a symetrické pozice 1-1, 2-2, 3-3 a 4-4. Predpokladali jsme, Ze uZivani nesymetrickych
pozice nebude nepiili§ Casté a zamérné. U pozic symetrickych bude trend opacny, tedy ze

jejich vyznam hraci odhali a frekvence bude tudiz znacna.

Celkem bylo kvyzkumu (po kontrole a patfiénych upravach) pouzito 121
odehranych partii NIMu (3, 4, 5). Tyto hry jsme podrobili kompletni analyze, pfi niz jsme

hledali vysSe zminované bezpecné pozice odpovidajici mechanismiim vitézné strategie.

KdyzZ byly vSechny vysledky analyzy vyhodnoceny, zjistili jsme, Ze v rdmci naSeho
vyzkumného vzorku, se oba nase predpoklady potvrdily. U zakd bez predchozi herni
zkusenosti s NIMem se neobjevilo zdmérné uzivani bezpeénych pozic 1-4-5 a 1-2-3, ale
frekvence symetrickych pozic v ramci jednotlivych her byla vysoka. Objevila se u vice nez

poloviny vsech odehranych her.
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