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Abstrakt 

Cílem p ráce je p o m o c í v h o d n ý c h m a t e m a t i c k ý c h metod vy tvoř i t jednoduchou aplikaci, 
k terá bude schopna zpracovat sadu digitálních obrazů postižených atmosférickým seeingem, 
takovým způsobem, aby se výs tupní data podobala co nejvíce skutečnosti . Dalším výs tupem 
budou mapy posuvů jednot l ivých dat vzhledem k jejich zprůměrovanému obrazu. 

Abstract 

The goal of the thesis is creating simple software to modify entry data defected by 
atmospheric seeing and provide an output image, which is as much close to reality as 
possible. Another output is a group of images illustrating the move of every input image 
due to the average image of them. 
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Přehled použitých symbolů 

VÍ - rychlost šíření svět la v pros t řed í i. 
rii - index lomu světla v pros t řed í i. 
c - rychlost svět la ve vakuu. 
/ - spoj i tá dvoj rozměrná obrazová funkce. 
f o - obrazová matice. 
IR - množ ina reálných čísel. 
Z - množ ina celých čísel. 
TIQ - množ ina k ladných celých čísel s nulou (analogicky pro os t a tn í číselné množiny) . 
p - eukleidovská metrika. 
ip - n ep rázdná množ ina prvků . 
(ip,p) - metr ický prostor. 
PM - m a n h a t t a n s k á metrika. 
ps - šachovnicová metrika. 
A^(x) - množ ina č tyřsousedných pixelů kolem pixelu x . 
iVg(x) - množ ina osmisousedných pixelů kolem pixelu x . 
N u (pí) - množ ina diagonálně sousedných pixelů kolem pixelu x . 
T - množ ina ods t ínů šedi. 
T i - podmnož ina T . 
A , B , C , ... digi tální obrazy. 
dij - pixel na souřadnicích i, j náležící obrazu A (analogicky pro obrazy značené j inými 
p ísmeny) . 
0 - p r á z d n á množina . 
íl - oblast v obraze. 
fľ - množinový doplněk k íl. 
6 - pozad í obrazu. 
T - množ ina děr v obrazu. 
$ i - podmnož ina obrazu získaná segmentací obrazu. 
t - čas. 
Tp - délka periody. 
£ - funkce popisující ant iper iodický signál. 
Ač - časový interval. 
Ut - vzorkovací frekvence. 
r(t) - funkce popisující obecný analogový signál. 
ř(t) - d iskré tní funkce získaná vzorkováním r(t). 
E - n ep rázdná množina . 
S - (T-algebra. 
(S, E) - měř i te lný prostor. 
LP(E) - prostor funkcí abso lu tně integrovatelných na i? v p-té mocnině . B ý v á uvedeno i 
bez množiny E např . Lp. 
\F\ - mohutnost množiny F. 
K 0 - mohutnost množiny přirozených čísel. 
lp(F) - prostor pos loupnost í absolu tně sumovatelných na F C R v v p-té mocnině . Bývá 
uvedeno i bez množiny F např . V. 
1 - imaginárn í jednotka. 
G(u) - je Four ie rovým obrazem funkce g(x) (analogicky pro dalš í p í s m e n a p o u ž i t á k 
označení funkcí). 
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g(x) <=}• G (u) - funkce, které jsou si vzájemně přiřazeny Fourierovou dopřednou a zpětnou 
t ransformací . 
g(x) - d iskré tní funkce. 
J7 - d iskré tní dopředná Fourierova transformace. 
J 7 - 1 - d iskré tní zpě tná Fourierova transformace. 
| | ( j ( t í ) | | - ampl i tudové spektrum funkce G(u). 
Re2{u) - reá lná část Fourierova obrazu. 
Im2(u) - imaginárn í část Fourierova obrazu. 
<p{u) - fázové spektrum. 
arctg - funkce arkus tangens. 
u m a x - max imá ln í frekvence. 
* - symbol konvoluce. 
h - konvoluční j ád ro . 
f0{x,y) - obrazová matice získaná konvolucí. 
5(t) - Diracova funkce. 
s(t) - vzorkovací funkce. 
A * , B* , . . . - dokonalý digi tální obraz. 
Z ~ A(p) - n á h o d n á veličina s a l t e rna t ivn ím rozložením s parametrem p. 
e - konstanta udávající sílu kri téria. 
č j j - charakteristika polohy s ta t is t ického souboru hodnot j a sů v okolí pixelu Cjj . 
X,Y,N- n á h o d n é veličiny. 
a - s m ě r o d a t n á odchylka. 
x - a r i tmet ický p růměr . 
g'n - posloupnost upravených pixelů. 
O - okolí pixelu. 
p - výsledek l ineární kombinace hodnot jasů . 
V / - gradient funkce / . 
d - parc iá lní derivace. 
V 2 / - Laplaceův operá tor . 
r - korelace mezi dvěma soubory dat. 
A + - a r i tmet ický p r ů m ě r vs tupních obrazů Aľ1", kde i = 1, 2, 3,.. . 
A ^ - obraz s po t lačenými geometr ickými deformacemi. 
A + + - výs tupn í obraz získaný pomoc í vy tvořeného softwaru. 

11 



Úvod 
Obecně je známo, že pozorování vesmírných těles z povrchu planety, a tedy přes zemskou 
atmosféru, s sebou přináší ř adu rozmani tých problémů, počínaje vysokou oblačností , k terá 
m ů ž e zhatit p l ány mnoha a s t r o n o m ů , až k problematice o h ý b á n í trajektorie světe lných 
parpsků procházejících skrz atmosféru. Tyto problémy se dají samozdřejmě vyřešit vysláním 
družice na oběžnou d ráhu planety, ale jde o finančně velmi nák ladné řešení. 

V té to práci se budeme zabývat problémem zpracování digitálních obrazů postižených 
atmosferickým seeingem, tedy jevem zemské atmosféry, k terý způsobuje geometrické defor­
mace obrazu. Hned v p rvn í kapitole tento jev pod robně popíšeme a p ř ipomeneme 
i základní problematiku lomu světla, k te rá je jeho součástí . Úkolem je vytvoření softwaru, 
který bude schopný zpracovat data zatížená atmosferickým seeingem a přiřadi t ke vs tupní 
množině dat jediný snímek znázorňující, jak by obraz měl vypadat, kdyby nebylo atmosfe­
rického seeingu. Dalš ími důlež i tými výs tupy jsou mapy posuvů , mapy seeingu a t ex tový 
soubor Posuv, k te rý obsahuje hodnoty posuvů každého pixelu v každém obrazu. 

Nás ledně se budeme věnova t problematice d ig i tá ln ího obrazu a definujeme pojem 
obrazová matice a další metrické a topologické vlastnosti obrazu pot řebné pro jednoznačné 
pochopení problematiky zpracování digitálního obrazu. Poznamenejme, že některé pojmy, 
jako t ř eba jas, budeme chápat ve významu, jak jej známe z běžného života, neboť přesná 
definice těchto po jmů je komplikovaná. Zvědavého č tenáře odkazujeme na [6], kde je tato 
problematika světla a jeho v las tnos t í kvali tně zpracována. 

Další část práce se věnuje procesu digitalizace signálu, v níž stojí za pozornost zejména 
podkapitola zabývající se konvolucí. Za ní následuje rozsáhlá a důležitá kapitola o digitálním 
šumu, kde se věnujeme ze jména š u m u impu l sn ímu a ad i t i vn ímu , ale i m e t o d á m jejich 
filtrace. 

Následují t ř i kratš í kapitoly o detekci hran, zaostřovaní obrazu, metodě výpočtu fázové 
korelace a l ineární , b i l ineárn í interpolaci, v č e t n ě interpolace funkce dvou p r o m ě n n ý c h 
pomocí interpolačních rovin. 

Po té to matemat ické části konečně čtenáře seznámíme se s amotným algoritmem řešení 
zadaného problému, ukázkou vstupních dat a vyhodnocením získaných výsledků. Poslední 
kapitola se věnuje popsání okna vytvořené aplikace. N a zadních s t ránkách práce lze nalézt 
seznam pří loh, k t e ré jsou tvo řeny vývo jovým diagramem algoritmu a algoritmem pro 
vykreslování map posuvů. 

S t r u č n ě řečeno, p řed ložená p ráce m á t ř i část i . V p r v n í se z a b ý v á m e problematikou 
atmosfer ického seeingu. D r u h á čás t se z a b ý v á m a t e m a t i c k ý m p ř í s t u p e m k d ig i tá ln ímu 
obrazu, a to už od jeho vzniku, tedy digitalizace, až po metody jeho zpracování . Poslední 
kapitoly se věnuj í p o p s á n í algoritmu řešení z a d a n é h o p r o b l é m u a p o p s á n í vy tvo řeného 
softwaru. Veškerá v ý s t u p n í i v s t u p n í data aplikace spolu se zd ro jovým k ó d e m a exe 
souborem, umís těným ve složce Software k diplomové práci, lze nalézt v elektronické příloze 
t é t o práce . Získaným výs ledkům se p o d r o b n ě věnuje kapitola 9. 
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1 Lom světla 
Prochází-li světlo hranicí dvou různých optických prostředí , dochází k jeho lomu, k terý je 
popsán Snehovým zákonem 

sin(ai) vi n-2 
sin(a2) V2 ni' 

kde Vi,v2 jsou rychlosti šíření svět la a n i , n 2 jsou indexy lomu světla v pros t řed ích 1 a 2 
viz obrázek 1. 

P 

O b r á z e k 1: R o z h r a n í op t ických p ros t řed í . U h l y se vždy m ě ř í od kolmice n k hranici 
pros t ředí p. 

Index lomu svět la popisuje zpoma len í svě t la oproti jeho rychlosti ve vakuu a je d á n 
vztahem 

c 
n = - , 

v 

kde c je rychlost světla. 
Máme- l i p ros t ř ed í 1 a 2 s indexy lomu n\ > n,2, pak p ro s t ř ed í 1 n a z ý v á m e opticky 

hustším a prostředí 2 opticky řidším. Mění-li se index lomu v prostředí spojitě, pak původně 
p ř ímá trajektorie světelného paprsku přechází v hladkou křivku. Tento jev je typický pro 
atmosféru a označuje se pojmem atmosferická refrakce, viz obrázek 2. 

P 

O b r á z e k 2: Atmosfér ická refrakce. B o d Q je zdrojem svě te lných p a p r s k ů , k t e r é vl ivem 
spojitě se měnícího indexu lomu prostředí opisují trajektorii hladké křivky. Př i neměnném 
indexu lomu pros t řed í by paprsky opisovaly trajektorii fialové úsečky. 
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Index lomu svě t la v zemské a tmosféře je ovl ivněn ze jména t lakem 1 , k t e r ý klesá se 
vzdálenost í od povrchu. 

Obrázek 3 ilustruje reálný dopad atmosferické refrakce na vn ímání polohy vesmírných 
těles . Paprsek vycházející z bodu Q se př i p r ů c h o d u a tmosférou l áme a d o p a d á do oka 
pozorovatele P pod z m ě n ě n ý m úhlem, díky čemuž lidské oko a mozek špa tně v y h o d n o t í 
původn í polohu světelného zdroje, neboť si dopadaj íc í paprsek prodlouží do bodu R. 
v němž vidí původn í světelný zdroj. 

O b r á z e k 3: Zkreslení polohy svě te lného zdroje vl ivem atmosfer ické refrakce - obrázek 
ilustruje lom světla v různých úrovních atmosféry, tj. šedá trajektorie světelného paprsku, 
j edná se však jen o ilustraci, k te rá m á znázorňovat proměnlivosti indexu lomu v atmosféře, 
p ř ičemž n 0 < n\ < n 2 < n 3 < n 4 . V reá lné situaci se index lomu svě t la m ě n í plynule 
a p ů v o d n ě p ř í m ý paprsek vl ivem atmosfer ické refrakce p řecház í v hladkou, o ranžově 
zbarvenou křivku, jak je znázorněno obrázkem 2. 

Toto byl základní úvod k problematice pozorování vesmírných těles přes atmosféru. 
V dalším textu popíšeme jev zvaný atmosferický seeing, k terý vlivem proměnlivosti indexu 
lomu v čase způsobuje geometrické deformace obrazu. 

1.1 Atmosferický seeing 
Atmosferický seeing je j e d n í m z hlavních problému při pozorování vesmírných těles 
z povrchu planety. T í m t o pojmem m á m e na mysl i re la t ivní kval i tu opt ických v las tnos t í 
zemské atmosféry. Kvali tní atmosferický seeing se vyznačuje stabilitou a nízkým zkreslením 
obrazu během pozorování. Nej kvalitnější seeing se projevuje geometr ickými neměnnos tmi 
oblast í v obraze, za t ímco nejméně kval i tní seeing naopak způsobuje výrazné geometrické 
deformace a výrazné zkreslení obrazu. 

Atmosferický seeing vzniká vlivem rychlého stř ídání teplot v různých vrs tvách atmosféry. 
O b r á z e k 4 znázorňu je tento v l iv a tmosfé ry (zóna 2) na přicházej ící světe lné vlny (zóna 
1). Pos ledn í zóna 3 ilustruje pokř iven í svě te lných v ln . Z n a č n ý nega t ivn í v l iv na kval i tu 
seeingu mohou mít i atmosferické aerosoly jako například vodní pára , prach nebo sopečný 
popel. 

Nejčastější důsledek seeingu je rozmazání pozorovaných ast ronomických objek tů nebo 
drobné změny jejich jasu. Dalš ím důsledkem, k te rý se projevuje u dlouhých dob expozic, 
je rozmazán í bodových ob jek tů do oblasti zvané seeing disc 2 . 

x K t e r ý je podle stavové rovnice plynu závislý na teplotě a obráceně. Lze tedy také mluvit o vlivu 
teploty vzduchu. 

2 Ceský ekvivalent není znám. Lze přeložit jako kružnice seeingu. 
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Obrázek 4: V l i v t u rbu len tn í vrstvy atmosféry na přicházející rovinné světelné vlny. 

K měřen í atmosferického seeingu se použ ívá ř a d a různých metod a stupnic, k te ré jej 
hodno t í podle zvolených kritérií . Ty to stupnice mohou být založeny jen na subjekt ivním 
názoru na celkovou kvali tu seeingu, nebo mohou upřednos tňova t jediné kr i tér ium. Jedno­
duchými ukázkami stupnic zohledňujícími subjekt ivní názor kvality seeingu jsou 

The association of Lunar & Planetary Observers Scale 3 

1 Velmi nekval i tní obraz. Nelze rozlišit detaily ani obrys. 
2-3 Téměř trvale š p a t n ý seeing. Př í lež i tos tné okamžiky dobrého seeingu. 
4-6 Stále přev ládá špa tný seeing, k te rý je však prokládán k rá tkými intervaly kvali tního 

seeingu. 
7-8 P řev l ádá kval i tní seeing způsobující j e m n é zkreslení. 

9-10 Dokonalý seeing s us tá lenými snímky i při vý razném přiblížení obrazu. 

The Andoniadi 4 Scale. 
I. Dokonalý seeing bez chvění obrazu. 

II. J emné chvění obrazu pros toupené několikavteřinovými momenty dokonalého seeingu. 
III. P r ů m ě r n á úroveň seeingu s vě tš ím chvěním obrazu. 
IV. S p a t n á kvalita seeingu s neus t á lým chvěním obrazu. 
V . Vysoce nekvali tní seeing. Hrubé obrysy pozorovaných těles jsou obtížně rozeznatelné. 

Existuje mnoho j iných stupnic, k teré jsou snadno dohledate lné na internetu. Zmiňme 
např ík lad The Pickering/Douglass „Standard Seal", The See/Cogshall Double Star Scale, 
The Environment Canada Scale. V dalším textu však žádnou z nich potřebovat nebudeme, 
naopak si vys tač íme se zák ladn ím pochopen ím příčin a důs ledků atmosferického seeingu. 
Podrobnějš í informace lze nalézt např ík lad v [10]. 

Nejčas tě jš ím z p ů s o b e m k v y h o d n o c e n í kvali ty seeingu je však apl ikování metody 
F W H M 5 na seeing disc. V ý s t u p e m metody F W H M je vzdá lenos t dvou b o d ů , jejichž 
funkční hodnoty, tedy jas, jsou poloviční oproti h o d n o t ě globálního maxima, viz obrázek 
5. Aplikujeme-li F W H M na seeing disc, z í skáme jeho p r ů m ě r , k t e rý je měř í t kem kvality 
seeingu. Tento po loměr je obvykle u v á d ě n v úhlových s ekundách 6 . Je zřejmé, že by bylo 
už i tečné mí t ob jek t ivn í k r i t é r i a pro rozhodován í o kval i tě seeingu a k n i m př í s lušnou 
stupnici. V pozdější části textu uvidíme, že vytvořený software n á m tato kri tér ia poskytne 
ve formě ar i tmet ického p r ů m ě r u a rozptylu hodnot posuvů pixelů. 

3 Casto zmiňovaná pod zkratkou ALFO. 
4Eugěne-Michel Antoniadi - Řecký astronom. Tato stupnice je tradičně uváděna v římských číslicích. 
5 F u l l width and half maximum. 
6 Zkráceně aresec, 1 aresec = deg. 
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FW H M 

Vmax - - — — 

i 
2 

.í' ,ľ 

Obrázek 5: Ful l width at half maximum. 

2 Problematika digitálního obrazu 

V té to kapitole popíšeme možné způsoby digitální reprezentace obrazu a uvedeme proble­
matiku metrických a topologických vlas tnost í obrazu. Doplňkové informace k té to kapitole 
lze nalézt v [4], [5], [6], [9]. 

2.1 Obrazová matice 

Chceme-li na počí tačích digitálně zpracovat obraz, musíme jej nejprve digitalizovat. Jde 
o proces, k te rý se skládá ze dvou dílčích kroků, a to ze vzorkování a kvan tován í 7 . Účelem 
digitalizace obrazu je p řevod spoj i té dvoj rozměrné informace do dvoj rozměrné obrazové 
matice. Matematicky jej můžeme vyjádři t následovně 

Funkce I je spoj i tá dvo j rozměrná obrazová funkce, jejímž definičním oborem je dvoj­
rozměrná oblast a oborem funkčních hodnot je fotometrická veličina, a sice jas. Symbolem 
foihj) označujeme obrazovou matici , jejíž hodnoty jsou celá nezáporná čísla. 

Tvar obrazové matice může být libovolný, přesto se v praxi nejčastěji používá čtvercová 
síť, viz obrázek 6. Mez i další často uváděné s í t ě 8 p a t ř í síť hexagonální , obdélníková a síť 
rovnos t ranných t rojúhelníků, viz obrázky 7, 8, 9. Jeden prvek obrazové matice se nazývá 
p ixe l 9 , zkráceně px. Později uvedeme, že ačkoliv je čtvercová a obdélníková síť pro práci 
nej jednodušší , ze jména pro možnos t popsán í polohy každého pixelu pomoc í s loupcového 
a řádkového indexu, p ř ináš í s sebou ř a d u obt íží , a to h lavně v definování topologických 
po jmů. 

7 O b a procesy budou podrobně popsány v kapitole 4. 
8 Také se používá termín vzorkovací mřížka. 
9 Slovo vzniklé z anglických výrazů picture a element. Ekvivalentním méně používaným výrazem je pel. 

Konkrétní podoba pixelu závisí na výstupním zařízení. Zdůrazněme, že na rozdíl od bodu se nejedná 
o bezrozměrný objekt. 

Digital izace 
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Obrázek 6: Čtvercová síť. Obrázek 7: Hexagonální síť. 

li j M - 1 
01 I I I I 

N - 1 

Obrázek 8: Obdélníková síť. Obrázek 9: Trojúhelníková síť. 

V ý z n a m n ý m procesem digitalizace je kvantování obrazu, při němž se funkční hodnoty 
obrazové funkce I převádí do diskrétního oboru hodnot obrazové matice. Je-li k reprezentaci 
informace o ob razovém elementu použ i t o q b i tů , je poče t ú rovn í jasu p = 2q. Obrazy, 
k te ré reprezentu j í informaci o pixelu j e d i n ý m bitem, se nazývaj í b iná rn í . J e d n o d u c h ý m 
příkladem binárního obrazu je šachovnice, viz obrázek 10. Pla t í , že zcela černý pixel, tedy 
pixel bez jasu, je v p a m ě t i poč í t ače r ep rezen tován hodnotou p = 0. Naopak zcela bí lý 
pixel, tedy pixel s max imá ln í hodnotou jasu, je reprezentován nejvyšším m o ž n ý m číslem, 
které závisí na bitové hloubce obrazu, viz tabulka 1. Mezilehlé hodnoty odpovídaj í různým 
s t u p ň ů m šedi. 

Obrázek 10: Binárn í obraz - šachovnice. 

Bi tová hloubka q Maximáln í jas (2q — 1) Poznámka 
1 1 Černá a bílá barva 
2 3 
4 63 
8 255 Běžně používané 

Tabulka 1: V y b r a n é bi tové hloubky. 

2.2 Metr ické a topologické vlastnosti obrazu 
Bylo již řečeno, že vzorkovací mřížky mohou mít různé podoby. Nejčastěji se však používá 
síť čtvercová, a proto j í budeme dále věnovat zvýšenou pozornost. 

Je zřejmé, že něk te ré pojmy, k te ré jsou ve spoj i té matematice běžně používané, jako 
t ř e b a okolí, vzdá lenos t , souvislost, m ů ž e m e uvažovat i pro obrazovou matici a pixely. 

17 



Nejprve je však n u t n é tyto t e r m í n y definovat tak, aby nedocháze lo k n e d o r o z u m ě n í m . 
Začněme s definicí metriky. 

Metrika a m e t r i c k é prostory 

Definice 2.1. Uvažujme neprázdnou množinu prvků \ř a nezápornou funkci p : \ř x \ř —> 
Mq ve k teré pro libovolné a, (3,7 G \ř p la t í 

1. p(a, /3) > 0, p(a, ,9) = 0 a = (3. (axiom totožnost i ) 
2. p(a, (3) = p((3, a). (axiom symetrie) 
3. p(a, 7 ) < p(a, (3) + p(f3,j). ( t rojúhelníková nerovnost) 

Potom se funkce p nazývá metrika (vzdálenost) a dvojice (^/,p) met r i ckým prostorem. 

V následujících příkladech budeme uvažovat metriku p a množinu ^ = {a = (cti, cxn), 
/3 = (J3i,(3n) : ckj , /3 j G l , í = 1,2, . . . ,n}. Poznamenejme, že všechny t ř i níže uvedené 
metriky tvoř í spolu s množinou \ř metr ický prostor. 

P ř í k l a d 2.2. Nejnázornější metrika z n á m á z všedního života je Eukl idovská metrika 
p definovaná rovnost í 

n 

J > , - & ) 2 . 
i=l 

Dvojice p) je potom m e t r i c k ý m prostorem, k t e r é m u se ř íká n-rozměrný euklidovský 
prostor. V ý h o d o u eukl idovské metriky je její názo rnos t a jednoduchost. N e v ý h o d o u je 
složitější výpoče t odmocniny a možnos t neceločíselného výs ledku, k t e r ý n e o d p o v í d á 
celočíselným h o d n o t á m v obrazové matici . 

P ř í k l a d 2.3. Druhou možnou metrikou ve vzorkovací mřížce je metrika m a n h a t t a n s k á 1 0 . 
Měří nej menší počet polí, přes k t e r á mus íme projí t při cestě z počá tečn ího do koncového 
bodu, je-li povolen pouze p o h y b 1 1 ve směru vodo rovném a svislém. Tato metrika je 
definovaná následovně 

n 

PM(CÍ,(3) = \aj - (3i\. 
i=l 

P ř í k l a d 2.4. T ře t í metrikou, kterou m á smysl ve vzorkovací mřížce uvažovat je metrika 
šachovnicová. V té to metrice př ipoušt íme pohyb 1 2 vodorovný, svislý i diagonální. Výsledkem 
té to metriky je nejmenší počet polí, přes k t e rá musíme proj í t při pohybu od počátečního 
do koncového bodu. Tato metrika je definovaná následovně 

PS(OÍ, (3) = max{\ai — : i — 1, 2 , n } . 

Metrika je tedy funkce, k te rá podle zvoleného předpisu, splňujícím podmínky uvedené 
v definici 2.1, určuje vzdálenos t dvou b o d ů . P ř e j d ě m e nyní k topologickým vlastnostem 
pixelů ve vzorkovací mřížce. 

1 0 T a k é známá jako newyorská metrika nebo vzdálenost v městských blocích. 
1 1 Pohyb šachové věže. 
1 2 Pohyb šachového krále. 

\ 
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T o p o l o g i c k é vlastnosti 

P r v n í m n u t n ý m pojmem, k te rý definujeme, je sousednost pixelů. 

Definice 2.5. Řekneme, že dva pixely x , y jsou 4 — sousedy <=}• P m ( x , y) = 1, viz obrázek 
11. Tuto množinu b o d ů značíme A^ 4 (x) 1 3 . 

Definice 2.6. Řekneme, že dva pixely x , y jsou 8 — sousedy ps(x, y) = 1, viz obrázek 
12. Tuto množinu b o d ů značíme T V ^ x ) 1 4 . 

Definice 2.7. Řekneme, že dva pixely jsou diagonálně sousedně 1 5 , pokud pa t ř í do množiny 
iV D (x) = JV8(x) \ vY4(x), viz obrázek 13. 

y y y 
y H 
y y y 

Obrázek 11 Obrázek 12 Obrázek 13 

Relace b ý t sousedem je tedy závis lá na zvolené metrice. Dále definujeme nezby tné 
pojmy pro zavedení důleži tých t e rmínů cesta a oblast. 

P r v n í m z těchto p o j m ů bude spojitelnost pixelů, k te rá je uži tečná při určování hranic 
objektu. K definování tohoto pojmu budeme využíva t sousednosti a pro větš í názornos t 
konkré tn í množ inu j edno t l ivých ú rovn í šedi T = {0,1, 2, 3 , 2 5 5 } a její p o d m n o ž i n u 
T i = {32, 33, 3 4 , 6 8 } , viz tabulka 1. 

Definice 2.8. Mají-li pixely x , y ú rovně šedi v T i a zároveň p l a t í y G 7V 4(x), pak jsou 
tyto pixely 4 - spo j i t e lné 1 6 . 

Definice 2.9. Mají-li pixely x , y ú rovně šedi v T i a zároveň p l a t í y G 7V 8(x), pak jsou 
tyto pixely 8-spoj i te lné 1 7 . 

Definice 2.10. P ixely x , y jsou m-spo j i t e lné 1 8 , pokud tyto pixely maj í úrovně šedi v T i 
a dále p la t í a lespoň jedna z uvedených podmínek 

• y G i V 4 ( x ) . 
• y G N p (x) A AT4(x) n N^y) = 0. 

Poznamenejme, že při m-spojitosti nedochází k v ícenásobným spojením a j e d n á se 
o modifikaci 8-spojitelnosti, viz obrázky 14, 15, kde jsou pixely s úrovní šedi patř ící do T i 
označeny jako 1 a zbylé jako 0. 

Definice 2.11. Jsou-li pixely x , y spoji telné, pak ř íkáme, že x př i léhá k y nebo opačně. 

Je zřejmé, že pro různé spojitosti, lze definovat 4-, 8- nebo m-př i léhavost . Dále plat í , 
že dvě p o d m n o ž i n y obrazu A jsou při léhající , jes t l iže ně jaký pixel v p r v n í p o d m n o ž i n ě 
při léhá k nějakému pixelu ve druhé . 

Nyní s pomocí pojmu při léhavosti definujeme cestu z jednoho pixelu do druhého . 
1 3 Anglický termín = 4-neighbours, také překládán jako čtyřsousednost. 
1 4 Anglický termín = 8-neighbours, také překládán jako osmisousednost. 
1 5 Anglický termín = diagonal neighbours. 
1 6 Anglický termín = 4-connectivity. 
1 7 Anglický termín = 8-connectivity. 
1 8 Anglický termín = mixed connectivity. 
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Obrázek 14: 8-spojitost. P řevza to z [5]. Obrázek 15: m-spojitost. P řevza to z [5]. 

Definice 2.12. C e s t u 1 9 z pixelu x do pixelu y definujeme jako posloupnost pixelů 
x 1 , x 2 , . . . , x n , kde x i = x , x n = y a kde p la t í , že x í + 1 p ř i l é h á 2 0 k Xj,z = l , . . . , n — 1, 
kde n je tzv. délka cesty. 

Definice 2.13. Ob la s t í ve vzorkovací mřížce r o z u m í m e množ inu pixelů, mezi jej ímiž 
každými d v ě m a body existuje cesta, k t e rá celá p a t ř í do oblasti. 

Definice 2.14. Pokud mezi d v ě m a pixely v obraze existuje cesta, pak je n a z ý v á m e 
souvislými pixely. 

Oblast lze také definovat jako množinu navzájem souvislých pixelů. Je zřejmé, že relace 
být souvislý je relací ekvivalence 2 1 , a proto určuje rozklad množiny, tj. digitálního obrazu, 
na t ř ídy ekvivalence, v našem př ípadě na oblasti. 

Uvažujme digi tá lní obraz na obrázku 16 a v n ě m manhattanskou me t r iku 2 2 . Oblast i 
fžj, i = 1,2,3,4 jsou tedy mezi sebou nesouvislé a představuj í t ř ídy ekvivalence relace být 
souvislý. Dále zaveďme oblast íl = [Ji=1 a fž', k te rá je množinovým doplňkem oblasti fž 
k obrazu. Pla t í , že fž' = O U T, kde množina O, souvislá s okraji obrazu, se označuje jako 
pozadí a T je tzv. množina děr. Poznamenejme, že množiny O a T mohou b ý t složeny 
z vícero podmnož in , k teré jsou však navzájem dis junktní , tj. 

Analogicky pro T, kde T j jsou jednot l ivé díry. 

Definice 2.15. Oblast s k d í rami se nazývá k + 1—násobně souvislá oblast 2 3 . 

Něk t e r é v y b r a n é oblasti obrazu se čas to označuj í jako objekty, nap ř ík l ad osoby na 
fotce. Proces, k te rý obraz člení na jednot l ivé objekty, se nazývá segmentace obrazu. 

Definice 2.16. Segmentací obrazu rozumíme rozdělení obrazové matice f0(i, j) na množinu 
neprázdných podmnož in {$j}™ = 1 , pro kterou p la t í 

3. K a ž d á podmnož ina $ j m á danou vlastnost. 

Podle typu zvolené přiléhavosti, lze definovat 4-, 8- nebo m-násobnou cestu 
S ohledem na zvolenou sousednost. 
Definici relace ekvivalence a pojmů s ní spojených lze nalézt v [7]. 
Pro případ šachové metriky by v obraze nebyla díra a oblasti fž̂  by byly spojité. 
Pokud oblast díru neobsahuje, pak se používá označení jednoduše souvislá oblast. 

0 = | j 0 l ; 0 l n 0 J = 0 , ^ j . 

i - \JLi*i = foíiJ)-
2. $ í n $ J = 0 , i ^ j . 
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Obrázek 16: Pozadí . 

Z p rvn í a d ruhé p o d m í n k y vyplývá, že množ ina {$j}™ = 1 tvoř í rozklad množiny f(i,j) 
podle jediné relace ekvivalence. Ono kr i t é r ium relace ekvivalence je obsaženo p rávě 
v poslední podmínce . Může j ím bý t např ík lad vztah stejná hodnota jasu pixelu. 

Názorný př íklad segmentace obrazu je znázorněn na obrázku 17. Pro relaci být stejné 
barvy lze obraz rozčlenit na pět podmnožin obsahujících pixely stejné barvy. Je zřejmé, že 
tyto množiny splňují p o d m í n k y 1,2. 

Obrázek 17: Segmentace obrazu. 

Již dř íve bylo řečeno, že č tvercová vzorkovací mř ížka je pro zp racován í obrazu nej-
j ednodušš í , na druhou stranu jsou s ní spo jené p rob l émy v definování m a t e m a t i c k ý c h 
pojmů. P rvn í paradox můžeme vidět na obrázku 18. Př i uvažování m a n h a t t a n s k é metriky 
jsou úsečky 1, 2, 3 v k a ž d é m pixelu nesouvislé a pro p r ů n i k mohou nastat dvě situace. 
P rvn í možnost znázorňuje průnik úsečky 1, 2, tj. bod [7, G\. Druhá možnost průniku dvou 
úseček, t en tokrá t 1, 3, je znázorněna na souřadnicích [4, D], [4, E], [5, D], [5, E\. P la t í tedy, 
že p růn ikem dvou různoběžných př ímek ve čtvercové síti m ů ž e b ý t p r á z d n á množina . 

Dalš í p r o b l é m čtvercové sí tě je z n á z o r n ě n na o b r á z k u 19. Za t ímco v eukl idovské 
geometrii dělí uzavřená křivka rovinu na dvě nesouvislé množiny, tak ve čtvercové síti, kde 
uvažujeme šachovou metriku, toto tvrzení nemusí platit. Z obrázku 19 vyplývá, že 
z vn i t řku kružnice lze vést p ř ímku do jejího vnějšího okolí bez toho, aniž by tato př ímka 
kružnici protla. Mez i vn i t řkem a vnějškem kružnice tedy existuje cesta, čili vni t řek 
i vnějšek kružnice tvoř í jedinou oblast. 

Je tedy n u t n é si uvědomi t , že při použi t í čtvercové vzorkovací mřížky může docházet 
k r ů z n ý m p a r a d o x ů m a pojmy, k teré jsou definované v problematice spoj i té matematiky, 
je n u t n é vhodně upravit tak, aby se s n imi dalo pracovat i v diskrétních oblastech. 

Posledními pojmy, k te ré pro úp lnos t textu zavedeme, budou hranice a konvexní obal 
oblasti. 
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Obrázek 18: Paradox diskrétní úsečky. Obrázek 19: Paradox diskrétní kružnice. 

Definice 2.17. Vni t řn í h r a n i c í 2 4 oblasti rozumíme množinu pixelů v ní ležících, takových, 
že každý z nich m á alespoň jednoho souseda, k terý do té to oblasti nepat ř í , viz obrázek 20. 

Definice 2.18. Vnější h r a n i c í 2 5 oblasti rozumíme vn i t řn í hranici pozad í t é t o oblasti. 

Obrázek 20: Vn i t řn í a vnější hranice oblasti. P řevza to z [4]. 

Definice 2.19. Konvexn í obal, viz obrázek 21, objektu je t a k o v á množ ina , k t e r á je 
nejmenší n a d m n o ž i n o u celého objektu, v níž každé dva body objektu lze spojit úsečkou, 
k te rá celá leží v t é t o nadmnož ině . 

Definice 2.20. Def ic i t 2 6 konvexního obalu je množ ina pixelů, k teré do objektu nepa t ř í . 

Obrázek 21: Konvexní obal. P řevza to z [4]. 

Definovali jsme tedy základní vlastnosti digi tálního obrazu. 

A r i t m e t i c k é a m n o ž i n o v é operace mezi pixely 

Zák ladn í a r i tme t i cké operace mezi pixely jsou s te jné jako na množ ině reá lných čísel. 
Hodnotami, s nimiž pracujeme jsou, vlastnosti pixelů, např . jas. 

2 4 P i x e l y s bílou tečkou na obrázku 20. 
2 5Uvažujeme-li manhattanskou metriku, pak vnější hranici tvoří jen pixely s černou tečkou na obrázku 

20. Pro případ šachové metriky tvoří vnější hranici černé i oranžové tečky. 
2 6 S e d á oblast, tzv. jezero, a černá oblast, tzv. záliv, na obrázku 21. 
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P ř í k l a d 2.21. Nechť p\ je hodnota jasu pixelu x . P ř i č t e n í m (resp. odeč ten ím) hodnoty 
jasu p2 z m ě n í m e p ů v o d n í jas pixelu x na hodnotu ps = p\ + P2 (resp. p% = pi — $2)- Je 
však t ř e b a mí t na pamě t i následující 

pro bitovou hloubku q, hodnoty jasu pixelu nabývají hodnot { 0 , 2 g — 1}, viz tabulka 
1. Může tedy dojí t k tzv. přetečení , k t e rému lze zamezit následujícími podmínkami . 

• Pi + T>2 > 29 — 1 =>• Vz '•= 29 — 1 (analogicky pro násobení ) . 
• Pi -P2 < 0 => p3 := 0. 
Zdůrazněme, že hodnoty jasu pixelu jsou celočíselné, a proto je př ípadně nu tné výsledky 

zaokrouhlit na celočíselný tvar. 

Zavedli jsme tedy základní definice, k teré budeme spolu s vybranými poznatky z t é to 
kapitoly v dalš ím textu p růběžně využívat . 

3 Reprezentace barev v počítačové grafice 

V té to kapitole popíšeme základy reprezentace barev v počítačové grafice. Upozorněme, že 
pojmy jako barva, jas, intenzita jasu atd. budeme dále v textu c h á p a t jen na in tu i t ivn í 
úrovni ve významu jak jej známe z běžného života, neboť problematika přesné definice je 
nad rámec tohoto textu. Podrobnějš í a kval i tní popis těch to p o j m ů lze nález v [6]. 

V počítačové grafice existuje vícero způsobů reprezentace barev. Ne j jednodušším z nich 
je pomocí barevného modelu R G B , který každou barvu vytvář í pomocí kombinace červené, 
zelené a m o d r é barvy, p ř ičemž každá z t ě c h t o barev n a b ý v á hodnot ležících v množ ině 
{ 0 , 1 , 2 5 5 } . Tuto trojici používáme z důvodu př í tomnost i receptoru v lidském oku, které 
nejvíce vnímají zelené světlo, pak červené a nejméně modré . To je také důvodem používání 
koeficientů v rovnici 3.1. Jde o tzv. ad i t ivn í sk l ádán í barev. Tuto kombinaci lze zapsat 
p o m o c í vektoru (R,G,B). Nu lová hodnota značí , že p ř í s lušná barva v kombinaci není 
zahrnuta, naopak m a x i m á l n í hodnota indikuje, že p ř í s lušná b a r e v n á složka n a b ý v á své 
největší intenzity. 

Celkový jas barevného pixelu je vyjádřen rovnicí 

Jas = 0,299i? + 0,587G + 0,1145. (3.1) 

3.1 Barevné prostory 
V předchozím textu lze nalézt tabulku 1, k t e r á s t ručně shrnuje základní informace 
0 možných bi tových h loubkách pro nebarevné obrazy. V t é to kapitole se budeme věnovat 
b a r e v n ý m p ros to rům high colour a true colour. Stejně jako u nebarevných obrazů, tak 
1 v p ř ípadě ba revného obrazu určuje b i tová hloubka počet b i tů nu tných pro reprezentaci 
barvy. T í m t o číslem tedy můžeme vyjádři t pestrost ba revné škály. 

Bi tová hloubka q Počet možných barev (2q — 1) Název ba revného prostoru 
16 65 536 High colour 
24 16 777 216 True colour 

Tabulka 2: V y b r a n é bi tové hloubky pro barevné prostory. 

23 



3.1.1 High colour 

Než přejdeme k samotné kategorii high colour, seznámíme se nejprve s barevným prostorem 
využívajícím 15-bitovou hloubku. Tento ba revný prostor pracuje s červenou, zelenou 
a modrou barvou, př ičemž každému z t ěch to kaná lů náleží 5 b i tů , což znamená , že jsme 
schopni znázorni t 32 ods t ínů každé jednot l ivé komponenty a celkem 32 768 barev. 

P ř idáme- l i p ředchoz ímu modelu jeden bit, dostaneme tzv. high colour model. Tento 
př idaný bit je většinou věnován zelenému barevnému kanálu, protože lidské oko tuto barvu 
vn ímá nejvíce. Toto n á m umožní znázorni t 64 ods t ínů zelené a celkem 65 536 barev. 

3.1.2 True colour 

Modern í zobrazovací zař ízení pracuj í s b a r e v n ý m prostorem true color, k t e rý umožňu je 
znázorn i t až 16 777 216 barev. K a ž d é m u z b a r e v n ý c h kaná lů R G B je věnováno 8 b i t ů . 
Rozšíření tohoto prostoru se označuje jako TrueColour RGBa, k t e rá pracuje se 32 bity 
a př idaná složka a určuje průhlednost daného pixelu. Pomocí true colour můžeme vyjádřit 
mnohem více barev, než j ich je schopné lidské oko rozlišit. 

Následující obrázek 22 graficky znázorňuje barvy vytvoř i te lné R G B modelem. 

Obrázek 22: Grafické znázornění prostoru true colour. P ř evza to 
z https://color.adobe.com/build01/resource/img/kuler/color_wheel.webp dne 12.3.2019. 

4 Digitalizace signálu 
Zpracování signálu je rozsáhlou tematikou, k t e rá přesahuje zadán í t é t o práce, proto dále 
uvedeme jen nejnutnějš í teorii. Podrobnosti lze nalézt např ík lad v [2], [3], [4], [5], [8], [9]. 

Jak již bylo řečeno v kapitole 2, digitalizace je proces, jehož účelem je převést spoji té 
signály do diskrétní podoby, viz rovnice 2.1. Samotné signály pak lze matematicky rozlišit 
na signály deterministické a signály náhodné (stochastické). Determinis t ické signály dále 
dělíme na 

• Periodické - dá le se dělí na s ignály antiperiodické a multitónové. Ant iper iod ické 
s ignály lze popsat funkcí £(č + -y) = —£(t), kde t obvykle znač í čas a Tp délku 
periody. 

• Kvaziperiodické - tyto signály jsou dány součtem harmonických signálů s frekvencemi, 
které nejsou celočíselným násobkem jediné frekvence. 
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• Přechodné - periodicky se neopakují , maj í spoji té frekvenční spektrum a v reálném 
př ípadě t rvaj í konečnou dobu (teoreticky i nekonečně dlouho). 

P la t í , že všechny determinist ické signály můžeme popsat matematicky, a to buď spojitou 
funkcí, obrázky 23, 25, nebo posloupnost í , obrázky, 24, 26. 

Obrázek 23: Analogový signál. Obrázek 24: Diskré tn í signál. 

o 

In* i 
l 1 ! i — i 

L 

0 n 

Obrázek 25: Víceúrovňový signál. Obrázek 26: Vzorkované číslicové signály. 

Chceme-li spojité signály, tj. analogové, a víceúrovňové, převést na diskrétní signály, tj. 
ob rázky 24, 26, mus íme provés t tzv. vzorkováni a splnit p ř e d p o k l a d y vzorkovací v ě t y 2 7 . 
Nakonec poznamenejme, že n á h o d n é s ignály lze popsat pouze statisticky a nebudeme 
se j i m i dále zabýva t . Dalš í informace o t é t o skupině signálů lze naléz t v [4], odkud byly 
obrázky 23, 25, 24, 26 převzaty. 

Z kapitoly 2 víme, že s amo tná digitalizace se skládá ze dvou navazujících dílčích kroků 
a sice z kvantování a vzorkování Oba procesy nyní p o d r o b n ě rozebereme. 

4.1 Kvantování 

Během kvantování dochází k diskretizaci oboru hodnot funkce I(x, y). Tento proces lze dále 
dělit na dvě podkategorie, a to kvantování uniformní a neuniformní P r v n í podkategorie 
rozděluje obor hodnot funkce I(x, y) na intervaly kons t an tn í délky, za t ímco druhá , méně 
používaná, nikoliv. 

Hodnotou, kterou př i řazu jeme j e d n o t l i v ý m in t e rva lům oboru hodnot funkce I(x,y), 
m ů ž e b ý t nap ř ík l ad med ián , a r i tme t i cký nebo vážený p r ů m ě r atd. z hodnot d a n é h o 
intervalu. Obecně plat í , že kvantování může způsobit skokový přechod hodnot jasu, k terý 
se projevuje jako nově vy tvo řená hrana. T é t o chybě lze čás tečně předej í t neun i fo rmním 
kvan tován ím s vhodnou metodou výběru zás tupné hodnoty intervalů. 

V podkapitole 4.2 oboje popíšeme. 
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4.2 Vzorkování 
Znovu uvažu jme spojitou funkci I(x,y). Vzo rkován ím t é t o funkce mysl íme odeč í t án í 
hodnot ve s te jných intervalech, z k t e rých nás ledně ses tav íme obrazovou matici f0(i,j)-
Každou z odečtených hodnot pak přiřadíme pixelu, jehož střed je určen právě souřadnicemi 

Tento p ř í s t u p vzorkování se označuje jako bodové vzorkování29,. Da l š ím p ř í k l a d e m 
vzorkování je plošné vzorkování, k teré je pod robně popsáno v [9]. 

Uvažujme nyní j ednorozměrný signál p o p s a n ý funkcí r(t), z něhož budeme v daných 
časových intervalech odečí tat hodnoty, jak je znázorněno obrázkem 27. Vzdálenost tohoto 
intervalu označíme Ač a vzorkovací frekvenci z ískáme podí lem 

Obrázek 27: Vzorkování analogového signálu. P ř evza to z [9]. 

V následujícím textu budeme zkoumat otázku, zda je možné zvolit takovou vzorkovací 
frekvenci, aby signál spoji tý v čase byl jednoznačně popsán posloupnost í vzorků odečítaných 
s touto frekvencí. K vyřešení t é t o o tázky nejprve uvedeme nezbytné pojmy a poznatky 
z Fourierovy analýzy. 

4.3 Fourierův obraz 

Dosud jsme používali pouze jednu reprezentaci obrazu, a sice diskrétní matici pixelů. Tuto 
reprezentaci budeme dále označovat pojmem prostorová oblast29. Reprezentaci, k te rá 
k popisu obrazu využívá obecně nekonečně mnoho sinusových signálů s různou amplitudou 
a fázovým posunem, nazýváme Fourierovým obrazem původního obrazu v tzv. frekvenční 
oblasti. 

Pro názornost budeme dále uvažovat situace v jednorozměrném případě. Poznamenejme, 
že v t é to podkapitole budeme písmeno i používat pro označení imaginárn í jednotky. 

Definice 4.1. N e c h ť E je n e p r á z d n á m n o ž i n a a S C E. S y s t é m množ in S n a z ý v á m e 
a — algebrou, jestl iže p la t í 

• 0 G S, 
• Ae S ^ E\Ae S, 
• AUA2,A3,... e S ^\J°°=1Aj e S. 

Definice 4.2. N e c h ť S je a — algebrou na E, pak dvojici (S, E) n a z ý v á m e m ě ř i t e l n ý m 
prostorem a množiny A C S se nazývaj í S-měřitelné. 

2 8 Př ív las tek „bodové" se často vynechává a používá se jen termín vzorkování. 
2 9 V teorii signálu se používá výraz časová oblast. 
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Definice 4.3. Nechť E je měři telná množina. Řekneme, že funkce / : E —> M je měřitelná, 
právě když Va G K. je množ ina {x £ E : f(x) > a} měř i te lná . 

Definice 4.4. Prostorem funkcí absolutně integrovatelných na E v p-té mocnině zn. LP(E) 
r o z u m í m e množ inu funkcí {/ | / : E —> C měři te lné, E C Mměř i te lná , J s < oo}, 
kde 1 < p < oo. 

V da l š ím textu budeme k r o m ě LP(E) p o t ř e b o v a t i prostor pos loupnos t í abso lu tně 
sumovate lných na F C R v p- té mocnině . 

Definice 4.5. Prostorem posloupnost í absolutně sumovatelných na F C M v p- té mocnině 
rozumíme množinu lp(F) := {£| £ = £„, | F | < K 0 , J2neF < oopro 1 < p < oo}. 

Nyní s pomoc í p o j m ů měřitelná množina a LP(E) definujeme dop řednou Fourierovu 
transformaci. 

Definice 4.6. Uvažujme funkci g(x) G L1 (E) definovanou na spo j i t ém intervalu. Fourie-
rovým obrazem t é t o funkce je komplexní funkce G(u) definovaná vztahem 

/

oo 
g(x)e-i2nuxdx, (4.2) 

-oo 

kde i je imag iná rn í jednotka. S a m o t n á integrace dle rovnice 4.2 se n a z ý v á d o p ř e d n á 
Fourierova transformace a zřejmě se j e d n á o zobrazení přiřazující funkci j inou funkci. 

O b d o b n ě definujeme zpě tnou Fourierovu transformaci. 

Definice 4.7. Uvažujme funkci G(u), k te rá je Fourierovým obrazem funkce g(x). Zpětnou 
Fourierovu transformaci, neboli p řechod od frekvenční oblasti k pros to rové , definujeme 
vztahem 

/

oo 
G(u)ei2nuxalu. (4.3) 

-'OO 
Z těchto dvou definic vidíme, že funkce g(x) a G(u) jsou k sobě jednoznačně přiřazeny 

pomocí zpětné a dopředně Fourierovy transformace. Tuto skutečnost značíme následovně 

g(x) G(u). 

Předchozí definice Fourierových transformací pracovaly se spojitou funkcí g(x). Doplňme 
nyní ty též definice pro Fourierovu transformaci d iskré tní funkce g(x). 

Definice 4.8. Uvažu jme d i skré tn í funkci g(x) G Z1 (i7"), potom d o p ř e d n o u Fourierovu 
transformaci zn. J7 vypoč teme dle vztahu 

N-l 

G(u) = J2~9(x)e-^ (4.4) 
x=0 

a zpě tnou Fourierovu transformaci zn. J 7 - 1 

N-l 

~g{x) = YJG{u)e^) (4.5) 
u=0 
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př ičemž značka g (x) •<==>- G (u) m á s tá le s te jný v ý z n a m . Fourierovou t r ans fo rmac í 
získáme dekompozici v s tupn í funkce na funkce sinus a cosinus. 

Upozorněme, že obecně neplat í , že inverzní Fourierovou t ransformací získáme původní 
vzor. Podrobněj i je tato problematika rozepsána v [8]. 

Definice 4.9. Uvažujme nyn í l ibovolně pevně zvolený bod u náležící Fourierově obrazu 
funkce g(x). Ampl i tudové spektrum funkce G(u) značíme 11G (u) II a je dáno vztahem 

\G(u)\\ = ^Re2{u) + Iw?{u) 

a fázové spektrum 

<p{u) = arctg 
Re{u) 
Im(u) 

kde Re(u) značí reálnou část Fourierova obrazu a Im(u) jeho imaginární část. Význam 
jednot l ivých spekter je zřejmý. Ampl i tudy jednot l ivých frekvencí a jejich vl iv na celkový 
obraz jsou dány ampl i tudovým spektrem. Fázové posuny dílčích sinusových a cosinusových 
složek u d á v á fázové spektrum. 

Zavedli jsme tedy základní apa rá t Fourierovy analýzy po t ř ebný ke zpracování obrazu. 
Nyní jej využijeme k zodpovězení dříve položené otázky, a sice za jakých podmínek plat í , 
že signál spoji tý v čase je jednoznačně popsán posloupnost í vzorků odečítaných vzorkovací 
frekvencí. 

Uvažujme nyní funkci, k te rá m á konečné ampl i tudové spektrum. Takové funkci se říká 
frekvenčně omezená funkce a p la t í pro ni , že v konečném ampl i tudovém spektru existuje 
frekvence u m a x

3 0 , s v las tnos t í , že pro všechny frekvence u > u m a x p l a t í | |G(u) | | = 0, viz 
obrázek 28. Frekvence u m a x je tedy nejvyšší frekvencí ve frekvenčním spektru frekvenčně 

Obrázek 28: Frekvenčně omezená funkce. P řevza to z [9]. 

omezené funkce. U v e ď m e nyní Shannonovu vzorkovací vě tu , k t e r á d á v á do souvislosti 
vzorkovací frekvenci ut, a u m a x . 

V ě t a 4.10. Nechi platí Ut > 2umax, potom je signál spojitý v čase jednoznačně popsán 
posloupností vzorků odečítaných s frekvencí ut. 

Prak t i ckým důsledkem té to věty je skutečnost , že ke správné jednoznačné diskretizaci 
každé frekvenčně omezené funkce je nu tné použít vzorkovací frekvenci splňující podmínku 
Shannonovy věty. P ř i jej ím nedodržen í dochází k tzv. aliasingu. 

30 Této frekvenci se také říká Nyquistovo kritérium. 
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4.4 Alias a antialiasing 
V minulé podkapitole jsme se seznámili s Shannovou větou, k te rá udává nejmenší možnou 
vzorkovací frekvenci, takovou, aby navzorkovanému signálu bylo možné jednoznačně přiřadit 
jeho p ů v o d n í spojitou podobu. Nyn í zmín íme p ř í p a d y tzv. podvzorkování. T í m m á m e 
na mysli vzorkování se vzorkovací frekvencí, k t e r á je m e n š í než 2umax. Podvzo rkován í 
způsobuje tzv. alias. 

Alias je nová, nežádoucí , nízkofrekvenční informace, k t e rá vzniká dvěma způsoby. 
1. P ů v o d n í funkce je frekvenčně neomezená, tzn. neexistuje konečné u m a x . 
2. P ů v o d n í funkce je frekvenčně omezená, ale vzorkovací frekvence nesplňuje Shanno-

novu vě tu . 
Obrázek 29 ilustruje druhý, výše zmíněný případ. Nevhodně zvolenou vzorkovací frekvencí 
se z původního signálu (černá křivka) stala po jeho rekonstrukci j iná nízkofrekvenční funkce 
(oranžová kř ivka) , kterou nazýváme alias. 

r(t) ) • 

l \ i \ i t 

Obrázek 29: Alias . P ř evza to z [9]. 

Metodu, k te rá alias odst raňuje , nazýváme antialiasing. Více čtenář nalezne např . v [9]. 
Pře jděme nyní k dalš ímu důleži tému pojmu, k t e r ý m je konvoluce. 

4.5 Konvoluce 
Definice 4.11. Konvolucí neperiodické spoji té funkce rozumíme zobrazení : Lp —> LP', 
které je dáno vztahem y := Th(g), vy jádřeným Ví G IR následovně 

/

oo 

h(t — a)g(a)da, (4.6) 
-oo 

kde funkce h G L1) je označována t e rmínem konvolučni jádro. Konvoluci funkce g 
s konvolučním j á d r e m h značíme g(x) * h(x). 

Zřejmě p la t í 

G{u) *H(u) g(x)h(x), 

G{u)H{u) g(x)*h(x). 

Definujme dále l ineární d i sk ré tn í konvoluci, kterou nás ledně zobecn íme na dvoj­
rozměrnou l ineární d iskré tní konvoluci, často používanou pro práci s obrazovou matic í . 

Definice 4.12. Lineární diskrétní konvolucí pro neperiodické př ípady rozumíme zobrazení 
Th '• lp —> lp, k te ré je d á n o vztahem /_ := Th(£), p ř edepsaným rovnicí 

oo 

VÍ = K-jŠj^i e z , 
3=-oo 
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kde h G Z1 opět označujeme t e rmínem konvoluční jádro. Symbol * m á analogický význam 
jako v definici 4.11. 

Předchozí definici snadno rozšíříme pro dvoudimenzionální p ř ípad vztahem 

M N 

f'o(x,y) = fo(x,y) *h(x,y) = fQ(x - k,y - l)h(k,l). 
k=-Ml=-N 

Při diskrétní dvourozměrné konvoluci se pracuje s obrazovou mat ic í fQ(x,y) a konvolučním 
j ád rem, tj. h(x,y). Symbol f'0(x,y) označuje výslednou obrazovou matici. 

Proces vzorkování je možné snadno popsat pomocí konvoluce a Diracovy funkce S(t) 

5(t) 

přičemž je zřejmé, že p la t í 

t + t0 

t = t0 

5(t)dt 

Vzorkovací funkci můžeme tedy popsat jako nekonečnou posloupnost Diracových impulsů 
ve vzájemné kons t an tn í vzdálenost i At, tj. 

s(t)= 8{t-jAt). 

j=-oo 

Fourierovým obrazem té to funkce je 

At ^ V A t 
j=-oo 

Uvažujme nyní funkci r(t) popisující analogový signál a vzorkovací funkci s(ť). Součin 
těch to dvou funkcí potom vyjadřuje funkce ř(t) a jej ím Four ierovým obrazem je funkce, 

1 oo 

?(«)='(«)«<*) ~ s i E 
j=-oo 

která je opakováním obrazu funkce r(t) ve vzdálenosti Fourierových obrazů pulsů vzorkovací 
funkce, jak je znázorněno obrázkem 30, na němž je vzorkovací frekvence volena tak, aby se 
Fourierovy obrazy nepřekrývaly. N a obrázku 31 můžeme vidět , že při n e v h o d n é m zvolení 
vzorkovací frekvence se jednot l ivé Fourierovy obrazy překrývají . 

Chceme-li Four ierovým o b r a z ů m jednot l ivých vzorků signálu př i řad i t jejich vzorovou 
funkci, je nu tné , aby se tyto obrazy vzájemně nepřekrývaly. Tato podmínka je automaticky 
splněna pro frekvenčně omezené funkce a pro vzorkovací frekvence splňující vě tu 4.10. 

Pracujme dále s funkcí ř(t). Pla t í , že tuto funkci můžeme zrekonstruovat zpět na funkci 
r(ť), a to v časové i frekvenční oblasti. 

Rekonstrukce ve frekvenční oblasti je d á n a vztahem 

r[t) = Ř(u)S(u)w(u), 
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Obrázek 30: V h o d n ě navzorkovaný signál r(t) a jeho ampl i tudové spektrum. P řevza to 

z [9]-

ŕ ( ť ) R(u) 

Obrázek 31: Nevhodně navzorkovaný signál r(t) a jeho ampl i tudové spektrum. P řevza to 

kde 

w\u) 
U = 1 M É < - 1 , 1 > 

u = 0 -u ^ < - 1 , 1 > 

Rekonstrukci v časové oblasti z ískáme jako výsledek konvoluce 

r (t) = r(t) * sinc(t), 

kde 

sinc(t) 
sin(7rt) 

Tit 
Pro názornost jsme dosud pracovali s jednorozměrnými případy, ale obrazová matice je 

dvo j rozměrná , proto nyn í u k á ž e m e definici z p ě t n é a d o p ř e d n ě Fourierovy transformace 
pro dvě p r o m ě n n é . Všechny zbylé definice lze p řevés t z j e d n o r o z m ě r n é h o p ř í p a d u na 
dvoj rozměrný zcela analogicky. 

Definice 4.13. Nechť funkce g{x,y) G LX(J), kde J C M.2. Potom její dopřednou 
a zpě tnou Fourierovu transformaci předepisujeme vztahy 

G(u, v) 

g(x,y) 

oo roo 
(x,y)e-i27T{ux+vy)dxdy 

oo J —oo 

oo noo 
G(u,v)ei2n(ux+vy)dudv. 

oo J —oo 
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Definice 4.14. Nechť diskrétní funkce g(n, m) G /1(</), kde J C M 2 . Potom její dopřednou 
a zpě tnou Fourierovu transformaci předepisujeme vztahy 

N-l N-l 

G(u,v) = ^2^2g(n,m)e " 
n=0 m=0 

N-l N-l 
- (ux+vy) 

u=0 v=0 

Uvedl i jsme tedy proces digitalizace s ignálu s v y u ž i t í m v h o d n é h o m a t e m a t i c k é h o 
a p a r á t u . V dalš í kapitole se budeme zabýva t d ig i t á ln ím š u m e m a problematikou jeho 
ods t raňování . 

5 Digitální šum 
Pojem dig i tá ln í š u m je označen í pro n á h o d n o u složku d ig i tá ln ího obrazu, k t e ré nejde 
zab rán i t a k t e r á vzn iká n á h o d n ě , nap ř ík l ad vl ivem poškození čipu sn ímac ího zařízení , 
kvalitou světelných p o d m í n e k 3 1 , kompresí obrazu a mnoha dalšími faktory. P ředevš ím je 
však nežádoucí , a proto vznikly metody na po t lačen í různých d r u h ů šumu. Podrobně j š í 
informace k t é to kapitole lze nalézt v [2], [3], [4], [5], [9]. 

Digi tální šum lze kategorizovat dle několika k r i t é r i í 3 2 

1. Podle z á v i s l o s t i na obsahu obrazu 
• Sum závislý na obraze - obt ížně se ods t raňuje , ale obvykle se nevyskytuje. 
• Sum nezávislý na obraze - způsoben např ík lad dálkovým přenosem dat. 

2. Podle velikosti a r o z l o ž e n í š u m u 
• Impulsní šum33 - n á h o d n ý m pixe lům je př i řazena n á h o d n á hodnota jasu. 
• Sedý šum - postihuje všechny pixely, ale hodnoty jasu větš inou nemění . 

3. Podle vztahu obrazu k obsahu obrazu 
• Aditivní šum - k původn í h o d n o t ě jasu pixelu je p ř ič tena n á h o d n á hodnota. 
• Multiplikativní šum - p ů v o d n í hodnota jasu pixelu je v y n á s o b e n a n á h o d n o u 

hodnotou. 
• Jiné druhy 

4. Podle charakteru š u m u ve f r e k v e n č n í oblasti 
• Uzkopásmový šum - vzn iká kombinac í více úzkopásmových nebo mult ipl ika­

t ivních signálů. 
• Širokopásmový šum 

Toto jsou tedy ukázky jednot l ivých kategorií digitálního šumu, z nichž za podrobnějš í 
pozornost stojí zejména šum adi t ivní a impulsní . 

5.1 Impulsní šum a způsoby jeho filtrace 
Impu l sn í š u m se projevuje p ř í t o m n o s t í n á h o d n ě rozmís t ěných vadných pixelů, k t e r é je 
t ř e b a vždy opravit, a lze jej definovat následovně 

3 1 Obecně platí, že tmavé části obrazu obsahují více šumu. 
3 2 Převzato z [2]. 
3 3 N ě k d y též označován termínem salt & pepper. 
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Definice 5.1. Nechť B* je dokonalý digi tální obraz, Z ~ A(p) je n á h o d n á veličina 
s a l te rna t ivním rozdělením s parametrem p a Y je náhodná veličina s libovolným rozložením, 
potom o obrazu C definovaném následovně 

h*3 Z = 0 

Y Z = 1 

ř íkáme, že je zat ížen impulsn ím šumem. 

Tato ruš ivá složka je z p ů s o b e n a nap ř ík l ad v a d n ý m i pixely na sn ímači , kosmickým 
zářením, dá lkovým přenosem dat nebo prachovými částicemi. 

Fi l t race impu l sn ího š u m u se sk ládá ze dvou dílčích kroků , a sice detekce a korekce 
vadných pixelů. Věnujme se nejprve samotné detekci. 

Pixely ovlivněné impulsním šumem můžeme detekovat například př ímo ve snímači, hard­
warově nebo matematicky. Dále se budeme zabývat výh radně m a t e m a t i c k ý m p ř í s tupem, 
k terý vychází z t es tování s ta t is t ické hypotézy poškození pixelu. 

Řekneme, že pixel je vadný, pokud pla t í 

kde Cjj je hodnota jasu p r á v ě vyše t řovaného pixelu, č j j znač í charakteristiku polohy 
s ta t i s t i ckého souboru 3 4 hodnot j a s ů pixelů ležících v okolí Cjj a e je p e v n ě zvolená 
konstanta udávající sílu testu. 

Nevýhodou tohoto př í s tupu je reálná možnost vzniku druhého druhu stat ist ické chyby, 
tzn. oprava hodnot jasu správných pixelů. 

Výše zmíněné testovací k r i t é r ium lze nahradit tzv. r ankovým kri tér iem, tj. 

n 
r ~ 2 

> e. 

Sílu tes tovac ího kr i t é r ia opě t nastavujeme p o m o c í l ibovolně p e v n ě zvolené konstanty e. 
R a n k 3 5 t e s tovaného pixelu znač íme r a n je poče t p r v k ů s ta t i s t i ckého souboru pixelů 
ležících v okolí tes tovaného pixelu. 

Po detekci poškozených pixelů následuje korekce jejich jasu, kterou lze provést několika 
způsoby. 

1. P r v n í , ne j jedodušš í metodou je tzv. jednoprůchodová korekce. Ihned po detekci 
v a d n é h o pixelu, n a h r a d í jeho hodnotu jasu např . a r i t m e t i c k ý m p r ů m ě r e m , nebo 
m e d i á n e m hodnot j a s ů pixelů ležících ve zvoleném okolí tohoto vadného pixelu. 
V ý h o d o u metody je její rychlost. N e v ý h o d o u je r e á l n á šance, že v okolí vadného 
pixelu leží další vadné pixely, k teré mohou výrazně ovlivnit výsledek. 

2. Sofistikovanějším př í s tupem je dvouprůchodová metoda, k te rá nejdříve najde všechny 
vadné pixely a teprve p o t é pracuje na jejich korekci, k t e rá p rob íhá stejně jako 
u jednoprůchodové metody, avšak s rozdí lem, že vadné pixely se do v ý p o č t u nové 
hodnoty jasu nezahrnují . Metoda je efektivnější, ale časově náročnější . 

3. Další možnost korekce představuje interpolační metoda. Opět se j edná o dvouprůchodovou 
metodu, ale v a d n ý pixel se opravuje p o m o c í interpolace hodnot okolních pixelů. 
Poznamenejme, že okolí interpolace může být j iné než okolí s ta t is t ického sběru dat. 

Metody filtrace impu l sn ího š u m u jsou použ i te lné , pokud v obraze je m é n ě než 20 % 
pixelů post iženo impulsn ím šumem. 

3 4 Nejvhodnější je používat medián, poté aritmetický průměr a modus. 
3 5 P ř i seřazení n prvků statistického souboru od nejmenšího po největší bude mít nejmenší prvek rank 1 

a největší rank n. 
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5.2 Adi t ivní šum a způsoby jeho filtrace 
Uvažujme dokonalý digitální obraz A*, obraz s realizací náhodné veličiny X s normáln ím 
rozložením pravděpodobnos t i o nulové s t řední hodno tě a nenulovým roztpylem a obraz B, 
který vznikne sečtením obrazů A*, X , tzn. B = A* + X. Té to náhodné veličině X ř íkáme 
adi t ivní š u m a o obrazu B mluv íme jako o obrazu za t íženém ad i t ivn ím šumem. 

Mezi ad i t ivn ím šumem a dokona lým obrazem existuje jedna z níže uvedených relací. 
• Adi t ivn í š u m je nezávislý na obraze, tzn. š u m nezávisí na obsahu fotografie. 
• Adi t ivn í š u m je nekorelovaný s obrazem. 
• Adi t ivn í š u m je závislý na obraze. 

Pro C C D a C M O S čipy p la t í , že š u m a obraz jsou b u ď nekorelované nebo nezávislé. Ve 
většině př ípadů plat í , že tmavé části obrazu jsou adi t ivním šumem zatíženy více než části 
svět lé . Toto lze snadno odpozorovat vyšší z rn i tos t í t m a v ý c h oblas t í , k t e r á je t yp i ckým 
znakem ad i t ivn ího šumu. Charakterist ickou v la s tnos t í ad i t ivn ího š u m u je s m ě r o d a t n á 
odchylka 3 6 , tj. 

kde n je poče t p ixelů v obraze, Xi je n á h o d n á hodnota jasu pro i-tý pixel a x značí 
a r i tmet ický p růměr . 

Zabývejme se nyní možnými způsoby filtrace adi t ivního šumu. 

P r ů m ě r o v á n í v í c e o b r a z ů 

Uvažujme, že jsme m—krát vyfotografovali stejnou statickou scénu a pořídi l i tedy m 
prvkový soubor o b r a z ů B 1 ; . . . , B m . Chceme-li po t l ač i t ad i t ivn í š u m pixelu bjj , pos t ač í 
využí t vztahu 

b j J = ^ b ^ t ( 5 2 ) 

lil 

kde index p značí příslušnost pixelu k danému obrazu B p pro p — 1,.., m. Z tohoto vztahu 
plyne, že každý pixel bjj je za t ížen n á h o d n o u veličinou s nulovou s t ř edn í hodnotou, ale 
menší směroda tnou odchylkou o velikosti -?=. 

Tuto metodu využ ívá př i ložený program, viz C D , a její nespornou v ý h o d o u je ne­
r o z m a z a n í výs ledného obrazu, ke k t e r é m u docház í u použ i t í j iných metod, k t e r é nyní 
rozebereme. 

5.3 Lokální vyhlazování obrazu 
Metody, k t e r é budou uvedeny v t é t o kapitole, budou pracovat pouze s j e d n í m obrazem 
zat íženým adi t ivním šumem. Pro pot lačení šumu daného pixelu budeme využívat hodnot 
pixelů, k teré leží v jeho pevně zvoleném okolí O. Takto založené metody se označují jako 
metody filtrace obrazu. 

Tyto metody se podle účelu dělí na 
1. Vyhlazovací - usilují o pot lačení šumu. 
2. Detekce hran - o d h a d u j í derivaci obrazové funkce v d a n é m b o d ě p o m o c í hodnot 

pixelů ležících v okolí O tohoto bodu. 

3 6 L z e využít i vztahu a(x) = ^^IYH=I(xÍ ~ x ) 2 = \ J E ľ = i xi) ~ x 2 -
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Dalš ím m o ž n ý m t ř íděn ím těchto metod je podle ma tema t i ckých v las tnos t í dané transfor­
mace. V takovém př ípadě rozlišujeme metody lineární a nelineární 

U lineárních metod je hodnota pixelu výs tupního obrazu na souřadnicích i,j poč í tána 
jako l ineární kombinace hodnot pixelů ve v s t u p n í m obrazu ležících v d a n é m okolí O, 
o r o z m ě r e c h 3 7 d\, d<i, viz obrázek 32, pixelu na souřadnic ích i,j. Uvažujme nyní M = d\ 

] X 

0 

y i di 

Obrázek 32: Okolí O pixelu, u něhož chceme pot lač i t šum. 

div 2, TV = cř2 div 2. P la t í , že jednot l ivé pixely v tomto okolí ma j í různé důleži tost i , 
a proto je při výpoč tu opa t řu jeme váženými koeficienty h podle 

M N 
fo(hj) E E fo(i-k,j-i)h(k,i), (5.3) 

-Ml=-N 

kde f0(i,j) značí hodnotu jasu pixelu v ý s t u p n í h o obrazu a fQ(i — k,j — l) hodnotu jasu 
pixelu zpracovávaného obrazu. Samotná rovnice 5.3 vyjadřuje diskétní konvoluci s j ád rem 
h38. Konvolučn í filtry (filtrace) se velmi snadno používa j í a jejich u p l a t n ě n í nalezneme 
např ík lad při vyhlazování obrazu nebo detekci hran. 

Jak již bylo řečeno v podkapitole 5.2 ne jvýhodně jš í metodou k po t l ačen í š u m u je 
průměrování obrazů, neboť nedochází k rozmazání obrazu. Máme-li však k dispozici pouze 
jeden obraz mus íme se spolehnout na j iné metody, k teré využívají poznatku, že sousední 
pixely m a j í velmi bl ízkou hodnotu jasu. Hodnotu p ixe lů za t í žených š u m e m n a h r a d í m e 
reprezenta t ivn í hodnotou, např . a r i tme t ickým p růměrem, med iánem atd., spoč tenou 
z hodnot sousedních pixelů. 

5.3.1 L i n e á r n í metody v y h l a z o v á n í 

Lineární metody př i řad í nové hodno tě pixelu výsledek l ineární kombinace hodnot pixelů 
ležícím ve zkoumaném okolí. Tuto l ineární kombinaci lze vyjádři t d iskrétní konvoluci, viz 
rovnice 5.3. V dalším textu se pos tupně seznámíme s různými lineárními filtry, které se od 
sebe liší konvolučním j ád rem. 

Poznamenejme, že lineární filtry dělíme na dvě skupiny, a to na skupinu lineárních filtrů 
a lineárně prostorových invariantních filtrů, viz obrázky 33, 34, kde h(i,j) je konvoluční 
maska a f0{i,j) s f0(hj) po řadě značí vs tupn í a výs tupní obrazovou matici. Vz tah 5.3 je 

3 7 Č a s t o se uvažuje čtvercové okolí, tedy d\ = d?-
3 8 T é ž se používá sousloví konvoluční maska. 
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fo{i,j) Hhj) -Mhj) fo{i - k,3 ~ fy h(h j) I—-fo{i ~ k, j - l) 

Obrázek 33: Lineární filtr. Obrázek 34: Lineárně prostorově invar iantní filtr. 

př íkladem lineárního prostorově invariantního filtru. Přirozeně vzniká problém v situacích, 
kdy konvoluční maska „vyčnívá" z hranic obrazové matice. Tato situace nas tává například 
u pixelů na hranicích obrazové matice. Tento problém lze vyřešit neaplikováním konvoluční 
masky na tyto pixely, nebo v h o d n ý m pozměněn ím jejich hodnot a tvaru. 

Jednoduchou metodou na po t l ačen í š u m u je obyčejné průměrování Hodnota jasu 
každého pixelu je d á n a a r i t m e t i c k ý m p r ů m ě r e m p ů v o d n í c h hodnot jasu v okolí tohoto 
pixelu. Konvoluční maska pro okolí 3 x 3 je 

h 
1 

9 

1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 

Poznamenejme, že prvky v konvolučním j á d r u indexujeme následovně 

ho,i ^o,o ho,-i 
h-i,i h-i,o h-i,-i 

V situacích, kdy v y b r a n ý m pixe lům př ik ládáme větš í váhu, je n u t n é tuto masku vhodně 
upravit. Následující dvě konvoluční j á d r a po řadě zdůrazňuj í v l iv s t ředového pixelu nebo 
jeho 4-sousedů 

h = To 

1 1 1 
1 2 1 
1 1 1 

1 2 1 
2 4 2 
1 2 1 

Masky pro větší okolí se vytvářej í zcela analogicky, vždy je nu tné , aby se součet prvků 
konvolučního j á d r a rovnal 1, tedy 

k l 

hi>i = 
i=—k j=—l 

kde 2k + 1, 21 + 1 jsou rozměry konvoluční masky. 
V ý h o d o u t é t o metody je její jednoduchost, k t e rá je ale vykoupená rozmazán ím hran 

v obraze. 
Výpočet rovnice 5.3 lze urychlit pomocí tzv. separabilních filtrů, tj. takových lineárních 

filtrů, jejichž konvoluční masku můžeme rozložit na součin jednorozměrných masek. Plat í , 
že každá konvoluční maska s hodnos t í 1 je separabilní . 

P ř í k l a d 5.2. Uvažujme konvoluční j á d r o h, k te ré rozložíme na součin j ednorozměrných 
masek h\, fi2 

1 

16 

1 2 1 i 1 
2 4 2 i 2 
1 2 1 16 1 

1 2 1 
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Následuj íc í t v rzen í využ ívá vlastnost separabi ln ích filtrů k přep i su rovnice 5.3 do 
výpoče tně rychlejšího tvaru. 

T v r z e n í 5.1. Uvažujme separabilní filtr se čtvercovým konvolučním jádrem o rozměrech 
2N + 1. Potom lze rovnici 5.3 přepsat do tvaru 

N N N N 

9(iJ)= E E h(k,l)f0(t-k,j-l)= hÁk) E h2(l)fo(t-k,j-l). 
k=-Nl=-N k=-N l=-N 

Dalš í skupinou pros to rově invar ian tn ích filtrů jsou rekurzivní filtry, tj. t akové filtry, 
které pro výpočet nových hodnot pixelů využívají hodnoty již dříve napoč í t aných pixelů. 
Ukázku rekurzivního filtru pro I D př ípad ilustruje následující př íklad. 

P ř í k l a d 5.3. Nechť g„,n G Zq je posloupnost p ixelů a h = (ho, ...,hr) je maska filtru. 
Rekurz ivní I D filtr je dán rovnicí 

r 

g'n = h0Sn + E h^n-i; 
i=0 

kde g'n je posloupnost upravených pixelů. 

Rekurzivní filtry převyšují nerekurzivní filtry ve výpočetní efektivitě, ale pro 2D obrazy 
se nepoužívaj í kvůli řadě netr iviálních p rob lémů viz [4]. 

Popsali jsme tedy l ineární metody vyh lazován í obrazu. V dalš í kapitole se budeme 
věnovat m e t o d á m nel ineárním. 

5.3.2 N e l i n e á r n í metody v y h l a z o v á n í 

Z minulé kapitoly víme, že lineární vyhlazovací metody způsobují rozmazávání hran. Tento 
neduh lze částečně vyřešit používáním nelineárních vyhlazovacích metod. Společným rysem 
těchto metod je, že z analyzovaného okolí O vybíraj í jen ty pixely, jejichž hodnota jasu je 
blízká hodno tě jasu reprezenta t ivn ího pixelu. P r á v ě tyto pixely jsou použi ty k v ý p o č t u 3 9 

jasu zkoumaného pixelu. 
Jednoduchou ukázkou vyhlazovací metody, k te rá k výpoč tu jasu využívá nejvhodnější 

oblast, je metoda rotující masky. K o l e m reprezen ta t ivn ího bodu rotuje m a l á maska, viz 
obrázek 35, v jejíž každé poloze se spočte rozptyl jasů pixelů v ní ležících a k výpočtu jasu se 
nakonec použijí pixely, které leží v masce, v níž byl tento rozptyl nejmenší. Metodu rotující 

H B H 
Obrázek 35: Ilustrace rotující masky o velikosti 3 x 3 na okolí 5 x 5 . Reprezenta t ivní pixel 
je vybarven oranžově, zbytek masky pak modře . 

masky lze využ í t i t e ra t ivně , p ř ičemž h lavn í faktory ovlivňující rychlost konvergence 10 

3 9 Opět se může jednat například o aritmetický průměr. 
4 0 Je dokázáno, že tento proces vždy konverguje do stabilního stavu. 

37 



jsou tvar a velikost masky. Mez i velikostí masky a p o č t e m nu tných i terací existuje p ř ímá 
úměrnos t . 

Metoda obyčejného průměrování s omezením změn jasu je další použ ívaná nel ineární 
metoda, k t e r á je za ložena na pr incipu obyčejného p r ů m ě r o v á n í , avšak čás tečně b r á n í 
rozmazání hran. Opět se počí tá lineární kombinace 4 1 hodnot jasů v okolí reprezentat ivního 
pixelu, ale výsledná hodnota se použije pouze, pokud je splněna podmínka , 

h3 < e, 

kde £ e N je libovolně pevně zvolená hodnota, p 4 • je hodnota jasu reprezentat ivního pixelu 
a Pi,j J e výsledek zvolené l ineární kombinace hodnot j a sů pixelů ležících v okolí O pixelu 
P j j . V př ípadě, kdy podmínka splněna není, se pixelu ponechá jeho původní hodnota jasu. 

Všechny předchozí metody využívaly k nalezení nové hodnoty jasu všechny pixely 
v příslušném okolí. Největší slabinou té to myšlenky je skutečnost , že v takovém okolí může 
ležet pixel, jehož hodnota j a su 4 2 se výrazně liší od hodnot os ta tn ích pixelů, což značným 
z p ů s o b e m ovlivní výsledek př í s lušné l ineární kombinace. Z tohoto d ů v o d u se využívaj í 
metody robus tn í statistiky, k t e ré dokáží v d a n é m souboru hodnot naj í t t akové hodnoty, 
které jsou přiliš vychýlené, vyloučit je z uvažování a zbylé hodnoty nahradit j inou typickou 
hodnotou. 

Myš lenku r o b u s t n í statistiky z tě lesňujeme p o m o c í výběrových kvant i lů , nejčastěj i 
m e d i á n u z hodnot j a s ů b o d ů v okolí r ep rezen ta t ivn ího bodu v s t u p n í h o obrazu. P o m o c í 
t é t o mediánové metody docílíme pot lačení impulsního šumu. 

Svou roli při použi t í t é t o metody hraje i tvar zvoleného okolí. Obdélníkové okolí není 
v h o d n é , neboť porušu je t e n k é čáry a os t ré rohy v obraze. Naš t ě s t í lze tento nedostatek 
snadno obejít už i t ím j iného tvaru okolí viz obrázek 36. 

Obrázek 36: Ukázky vhodných tvarů okolí typických při mediánové filtraci pro zachování 
svislých a vodorovných čar. P řevza to z [4]. 

Ukázali jsme tedy základní metody k pot lačení adi t ivního šumu. V následující kapitole 
se budeme zabývat problematikou h ledání hran. 

6 Hledání hran 
Oblasti obrazu, v kterých se náhle mění hodnoty jasu, nazýváme hranami. Hrana je určena 
rychlostí změn hodnot j asů pixelů v obrazové matici. 

4 1 Nejčastěji se používá jedna z výše uvedených konvolučních masek k průměrování obrazu. 
4 2 Tato situace je typická například pro impulsní šum. 
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P ř i p o m e ň m e , že se j e d n á o d i sk ré tn í funkci dvou p r o m ě n n ý c h , a proto budeme pro 
detekci hran využ íva t aproximace parc iá ln í derivace a gradient t é t o funkce. Velikost 
gradientu a jeho směr jsou po řadě dány vztahy 

| V / „ ( i , j ) \ 
d f oji, j) 

di + 
d f oji, j) 

dj 

' dfo(i,j) 

* = a r g t n 1 mu) 
di 

Pla t í , že směr hrany je kolmý na směr gradientu. Výpočet parciální derivace na hranicích 
yo(j, • 

dj 
obrazové matice lze aproximovat následovně (analogicky pro d - ! " l , ' J > 

dfo(i,j] 

di 

dío(i, j) 

di 

fo(Í,j) ~ fo(Í - 1, j), 

fo(Í + 1, j) - fo(Í,j) 

a pro výpočet parciá lní derivace v pixelu neležícím na hranici lze využí t aproximaci 

dfojij) „ f,i< • I../) /••.< I../) 

di 2 

Další možnos t i numer ického výpoč tu parciálních derivací lze nalézt v [1]. 
V situacích, kdy nás nezajímají směrové vlastnosti hran, používáme Laplaceův operátor 

definovaný vztahem 
7 2 , , , ^ d2f0(i,j) , ifUi.J, 

V2fo(ij) 
di2 + df 

Tento operá tor je roven nulové hodno tě v bodech, v nichž je velikost gradientu maximální . 
Je zřejmé, že hrany obvykle nejsou určeny skokovou změnou jasu, ale jeho p lynu lým 

p řechodem, viz obrázek 37, k t e r ý ilustruje možné p ř e c h o d y jasu na h r a n á c h objektu ve 
svislé ose. P r v n í t ř i ob rázky jsou idealizované. Pos lední profil o d p o v í d á r e á l n ý m d a t ů m , 
k te rá jsou za t ížena šumem. 

fo(ij) fo(ij) 

n 

Obrázek 37: Profily jasu na h ranách objek tů . P řevza to z [4]. 

Poznamenejme, že g rad i en tn í o p e r á t o r y lze využ í t i pro os t řen í obrazu, a to podle 
vztahu 

fo(i,j) = fo(i,j) ~ np(i,j), 

kde fo{i,j) je původní obrazová matice, K je k ladný parametr určující sílu ostření a p(i,j) 

je velikost o p e r á t o r u udávaj íc ího strmost změny jasu v d a n é m bodě . T í m t o o p e r á t o r e m 
může bý t např ík lad gradient nebo Laplacián. 
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Dále se budeme věnovat konvolučn ím m a s k á m , k t e r ý m i lze aproximovat derivace 
obrazové funkce. Následující konvoluční masky po ř a d ě pro 4-souseds tv í a 8-sousedství 
aproximují Laplaceův operá to r v okolí 3 x 3 

0 1 0 1 1 1 
h = 1 - 4 1 , h = 1 - 8 1 

0 1 0 1 1 1 

Tyto masky lze upravit, aby pixely blíže k reprezen ta t ivn ímu bodu měly větší váhy. 

2 - 1 2 
- 1 - 4 - 1 
2 - 1 2 

h 
- 1 2 - 1 
2 - 4 2 

- 1 2 - 1 

Mezi h lavní nevýhody tohoto ope rá to ru p a t ř í velká citlivost na šum. 
Další informace o m e t o d á c h detekujících hrany č tenář nalezne v [4]. 

7 Zaostření obrazu 
K zaos t řování obrazu se používá diskré tní dvoj rozměrná konvoluce. Uvažujme obraz A 
a náhodnou veličinu N s nulovou s t řední hodnotou, nenulovým rozptylem a a normáln ím 
rozdělením pravděpodobnost i . Chceme-li z obrazu A odfiltrovat vysoké frekvence, použijeme 
filtr dolní propust, naopak pro ods t raněn í nízkých frekvencí používáme filtr horní propust. 

Fi l t r typu dolní propust získáme jako konvoluci obrazu A s Gaussovou funkcí 
s normáln ím rozdělením N(0,a). Zmiňme, že obrazem Fourierovy transformace Gaussovy 
funkce pro normáln í rozdělení s parametry N(0,a) je opět Gaussova funkce, ale 
s parametry pro no rmá ln í rozdělení 7V(0,<7_ 1), zn. Gi. Upozorněme , že Gi p ředs tavu je 
diskré tní dvourozměrné rozložení. Samotný filtr dolní propust lze vypočíst pomoc í jedné 
z následujících rovnic 

B = A*Gi, 

B = ^ - 1 ( F ( A ) - G ( 7 ) . 

Výsledkem tohoto filtru je obraz B , v němž je po t lačen šum, ale za cenu snížení jeho 
ostrosti. 

Opakem filtru dolní propust je filtr typu horn í propust, k t e rý p ropouš t í adi t ivní šum, 
ale lze jej využ í t k zaos t řen í p ů v o d n í h o obrazu. Pro tento filtr se definuje tzv. Diracovo 
j ád ro zn. D, což je matice, k t e r á m á všechny prvky nulové s výjimkou centrá lního, jehož 
hodnota je rovna jedné . F i l t r horn í propust je p ředepsán vztahem 

A - A * G i = A * J D - A * G , ! = A * ( J D - G i ) . 

Pomoc í substituce S : Hi = D — Gi z ískáme 

A * Ei. 

S a m o t n é doos t ř en í p ů v o d n í h o obrazu A p o m o c í filtru ho rn í propust pak provedeme 
př ič ten ím výsledku filtru horn í propust k původn ímu obrazu, tj. 

A + A * H i . 
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N a závěr kapitoly uvedeme možná konvoluční jádra , k te rá lze použít pro doostření obrazu. 
Zaos t řen í obrazu p o m o c í konvolučního j á d r a je nesmí rně jednoduchou metodou. Tato 
jednoduchost je však vykoupená faktem zvýšení šumu v zaos t řeném obrazu. 

Níže jsou po řadě uvedena konvoluční doostřovací j ád ra pro 4-sousedství a 8-sousedství 

0 - 1 0 
- 1 5 - 1 
0 - 1 0 

h 
- 1 - 1 - 1 
- 1 9 - 1 
- 1 - 1 - 1 

Výpoče t p rovádíme s t a n d a r d n ě dle rovnice 5.3. 
Probral i jsme tedy důleži tou a obsáhlou kapitolu o problematice digi tálního šumu 

a jeho o d s t r a ň o v á n í dop lněnou o metodu detekce hran a zaos t řován í obrazu. V další 
kapitole s t ručně shrneme pos ledn í n e z b y t n ý m a t e m a t i c k ý a p a r á t p o u ž i t ý k vy tvo řen í 
algoritmu pro zpracování dat zat ížených atmosfer ickým seeingem. 

8 Vybrané matemat ické metody pro zpracování ob­
razu 

V té to kapitole uvedeme poslední nezbytné matemat ické postupy, které následně využijeme 
pro po t l ačen í seeingu. B u d o u j i m i korelace d ig i tá ln ího obrazu, interpolace a b i l ineární 
interpolace. 

8.1 Korelace digitálního obrazu 
Pomocí korelace lze vyhodnotit re la t ivní posuvy mezi dvěma s te jnými obrazy, k teré jsou 
však zat íženy např ík lad geometrickou deformací oblas t í vl ivem seeingu. 

Než přejdeme k samotné metodě , p ř ipomeňme vztah pro výpočet korelace mezi dvěma 
soubory dat X, Y 

= ^ E ľ = i ( ^ -ž)(yi - y ) 

a(x)a(y) 

kde n je poče t p r v k ů s ta t i s t i ckého souboru, x, y jsou a r i tme t i cké p r ů m ě r y a a(x) značí 
směroda tnou odchylku (analogicky pro cr(?/)), k t e rá je d á n a vztahem 5.1. 

Uvažu jme nyn í dva obrazy A , B , k t e ré se od sebe liší nap ř ík l ad v geometr ických 
deformacích oblastí. Chceme-li zjistit posunut í pixelu a^j vůči obrazu B , pak postupujeme 
následovně. 

1. Určíme velikost okolí pixelu a j j (oranžový pixel na obrázku 38) s ta t is t ického sběru 
dat (zelená oblast, dále jen korelační maska) a velikost okolí (modrá oblast), v němž 
budeme vyšetřovat korelaci pixelů mezi obrazy. 

2. Pos tupně spoč teme hodnotu korelace z dat získaných z korelační masky se s t ředem 
v pixelu SLÍJ obrázku A a z dat ležících v korelační masce na obrázku B se s t ředem 
v každém z modrých pixelů, jak je znázorněno na obrázkových mat ic ích na obrázku 
38. 

3. Leží-li bod s maximáln í hodnotou korelace na hranici okolí, pak toto okolí rozšíříme 
do všech směrů o jeden pixel a znovu postupujeme od bodu 2. 

4. Nakonec vybereme takový bod, v němž je hodnota korelace největší a vektor posuvu 
spočteme jako rozdíl tohoto bodu s bodem a^-. 
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F U B = I 
J 

D 

1 

Obrázek 38: Vyše t řování posuvu pixelu mezi dvěma obrazy. 

8.2 Interpolace 

Smyslem interpolace je aproximovat danou funkci g(x) funkcí h(x), k te rá v daných bodech 
n a b ý v á s te jných funkčních hodnot, p ř í p a d n ě m á s te jné hodnoty derivace a je j í pokud 
možno co nejpodobnější . Jestliže funkce h(x) aproximuje funkci g(x), píšeme g{x) ~ h(x). 

Více informací o t é to problematice lze nalézt v [1]. V dalším textu se budeme věnovat 
pouze interpolaci dvou funkčních hodnot po př ímce , tzv. l ineární interpolace, kterou 
následně rozšíříme na interpolaci funkce dvou proměnných s využi t ím interpolační roviny. 

8.2.1 L i n e á r n í interpolace 

J e d n á se o ne j jednodušš í p ř í p a d interpolace dvou hodnot, př i němž jsou z n á m é funkční 
hodnoty v d a n ý c h bodech pro loženy p ř ímkou . Uvažu jme tedy interval < Xi,x3 >, bod 
X2 £< Xi,X3 > a funkční hodnoty na kra j ích tohoto intervalu, viz obrázek 39. Funkčn í 

y 

/ M t 

x X\ x2 x 3  

Obrázek 39: Lineární interpolace funkce jedné p roměnné . 
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hodnotu v bodě x2 pak snadno spočí táme dle rovnice 

f{X2) = f{xi) + [x2 - Xi). 
X3 - Xi 

8.2.2 L i n e á r n í interpolace funkc í dvou p r o m ě n n ý c h 

Uvažu jme nyn í funkci dvou p r o m ě n n ý c h g(x,y) definovanou na oblasti fi, u níž z n á m e 
funkční hodnoty v p ředepsaných bodech. Chceme-li interpolovat funkční hodnoty b o d ů 
v t é t o oblasti, pak ke k a ž d é m u z nich najdeme t ř i nejbližší body se zadanou funkční 
hodnotou, takové, aby interpolovaný bod ležel na hranici nebo uvni t ř t rojúhelníku daném 
těmi to t řemi body, viz obrázek 40, kde je zmíněný trojúhelník dán body A = [XA, y A], B = 
[XBIVB\I C = [xc,yc], jejichž funkční hodnoty známe . 

Obrázek 40: Lineární interpolace funkce dvou proměnných . 

Funkční hodnotu v bodě D = [x D, y D] pak snadno spočteme z rovnice roviny procházející 
body A, B, C vyjádřenou v následujícím mat icovém zápisu 

xD -xA VD- VA f(D) - f (A) 

XB-Xa y B y A f(B)-f(A) 
xc -xA VC- VA f(C) - f (A) 

Je zře jmé, že pokud bod D leží na h r a n ě t ro júhe ln íku , p o s t a č í n á m použ í t l ineární 
interpolaci. 

Samotnou trojici b o d ů k vy tvořen í in terpolační roviny lze snadno na j í t následuj íc ím 
postupem. 

1. Určíme největší možný poloměr čtvercového okolí pixelu r±, jehož funkční hodnotu 
chceme interpolovat, tj. oranžový pixel na obrázcích 41, 42, 43. V tomto okolí h ledáme 
dva nebo t ř i nejbližší body pomocí nichž jsme schopni provést interpolaci, tj. zelené 
pixely na obrázcích 41, 42, 43. 

2. Pokud jsem našli p r v n í dva nejbližší body, pak ověř íme, jestli vyše t řovaný pixel 
leží na jejich spojnici. Pokud leží, tak provedeme l ineární interpolaci z těch to dvou 
hodnot, obrázek 41, v o p a č n é m p ř í p a d ě pokraču jeme v h ledán í t ř e t í ho nej bližšího 
bodu. 

3. V p ř ípadě , že jsme našli t rojici p ixelů p o m o c í k t e rých lze aproximovat funkční 
hodnotu, obrázek 42, zkoumaného pixelu, pak postupujeme dle rovnice 8.1. 

43 



4. V situaci, kdy se nedař í nalézt t ř e t í nejbližší bod ležící v okolí vytvořeném v bodě 1 
pro vytvoření interpolační roviny, opakujeme postup od bodu 2, jen s t ím rozdílem, že 
hledáme trojici prvního, t ře t ího a č tvr tého nejbližšího pixelu, z nichž lze aproximovat 
funkční hodnotu v d a n é m pixelu. 

Poznamenejme, že pokud nevyhovuje trojice složená z prvního, t ře t ího a č tvr tého nejbližšího 
bodu, tak postup opakujeme a h l e d á m e první , č t v r t ý a p á t ý nejbližší bod. Tato situace 
může nastat vícekrát a další postup je analogický postupu popsanému výše. 

Obrázek 41: Lineární interpolace pomocí 
dvou nejbližších hodnot. 

Obrázek 42: Lineární interpolace pomoc í t ř í 
nejbližších hodnot. 

O b r á z e k 43: In te rpo lačn í rovina je v y t v o ř e n a z p rvn ího , t ř e t í h o a č t v r t é h o nejbližšího 
bodu. Červený pixel znač í d r u h ý nejbližší pixel , k t e r ý však pro jeho nevhodnou polohu 
nelze k interpolaci použí t . 

Poznamenejme, že je důlež i té zvolit d o s t a t e č n ě velký po loměr , neboť v m a l é m okolí 
nemusí ležet dvojice, nebo trojice b o d ů , k te ré lze pro interpolaci použí t . Zvolíme-li však 
příliš velké okolí, zvýší se časové n á r o k y chodu programu. Je tedy n u t n é volit okolí 
„ r o z u m n é " velikosti. 

Odpověděli jsme tedy na otázku jak nalézt nejvhodnější body k interpolaci. V poslední 
části t é to kapitoly odpovíme na otázku jak zjistit, zda bod D leží uvni t ř t rojúhelníku, jak 
je znázorněno obrázkem 40. 

Nejdříve vypoč teme následující rovnice a výsledky označíme písmeny z/ 1 ; z/2, z/3 

v\ •= (XB - xA) * (yo - y A) - {XD - xA) * (VB - y A); 

V2 •= (xc ~ xB) * (VD ~ VB) ~ (xD ~ xB) * (yc ~ VB), (8.2) 

^3 := O c - xA) * (yD - y A) - {xD - xA) * (yc - VA)-

Pokud hodnoty ui, z/2, z/3 ma j í stejné znaménko , pak bod D uvn i t ř t ro júhe ln íku leží. 
Výpočet lze zjednodušit v př ípadě, že jedna z hodnot z/i, z/2, z/3 je rovna nule. V takovém 

p ř í p a d ě to z n a m e n á , že bod D leží na spojnici dvou b o d ů , j imiž je t ro júhe ln ík určen . 
Např ík lad pro ui za podmínek xA < XB, VA < VB po t é stačí ověřit p o d m í n k y 

XA < XD < XB, 

VA<VD< VB-
(8.3) 
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Je-li toto sp lněno, pak lze rovnou nasadit l ineární interpolaci po př ímce . P ro u2, z/3 se 
postupuje analogicky. 

Existuje mnoho j iných metod pro zjištění, zda bod leží uvn i t ř t r o júhe ln íku a jsou 
snadno dohledate lné na internetu. 

8.2.3 B i l i n e á r n í interpolace 

Jde o rozšíření lineární interpolace pro funkci dvou proměnných, přičemž body se zadanou 
funkční hodnotou tvoř í pravidelnou obdélníkovou mříž. Hlavní myšlenkou t é to metody je 
provést nejprve l ineární interpolaci v jednom směru a po t é ve d ruhém. 

Uvažujme body Qi,i,Q2,i,Qi,2,Q2,2, v nichž známe funkční hodnotu, se souřadnicemi 
dle obrázku 44. 

y 
(h 

ya 

y\ 

Ql.2 Q2.2 

Q 1.1 Q2.1 

X[ X0 XO X 

Obrázek 44: Bil ineární interpolace. 

Př ib l ižnou funkční hodnotu bodu P pak lze spočí ta t z rovnice 

t(r>\-t(n ^ X 2 ~ x o ) ( ^ 2 ~^o) i tfn a (^0 - ^i)(ž/2 - ž/o) , 
J\ľ) — J (ty 1,1) ~? w \ + J lV2,lJ7 w \ + 

[x2 -x1){y2 -yi) {x2 - x1){y2 - yi) . ^ 

f ( n ^ 2 -x0)(y0 - yi) (xp -xjjyp - yi) 
J l v i , 2 b w r + J W2,2)-, w r-

(x2 - x1)(y2 - yi) (x2 -x1)(y2 - yi) 

Toto byly poslední ukázky matemat ického apará tu , k terý budeme využívat ke zpracování 
poskytnutých dat. V další části textu bude popsán algoritmus pro zpracování dat zatížených 
seeingem. 

9 Realizace tvorby softwaru pro zpracování dat po­
stižených atmosferickým seeingem 

V prvn í části t é t o kapitoly nejdříve ilustrujeme vs tupn í data, k t e rá maj í bý t programem 
zpracována . V d r u h é fázi bude p o p s á n algoritmus řešení p r o b l é m u a celou kapitolu 
zakončíme vyhodnocen ím výsledků získaných z v ý s t u p u programu. 
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9.1 Vs tupn í data 
V s t u p n í m i daty, viz složka Originál data v e lektronické pří loze p ráce , je šes tnác t di­
gitálních fotografií Měsíce, které jsou však znehodnocené vlivem geometrických deformací 
způsobených atmosferickým seeingem a adi t ivním šumem. Následující dva obrázky 45, 46 
jsou negativy originálních fotografií a t ř e t í obrázek 47 znázorňuje jejich rozdíl. 

Obrázek 45: Originální snímek č. 156. Obrázek 46: Originální snímek č. 500. 

Obrázek 47: Vizualizace jejich rozdílu. 

9.2 Postup řešení 
Algortimus řešení je i lus t rován diagramem na obrázku 66 v příloze 10.1. K a ž d ý z k roků 
nyní popíšeme. 

Nejprve dle rovnice 5.2 vygenerujeme obraz A , k terý bude dán ar i tmet ickým průměrem 
v s t u p n í c h o b r a z ů A l r . . , A n , viz obrázek 48. Nás ledně p o m o c í g rad i en tn ího algoritmu 
detekce hran z kapitoly 6 vy tvoř íme obraz jeho hran B , tj. obrázek 49. 

Zvolíme k l adné celočíselné parametry k, r a, MinJas. Vybereme každý k-tý pixel ve 
v o d o r o v n é m i svislém směru obrazu a p r o h l e d á m e jeho čtvercové okolí o p o l o m ě r u r. 
P r v n í nalezený pixel s hodnotou jasu větší , než je MinJas, uložíme do nového obrazu C , 
viz obrázek 50. M á m e tedy síť p ixe lů vy tvo řenou z hran z p r ů m ě r o v a n é h o obrazu. Nyní 
napoč í t áme posuvy těchto pixelů vzhledem k p ů v o d n í m obrazům. 
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Obrázek 48: Zprůměrovaný obraz. Obrázek 49: Hrany ve zprůměrovaném obrazu. 

Zvolíme další kladné celočíselné parametry ri, r2, které po řadě značí poloměr korelační 
masky a po loměr okolí, v němž h l e d á m e body posunu t í , viz podkapitola 8.1. V dalš ím 
kroku spočteme korelaci mezi obrazy (Ä , A i ) , . . . , ( Ä , A n ) tak, jak je popsána v podkapitole 
8.1, č ímž z í skáme hodnoty p o s u v ů j edno t l ivých pixelů. Poznamenejme, že v obraze Ä 
pracujeme s pixely, jejichž souřadnice se shodují se souřadnicemi pixelů sítě v obraze C . 

Dalš ím krokem je interpolace hodnot posuvů pro zbývající pixely. Nejprve do sítě na 
obrázku 50 p ř i d á m e p o m o c n é body, v nichž bude hodnota posuvů nulová, čímž získáme 
interpolační síť, j aká je na obrázku 51. Postup je snadný. Nejprve zvolíme kladné celočíselné 
parametry k\ a r 3 a dále vyše t ř íme , zda okolí p o l o m ě r u r 3 každého /ci-ního pixelu ve 
vodorovném i svislém směru obsahuje bod původn í sítě. Pokud ano, pak pře jdeme 
k dalšímu bodu, v opačném případě takový pixel nahrajeme do interpolační sítě a př i řadíme 
mu nulovou hodnotu posuvu ve svislém i vodorovném směru . P o t é p ře jdeme k s a m o t n é 
l ineární interpolaci hodnot posuvů pro pixely s neznámou hodnotou vektoru posuvu, viz 
podkapitola 8.2.2. Obraz interpolační sítě označme symbolem C + . 

Obrázek 50: Detail sítě nejvýraznějších pixelů. Obrázek 51: Detail in terpolační síě pixelů. 

Posledním n u t n ý m krokem k získání konečného výsledku je provést bilineární interpolaci 
hodnot jasů z původních obrazů A x , . . . , A n . Hodnotu jasu pixelu získáme pomocí rovnice 8.4, 
kde souřadnice bodu P jsou dány součtem vektoru posunu t í a souřadnic interpolovaného 
pixelu. Souřadnice zbylých b o d ů pak získáme v h o d n ý m zaokrouhlením souřadnic bodu P. 
V ý s t u p e m té to bi l ineární interpolace je soubor obrazů A^~, . . . ,A+, z nichž následně znovu 
pomocí rovnice 5.2 vy tvoř íme zp růměrovaný obraz A + vykreslený na obrázku 52. Tento 
obraz následně zaos t ř íme pomoc í rovnice 5.3 s l ibovolným konvolučním j á d r e m 

47 



z kapitoly 7, čímž z í skáme v ý s t u p n í obraz A + + , viz obrázek 53. Nakonec je k tomuto 
obrazu vytvořen obraz jeho hran B + + , tj. obrázek 54. 

Obrázek 52: Zprůměrovaný upravený obraz. Obrázek 53: Zaostření obrazu 52. 

Obrázek 54: Vizualizace hran z obrázku 53. 

P ř e d v ý p o č t e m bi l ineárn í interpolace lze po softwaru požadova t vykres lení mapy 
posuvů pixelů vstupních obrazů A i , . . . , A n vzhledem k obrazu Ä . N a obrázcích 55, 56 jsou 
znázoněny pixely, v nichž nelze vyhodnotit hodnoty posunut í , tj. šedé pixely, zbylé pixely 
jsou znázorněny bíle. J e d n á se o tzv. mapy seeingu a uživatel tyto obrazy nalezne ve složce 
MapySeeingu. 

Software nám však také vrá t í obrázky využívající barevný prostor true color k vizualizaci 
směru a velikosti posuvu pro každý pixel. 

Tato mapa udává, v j akém směru a v jaké vzdálenosti leží původní pixel, např . obrazu 
A x od obrazu Ä . Ukázkou mohou b ý t o b r á z k y 57, 58. P ro vě t š í názornos t p ř i k l á d á m e 
obrázky 59, 60, k te ré znázorňují posuvy v oblasti na obrázku 51. 
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Obrázek 55: Nenulové posuvy pro obraz 45. Obrázek 56: Nenulové posuvy pro obraz 46. 

ľ 

Obrázek 57: M a p a posuvů pro obraz 45. Obrázek 58: M a p a posuvů pro obraz 46. 

Obrázek 59: Detai l mapy posuvů obrazu 57. Obrázek 60: Detail mapy posuvů obrazu 58. 

Postup tvorby t ě c h t o map p o s u v ů je s n a d n ý a využ ívá rozložení barev znázo rněné 
obrázkem 22. Nejprve spočteme normu vektoru posuvu každého pixelu a vybereme největší 
z těch to hodnot, označme j i Nmax. 

Dále procház íme každý pixel v obraze a poč í t áme normu vektoru jeho posuvu Npixei 
a velikost kladně orientovaného úhlu mezi t ímto vektorem a vodorovnou osou orientovanou 
zleva doprava, označme arg. P o t é n a p o č í t á m e 4 3 j ednot l ivé barvy R G B modelu pro d a n ý 
pixel a vykres l íme jej. Poznamenejme, že pixely s nej vě t š ím posuvem budou vyznačeny 
barvou maximáln ího jasu. 

Nelze si nevš imnout , že mapy posuvů jsou vykresleny na bílou plochu. Software n á m 

4 3 Algoritmus je popsán v příloze textu. 
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však v r á t í 4 4 ty též mapy posuvů jen s t í m rozdílen, že jsou vykresleny na černý podklad. 
K t é to možnost i jsem se rozhodl z důvodu lepší zřetelnosti jednotl ivých barev na monitoru. 
Pro tisk se však jeví jako lepší varianta používat bílé pozadí . Přes to pro názornost uveďme 
i možnost černého podkladu. Ukázkový výs tup mapy posuvů, kterou software v rá t í je na 
obrázku 61. 

Obrázek 61: M a p a posuvů na če rném pozadí . 

N a obrázku 62 vidíme měří tko mapy posuvů. Software n á m k tomuto měří tku vygeneruje 
i txt soubor s níže uvedeným popisem tohoto měří tka . 

• Počá tek je umís těn v levém dolním rohu obrázku. 
• Vodorovná osa je orientovaná zleva doprava, přičemž maximální hodnota na t é to ose 

je rovna 255. 
• Hodnoty na t é to ose znázorňuj í jas pixelu. P la t í , že nejjasnější pixely jsou ty, k teré 

dosahují max imá ln í hodnotu posunu t í ve smyslu normy vektoru. 
• Svislá osa je or ientována od počá tku směrem vzhůru, přičemž maximální hodnota je 

rovna 359. 
• Hodnoty na t é t o ose znázorňuj í k ladně orientovaný úhel mezi vodorovnou osou 

a vektorem posunu t í daného pixelu. 
• Pomoc í hodnoty na svislé ose a hodnoty na vodorovné ose, tedy lze urč i t p o s u n u t í 

daného pixelu. 

4 4 Toto je š t andar tn í nastavení softwaru. Pokud uživatel požaduje vykreslení posuvů na bílé pozadí, 
postačí když potvrdí příslušný checkbox, viz kapitola 10. 
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Maximáln í hodnotu posuvu nalezneme v souboru StatistickeVyhodnoceni.txt. 

Obrázek 62: Měří tko mapy posuvů. 

Dalšími výs tupy programu jsou textové soubory Statist ické V y hodnoceni, Posuv, Para-
metrylnfo. P r v n í zmíněný soubor obsahuje vybrané s ta t is t ické úda je vztahující se 
k h o d n o t á m p o s u v ů pixelů. Uživate l zde nalezne hodnotu ne jvě tš ího posuvu, k t e r á je 
n u t n á k vyhodnocen í map posuvů. 

V úvodn í část i t é t o p ráce jsme se seznámil i s n ě k t e r ý m i stupnicemi pro měřen í at­
mosferického seeingu. Spo lečným rysem t ěch to stupnic by l fakt, že jsou sestaveny na 
subjekt ivním názoru pozorovatele a nedávaj í tak objekt ivní informaci. Pro sestavení nové 
stupnice bychom potřebovali objektivní kritéria, k terými mohou být například ari tmetický 
p růměr a rozptyl hodnot posuvů. Pomoc í těchto dvou hodnot z ískáváme tedy objekt ivní 
informaci, kterou m ů ž e m e použ í t k vy tvo řen í zcela nové e x a k t n í stupnice pro měřen í 
atmosferického seeingu. 

Upozo rněme , že software pro výpoče t t ě ch to dvou hodnot p o u ž í v á hodnoty p o s u v ů 
všech pixelů, tedy i těch, kde seeing nebyl detekován a je zde tedy nulová hodnota posuvů. 
Chce-l i tedy uživatel zjistit p r ů m ě r n o u hodnotu a rozptyl p o s u v ů je n u t n é , aby použi l 
data bez pozad í a zároveň bylo v každém b o d ě možné detekovat seeing. Jde tedy zřejmě 
o n á r o č n ý v s t u p n í požadavek , a proto software vygeneruje t ex tový soubor Posuv, k t e rý 
obsahuje složky vektoru posunu t í každého pixelu z každého vs tupn ího obrazu. Díky tomu 
m á uživatel možnos t odstranit nulové hodnoty posuvů , k t e r é jsou zře jmě způsobeny 
nedetekováním seeingu. Po t é t o filtraci dat si uživatel snadno spočte a r i tmet ický p růměr 
a rozptyl hodnot posuvů, které vypovídají o stavu atmosferického seeingu 4 5. Toto je možno 
provést pomocí adekvá tn ího s ta t is t ického softwaru např . Mini tab nebo M S Excel . 

Pos lední vygenerovaný t e x t o v ý soubor Parametrylnfo nabíz í p řeh led o z a d a n ý c h 
vs tupních parametrech. 

P ř i p o m e ň m e , že uživate l m á t a k é možnos t nechat si vykreslit měř í t ko pro mapu 
posuvů. Podrobný popis tohoto měří tka čtenář nalezne v současně vygenerovaném souboru 
PopisMěř í tkaPosuvů . 

9.3 Výs tupn í data 
V předchozích dvou podkapi to lách jsme se seznámili se vs tupn ími daty a metodou řešení 
p rob lému, př ičemž jsme použil i spoustu symbol ických zkratek k označen í j edno t l ivých 
výs ledků např . A , A + + atd. V t é t o čás t i p ř i ř a d í m e j e d n o t l i v ý m symbol ickým označení 

4 5 P l a t í , že hodnoty posuvů jsou přímo úměrné kvalitě atmosferického seeingu. Velké posuvy vypovídají 
o velkém atmosférickém seeingu a opačně. 
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jejich tex tové názvy j akými jsou výs tupn í data po jmenována v elektronické příloze. 

A i , . . . , A n - v s tupn í data, k t e rá lze nalézt ve složce Originál data. 
Ä - ZprumerovanyObraz. 
B - Hrany-ZprumerovanyObraz. 
C - SítZHran-Krok-7-polomer-4-PH-550. 
C + - SítTriangulace_Krok-7-Polomer_4-PH-550-KrokPomSit-10-PolPomSit-7. 
A j , . . . ,A+ - Srovnaná v s tupn í data uložená ve složce Upravena data. 
A + - ZprumerovanyObrazUpraveny. 
A + + - ZprumerovanyObrazUpravenyZaostreny. 
B + + - Hrany-ZprumerovanyObrazUpraveny Zaostřeny. 

Mapy posuvů mezi obrazy (Ä, A x ) , . . . , ( A , A n ) lze nalézt ve složce Mapy posuvu. Obrázky 
zvýrazňuj íc í mís t a , v nichž by l seeing úspěšně de tekován jsou u ložena ve složce Mapy 
seeingu. 

9.4 Statist ické vyhodnocení posuvů 
Jak již bylo řečeno výše, t ex tový soubor Posuv obsahuje hodnoty posuvu každého pixelu 
v každém obrazu. Množství těchto dat př ímo vybízí ke statist ické analýze. Uveďme alespoň 
základní popisnou statistiku pro jeden vs tupn í obraz, kterou jsme získali pomocí sotwaru 
Mini tab , viz obrázky 63 a 64 . 

Summary Report for Posuv 

Popisná statistika pro hodnoty posuvů ve vodorovném směru 
Anderson-Darling Normality Test 

A-5quared 10687,41 
P-Value < 0,005 

Mean -0,2946 
StDev 1,4304 
Variance 2,0461 
Skewness 0,4647 
Kurtosis 10,7232 
N 397345 

Minimum -16,0000 
1st Quartile -0,3900 
Median -0,3300 

3rd Quartile 0,3300 
Maximum 18,0000 

95% Confidence Interval for Mean 

-0,2990 -0,2901 

95% Confidence Interval for Median 

-D,3300 -0,3300 

95% Confidence Interval for StDev 

1,4273 1,4336 

95% Confidence Intervals 

Obrázek 63: Pop i sná statistika pro hodnoty posuvů ve vodorovném směru. 
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Summary Report for Posuv svislý Mit 

Popisná statistika pro hodnoty posuvů ve svislém směru 

-11,1 -7,4 -3,7 -0,0 3,7 7,4 11,1 

95% Confidence Intervals 

M e d i a n -j |— 

Anderson-Darl ing Normali ty Test 

A-Squared 5715,05 

P-Value «0,005 

Mean 0,4122 
StDev 1,5939 

Variance 2,5406 
Skewness 0,00073 

Kurtosis 4,60313 

N 424833 

Min imum -14,0000 
1st Quartile -0,4000 
Median 0,3900 
3rd Quartile 1,1400 

Maximum 13,0000 

95% Confidence Interval for Mean 

0,4074 0,4170 

95% Confidence Interval for Median 

0,3300 0,3900 

95% Confidence Interval for StDev 

1,5905 1,5973 

Obrázek 64: Popisná statistika pro hodnoty posuvů ve svislém směru. 

Z obou p — hodnot plyne, že posuvy ve svislém ani vodorovném směru nemají normální 
rozdělení, př ičemž pracujeme s 95% intervalem spolehlivosti 

10 Popsání aplikace 
V poslední ř adě se věnujme popsán í grafického rozhran í vytvořené aplikace. 

V levé ho rn í část i okna se nacház í položka Tfilelistbox, v níž označ íme data, k t e r á 
chceme zpracovat. V s t u p n í obrázky musejí bý t ve fo rmátu .tif. Upros t řed horn í poloviny 
okna jsou rozmís těna pole pro zadán í vs tupn ích p a r a m e t r ů , k t e rými jsou př i rozená čísla. 
V ý z n a m jednot l ivých v s t u p ů byl popsán v předchozí kapitole, viz tabulka 3. 

Parametry pro 
tvorbu sítě 

Parametry pro 
tvorbu pomocné sítě 

Parametry k 
výpoč tu korelace 

K r o k k 

Poloměr r 

P r a h o v á hodnota MinJas 

K r o k k\ 

Poloměr r 3 
Maximáln í poloměr 

TA 
okolí interpolace 

Poloměr korelační 
masky T l 

Poloměr okolí 

Tabulka 3: Značení vs tupních p a r a m e t r ů dle předchozí kapitoly. 
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Po označen í v s t u p n í c h ú d a j ů a vyp lněn í v s t u p n í c h p a r a m e t r ů spus t íme výpoče t po­
s t u p n ý m s p o u š t ě n í m akcí pod t l ač í tky Tvorba sítě, Korelace, Interpolace, Bilineární 
interpolace. Po st isknutí Bilineární interpolace se provede poslední nezbytný výpočet, uloží 
se výsledná data a celý program se zresetuje zpět do původn í podoby. 

Po s t i sknu t í t l ač í tka Interpolace se odemknou t l ač í tka Ulož posuvy, Vykresli posuvy, 
Měřítko mapy posuvů, k te rá dávají výs tup v podobě textového souboru s uloženými posuvy 
každého pixelu v k a ž d é m obrazu, map posuvů , map seeingu a m ě ř í t k a mapy posuvů . 
P o m o c í p o t v r z e n í checkboxu K vykreslení map posuvů použít bílé pozadí lze požadova t , 
aby se mapy posuvů vykreslily na bílé pozadí . 

Pos ledním t lač í tkem je Resetuj program, k teré po s t i sknut í celý program resetuje 
a nas tav í parametry na původn í hodnoty. 

Spodn í polovinu okna programu tvoří tabulka, do níž se po s t i sknut í Vykresly posuvy 
nahra j í s ta t i s t ická data jako např . a r i tmet ický p r ů m ě r posuvů ve vodorovném a svislém 
směru, max imá ln í hodnota posuvu pixelu v každém obrazu atd. 

Všechny výsledky jsou uloženy do složky Výsledky 1,..., VýsledkyN obsažené v adresáři , 
z něhož je program spuštěn. K získání výsledků z předchozí kapitoly byly použi ty vs tupní 
parametry z obrázku 65. 

'Jí' Main form • 

mc:\ A OpenTIFF.dcu A 
£ j Michael QpenTTFF.pas 
Ď Škola Project l .ďg 
& Diplomová p Project l.dof 

Project l.dpr 
• history Projectl.dproj 
• Výsledky! Project l.dproj. lo ca 1 

CJ VýsledkýlQ 
Projectl.exe 

i l Výsledkyl 1 
Project 1.id ent ca che 

D Výsledkyl2 Project l.res 
D Výsledkyl3 Project l.stat 
D Výsledky 14 Project! Icon.ico 
r i VvsIedkvlS V Unitl.dcu 

Parametry pro tvorbu sítě Parametry pro tvorbu pomocné sítě 

Krok p | Krok |io 

Poloměr |.1 | Poloměr 

Prahová hodnota |s50 

Parametry k výpočtu korelace 

Poloměr korelační masky p ~ 

Poloměr okolí f̂ ~~ 

Maximální poloměr 

okolí interpolace 

I IK vykreslení map posuvů použit bílé pozadi 

Korelace 

Interpolace 

Ulož posuvy 

Vykresly posuvy 

Měřítko mapy posuvů 

Bilineární interpolace 

Resetuj program 

Obrázek 65: Software pro zpracování dat post ižených atmosfer ickým seeingem. 
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Závěr 
Diplomová p ráce se tedy zabývá problematikou zpracování ob razů pos t ižených atmosfe­
r ickým seeingem, s jehož problematikou by l č t ená ř s eznámen hned v úvodu . Text dále 
pokračuje ma temat i ckým popisem obrazové matice a digitálního obrazu od jeho digitalizace 
až k m e t o d á m jeho zp racován í jako nap ř ík l ad filtrace šumu, h l edán í hran a zaos t řen í 
obrazu. V pos lední čás t i je vysvě t len algoritmus řešení p r o b l é m u a p o p s á n vy tvo řený 
software, spolu s ukázkami výs tupních obrazů. 

V ý s t u p e m softwaru je tedy několik obrazů , ale za nej důleži tějš í lze považovat obraz 
s n á z v e m ZprumerovanyObrazUpravenyZaostřeny.png, k t e r ý je výs ledkem zpracován í 
vstupních dat a znázorňuje, jak by měl obraz vypadat, kdyby nedocházelo ke znehodnocení 
dat vlivem atmosferického seeingu. 

Dalším zaj ímavým výs tupem jsou mapy posuvů znázorňující posuvy jednotl ivých pixelů 
mezi or ig ináln ími daty a obrazem z nich z p r ů m ě r o v a n ý m . Ty to obrazy č t ená ř nalezne 
ve složce MapyPosuvů v elektronické příloze. Za p ř ipomenu t í stojí i složka MapySeeingu. 
kte rá obsahuje obrázky znázorňující oblasti, v nichž byl atmosferický seeing detekován. 

Stejně tak důležitými a zaj ímavými výs tupy softwaru jsou textové soubory Statisticke-
Vyhodnoceni, obsahující s tat ist ické údaje o vektorech posuvu jednot l ivých pixelů, a Posuv, 
v němž uživatel nalezne vektor posuvu každého pixelu každého obrazu. Tento soubor dat 
lze využí t k dalš ímu s ta t i s t ickému zpracování dat a pomocí a r i tmet ického p r ů m ě r u 
a rozptylu posuvů k sestavení nové objekt ivní stupnice pro měření atmosferického seeingu. 
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Přílohy 

10.1 Vývojový diagram softwaru. 

S T A R T 

Zprůměrování 

vstupních obrazu 

Nalezení hran ve 
zprůměrovaném 

obraze 

Tvorba bodové 
sítě, pomocí 

fázové korelace 

Nat rá- í 
pomocných bodu 

do bodové sítě 

Interpolace hodnot 
posuvů v pixelech 

neležících v bodové síti 

Uložení hodnot 
posuvů do txt 

souboru 

Vykreslení mapy 
posuvů pixel ú 

Bilineární 
interpolace 
hodnot jasu 

• 

Vykreslení měřítka 
pro mapu posuvů 

pixelú 

J 

Zprůměrování 
srovnaných 

obrazů 

Zaostření 
zprůměrovaného 

obrazu a následná 
detekce hran 

END 

Obrázek 66: Vývojový diagram vytvořeného algoritmu. 
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10.2 Algoritmus pro vykreslení posuvů na černé pozadí 
P í s m e n e m Npixei znač íme normu vektoru posuvu pro a k t u á l n í pixel. Hodnotou Nmax 

r o z u m í m e největš í normu vektoru posuvu v obraze. Velikost k l adně or ien tovaného úh lu 
mezi vektorem posuvu a vodorovnou osou směřující zleva doprava symbolizuje arg. P í smena 
R, G, B pak značí červenou, zelenou a modrou složku R G B modelu z barevného prostoru 
true colour. 

x <- ^ 1 2 5 5 
R složka 
if arg < 60 or arg > 300 then 

R « — round(x) 
else if (arg > 60) and (arg < 120) then 

R « — round(—f^arg + 2x) 
else if (arg > 240) and (arg < 300) then 

R <— round(^arg — 4x) 
else 

R ^ 0 
end if 
G složka 
if arg > 0 and arg < 60 then 

G <— round(^arg) 
else if (arg > 180) and (arg < 240) then 

G <— round(—f^arg + 4x) 
else if (arg > 60) and (arg < 180) then 

( j •<— round(x) 
else 

G ^ 0 
end if 
i? složka 
if arg > 120 and arg < 180 then 

B <r- round(^arg — 2x) 
else if (arg > 300) and (arg < 359) then 

B <— round( — ̂ arg + 6x) 
else if (arg > 180) and (arg < 300) then 

B <— round(x) 
else 

B ^ 0 
end if 
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