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Uvod

Rada statistiki i odborniki z oblasti aplikaci v posledni dobé vénuje pozornost
kompozi¢nim datim (kompozicim). Ta nezavisi na znalosti absolutnich hodnot,
ale pouze na relativni informaci v datech obsazené. Pii praci s témito daty nas
tedy zajimaji pouze podily mezi jednotlivymi slozkami datového souboru.

Musime davat pozor na to, ze pri praci s kompozi¢nimi daty selhévaji stan-
dardni postupy znamé z euklidovské metriky. Kompozice se totiz ve skutecnosti
fidi vlastni, tzv. Aitchisonovou geometrii.

Pracujeme-li s kompozi¢nimi daty, jevi se jako nejvhodnéjsi regresni metoda
tzv. ortogondlni regrese. V situaci, kdy pracujeme s rovinnymi daty, proklada tato
metoda daty primku tak, ze soucet ¢tvercovych vzdalenosti dat k odhadované
pfimce je minimalni. Na rozdil od klasické metody nejmensich ctverci, v niz
minimalizujeme vertikalni vzdalenost od pfimky, pro ortogonalni regresi hraje
hlavni roli ortogonalni vzdalenost dat od primky.

S vyhodou lze tedy v pripadé ortogonalni regrese pouzit tzv. linedrni regresni
modely s podminkou II. typu. Navic dodatecné predpoklady na normalitu umoz-
nuji zkonstruovat konfidenc¢ni oblasti a soucasné testovat hypotézy.

Hlavnim cilem diplomové préce je zpracovat uvedenou problematiku. V prvni
kapitole jsou struc¢né nastinény zakladni pojmy vztahujici se ke kompozi¢nim da-
tim. Zakladni linearni modely méreni s nazornymi ilustracnimi priklady osvétluje
druhé cast této prace. Nelinearni zakon sifeni chyb a linearizaci modelu popisuje
nasledujici kapitola.

Stézejni teoretickou Casti je ¢tvrta kapitola, v niz budou podrobné popsany
postupy pii odhadu regresni pfimky pomoci metody ortogonalni regrese (kalib-
ra¢ni pfimky) s vyuzitim teorie linedrnich modelt. Popsan bude samotny algorit-
mus ortogonalni regrese. Chybét nesmi ani intervalové odhady, testovani hypotéz
a konfiden¢ni oblasti. V pfedposledni kapitole se budeme zabyvat srovnanim or-
togonalni regrese a metody hlavnich komponent.

Diilezitou soucésti diplomové prace je aplikace poznatkd na priklady vyuzi-
vajici redlna data. Konkrétné budeme zkoumat slozeni ptidy ve ¢lenskych statech
Evropské unie (podil slozek orné ptidy, lesni plochy a ptudy urcené k péstovani
trvalych plodin). Druhy pfiklad se zabyva poslechovosti radii napfi¢ vSemi okresy
v Ceské republice.



1 Kompozic¢ni data

Zakladem této prace jsou kompozi¢ni data. Jelikoz informace o nich jsou po-
drobné rozpracovany v bakalarské praci [15], budou v nasledujici kapitole uvedeny
zejména zakladni definice a véty. Pti psani kapitoly bylo dale ¢erpano ze zdroju

[13] & [14].

Definice 1.1. Sloupcovy vektor x = (x1,xs,...,2p) se nazgvd D-sloZkovd kom-
pozice, jestlize vsechny jeho sloZky jsou kladna ¢isla a nesou pouze relativni in-
formaci.

Jak tedy z vyse uvedeného vyplyva, nikoli absolutni hodnoty, ale pouze po-
dily mezi jednotlivymi slozkami jsou pro nas v tomto pripadé relevantni. Jinymi
slovy feceno, vektory x = (x1,%2,...,2p)" a ax = (axy,ars,...,axp) nadm da-
vaji totoznou informaci (a > 0). Abychom mohli kompozi¢ni data snadnéji in-
terpretovat, lze je vyjadrit jako kladné vektory se souctem slozek rovnym kladné
konstanté x. P¥i volbé k = 1 nebo 100 je takto kompozice x (bez ztraty infor-
mace) reprezentovanéd ve formé proporci nebo procentudlnich podild, coz préave
budeme pouzivat.

Ptedchozi uvedené ivahy nas opravnéné vedou k nékolika dilezitym definicim,
které budou nyni uvedeny.

Definice 1.2. Vybérovy prostor kompozicnich dat je simplex, podmnozZina di-
menze D — 1 redlného prostoru RP, definovand jako

D
D
SY = {x: (v1,%9,...,xp) , x; >0, in:m}.
i=1

Definice 1.3. Pro kaZdou D-slozkovou kompozici

I D
X = (x1,29,...,2p) € RY
(x; >0,Vi=1,2,..., D) je uzévérem rozumeén vektor
/
K+T1 K-I K-Zp
C(x) = 5 —=p o —=p | -
Doic1 % Dio1 T D1 Ti
Definice 1.4. Pro danou kompozici x obdrzime podkompozici x, (obsahujici
s ¢asti, s < D) aplikaci operace uzdvéru na podvektor (x;,, xi,, . .., x;,) vektoru x.
Pro indexy iq, . .., 15, které urcuji vybrane slozky kompozice x, pritom plati

1<y <...<i, <D.

V celém textu diplomové prace jsou ndhodné objekty i jejich realizace zna-
ceny stejnymi symboly. Neni tieba rozlisovat, jelikoz nam kontext napovi, zda
operujeme s teoretickym, nebo vybérovymi charakteristikami objektt.
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Simplex je specialnim pripadem vybérového prostoru, vzhledem k charakteru
dat ovsem musime operace zalozené na standardni vektorové algebie a eukli-
dovské metrice upravit. Zadefinujeme analogické operace plynouci ze znamych
ekvivalenti na realném prostoru. Pro kompozi¢ni data zavedeme Aitchisonovu
geometrii s vlastnostmi euklidovského vektorového prostoru.

Definice 1.5. Perturbaci kompozic x,y € SP rozumime kompozici

x @y =C[z1y1, 2292, . .., ZpYp] -

Definice 1.6. Mocninnd transformace kompozice x € SP konstantou a € R je
definovana jako
aOx=Clf,zy,...,xp].

Vé&ta 1.1. Simplex spolecné s perturbaci a mocninnou transformaci (SP,®, ®)
tvori realny vektorovy prostor.

Dukaz: Viz [15], str. 12, Véta 2.1.
0J

Nésledujici definice, které zde budou uvedeny, predstavuji zakladni operace
urc¢ené pro kompozicni data. Vychéazi opét z analogie operaci na elementarnim
euklidovském prostoru.

Definice 1.7. Skaldrni souc¢in dvou kompozic x,y € SP lze definovat ndsledovné:

1 D D y

Definice 1.8. Normu vektoru x € S definujeme

Ixlla = wzz( ) (%, %)

=1 j=1

Definice 1.9. Vzddlenost mezi x ay € SP je ddna

1 D D T yi 2
) = xovla = | g5 3 (3 -m).
; J



1.1 Vyjadreni v souradnicich

Tzv. logratio transformace (neboli transformace pomoci logaritmt podili slo-
zek ptivodni kompozice) byly navrzeny pro zobrazeni kompozice z S” do (D —1)-
rozmérného, resp. D-rozmérného realného prostoru, kde jiz miizeme pro jejich
zpracovani uzit standardnich statistickych metod. Prvni z uvazovanych trans-
formaci, zavedenych v literatuie [1] je aditivni logratio (alr), ta ovSem nezacho-
vava metrické vlastnosti kompozic. Proto byla navrzena centrovand logratio (clr)
transformace.

Definice 1.10. [15] Pro kompozici x € SP jsou clr koeficienty slozky vektoru
£ =clr(x) = (&,&,...,&p), jediného vektoru splriugiciho

x =l (€) = Clexp(€)), Y & =0.

Potom i-ty clr koeficient je
& =In "
)

Ackoli clr transformace zachovava metrické vlastnosti kompozic, jeji nevyho-
dou skutecnost, ze vede k singularni varianéni matici, coz je z hlediska statistické
analyzy nezadouci. Proto se v posledni dobé odbornici priklani k izometrické
logratio (ilr) transformaci. Klicovym pozadavkem je ortonormalita baze na sim-
plexu, vzhledem k niz jsou ilr koeficienty odpovidajicimi soufadnicemi. Vice po-
drobnosti je uvedeno v [15].

V této diplomové praci bude cilem najit souradnice ortogonalni baze na sim-
plexu, které umozni dobrou interpretaci vysledkt ortogonalni regrese trojslozko-
vych kompozic.

1.2 Ortonormalni souradnice

Pro jejich konstrukci je zasadnim pozadavkem ortonormalita baze na sim-
plexu. Nejprve je tedy tfeba uvazovat ortonomalni bazi e;,es, ..., ep_; na sim-
plexu SP a dale matici ¥(p_1)p, jejiz Fadky tvori vektory clr(e;). Plati, zZe
(€i,€j)q = 0;j, kde 0;; je tzv. Kroneckerovo delta, d,; = 1 pro ¢ = j, jinak §;; = 0.

V druhém kroku vyjadiime kompozici x € S” jako

D—-1

X = @ zi ©e;,z = <X, ei>a; (1)

=1

tak z = ilr(x) = (z1,...,2p_1)’, vektor soufadnic z vzhledem k vybrané ortonor-
malni bazi.



[zometrickéd logratio transformace je oznacovana jako predpis, kterym vyja-
difme kompozici x v soufadnicich z, tedy jako zobrazeni z S” do RP~!. Vztah
mezi ilr soufadnicemi z a clr transformaci je dan vztahem

z = ilr(x) = ¥ - clr(x).

1.3 Vlastnosti ilr transformace plynouci z izometrie

Jak je jiz uvedeno v [15], existuje nékolik moznosti zptisobu pii definovani or-
tonormalni baze na simplexu. Hlavnim kritériem je interpretace kompozice v sou-
fadnicich.

Situaci v pripadé trojslozkovych kompozic se budeme zabyvat dale v této
praci. Jednou oblibenou volnou ortonorméalnich soutadnic je

D—i D
D —1 H] H—lxj
= In— Li=1,....D—1. 2
VD1t 4 ' @)

1.4 Inverzni ilr transformace

Celkem muzeme vytvorit D ruznych ilr transformaci odvozenych z (2), kazdou

tvori D—1 novych proménnych. Kazdou D-slozkovou kompozici x = (z1,...,2p)’
Ize dle [12] asociovat s jinou kompozici x = (2", .. a;l(l),xl(le, . $%)) , COZ
je vysledek permutace slozek x = (zy,...,2p)’, kde [- ta slozka je presunuta na
prvni pozici, tj. xO = (z,21,..., 21, Tiy1,...,2p)". lIr transformace (2) prevadi
kompozice x) do (D —1)-rozmérného redlného vektoru z) = (z%l) zD )l =
1,..., D. Vysledny vztah pro ilr transformace bude ve tvaru

. D—i [T1D @
-5 D= H] ’“w , ..,D—1.
—z+1

Inverzni transformace vektoru z) do ptivodni (permutované) kompozice x

je dana vztahy
D -1
o) = (-T2, )




2 Zakladni linearni modely méreni

Sestavujeme-li regresni modely, zajima nas vzdy urcita forma vztahu mezi vy-
svétlovanou a vysvétlujici proménnou. Odhady parametrii v linedrnich regresnich
modelech se provadi metodou nejmensich ¢tverci.

V této praci se ovSem budeme zabyvat ortogonalni regresi, jez se jevi jako
vhodnéjsi pro praci s kompoziénimi daty. Piesto i zde lze pouzit specialniho
typu linearniho regresniho modelu. V néasledujici kapitole si predstavime jeho
systematické odvozeni, pfi kterém bylo pouzito literatury [10].

2.1 Zpracovani dat, vytvoreni modelu

Pti praci s linearnimi regresnimi modely nejprve zkoumame urcity objekt, na
némz nasledné provadime opakovana méfeni, ¢imz dostdvame soubor namére-
nych hodnot. Cilem je tak uré¢it odhady nezndmych parametri (obecné neznamé
konstanty), odhadové funkce. Jakmile zname odhad, je nutné znat statistické
charakteristiky odhadi.

Zpracovani probiha ve tfech etapach. V prvni etapé vytvorime tzv. teoreticky /
deterministicky model. Ukolem je ur¢it vztah mezi veli¢inou, kterou umime mé¥it,
a parametrem, tedy tim, co chceme zmérit. Zac¢iname vzdy nejjednodussim mode-
lem. Dale je tfeba urcit vztah mezi teoretickymi hodnotami parametra fy, ..., Gk,

Zi:fi(ﬂlw"aﬁk)) izl?"'apa

kde £ znaci pocet parametrii a p je pocet pozorovatelnych veli¢in. V nékterych
ulohéch existuji podminky, jimz musi parametry vyhovovat,

gj(ﬁla"'vﬂlC):OJ j:]-?"'7q7

kde g predstavuji pocet podminek na parametry. Vektorové zapiseme:

Z f1(B) B
Z= Z:Q ; £(8) = fQ(:ﬂ) ;8= % ;
z, 7(8) B
91(B) 0
a@) - | "7 0= }q
Mﬁ) 0

V druhé etapé vytvarime stochasticky model. Vysledky méreni pfimo pozoro-
vatelnych veli¢in jsou zatiZeny chybami méfeni (vzdy pii kazdém rozdéleni). Jsou
organickou soucasti procesu méreni. Obvykle provadime n;-krat meéteni veliciny

9



Zivi =1,...,p. Vysledky opakovaného métfeni budeme pokladat za hodnoty na-
hodnych veli¢in (zapiSeme jako vektor): Y; = (Yii, ..., Yin,)
Nyni p-krat méfime vysledky a zapiseme do vektoru, ozna¢me si

n=mny+ng+...+n,

Vysledky vsech provedenych méieni odpovidaji hodnotam ndhodného vektoru,
modeluji tak cely experiment.
Oznacme

€1 gi1
€= y €1 =
8p €in,

Tento ndhodny vektor je slozen z podvektoru €;, chyb vznikajicich pfi n; nasob-
ném méteni Z;, i = 1,...,p. Dodejme, Ze jednotliva méfeni se mohou vzajemné
lisit.

Déle predpokldadame, ze E(e) = 0. n-slozkovy nédhodny vektor & obvykle
interpretujeme jako vektor chyb méfeni.

Nyni si pro ilustraci a blizsi vysvétleni uvedeme priklad stochastického mo-
delu:

Y, 1, f1(B) €1
Y= : |= : +| ¢ | =IEB) +e,
Y, L., /»(8) €p
kde
1 1,, 0, 0,,
1, = 3= 0., 1,, 0., :
1 0, 0, - 1,
Yi fz(ﬁ) €1
Y = f = : + :
Yin fi(B) €in;

Je tfeba upozornit, ze plati E(Y) = Jf(8), pficemz 3 = (B4, ..., B;) je neznamy
vektorovy parametr.

O varian¢ni matici vektoru Y budeme dale predpokladat vzdy jednu z nésle-
dujicich moznosti:
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by znama, pozitivné definitni matice;

o*V o? je neznamy parametr, V je zndméa, poz.definitni;
var(Y) =< >0, 0:V; 01,...,0, - nezndmé varian¢ni komponentni parametry;
Vi,...,V,. - pozitivné definitni matice, které zname;
by neznama.

V zavérecné, tieti etapé pristoupime k vytvoreni samotného statistického mo-
delu. Ukolem v této fazi je stanovit odhady 3 a ziskat pifslusné ¢iselné charakte-

¢tverci) tedy uréime odhadové funkce neznamych parametri

BY) = (Bi(Y), ... B(Y));

v praxi dosadime pozorované hodnoty Y = (Y7,...,Y},)
nahodného vektoru B(Y).

Nasledujici ¢ast druhé kapitoly nabidne pfehled Sesti zakladnich linearnich
modelt, z nichz stézejni bude pro nase potieby pravé model posledni. Pro snad-
néjsi pochopeni uvedené problematiky budou modely opatfeny kratkymi ilustrac-
nimi priklady.

Uvedeni vSech moznych modelt neni pritom samotcelné. Méjme na paméti,
ze posledni, Sesty model je logickym rozsifenim ptredchozich. Na nejjednodussi
model ¢islo 1 klademe jen miniméalni predpoklady, navic dokaze zachytit pouze
zékladni matematické problémy (napfiklad nedokéaze operovat s parametry, které
nedokazeme pifimo zméfit, resp. neni schopen zachytit podminky na regresni pa-
rametry). Postupnym rozsifovanim uvedenych linedrnich modelu ziskdme vétsi
moznosti pro vyuziti téchto modell, coz budeme néasledné demonstrovat v pii-
padé ortogonalni regrese.

" a dostaneme realizaci

2.2 Prfehled zakladnich linearnich modelu

V réamci teorie linedrnich modeld se omezujeme na nasledujici funkce a odhady,

e linearni funkce f;(8), ¢ = 1,...,p - jedna se o linearni funkce zkouma-
nych parametri. Jako priklad uvedme situaci kvadratické regrese, v tomto
pripadé se jedna o linearni funkci tii parametri, prestoze vysvétlujici pro-
ménna definuje kvadratickou funkci.

e linearni funkce ¢;(8), j = 1,...,q - znadi opét linearni funkce parametra.
Tyto funkce ovSem vymezuji vzajemné vztahy mezi jednotlivymi sledova-
nymi parametry. Piikladem budiz podminka na soucet uhli v trojihelniku,
ktery musi byt roven 180°.

e linearni odhady B(Y) - linedrni odhady zkoumaného parametru, jez se sna-
Zime ziskat.
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Restrikce na linedrni modely neznamena velké zuzeni okruhu problémt fesi-
telnych v této tfidé modell, neomezuje moznosti aplikace. Mnohé z nelinearnich
funkci 1ze totiz linearizovat tak, ze funkci £(3), resp. g(3) rozvineme do Taylorovy
fady a zanedbame cleny druhého a vyssich fadd. Postup si podrobné ukazeme o
néco pozdéji, ve treti kapitole této prace.

Predpoklady uvadéné na hodnosti matic zaruc¢uji odhadnutelnost (to zna-
mend, Ze existuje hledany nejlepsi nestranny linedrni odhad) kazdé slozky B
a soucasné existenci maticovych inverzi.

e Model 1 - Primé méreni skaldrniho parametru

— Pr1i sestavovani prvniho modelu nejprve vytvorime teoreticky model,
ten bude v jednoduchém tvaru Z = (3, k=p = 1.
Stochasticky model pfedstavuje n-krat opakovand méreni Y. Tato mé-
feni jsou provadéna pfimo, nezahrnujeme do sestavovani zadné pocetni
operace. Pro predstavu pouziti modelu uvedme jako priklad situaci,
kdy meérime vysku néjakého objektu.

Y1 B €1
Y, B En

Ptredpoklady na tento model jsou tyto: E(Y) = 1,4, var(Y) = X, kde
Y. je pozitivné definitni matice a h(X) = n.

e Model 2 - Nepiimé méteni vektorového parametru

— Vytvoreny teoreticky model zapiseme Z = A3. Matice A urcuje line-
arni funkce parametru 3. Zatizime tento model chybami a vytvorime
stochasticky model.

Stochasticky model zapiseme ve tvaru Y = JA3 + €, doplnény je o
nésledujici predpoklady E(Y) = JAB = X3; h(JA) = h(X) = k < n;
var(Y) = X.

Model vyuzivame v piipadé, kdy jsou regresni parametry svazany
néjakym linedrnim vztahem. Pfikladem nechf je ¢asova fada y(t) =
B1 + Bot + B3t?, realizovana v jednotlivych bodech ty,ts,. .., t,, vidy
ale jen jednou. Tento model se také casto vyskytuje v pripadé analyzy
néjaké regularni zavislosti.
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e Model 3 - Primé méreni vektorového parametru s podminkou

— V prvnim kroku zapiseme teoreticky model. Tentokrat bude ve tvaru
Z = 3, navic s podminkou b + B3 = 0, B je typu
q X k ab je typu g x 1, pficemz

BerCcR, r={ueR":b+Bu=0}.

Stochasticky model ma potom tvar Y = J3 + e, b+ B8 = 0. Déle
predpokladame, ze h(J) = k < n a soucasné h(B) = ¢ < k. Dale
je nutné myslet na fakt, ze E(Y) = J3, var(Y) = ¥ a je zaroven
pozitivné definitni.

Model se vyuziva v pripadé, kdy jsme sice schopni vSechny sledované
parametry mérit, ale jsou navic vazany logickou podminkou. Pro ilu-
straci uvedme opét stru¢ny priklad. Mé&jme dény thly v rovinném troj-
thelniku. Opakované je méfime a ziskdme parametry («, 3,7). Vime,
7e plati a + 3+ v = 180° = 7 a tedy logicky také a + 5+~ — 7 = 0.

e Model 4 - Neuplné pfimé méreni vektorového parametru se systémem
podminek

— Model najde uplatnéni ve chvili, kdy jsme schopni ¢ast slozek para-
metrid zméfit piimo a ¢ast nikoli. OvSem i tyto nepiimo méfitelné
parametry nas zajimaji a potfebujeme je znat. Pravé proto existuje
model ¢islo 4, méjme

8= ( gl ) {zl slozek parametru.
2 2

V nasem piipadé se Z = 3,. Zatimco slozky 3, jsou piimo pozoro-
vatelné (tudiz méfitelné), slozky 3, nelze pfimo zméfit, presto nés
zajimaji a potfebujeme je pro nase dalsi vypocty.

Méame proto dan systém podminek b+Bg3;+C3, = 0 (podminka typu
I1, kde C3, = 0 nemétime). Déle jsou stanoveny podminky regularity:
b ¢iselny vektor pro (¢ x 1), matici B (rozméry ¢ x k1) a matici C typu
q X ko plati, ze hodnost blokové rozdélené matice h([B, C]) = ¢ < k1 +
ks, pfi¢emz matice C mé plnou sloupcovou hodnost h(C) = ks < g.

ﬁ:(gl)ET:{(s)6Rk1+k2:b+Bu+Cv:0}.
2

V druhém kroku vytvorime stochasticky model. Ten je tentokrat sta-
noven ve tvaru' Y = J3;,+¢e, E(Y) =J3,, var(Y) = X, h(J) = k1 < n.
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e Model 5 - Neptimé méteni vektorového parametru se systémem podminek

— Model se vyuziva ve stejném ptipadé jako v predchozim modelu, tedy
tehdy mame-li ¢ast parametri méfitelnych primo a ¢ast neprimo, ale
chceme znat i ty neprimo méritelné. Tentokrat je ovsem model svazan
logickymi podminkami. Teoreticky model vyjadiime jako

Z=ABb+BB3=083ctCcR 7={ucR":b+Bu=0}

Stochasticky model posléze sestavime ve tvaru: Y = (JA)B+-e€, v patr-
nost vedeme predpoklady E(Y) = JAB = X3, var(Y) = ¥, h(JA) =
h(X) =k <n.

Uvedme jesté struc¢ny ilustra¢ni piiklad pro nastinéni pouziti predpo-
sledniho linearniho modelu. V rovinném trojihelniku je nasim cilem
zmérit thly a, 5. Oba jsou méfitelné primo, thel v vsak pfimo zmérit
neni mozné. Hledame tedy odhad vektoru parametrt

B = (o,0,7),8; = (a,B), B2 = v pro k = 3,k; = 2,ky = 1. Pod-

minku pro vyse uvedeny model stanovime ve tvaru:
—m+(L1)(e, 8) +v=0.

e Model 6 - Netplné nepfimé meéteni vektorového parametru se systémem
podminek

— Stejné jako v modelu ¢islo 4, také v tomto pfipadé je parametr 3
slozen ze dvou skupin slozek, prvni lze pfimo mérit, u druhé ¢asti toto
neni mozné. Teoreticky model tedy sestavime ve tvaru: Z = A3, se
systémem podminek b + B3; + C3, = 0. Méjme na paméti, ze

,8:(21)67':{(3)ERk1+k2:b—|—Bu+CV:0}.
2

Zatizime-li model chybami, ziskame stochasticky model. Ten nyni uve-
deme ve tvaru Y = (JA)B; + €. Soucasné pritom také plati (lo-
gickd) podminka b + B3, + C3, = 0. Nesmime opomenout ani pod-
minky regularity, E(Y) = JAB, = X3,. Plati tedy, ze varian¢ni ma-
tice var(Y) = X je pozitivné definitni. Déle musi platit, Ze hodnost
h(JA) = h(X) = k < n a pfitom h([B,C]) = ¢ < k1 + k2, h(C) =
k’g <q.

— Pro ilustraci bude také pfi uvadéni tohoto modelu nastinén strucény
priklad. Méjme rovinny trojuhelnik, u néhoz zndme délku strany a.
Nasim tkolem je urcit velikost vsech thld tohoto trojuhelniku. K dis-
pozici pfitom mame méreni strany b a uhld «, 3. Cilem prikladu je
urcit zbyvajici thel.
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Nejprve sestavime, jako vzdy u podobného prikladu, teoreticky model.
Polozime 7, = a, Zy, = (3 a Z3 = b. Diilezité je, ze strana b je pfimo
méritelnd, ale zaroven je funkci parametri a, 3. Zminéné veli¢iny nam
jsou znamé a mame jejich hodnoty. Ze sinové véty dostavame

sin 3

sina’

b=ua

Jak je zfejmé, funkci musime linearizovat, abychom mohli pokraco-
vat pfi naslednych vypoctech. Vhodnym néastrojem k feseni daného
problému je Taylortiv rozvoj, vénovat se mu budeme ovSem az v na-
sledujici kapitole.

Shrime tedy, co dosud vime o parametru 3, do maticového zapisu,

@ (0
/3: B Jﬁlz(ﬁ>7/82:’)/'
Y

Pravé tomuto, Sestému modelu byla vénovana nejvétsi pozornost. Divodem
je fakt, ze bude stézejnim regresnim modelem v této diplomové praci.

V nasledujici kapitole se budeme déle vénovat modelu ¢islo 6, v némz méfime
cast parametrii nepiimo, regresni parametry jsou pritom navic svazany podmin-
kami II. typu.

2.3 Neprima méreni s podminkou II. typu na parametry
1. fadu
Jak uz nyni vime, tento model bude nadefinovan ve tvaru

Y ~ (XB3,%), b+Bg; + CB, =0.

Budeme-li v tomto modelu uvazovat rovnéz nasledujici predpoklady pro hod-
nosti matic,

h(ka) = ]{71 <n, h([Bngl, Cq,kg]) =q < kl + ]{72, h(C) = k)g <q,

a soufasné (znadmd) varianéni matice ¥ modelu bude navic pozitivné definitni,
potom miizeme uvedeny model nazvat regularni. Pro dalsi vypocty je tento pred-
poklad nezbytny.

Nésledujici véta odvozuje BLUE vektoru (3, 3,)". Zkratka BLUE vychézi
z anglického oznaceni Best Linear Unbiased Estimator, tedy nejlepsi nestranny
linedrni odhad.
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Véta 2.1. [10] BLUE vektoru (B,,3,)" je ddn vztahem:

31 _( X=ETX)'BQu ) ( I-(X'2'X)"'B'Q;;B ) ~
( §2 > - ( Q21 b —Q2B P

kde B\l = (X'EZ'X)IX'S"YY (odhad nerespektujici podminku tykajici se para-
metri By, Bs).

Variancéni matice BLUE odhadu ma nasledugjici tvar:

é var (§1) , cov (§1,§2)
var [( 21 > Y| = ~ £ ~ )
By cov (ﬂ1,ﬂ2> , var <ﬂ2)
kde
(?31 = (X'ZTX) - (XTX) BQuBXETIX)
cov (El,@ = —(X'T'X)'B'Qu,
var (32 = —Q22,

( Qu Qi ) _ < B(X'Z'X)'B’ , C )‘1
Q21 Qo C’ , 0 ’
Duikaz: Viz [10], str. 129, Véta IV.4.1.
OJ
Jak vypada posledni blokova matice s nezndmymi maticemi Q; ;? Ukazme si

jejl tvar, ziskame jej pomoci primého odvozeni. Jestlize predpokladame inverzi
blokové matice uvedené v predchozi vété, plati:

( B(X'S"'X)"'B' |, C ) _ < Qu Qun ) _ ( I 0 ) (6)
C ;0 Qa1 Q o1/

Z (6) dostavame soustavu rovnic

B(XIE_IX)_lB/Qll +CQa =1, (7)
B(X'S™'X)'B'Q12 + CQs2 =0, (8)
C'Qi =0, (9)
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C'Qp =1 (10)

Necht B(X'S"'X)~'B' je regularni. Z (8) dostévame
Qi = —[BX'EZ'X)'B]'CQq,

po dosazeni do (10)
C'(B(X'Z'X)'B)'Qqp =1

ziskdme prvni vysledek z hledané blokové matice,
Qx = (-C'(BX'Z7'X)'B)'C) .
Dosadime-li zpét do vzorce pro Qi2, vyjde nam dalsi prvek diagonalni matice,
Q= -BX'Z'X)'B)'c(-C'BXEZ'X)'B)'C).
Z rovnice (7) obdrzime
Q= (BXEZTX)'B) ! - (B(X'Z'X)"'B)'CQ.:.

Tento vztah dosadime do rovnice (9), posléze postupnymi upravami vyjadiime
Q21, budeme-li postupovat spravné, ziskdme (az na transpozici) stejny vysledek
jako pro Qz,

C(BXXTX)"'B)" - (BX'E"'X)'B)'CQx) = 0,
C'(B(X'S'X)"'B)! - C'(B(X'E'X)'B')1CQy = 0,
Q= —(-C'(BX'E='X)"'B)"'C)"'C'(BX'Z'X)"'B) "

Vidime, Ze skutecné Qs = Q). Nyni ndm uz zbyva jen dosadit do vysledku pro
9 12

Q11 a ziskdme kompletni vysledek pro inverzni blokovou matici uvedenou ve vyse
uvedené véte,

Qu = (BXEZ'X)'B)! - (BXEZ 'X)!B)!Cx
x((C'BX'E'X)"'B)'C)'CBXE'X)'B)™),

Qu =Qp, = (C'BXEZ'X)'B)'C)'C'(BXEX)"'B),
Qr = (-C(BXIZ'X)"'B)'C)"L

Uvedené rovnice porovname s vysledkem, ktery ziskdme z Rohdeho formule.
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Véta 2.2 (Rohdeho formule). [9] Necht T je matice o rozmérech mxm, U matice
o rozmerech mxmn, V o rozmérechnxm a W o rozmérech n xn. Predpokladejme,
ze T nent singularni. Potom matice

T , U tvivalentns WV + U
AV : W , TESDP. ervrvaiLenine Vv : T y

nejsou singularni tehdy a jenom tehdy, jestliZe matice o rozmérech n x n, Q =
W — VT U, nent singuldrni. Z toho plyne

T, U\ (T!'+T'UQ'Vr!' , -T'UQ') _
V., W a -Q'VT! : Q! -

(Tt 0 ~TU N\ 1) et
_( o 0)+( L )Q (-VT L 1L,),

W, V) Q! , ~Q VT B
U T “\ -T'uQ! , Tl'+T'UQ VTt ) T

?

_ ( g qu ) + ( _TIEIU ) Q (I, ~VT).

Dukaz: Viz [9], str. 99, Theorem 8.5.11.

O

Ovérime, zda ziskame stejné vysledky také pomoci Rohdeho véty. Prvky bu-
deme zapisovat postupné jako v predchozim postupu,

Qu = BXXEZ'X)'B)"'+ (BX'E'X)'B)'Cx
x(—C'(B(X'="'X)"'B/)"'C)"'C/(B(X'Z'X)'B/) !,

Qi =Q), = —(-CBXEZT'X)"'B'C)'C'(B(X'Z'X)"'B),
Q2 = (-C'BXXE'X)'B)'C)"

Upravime-li znaménka u ¢lentt Qp; a Qa1, resp. Qf,, ziskame stejné vztahy
jako pomoci pfimého odvozeni.
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3 Nelinearni struktury modelt

V praxi se s linearnimi modely a strukturami nesetkavame piilis casto, zpra-
vidla jsou modely nelineadrni. Vyhodou vsak je, ze mizeme modely linearizovat
a pracovat s méné slozitymi pocetnimi operacemi.

Pro jednoduchost nejprve uvazujme model ¢islo 2 (na néj 1ze ostatné vsechny
ostatni vyse uvedené regresni modely pfevést) s nelinedrni regresni funkei f(3)
parametri 3.

V piipadé, ze B, bude znamy (&iselny) vektor, mizeme f(3) rozvinout do
Taylorovy fady v bodé B,, pritom zanedbame ¢leny druhého a vyssich radi.
Rozvoj vypada dle knihy [10] (str. 228) takto:

£(8) = £(80) + F(By)3B + o+

kde
of
F(8,) % . , Ksg = (03 F1083,...,08'F,00),
_ 0 f(B) -
F, = 9308 B:ﬂo,z— 1,...,n
adB=pB—P,.

Néasledné mtze byt odhad samotného parametru urcen linearné. Navic, je-li
observacni vektor Y normélni, lze pouzit standardni postupy pfi ur¢ovani konfi-
dencnich oblasti nebo tfeba testovani hypotézy o parametrech.

Méame tedy model

Y ~, [f(8),%],B€V CRF kde f: V — R",

kde f je znamou funkci s absolutné spojitymi derivacemi, ¥ je znama pozitivné
definitivni (p.d.) matice, V C R* je parametricky prostor a R* je k—dimenzion4lni
euklidovsky prostor.

Miuzeme-li v Taylorové fadé funkce f(-) v pfiblizné hodnoté parametru 3,
zanedbat ¢leny druhého a vyssich fadi, nazveme vysSe uvedeny model modelem se
slabou nelinearitou. Odstranéni ¢lenti vyssich fadi znacné zjednodusi nasledujici
postupy.

Ackoli jsou vysSe uvedené duvody faktem, pro¢ se linearizace modelu velmi
casto v praxi vyuziva, je tfeba zkoumat vliv zanedbanych ¢leni.

Pritom jiz budeme rovnou uvazovat model s podminkami typu II. Méjme tedy
model Y ~,, (f(3,),X) s podminkami na parametr 3, € R¥', rovnéz na parametr
B, € R*2 ve tvaru h(B;, B,) = 0. Model dle [10] vyjadiime v kvadratickém tvaru

1
Y — fo ~n (F(S/Bl + 5/15@1, 2)
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s podminkami

1
ho + Hléﬁl + H2(5,62 + 5‘0(5,31,552)' = 07

kde
oh(B) oh(B)
fo="*f ho=h H, = =
0 (Bo) ho (Bo), Hy 98, ﬁ=507 2 0B, B:ﬂo’
i ). 5= (50
a
rocay (A B 0
{wonamy }; = (661, 90%) ( B, D > < 52; ) /
kde
A = 0°h(B)/0B,08; ,
B=po
B = 9*h;(B) /08,08, ;
B=DBo
D = 0°h(B3)/0B,08,|
B=PBo

t = 1,...,q. Budeme navic dale pfedpokladat, ze vektor 63, je spojita funkce
vektoru 03, se spojitymi druhymi derivacemi.

Vyse uvedené poznatky shrnuje nasledujici lemma, v némz budou uvedeny
BLUE parametru. Nez prejdeme k samotnému lemmatu, vysvétleme si oznaceni
(L) i

Méjme matici A = H), o rozmérech ¢ x ko a matici ¥ = H;C~'H}, kter4 je
¢tvercova o rozmeérech ky X ko a je navic pozitivné semidefinitni. Dle Frobeniovy
formule plati, ze

Ax =y e M(A)={Au:uecR"},

pri¢emz zaroven
min {|[x[|s : Ax =y} = [|A 5 VI

Pro vysvétleni dodejme, Ze AX/[(Z) je oznaceni pro matici, pro niz plati

AA

A=A A ZA

mmA = (BAL o A).

V tomto pripadé existuje cela trida takovych matic, z nichz jednim reprezentan-

tem je nasledujici matice

S A/(AS A,
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ovSem jen tehdy, pokud M(A’) C M(X). Obecné lze uvedeného reprezentanta
vyjadrit nasledovneé:

(S+AA)"A[A(S + A’A)"A]".

Osvétleme si dalsi oznaceni, My, = I — Ppy,, kde Py, je projekéni matice na
podprostor M(H,). Navic znaménko minus znaé¢i pseudoinverzi matice. Matice
oznacena znaménkem plus se nazyva Moore-Penroseova pseudoinverze.

Lemma 3.1. [10] V rdmci modelu

Y — £, ~, (FOB,, X, ( gg; ) € {( 3 ) :h0+H1u+H2v:O},
h(F) =k, <n, h(H,Hy) = q < ki + ko, h(Hy) = ky < q je BLUE parametru
( gg; ) roven
56, = 6B, — CH, My, (HyC ' H} My, (o + HL0B,),

6:62 = - [(HQ)XA(HICAHQ]/’

kde 52\31 = C'F'YX"(Y —fy) je BLUE v ramci modelu Y — £y ~,, (Fd3,,%) bez
podminek; variancni matice je

w(2) (5 3)
03, ’

A = (Mpygp,, CM gy, )™
B= _C_lHll(Hé)XA(chle;)’
D = [H,(H,C'H, + H,H},) 'H,| ' - L

Dukaz: Viz [10], str. 246, Lemma VI1.2.2.3.1

kde

0

Jelikoz uz byl pojem Taylorova rozvoje osvétlen, mtizeme se vratit k prikladu
z kapitoly 2. Uvedené poznatky shrneme do komplexniho stochastického modelu,
ktery je nasledujici:

Zy | = o + 05 1 W | < AB ) .
sin sin Bp cos cos
23 " sin a?) —a- siI(l)2 ag ¢ oa- sin ag
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Soucasné plati podminka na soucet thla v trojihelniku,

a0+ﬁ0+(1,1)(ﬁg)+’7—ﬂ':0
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4 Ortogonalni regrese pro kompozic¢ni data

Dosud nabyté poznatky o kompozicnich datech a regresnich modelech vyuzi-
jeme v této kapitole zabyvajici se ortogonalni regresi. Ta je jinak téz znama pod
nazvem metoda uplngch ctverci - z anglického Total Least Squares = TLS).

Metoda ortogonalni regrese zacina vzbuzovat zajem také v oblastech mimo
statistiku. Dtivodem je dostupnost efektivnich a numericky robustnich algoritmii,
v nichz hraje velkou roli singuldrni rozklad (SVD - Singular Value Decomposi-
tion). Je vhodny zejména v téch oblastech, v nichz jsou data zatiZena chybami
(¢ Sumem), coZ je Castym piipadem zejména v oblasti inzenyrskych aplikaci.

Ortogonalni regresi lze povazovat za vhodné rozsiteni klasické metody nejmen-
sich ¢tverct. V nejjednodussim piipadé je tikolem ortogonalni regrese odhadnout
a urcit regresni primku pro soubor n dvourozmérnych pozorovani, coz jsou v na-
Sem pripadé vysledky ilr-transformace ttislozkovych kompozici.

Transformovana kompoziéni data lze dle ¢lanku [5] pfepsat jako n x 2 datovou
matici (21, z2). Ozna¢me matici X = (1,,,21), kde 1,, je n-rozmérny vektor jedni-
¢ek. Dale uvazujme 3 = (1, 52)’ pro neznamé parametry regresni piimky, které
chceme odhadnout. Hledany odhad ﬂ (61, 62) metodou ortogonalni regrese se
obvykle vyjadifuje v nasledujicim tvaru:

B = (X'X - XI)'X'z,,

kde A3 je nejmensi singularni hodnota z rozkladu blokové matice (X, zs), o sin-
gularnim rozkladu matice pohovorime podrobné jesté dale.
Odhady parametr regresni primky pomoci ortogonalni regrese lze ovsem vy-

jadrit i jinym zptisobem. Uvazujme body roviny (211, 221), - - - , (21n, 22, ). Prolozime-
li jimi pfimku pomoci metody nejmensich ¢tvercti, minimalizuje tato primka sou-
Cet Ctvercd, jejichZ strany k ni z bodl (214, 22;), ¢ = 1,...,n vedeny v kolmém

smeéru k ose z;. Metoda ortogonalni regrese pritom minimalizuje soucet takovych
¢tvercty, Ze jejich strany jsou kolmé k této pfimce (samoziejmé jsou vedeny z bodi
(214, 29;) jako v pFedchozim piipadg).

Zavedme nasledujici oznaceni dle [2]:

2= =z 5o = 2o (B —E), Sam =20 (212 — A7),
2y = %22’21‘7 332 = 1Z(Z2z_z2)

Véta 4.1. [2] Predpoklidejme, Ze s.,., # 0,52 > 0,s2 > 0. Pak parametry
primky zo = 31 + (221 urcené metodou ortogondlni regrese jsou:

_ 2 _ 2 2
22 21 + \/ S 5% >+ 452122

282122

B = 2o — [BaZ1, Bo =

Dukaz: Viz [2], str. 209, Véta 12.10.
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Vv

jako v pripadé primky prolozené za pomoci metody nejmensich ¢tvercii. Pti orto-
gonalni regresi ovSem bereme v potaz navic fakt, ze rovnéz nezavisle proménna je
zatizena chybou. Pripomenme, ze v pfipadé metody nejmensich ¢tverct je pritom
chybou zatizena jen zavisle proménna.

Uvaha vychazi z predpokladu, Ze dvojice (21, 22;) jsou hodnoty, které se pfi
uskutecnéném experimentu realizuji doopravdy, nemame je ale moznost urcit.
Mezi zavisle a nezavisle proménnou plati pfesné tento linearni vztah:

29 :ﬁl—f-ﬁgzh', = 1,...,71,. (11)

Misto dvojice (z1;, 29;) vybereme jen dvojici (&;,n;). Jeji slozky jsou zatizeny
nahodnymi chybami, budeme proto predpokladat, ze:

5221i+5i7 ni222i+€i7i:17"'7n7 (12)

kde 61,...,0,,¢€1,...,€, jsou takové nezavislé nahodné veli¢iny, ze
2 2y
3; ~N(0,0%), ¢, ~N(0,02), i =1,...,n.

Poznamenejme pritom, ze predpoklad normality jsme uvedli kvili nasledujici
Vété 4.2, neni ovSem obecné nutny. Dosadime-li z (12) do (11), dostaneme

ni = B+ B2&i + (€ — B2dy), i=1,...,n.

Zatimco v klasickém regresnim modelu hodnoty nezavisle proménné nezavisi
na vektoru chyb, zde dostavame néasledujici vztah:

COV(&, € — 62(51) = COV(ZZ' + (Si, € — 5252) = —520'?.

Jelikoz je hodnota obecné nenulova, komplikuje ndm to odvozovani pfislus-
nych statistickych metod. Jak uvadi [2], pokud jsou ¢isla z; dana (v experimentu
se totiz néjakym zptusobem nastavuji), fikd se modelu (11) funkéni vztah. Jsou-
i z; nezavislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny (experimentator tudiz nemize
jejich hodnot nijak ovlivnit), pak model (11) nazveme strukturdlni relace.

Dle zjednoduseného predpokladu ¢} = 02 = ¢ (tedy z; a y; jsou méfeny se
stejnou prednosti) nyni budeme fesit linedrni funkéni vztah. Pokud jsou uvazo-
vany tyto predpoklady, plati, Ze:

& ~ N(z14,0%), mi ~ N(By + Baz1,07).

Jelikoz jsou veli¢iny &, ...,&, a n1,...,n, nezdvislé, sdruzené hustota je vyjad-
fena takto:

(27r)_”0_2” exp {_Tc? Z[(Uz — 61— ﬁzzu)z + (& — Zli)Q]} :

i=1
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Pocet neznamych parametri je n 4+ 3, k dispozici mame ovsem jen n dvo-
jic (&;,m;). Pro odhad parametrt se v nasledujici vété voli metoda maximalni
vérohodnosti.

Véta 4.2. [2] Oznacme
€= 326 st = 2 (&-8), sa=72 Em—En),

0= aumn sy o= s ).

Pak mazximdlné vérohodné odhady parametri (1, B2 a z1; jsou

52— s+ \/(5727 — 53)? +4s3,

2:

28577 ’
Bl = 77] - 3257
. Gt B BB
Z1 = ~ ,1=1,...,n
1+ 32
Polozme
5" = Z[(m — b= Batu)” + (& — A1)
i=1
Pak o
~2 P
7= 2n

je maximalné vérohodnym odhadem parametru o2.
Dukaz: Viz [2], str. 212, Véta 12.11.

O

Vsimnéme si, ze odhady regresnich parametrti jsou totozné se situaci ve Vété
4.1. Navic je ziejmé, ze odhad B metodou ortogonalni regrese minimalizuje eu-

klidovskou normu )
|1XB8 — 25|

18]1* +1

Ilr soufadnice pro kompozi¢ni data jsou konstruovany vzhledem k Aitchiso-
nové geometrii na simplexu, ony samotné se ovSem jiz ridi euklidovskou geometrii.
Zaroven je treba zdiraznit, Ze rtuzné volby ilr souradnic predstavuji pouze rotaci
dat, tudiz se ortogonalni regrese jevi jako vhodny néstroj pro jejich regresni ana-
lyzu.
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4.1 Odhad regresni primky s vyuzitim teorie linearnich
modelt

Jak je uvedeno v ¢lanku [5], dalsi moznosti, jak najit vhodnou pfimku pro n
rovinnych dat ve smyslu ortogonalni regrese je technika linearnich statistickych
modelt, konkrétné jeden specialni model s podminkou II. typu. Nejvétsi vyhodou
v tomto pristupu je moznost konstrukce konfidenc¢nich oblasti a testovani hypotéz
s pouzitim teorie linearnich modelid a jejich vyhodné teoretické vlastnosti oproti
pristuptim zminénych v predchozi kapitole.

Déle budeme uvazovat (n x 2)-rozmérnou datovou matici (Zq,Zs). Jestlize
skutetné hodnoty prvni soufadnice pfedstavuje vektor g = (u1,...,pu,) a u
druhé soufadnice v = (vy,...,1,), pficemz vyslednd méfeni jsou vektory z; a
Zy, potom linearni vztah mezi témito dvéma reprezentacemi lze zapsat takto:

v = 51171 + 52”" (13)

kde (31 a (35 jsou koeficienty primky. Poznamenejme, Ze v kontextu predchozi
kapitoly jsou dvojice (z1;, z2;) a (s, v;) rovny pravé (£,,1;) a (214, 29;)-
Predpokladejme, Ze pu a v jsou nezavislé a realizovany se smérodatnou od-
chylkou o > 0. Vysledny tvar odhadit 1, 3, v a & parametrit 81, B, p a v,
stejné jako jejich varian¢ni a kovarianéni matice jsou uvedeny v nasledujici véteé.

Véta 4.3. [5] Uvazujme dvourozmérny ndhodny vektor (Zy,Z5) se strednimi
hodnotami (p/, V') a variancéni matici 0?1s,, kde vektory p a v vyhovuji vztahu
(18). Oznacme ﬁ§°), 550)’ p9 O priblizné hodnoty By, Ba, p, v tak, aby spliovaly
(13). BLUE vektori p, v a parametri 31, B2 v linearizovaném modelu jsou ddany:

(0)
=Tt MO )]
2
50) 0 0 0
v =2 oy MO - (2 O
( ﬁil = L + ( n 1'p >_1 X
Ba 2 (kO [pO)p©®

x v [ZQ — v — 52, - u“’))]
O |2 = 00 — 52y — u)|
kde

1/ (0) -1 1/
MO =T, (1,4 ( 0 i > ( )
B orn (oo (]
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Variancni matice odhadi f1 a ¥ jsou ddny vztahy:

2
0
var[fi] = 0’1, — MM«»
I n ik )
X!
0.2
var[p] = 0L, — ————M©.
[ 5‘”} +1

Kovariancéni matice odhadi f1 a ¥ vypadad ndsledovneé:

(0) 2
cov [f1, D] = 52—201\/[(0).

7]+

Variancéni matice odhadu (Bl,ﬁg)’ je

- () (e 28 )

a kovariancéni matice odhadi (i, ') a (B1, 32) je vyjddiena ve tvaru

A1 . ) 9 11, -1
- K g? ) ’ ( ’ )} - ([ﬁé‘”} H) < [u(g]’l [M(O’I]JJ’M(O) ) g

y 550)1/ 1
B WO O] )

Dukaz: Viz [5], str. 1151, Theorem 1.
UJ

Uvedme pro tplnost jesté, jak vypada prislusny linearni model. V maticovém
zépisu méame linearni model dle ¢lanku [5]

Zi\ _(np _ 2
(Z2 ) = < ) ) + e, var(e) = 071y,

kde neznamé vektory p a v vyhovuji regresni primce dané vztahem v = 3,1, +
Bapr a (1, B2 jsou nezndmé parametry. Regresni piimku mtzeme linearizovat po-
moci Taylorova rozvoje v bodech p(®, V(O)Bfo) a ﬂéo), pricemz cleny druhého a
vyssich fadt zanedbame.
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Takto ziskdme lineadrni model

_ O
(él Lo ) = ( ‘;5 ) +e,6p=p—p 6v -0,
L

pricemz dp a v vyhovuji vztahu
011, + 6B ” + B0 = Sv.
Také zde plati, ze 631 = B1 — ﬁfo) a0y = By — ﬁéo). Predchozi vztah mizeme

prepsat jako
O _ op 0\ _
1) (8 ) + o (50 ) =0

Dosud jsme uvazovali, ze smérodatna odchylka o je znaméa. Nezname-li ji, 1ze
ji odhadnout pomoci néasledujiciho vztahu:

52 (Zy — p)(Zy — o) + (Zy — D) (Zy — D)
n—2 '

)= Gor[ ()]

Jelikoz odhady vyjadfené v prvnich tfech rovnicich zévisi na pribliznych hod-
notach neznamych parametri (y, B2, p a v a aproximativni hodnoty jsou ne-
znamé, musime rovnice vyfesit pomoci iterativni metody o ¢tyrech krocich.

Algoritmus 4.1. /)]

(14)

Odtud obdrzime

Krok 1. Algoritmus zahdjime stanovenim pocdatecniho odhadu koeficienti re-

gresni primky (B{O),ﬁéo) ) a skutecngjch hodnot jednotliviich souradnic (pu'®

v©). Volbu mize ovlivnit situace, kdy je zndmd néjakd predchozi infor-

mace. V nasem pripadé se jednd o odhady ziskanée pomocz Véta 4.1. Posleze
polozime % = z,. Hodnotu v ziskame z rovnice v© 6(0)1 + ﬁ

Krok 2. Pro vSechny kompozice (211, 20), k=1,...,n spocitame odhady sledo-
vanych parametri (1, B2, b a ©) pomoci prunich i rovnic ve VEté 4.3.

Krok 3. Algoritmus ted vyZaduje aktualizaci startovacich odhadi dle ndsleduji-
ctho schématu:

v =i+ (ﬁ 3y )(u p@), p@=p, g0 =51, g = B
Krok 4. Kroky 2-4 provddime do té doby, neZ odhady konverguji.
KONEC

Zavérem dodejme, Ze zminény iterativni algoritmus je standardizovan v tom
smyslu, ze volba pocatecnich odhadd neméa vliv na vysledky konvergence. Ob-
vykle algoritmus probiha velmi rychle a po nékolika iteracich obdrzime stabilni
vysledky.
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4.2 Intervalové odhady a testovani hypotéz pro regresni
primku

Statistickd inference ma v pfipadé ortogonalni regrese standardné asympto-
ticky charakter, kterému je mozné se vyhnout uzitim pristupt@ pomoci teorie
linedrnich modeld. Inference nés vétsinou zajima zejména v pripadé parametru
(o Definujme tedy (o = tgh a (B, = tgh.

Jak je uvedeno v [0], uz v Sedesétych letech minulého stoleti byl navrhnut
(100 — a)% vybérovy konfiden¢ni interval pro parametr 35 s hranicemi tg(6 — @)
a tg(0 + 1), pricemz @, je definovano jako

1 \/4t3_2<1 —a/2)(s? 52, — 52,

$, = — arcsin
2 (n—2)[(s2, — s2,)? + 452 .,]

(15)

Jen pro tplnost dodejme, Ze t,,_2(1 —«/2) znadi (1 — o/2)-kvantil Studentova
rozdéleni o (n — 2)Astupnich volnosti. Uzitim metody hlavnich komponent lze
odvodit hranice tg(f — ®3) a tg(f + P2), kde P, je vyjadieno nasledovné

2
: xi(l —a)
®, = arcsin ,
pfitom A; > Ay jsou vlastni ¢isla vybérové varianéni matice znakt Z; a Z,
a x3(1 — a) oznacuje (1 — «)-kvantil pro x? rozdéleni s jednim stupném volnosti.
Abychom mohli otestovat nulovou hypotézu (B, = 6 = 0, 1ze pouzit statistiku
odvozenou ze vzorce predstaveného Kendallem a Stuartem [0],

1/4(s2 82 )2 + 82
T = \/(n—Z) sin?(26) JAE L)t s 52

2 g2 Z122°
821822

(16)

Tato statistika ma za platnosti nulové hypotézy Studentovo rozdéleni o n — 2
stupnich volnosti. V pfipadé vybért s malym rozsahem lze dle [6] pouzit statistiku
danou vztahem
(n —2)r? (A1 — A2)?

1—r2 ()\1 + )\2)2’
kterda ma za platnosti nulové hypotézy Fisherovo rozdéleni o (1,n — 2) stupnich
volnosti.

V nasledujicim textu budeme uvazovat ndhodny vektor (Z),Zf) s normal-
nim rozdélenim. Ekvivalentné lze Fici, Ze ndhodné t¥islozkova kompozice ma bud
normalni, nebo logisticky-normélni rozdéleni na simplexu, uvadi to [1] a [11]. Za
téchto predpokladi je BLUE (nejlepsi nestranny linedrni odhad) parametru 3
rovnéz normalné rozdéleny. Dale predpokladame, ze o? je neznamé. Lze jej od-
hadnout (nezavisle na 3) ze vztahu (14), za predpokladu normality je rozdéleni
odhadu 6? déno vztahem

T = , kde r? =




Pas spolehlivosti kolem regresni primky vy = B + By je systémem konfi-
dencnich intervalt pro 3, + B, v pevné zvoleném bod€ i, nebo ekvivalentné
pro vy v bodé py. Pro konstrukei intervalu spolehlivosti pro () + (a9 pouzijeme

statistiku ) .
_ B+ Bapo — Br — Batto
V(L0 (B) (1, o)’

pfi¢emz jeji rozdéleni je Studentovo t,_5. Nasledné lze vyjadiit samotny 100(1 —
a)%-interval pro (31 + B2 v pevné zvoleném bodé 1, a to pres trividlni odvozeni
ve tvaru

T

B+ atto £/ (1 o) (B)(L, 10 t2(1 — @/2)

Je tfeba upozornit na to, ze dany interval spolehlivosti slouzi vzdy pouze
pro jedno konkrétné zvolené py. Chceme-li vyjadrit intervaly spolehlivosti pro
v8echny mozné hodnoty gy soucasné (a dostat tak pas spolehlivosti pro regresni
pfimku), je nutné zkonstruovat sdruzené intervaly pro 31+ Bapio. Ty jsou zaloZeny
na statistice

1 ~ o~
F=S(8-8)[7x(B) (B - B)
kterd mé rozdéleni F5 ,,_o, plati tedy ziejmy vztah

~/ ~

P {%ﬂ ai(3)] B < Fans(n — 2)} —l-a

Ekvivalentné dle Scheffého véty obdrzime

P {Va eR?:|a(B-P0) < \/zFQ,n_Qu —a) a/v/?ar(,?a)a} =1-o.

Nahradime-li a = (1, p19)" pro vSechna p, ziskdme

P {VMO ER' 1 |31 + Pato — Br — Bapto] < \/2F2,n—2(1 - 04)\/(1,#0)‘751“(3)(17#0)'}

>1—aq,

tedy sdruzeny 100(1 — «)% interval spolehlivosti pro 3; + (apo (pro vSechny
hodnoty soucasné) je roven

B+ Bapio =/ (1 i) X (B) (1. ) 2P a1 — ).

Sitka konfiden¢niho intervalu charakterizuje presnost odhadu regresni pfimky.
Sitka konfidenéniho intervalu pro vy = 31+ Bapto je funkei po. Minimum se nachazi
v bodé py = @ a jeho sitka se zvétsuje dle toho, jak roste absolutni hodnota

ko — fil.
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Testovani parametrt ; a 35 regresni ptimky v pristupu z kapitoly 4.1 l1ze od-
vodit naptiklad pomoci pristupu k obecné linearni hypotéze. Testovaci statistika
pro Hy : B = 0 proti H, : #; # 0 je dana nasledujicim vztahem,

B1y/npO) p©@ — (1O
(B + 1))

za platnosti nulové hypotézy ma statistika 77 Studentovo rozdéleni o n — 2 stup-
nich volnosti.
Nésledné vyjadiime 100(1 — a))%-ni konfidenéni interval pro f; jako

T

, (17)

V(B + 1D){pO)

3+ 6t o(1 — a2 .
ot &/)xﬁﬂuqu“)—[Puwﬂ

Obdobné vyjadiime pro Hy : B2 =0

_ Oo/n[pOf @ — [pOP

&\/n(ﬁéo) +1) 7

a T ma tudiz za platnosti nulové hypotézy Studentovo rozdéleni (¢,,—»). Piislusny
100(1 — a)%-interval spolehlivosti pro 3, je dan

15

(18)

n(6Y + 1)

Vi[pOp® — [pO]
Na zavér lze otestovat nulovou hypotézu Hy : 3 = 0 versus H, : 3 # 0,
pouzijeme statistiku:

B & Gtp_s(1 — a/2) (19)

F = B a(B) ', (20)

ktera ma Fisherovo rozdéleni (F3,_3) za platnosti nulové hypotézy. Nulovou hy-
potézu zamitame, jestlize f > Fy,_o(1 — ), alternativné pokud p-hodnota < a.

Testovaci statistiky 77,75, F' a konfiden¢ni intervaly pro i, G2 zéavisi na sku-
te¢nych hodnotach ﬁéo) a 9.V praxi se skuteéné hodnoty nahrazuji ptibliznymi
hodnotami odhadi.

4.3 Konfidené¢ni oblasti pro body regresni primky

Za predpokladu normality uvazujeme nékolik konfidenc¢nich oblasti pro re-
gresni primku, konkrétné se jedna o intervaly spolehlivosti pro jednotlivé para-
metry (31 a 3, elipsu spolehlivosti pro 3, konfiden¢ni oblast pro regresni primku
(kazdy bod pfimky zvlast) ¢i simultdnni konfidenéni oblast (vSechny body pfimky
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dohromady). Lze ovSem odvodit téz konfidenéni oblast pro skuteéné hodnoty
bodu P;(p;, v;)-

Dle [5] uvazujme nahodny vektor (X', Y’)’, ktery je normalné rozdélen. Kon-
fidenc¢ni oblast pro bod P; je dana:

gl—oc(Pi) = {u ruc R27 (ul - ﬂivUQ - ﬁl)x

(bl ) (38 ) oo
cov[i;, ;) var[p] Uy — U;
pri¢emz var[fi;], cov|fi;, ;] a var[p;] jsou i-té diagonalni prvky matic uvedenych ve
Véte 3.3.
V pripadé, ze parametr o
bod P; vyjadiena dle [5] jako

2 nezndme, je 100(1 — )% konfiden¢ni oblast pro

gl—oc(Pi) = {u ruc IR27 (ul - ﬂivUQ - IQZ)X

T A —=. [~ 7 -1 (0
(il (m—w)gmwu—m},

C/O\V[ILALZ', ﬁl] @'[ﬁz] U9 — V;

pri¢emz var[fi;], cov|fi;, ;] a var[p;] jsou i-té diagondlni prvky matic uvedenych ve

Vété 3.3, kde parametr o2 je nahrazen odhadem 62.

4.4 Ortogonalni regrese - alternativni pristup

Zatimco pfedchozi algoritmus je podrobné popsan v [5], nyni se podivame na
alternativni pristup vyuzivajici singularniho rozkladu matice.

Na zacatku c¢tvrté kapitoly jsme zminili singularni rozklad, ktery lze pro ma-
tici C o m fadcich a n sloupcich vyjadfit jako C,,,, = UymSimn V1, vyplyva to
ze ¢lanku [11] a [17]. Metoda singularniho rozkladu (SVD - Single Value Decom-
position) je pfitom zaloZena na vété linedrni algebry, ktera fika, ze obdélnikovou
matici C lze rozlozit na soucin tii matic - ortogonalni matice U, diagonalni matice
S a (transponované) ortogonélni matice V. Singularni rozklad je pak prezentovan
vyse uvedenym vztahem jako

Cmn = Ummsmnvl

nn’

kde U'U = I, V'V = 1. Sloupce matice U jsou ortonormalni vlastni vektory
soucinu CC’, sloupce V jsou ortonormaélni vlastni vektory C'C.

Matice S je diagonalni. Jeji nenulové prvky jsou odmocniny nenulovych vlast-
nich ¢isel matice C'C nebo CC’ v sestupném poradi, ostatni prvky v matici S
jsou potom rovny nule. Nenulova vlastni ¢isla C'C a CC’ jsou vZdy stejnd, proto
nezalezi, ze které matice Cisla vybirame.
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Ukazme si konkrétné, jak bude singularni rozklad vypadat. Polozme [X, z5] =
USV’, zaroveini piipometime, Ze X € R"*2. Jak budou vypadat jednotlivé matice?

U= [U17U2]7U1 = [u17u2]7U2 = [U3, s 7un]7ui € RnaU/U = In7

V = ( Vu Vi ) = [v1,vy, V3], v; €R3 VV' =15,

V21 V22
Sl 0 01 0 0
S = 0 S = 0 09 0 s
2 0 0 o3

S, = diag(al,ag) € RQXQ,SQ =03 € ]Rl,al > 09 > 03 > 0.

Hodnost matice S je ur¢ena poc¢tem nenulovych singularnich hodnot.

Poznatkt vyuZijeme v alternativnim algoritmu ortogonalni regrese (ekviva-
lentné téz tplnych nejmensich ¢tverct). UZite¢nou pro charakterizaci feseni od-
hadu parametru B se ukazala nasledujici Véta 4.4.

Véta 4.4 (Explicitni vyjadfeni odhadu metody ortogonélni regrese). [20] Necht
mame singuldrni rozklad [X, zs|. Jestlize oo > 03, potom

B =(X'X —0) "' X'z,

(W) | (wz)?

o1 — 032 09— 03

Dukaz: Viz [20], str. 36, Theorem 2.7.

o3 |1+ = min || X8 — 2%
€R?2

O

Nabyté poznatky nyni shrneme do zékladniho algoritmu alternativniho pfi-
stupu k ortogonalni regresi.

Algoritmus 4.2. [20] Zdkladni teseni X3 ~ z metodou uplngjch ctverci.
Mame dano: X € R™*2 g z, € R™.

Krok 1. Spocitame singuldrni rozklad [X, zs] = USV'.

Krok 2. Jestlize vs 3 # 0, potom B =1/(vs3)[v13,...,023]"

KONEC

Pomoci vyse uvedeného algoritmu bychom dosahli stejnych odhadt jako dle
kapitoly 4.1, navic je tento numericky efektivni. Na druhou stranu nam ale ne-
umoznuje odvozeni jednotlivych nastroji statistické inference, coz se z pohledu
statistické analyzy jevi jako zasadni problém.
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4.5 Porovnani ortogonalni regrese a metody hlavnich kom-
ponent

Metoda hlavnich komponent je vhodné tehdy, jestlize mame mnoho promeén-
nych, jejichz pocet chceme redukovat. Dame-li poznatky do souvislosti s touto
praci, vidime, Ze trojslozkové kompozice prepocitame na dvé souradnice. Nejprve
strucné pohovorime o metodé hlavnich komponent, poté se zamétime na situaci,
kdy mame rovinna data. Nasledné zjistime, jaky vztah je mezi metodou hlavnich
komponent a ortogonélni regresi.

Metoda hlavnich komponent vysvétluje ptivodni proménné mensim poctem
novych proménnych, které vznikly linearni kombinaci ptivodnich proménnych.
Ackoli ma tedy puvodni datovy soubor naptiklad D — 1 proménnych, c¢asto lze
kovarian¢ni strukturu datového souboru popsat mensim poctem hlavnich kom-
ponent [16].

Algoritmus 4.3. [10]

Vstup: Mdme ndhodny viybeér pozorovdni z4, . ..,z, o D — 1 proménnych.
Krok 1. Vektory zy,...,z, tvori matici Z o rozmérech n x (D —1).
Krok 2. Stanovime vybérovy primer jako z = % > 2

Krok 3. Spocitame vybérovou variancni matici

n

- > (2 —2)(z —2).

=1

1

n —

S =UAU =

Krok 4. Vypocitime vlastni ¢isla N, a vlastni vektory u, matice UAU' k =
1,..., D — 1. Vlastni vektor u, nastavime jako sloupce matice

U= (ul, Ce ,uD_l).

Jejich poradi v matict U by mélo odpovidat usporadani hodnot odpovidayi-
cich vlastnich éisel (a to sestupné).

Jak uvadi [1], po singularnim rozkladu S = UAU’, kde A je matice vytvorena
z vlastnich ¢isel a matice U z vlastnich vektori matice S, mizeme definovat
transformaci metodou hlavnich komponent jako

7* = (Z —1%)U.

Matice Z* m4 dle ¢lanku [4] stejnou hodnost jako Z. Sloupce matice Z* nazyvame
skory j-té hlavni komponenty. Sloupce matice U se nazyvaji zdtéZe j-té hlavni
komponenty, predstavuji vliv ptivodnich proménnych na nové hlavni komponenty.
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P1i redukci dimenze ptivodni matice jiz pouze nékolik prvnich hlavnich kompo-
nent pokryva dilezitou informaci o datech (ztotoznénou s celkovou variabilitou
datového souboru).

Transformace predstavuje rotaci piivodniho soufadnicového systému na novy
s vlastnostmi ve vyse uvedeném smyslu.

Mezi metodou hlavnich komponent a ortogonalni regresi mtizeme pozorovat
velmi blizky vztah. Uvazujme ndhodné proménné z; a z, a jejich variancéni matici

331 Sz129
p =

2

Szoz1 Sz,

Vlastni ¢isla spoc¢itdme jednoduse ze znamé formule |A — M| = 0. Dodejme,
7e ziejmé s.,., = S.,.,, proto soudin ¢lenit budeme jednoduse pocitat jako s>
Konkrétni podoba je tato:

2122°

2
S5, = A Sum

2
Sipz  So, — A

Pro snadnéjsi dosazeni do vzorce pro vypocet korenti kvadratické rovnice uspo-
rfadame,
2 2 2 2 .2 2y _
A = A(sz, +55,) + (52,85, — 52,.,) = 0.

122 2122

Vlastni ¢isla matice p jsou tato:

321 + si + \/(sg + 322) 4(32 52 —s2 )

1 z 2122
/\1 = 2 )
2 2 2 2 2 o2 2
o — Szl + Szz - \/(Szl + Szz) 4(Szlszz - Szlzz)
9 = .
2

Ztejme plati, Zze A\; > Ay. Proto nejvétsim vlastnim c¢islem je A\;. Z ného zis-
kame vlastni vektor matice p, ¢ili prvni hlavni komponentu odpovidajici tomuto
vlastnimu ¢islu. Vlastni vektor vypocitame ze vztahu Au; = A\u;. Uvedenou
rovnici prepiseme,

2 2 2 o2 2
Szl Szlzz Uy o 21 22 + \/ 21 + 8 4(521 Sz 82122) . U1
2 _— .
Szpz1 Sz, Ug 2 Ug

Z uvedeného vztahu ziskdme soustavu dvou rovnic o dvou neznamych para-
metrech uq, uo,

25, Uy = (Z — Z1+\/ Zl+32 4(82 52, — 52 )) Uy,

2122

252 Uy = (521 + 52 + \/(sg1 +52)2 —4(s2 52 —s2.)— 25Z1z2) Uy

Z1%22

35



Déle vyjadiime us z prvni rovnice,

2 2 2 _ 2 2 _ o2
Uy = ( S22 21 + \/ 5% + 5% 4(821822 Szlzz))u
2 — 1-
23zwz

Dosadime do druhé rovnice. Musime dojit k zavéru, ze rovnice jsou svymi
nasobky, po zjednoduseni tedy vychazi u; = u;. ReSenim jsou tak vSechna realna
¢isla. Jako parametr polozime ¢ = s, .,, diivodem je moznost zkraceni tohoto
vyrazu ve jmenovateli vyrazu uy. Jednoduse dosazenim do vzorce pro uy a dosta-
vame vysledny tvar vlastniho vektoru pro vlastni ¢islo A;.

Vlastni vektor pro A\; tedy vychézi:

s2, — 52 + /(52 +52)2 —A(s2,52, — 52)
2 )

u; = Sz1299

pro uplnost jesté uvedme vlastni vektor pro As:

_ 2 2 )2 232 — 52
B 52— 52 4+ /(52 +52,)% —4(s? 52, — 52,)
Us = ) _82122

2

Vidime, ze u vétsiho vlastniho ¢isla dochéazi ke shodé s Vétou 4.1.
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5 Praktické aplikace

Uvedené teoretické poznatky aplikujeme na dva ptiklady s realnymi daty. Oba
priklady jsou vlastni a dosud nebyly nikde publikovany. Prvni zpracovava data
tykajici se typt plidy ve 27 ¢lenskych statech Evropské unie. Druhy se zabyva daty
poslechovosti ve viech okresech Ceské republiky, pficemz radia jsou rozdélena na
tfi skupiny, které si popiseme nize.

Veskeré vypocty v této diplomové praci byly provedeny ve volné dostupném
statistickém softwaru R [19]. Vhodny je pfedevsim proto, Ze dokéze plné zastou-
pit drahé komercni softwary a je téz pomérné uzivatelsky privétivy. Jak uz bylo
uvedeno v [15], velmi ¢asto se s jeho vyuzitim setkdvame jak ve statni, tak i
mentovany v nasledujicim textu. Stézejni ¢asti obou ptikladi je vyuziti knihovny
compositions [3], resp. robCompositions [8]. Jak uz ndzvy napovidaji, knihovny
byly vytvofeny pro praci s kompozi¢nimi daty.

Ptfed samotnym pocitanim piikladi musime v softwaru R nacist knihovnu
robCompositions, ktera slouzi pro statistickou analyzu kompozi¢nich dat. To
provedeme pomoci prikazu

> library(robCompositions).

Knihovna obsahuje klasické i robustni statistické metody pro statistické zpra-
covani kompozic¢nich dat, umoznuje tak naptiklad provést metodu hlavnich kom-
ponent, diskriminaé¢ni a faktorovou analyzu a zejména log-ratio transformace (alr,
clr, ilr). Podrobnéji se k algoritmtim dostaneme u prvniho piikladu, na kterém
bude ilustrovana problematika diplomové prace. Poznatky nésledné pouzijeme
rovnéz u druhého prikladu souvisejiciho s poslechovosti radii.

V prikladech budeme pracovat s datovymi soubory, v nichz se pfirozené vy-
skytuji odlehld pozorovani. Prestoze je v datech vzdy zajimavy trend, coz nam
umozni ortogonalni regresi pouzit, pritomnost odlehljch hodnot pfece jen trochu
zkomplikuje interpretaci dosazenych vysledkii. Ostatné tento problém je znatelny
uz pri prvnim prikladu.

5.1 Clenéni pudy ve statech EU

Prvni, ptivodni pfiklad zkouméa souvislost mezi tfemi typy pudy ve 27 ¢len-
skych statech Evropské unie. Datovy soubor pochdzi z [7], konkrétné se jedna
o plochy v ramci statt, které tvoiri postupné Forest area (lesni plocha), Arable
land (ornéd puda - slouzi k péstovani plodin, nezapocitava se zde potenciilné
kultivovatelnd ptda, jednd se o jeden ze tii typt zemédélské pudy) a Perma-
nent crops (trvalé kultury - plodiny, rovnéz je zemédélskou pudou, slouzi ale pro
péstovani ovocnych sadtt nebo vinic). Pro tplnost pfipomenme, ze tfetim typem
zemédélské pidy jsou louky a pastviny, v prikladu ale nevystupuje. Z jiz zmi-
néného datového souboru jsme vybrali pravé tyto tii kategorie ptdy, jelikoz se
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tyto vyskytuji u vech ¢lenskych statl (s nulovymi hodnotami nelze pracovat bez
uvazeni dalsiho matematického aparatu, coz jiz pfesahuje zaméreni této prace).
Zaroven nespadaji jednotlivé kategorie pod jiné a jsou svébytné.

Cisla v uvedeném datovém souboru znaci plochu v jednotkach km?, jiz zauji-
maji zminéné tii typy pudy ve statech Evropské unie. Protoze nas ovsem zajimaji
relativni ptispévky jednotlivych typt ptdy, jedna se o kompozi¢ni datovy soubor.

Na zac¢atku musime nacist data ze zdrojového souboru. Provedeme to pomoci
nasledujiciho prikazu, kde data znaci nas datovy soubor:

> data=read.table("data_poslechovost.txt").

Pismenem n oznac¢ime pocet fadka v datové tabulce data, v nasem pripadé
bude prikaz nésledujici

> n=nrow(data).

Datovy soubor zobrazime v terndrnim diagramu, tento typ grafu je vhodny
pro zobrazeni kompozi¢nich dat o tfech slozkach, jedna se vlastné o simplex jako
jejich vybérovy prostor. Soucty slozek musi byt vzdy rovny konstanté (zpravidla

se stanovuje jako 1 nebo 100), zobrazujeme tak vlastné reprezentace kompozic.
Ternarni diagram pro predstaveny datovy soubor je uveden nize.

Trvale

Lesni Orna

Ternarni diagram vyvolame jednoduse pomoci ptikazu
> ternaryDiag(data),

kde data je oznaceni naseho datového souboru, pro ktery dany graf aktualné
vykreslujeme. Lesni znaci lesni plochu v jednotlivych statech, dale Orna ornou
pidu a Trvale trvalé plodiny. Chceme-li téz do ternarniho diagramu vykreslit i
regresni pfimku datového souboru, musime pouzit jiny postup. Nejprve vygene-
rujeme vsechna celé ¢isla od 1 do 2000.
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> RP=cbind (1:2000,1:2000)
Zavedeme cyklus a nasledné provedeme inverzni ilr transformaci na datovy sou-

bor.

> for(i in 1:2000)\{

> RP[i,1]=-10+i/100

> RP[1,2]=c[1]+c[2]*(-10+i/100)
\}

> RP1=invilr (-RP)

V poslednim kroku vykreslime kompozi¢ni graf s regresni pifimkou (vykreslena
modrou barvou) na ternarnim diagramu.

> plot.acomp(RP1,pch=".",add=TRUE, col="blue").

Odtud sledujeme, ze se hodnoty datového souboru realizuji prakticky vyhradné
na spodni hrané simplexu (strana Lesni, Orna), problém mtize byt s normalitou,
kterou zahy otestujeme. Z ternarniho diagramu, resp. z hodnot datového souboru
vidime, Ze piida s trvalymi plodinami zaujima nejmensi podil vzhledem k ostat-
nim slozkadm - orné ptidé a lesnimi plochami. Vyjimkou je stat Malta, kde je vyssi
plocha ptdy s trvalymi plodinami nez v piipadné lesni ptdy.

Abychom mohli nasledné aplikovat prislusnou statistickou inferenci, musime
nejprve otestovat, zda hodnoty kompozi¢nich dat pochazi z normalniho rozdeé-
leni na simplexu. Bez tohoto pfedpokladu neni mozné ziskat naptiklad oblasti
spolehlivosti ¢i testovat hypotézy o vyznamnosti regresnich parametri.

Pro testovani normality na kompozi¢nich datech jsme zvolili Anderson-Darlin-
guv test. Jako vhodny testovaci nastroj je navrhl John Aitchison v knize [1].
Funkce adtestWrapper knihovny robCompositions nejprve pomoci ilr-transfor-
mace vypocita piislusné souradnice, na které (zvlast i dohromady) aplikuje zmi-
nény Anderson-Darlingtiv test. Zadame-li v softwaru R nasledujici prikaz,

> summary(adtestWrapper(data)),

kde data je oznaceni naseho datového souboru, ziskdme vysledky testovani. Nezadame-
li blizsi parametry, aplikace automaticky uvazuje hladinu testu a = 0,05, pocet
simulaci Monte Carlo pro ziskani pfislusnych p-hodnot bude roven jednomu ti-

sici. Funkce summary slouzi k zobrazeni piehledu dosazenych vysledki testovani.
Prejdéme k interpretaci vysledk z nasledujici tabulky.

’ Slozka \ Hodnota statistiky \ p-hodnota ‘

7 1,1383 0,008
2o 0,4522 0,329
21, 29 0,6386 0,239

Prvni dva fadky ukazuji, kterak jsou na tom dvé slozky kompozici z pohledu
normality. Jelikoz p-hodnota je niz$i nez nami stanovend hladina 0,05, musime
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v piipadé prvni soutadnice zamitnout nulovou hypotézu o tom, Zze data pochazi
z normalniho rozdéleni. OvSsem u druhé soufadnice naopak na hladiné 0,05 nulo-
vou hypotézu ve prospéch alternativy zamitnout nemtizeme a data maji normalni
rozdéleni. Ackoli oba testy na jednotlivé souradnice vychazi rozdilné, testujeme-li
obé soutadnice soucasné, nulovou hypotézu o tom, ze data jsou z normélniho roz-
déleni, na hladiné 0,05 zamitnout nemtizeme. Celkové tak pres negativni vysledek
u prvni souradnice mtizeme vzhledem k rozsahu datového souboru predpokladat,
ze data pochézi z normalniho rozdéleni. Lze také ziskat potiebné charakteristiky.
Pti interpretaci vysledkti ale budeme muset byt prece jeden opatrni.

Protoze jsme zvykli pracovat v ortonormélni (kartézské) soustavé soufadnic,
museli jsme provést transformaci kompozi¢nich dat. V opa¢ném ptipadé by totiz
standardni statistické metody nebylo mozné pouzit bez potizi a jejich vysledky
by byly znacné zkreslené. Jak jiz bylo uvedeno, jako vhodnéa se jevi praveé ilr-
transformace, napfiklad dle vztahu (1) z kapitoly 1.2. Tu aplikujeme zcela jedno-
duse pomoci ptikazu

> datai=ilr(data),

kde jako datai oznacime novy, transformovany datovy soubor. Graf s daty vy-
kreslime pomoci prikazu

> plot(datai).

d11.2]

d1[,1]

Data jsme transformovali a vykreslili. Vidime, Ze nékolik hodnot je odleh-
Iych vzhledem k hlavnimu datovému trendu. Zejména si povsimnéme pozorovani
v pravém hornim rohu, ktery odpovida slozeni ptiidy na Malté, je zfejmé téz hlavni
pri¢inou zamitnuti normality v prvni souradnici.
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Ukazme si, jak pomoci softwaru R bude vypocitana a provedena ortogonalni
regrese pomoci Véty 4.1. Nejprve provedeme vychozi inicializaci vektoru regres-
nich koeficienti,

> bl=c(NA,NA), pricemz NA znaci chybéjici hodnotu.

Jako V oznac¢ime varian¢ni matici transformovaného datového souboru, ktery
jsme pojmenovali datai. Druhou slozku vektoru bl vypocitame jako

> b1[2]=(V[2,2]-V[1,1]+
sqrt ((V[2,2]-V[1,1])"2+4xV[1,2]°2))/(2%V[1,2]).

Z transformovaného datové matice datai urc¢ime aritmetické prumeéry sloupci
odpovidajicich jednotlivym souradnicim. Vysledek oznac¢ime pismenem m.

> m=apply(datai,2,mean)

)

Cislo 2 uvedené v pitkazu o fadek vyse znamen4, 7e zadand funkce mean se pocita
pouze pres sloupce, coz pravé pozadujeme. Pro pocitani s fadky by se v pripadé
potieby pouzilo analogicky ¢islo 1. Slozku b1[1] vypocitame pomoci ptikazu:

> b1[1]=m[2]-b1[2]*m[1].

Vektor odhadu parametri regresni piimky po vypoctu ve statistickém soft-
waru R vychazi nasledovné:

B = (—0,9195;0,9639).

Regresni primku vykreslime pomoci ptikazu abline.
> abline(b1[1],b1[2],col="blue’)

Na grafu je modfe znazornéna regresni pfimka transformovaného datového
souboru.
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d1[,2]

d1[,1]

Takto bychom postupovali v pripadé klasické ortogonalni regrese podle Véty
4.1 (resp. Véty 4.2). Ukdzeme si v8ak rovnéz druhy, alternativni postup pomoci
teorie linearnich regresnich modelli, v némz aplikujeme poznatky z diplomové
prace. Vysledek by v piipadé spravnosti mél vyjit shodny s jiz ziskanym odhadem
vektoru (3.

V nasledujicim postupu si pfezna¢ime pismenem c hledany vektor regresnich
parametri. Pired zahajenim samotného algoritmu pro vypocet odhadu parametri
pro regresni primku nejprve musime nadefinovat nékolik proménnych. Vektor p
inicializujeme jako

> mu=datail,1],

v potom jako
> nu=c[1]*rep(1,n)+c[2]*mu.

Prikaz rep pfitom v uvedené podobé vytvoii vektor jednicek o n slozkéch.
Nesmime zapomenout na vychozi stanoveni vektoru parametrii cl=c, déle
pak pro pocatecni odhady p a v polozime muO=mu, nuO=nu a cO=c. Pro uplnost
oznacme datac=c(1,1) jako vychozi hodnoty slozek vektoru ukoncovaciho krité-
ria algoritmu. Pribéh samotného iterativniho dle Véty 4.3. je uveden v Priloze.
Celkem muselo probéhnout pii pouziti dané-ilr transformace celkem 27 ite-
raci. Pravé tolik jich nastane do chvile, nez odhady konverguji a bude splnéno
ukoncovaci kritérium. To jsme stanovili jako ||8 — 8?2 < 1079, tedy s vyuzitim
druhé mocniny euklidovské normy rozdilu vektorti odhadi regresnich koeficientii
z aktualniho a predchoziho kroku iteracniho algoritmu. Ziskali jsme tak vysledny
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odhad parametru 3. Jak vidime, je shodny s predchozimi vysledky ziskanymi
pomoci Véty 4.1,

(31752)' = (—0,9195;0,9639)".

Nyni vypocitame varian¢ni matici odhadu B a to opét za pomoci statistického
softwaru R. Postup je nasledujici,

> var_c=s2x(c[2] "2+1)*solve(cbind (c(n,t (mu)%*Y%rep(l,n)),
c(t(mu)%*%rep(1,n) ,t (mu)%*kmu))),

kde s2 je odhad o2 a ziské se jako:

> s2=(t(datail,1]-mu)%x*%(datail,1]-mu)+t(datail,2]-nu)%*%
(datail[,2]-nu))/(n-2).

Varian¢ni matice vychazi ve tvaru:

. ( 5:1 ) _ ( 0,1238 0,0541 )
Ba 0,0541 0,0355 /-

Pro ziskanou regresni pfimku déle ur¢ime péas spolehlivosti pro pfimku (v na-
sledujicim grafu jej vykreslime ¢ernou barvou), poté i péas spolehlivosti kolem
primky (v grafu je zndzornén cervené). Uvedme si algoritmy, které jsme pouzili
v softwaru R pro ziskani téchto kiivek.

Pismenem t ozna¢ime generovani posloupnosti ¢isel z intervalu (—10,10)
s krokem 0,01, prave tato délka kroku je idedlni pro dostatecné kvalitni zobrazeni
kiivky. Clenéni lze rozdélit na mensi kroky (napiiklad 0,001), poéitani v softwaru

Nejprve vypocitame hodnoty pro horni kiivku pasu spolehlivosti pro piimku
(upper), poté pro dolni (lower), pficemz vyuzijeme 0,95-kvantil Fisherova roz-
déleni o prislusnych stupnich volnosti. Jednotlivé body poté vykreslime pomoci
funkce points. Nasledujici algoritmus ukazuje, jak ziskat péas spolehlivosti pro
primku.

t=seq(-10,10,0.01)

upper=rep(NA,length(t))

for(i in 1:length(t)){

upper [i]=c[1]+c[2]*t [i]+sqrt (2%qf (0.95,2,n-2))*
sqrt (t(c(1,t[i]))%*Yhvar_clhx%c(1,t[1]1))

vV V V V

'l

\

points (t,upper,pch=".")

> lower=rep(NA,length(t))
> for(i in 1:length(t)){
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> lower[il=c[1]+c[2]*t[i]-sqrt(2%qf(0.95,2,n-2))*
sqrt (t(c(1,t[1i]))%*xhvar_ch*lc(1,t[i]))
}

> points(t,lower,pch=’.")

U pasu spolehlivosti kolem piimky je postup zcela analogicky, horni a dolni
odhady se pocitaji podle upraveného vzorce. Nize je uveden piipad pro horni
cast, dolni se lisi jen znaménkem,

> upper [i]l=c[1]+c[2]*t[i]+qt (0.975,n-2) *
sqrt (t(c(1,t[1]))%*hvar_ch%*%c(1,t[i])).
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Na grafu vidime, ze jak pas spolehlivosti pro pfimku, tak i pas spolehlivosti
kolem piimky jsou si velmi blizké, nejspise jsou v bodé odpovidajicim aritmetic-
kym primértim hodnot jednotlivych soufadnic.

Jak byly stanoveny ilr souradnice, které odpovidaji zadanym slozkam kompo-
zice? Vyse uzita volba soufadnic odpovida vztahu

\/L2T3 1 T3
(21)
T \/§ )




a v neposledni fadé tieti moznost, jak zvolit soutfadnice pro nase kompozi¢ni data,

2./ 1
2 = £ln x1x2722 - —_In22 (23)
\/§ T3 \/5 T

P1i volbé rtznych soufadnic se samoziejmé budou lisit vypocitané hodnoty
v transformovaném kompozi¢nim datovém souboru. Proto budou rovnéz prezen-
tovany grafy pro druhou a tfeti volbu souradnic.

I
0.0 d1[1]

Graf zobrazuje pasy spolehlivosti pro pfimku (¢erné) a kolem piimky (¢ervené)
v pripadé volby druhych soutadnic. Sledujeme, Ze pasy spolehlivosti nepokryvaji
vSechna pozorovani, zejména hodnoty odchylené od hlavniho trendu charakteri-
zovaného regresni piimkou (vykreslena modfe). Symetri¢nost pasu na obrazku je
(zdanlivé) narusena v disledku volby odlisnych méfitek pro jednotlivé osy.
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d12]

d1[1]

Zvolime-li jako t¥eti soufadnice odpovidajici vztahu (23), dostaneme posledni
graf s pasy spolehlivosti kolem regresni ptimky. Pozorujeme, zZe pasy jsou vzhle-
dem k pfiznivé datové konfiguraci vykresleny jako symetrické (coz je patrné
zejména ve srovnani s grafem predchozim).

Tabulka nize uvedenad ukazuje odhady regresnich piimek a hodnoty odpo-
vidajicich statistik, tykajicich se regresnich parametri, pro data s relativnimi
prispévky rtznych druhti pidy v 27 clenskych statech Evropské unie. Uvedeny
jsou zde rovnéz hodnoty statistik 77, T a F', odpovidajici vztahum (17), (18),
(20), stejné jako jejich p-hodnota. Kazdy fadek predstavuje pravé jednu volbu
soufadnic.

regresni primka iterace Ty T F
smér. odchylky (Bl, Bg) p-hodnota | p-hodnota | p-hodnota
(21) | v = —0,9195 40,9639 27 —2,6135 5,1189 82,1980
(0,3518; 0,1883) 0,050 | < 0,001 | < 0,001
(22) | v = 42,7467 + 4,0265 35 1,2056 2,3965 11,4535
(2,2782; 1,6802) 0,2392 0,0244 0,0003
(23) | v = +0,6889 — 0,28771 29 2,0513 —2,7224 4,0477
(0,3358;0,1057) 0,0509 0,0116 0,0300

V ptipadé, kdy prislusné p-hodnoty statistik 77,75, ' jsou znacné mensi nez
0,001 a zaroven bereme v potaz obvyklou hladinu vyznamnosti a = 0,05, jsou
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odpovidajici parametry statisticky vyznamné (signifikantni). Toto je z p-hodnot
statistik 77, T, a F' zfejmé ptipad u prvnich soufadnic. Ovsem zvolime-li druhé
soufadnice, nemtizeme zamitnout nulovou hypotézu Hy : §; = 0 a vysledny para-
metr pro nas tedy neni statisticky vyznamny. Parametr 35 vyznamny je, nulovou
hypotézu Hy : fs = 0 zamitame ve prospéch alternativy H, : B # 0. Testujeme-li
ovSsem oba parametry zaroven, zjistime, ze nulovou hypotézu zamitame ve pro-
spéch alternativy a parametry jsou signifikantni.

Druha volba souradnic se obecné jevi o néco méné vhodna, protoze pocet
iteraci jiz vzrostl na 35.

Ve tretim fadku sledujeme, Ze i zde neni parametr statisticky vyznamny. Pri
souhrnném testu ale nulovou hypotézu zamitame. Probéhnout musi ale o dvé
iterace vice oproti prvni volbé (tedy 29 versus 27) do okamziku, kdy je splnéno
kritérium konvergence.

Kvli riznym strukturam statistickych soubort po rotaci je jasné, ze je nutné
sledovat nejen statistiky 77, Ts, ale rovnéz F', jelikoz i jeji hodnoty se pii zméné
ortonormalnich soufadnic méni.

Nasledujici tabulky pfehledné srovnavaji intervaly spolehlivosti pro parametr
Bg pocitané rtuznymi pristupy pro rtzné volby soutfadnic. Pro druhé soutradnice
nelze tyto spocitat pomoci druhého a tietiho pristupu, jelikoz intervaly spolehli-
vosti vychézi zcela nevhodné (konkrétné leva hranice intervalu vychazi vyssi nez
pravé, interval by tak mél zapornou délku). Piehodime-li je, bude jejich délka
prilis velka.

’ 1. SOURADNICE \ intervaly spolehlivosti \ délka intervalu ‘

(19) (0,5726; 1,3552) 0,7826
(15) (0,5321; 1,7234) 1,1913
(16) (0,5702; 1,6131) 1,0429

’ 2. SOURADNICE \ intervaly spolehlivosti \ délka intervalu ‘

(19) (2,1566; 5,8965) 3,7399
(15) NELZE NELZE
(16) NELZE NELZE

| 3. SOURADNICE | intervaly spolehlivosti | délka intervalu |

(19) (—0,4643; —0,1112) 0,3531
(15) (—0,6244; —0,0022) 0,6222
(16) (—0,5846; —0,0314) 0,5532

Vidime, ze intervaly se do jisté miry kryji. Neptfekryvaji se ale zcela, jeli-
koz jsou vychozi vzorce pro jejich po¢itani odvozovany jinak. Nejlépe (tedy jako
nejuzsi) pfitom vychézi konfidenéni interval (19).
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Poslednim krokem pii pocitani prikladu bude graficka vizualizace kompozic-
nich slozek regresni piimky, jedna se o jakousi obdobu regresni pfimky pro kompo-
zi¢ni data na simplexu. Krivka nam ukazuje, jakym zptisobem dochazi k vzajemné
substituci slozek uvazované kompozice.

Funkee y(t) = (y1(t),52(2), y3(t))'s y1(t) + ya(t) + y3(t) = 1, pro hodnoty
parametru t € (—4,6), predstavuje transformaci obdrzené regresnii pfimky zpét
na simplex, je zobrazena na nasledujicim grafu. Na vertikalni ose jsou znazornény
proporce mezi jednotlivymi typy pudy ve ¢lenskych statech Evropské unie (lesni
plocha, orné ptuda, trvalé plodiny).

Uvedme vychozi oznaceni pro nésledujici algoritmus, za jehoZ pomoci vykres-
lime kompozi¢ni primku. Funkce invilr slouzi pro inverzni izometrickou log-ratio
transformaci, pro dané volby soutadnic je postupné rovna dle vztaht (3), (4) a
(5) nasledujicimu,

T1 = exp \/iz(l) T —exp( L z(l) z(l)) T —exp( ! 2(1)+ ! z(l)>
1= - , Lo = — - y T3 = — —=
\/g ! \/6 ! 2 ’ \/6 ! \/§ 2

plati pro prvni volbu soufadnic;

1 = exp (izf) — zéz)) , Ty = exp —ﬁz@ , T3 = exp (LZF) + i,252))
V6 V3 V6 V2

dostaneme pii volbé druhych soufadnic. A konecné volime-li tfeti soutadnice,
vychazi vztahy nasledovné:

1 1 1 V2
T1 = exXp (%Z:EQ) — Z§3)) , L9 = exXp (—Zgg) + EZég)) , X3 = exp (_EZ{{%)) .

Funkce constSum uzavirda kompozice na konstantni soucet (zde roven jedné)
tak, ze déli kazdou slozku kompozic fadkovym souctem slozek.

> x0=invilr(-rbind(c(0,c[1]),c(0,c[11)))
> x=invilr(-rbind(c(1,c[2]),c(1,c[2]1)))

> x0a=as.matrix(x0[1,])
> xa=as.matrix(x[1,])
> constSum(t (x0a*xa~(-6)))

Poznamenejme, ze pii parametrickém vyjadieni regresni piimky na simplexu
jsme vyuzili diive uvedené operace perturbace a mocninné transformace. Jako
ti budeme v dalSim textu znacit posloupnost hodnot ve stanoveném intervalu
(—4,6) s krokem 0,01 (ti=seq(-4,6,0.01)), ktery je dostateény pro zietelné
zobrazeni regresni pfimky na simplexu (vzhledem k Aitschisonové geometrii).
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Symbolem c1 dale oznac¢ime matici, jejiz hodnoty budeme inicializovat jako
chybéjici (Not Available). Pocet fadkt uvedené matice v zadaném algoritmu bude
roven délce vektoru ti, tedy poc¢tu vygenerovanych hodnot posloupnosti. Zcela
logicky je pocet sloupcti v matici roven cislu 3.

> cl=matrix (NA,nrow=length(ti),ncol=3))

Zapiseme tedy algoritmus, pomoci néhoz budeme vizualizovat kompozi¢ni
primku.

> for(i in 1:length(ti)){

> cl[i,]=constSum(t(x0a*xa~(ti[i])))

}

> plot(ti,cl[,1],xlim=c(-4,6),ylim=c(0,1),

pch=’.’ ,xlab="t",ylab="parts of the compositional line")
> points(ti,cl[,2],pch=".")

> points(ti,cl[,3],pch=".")

> text(6.3,0.6,expression(y[1](t)))

> text(6.3,0.2,expression(y[2](t)))

> text(6.3,0,expression(y[3](t)))

Jakmile zadame vysSe uvedeny algoritmus v softwaru R, zobrazi se nam poza-
dovany graf slozek regresnich kompozi¢nich krivek.
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Z prilozeného grafu vidime, jak se s vyuzitim adaji z 27 evropskych stati
postupné méni podily mezi jednotlivymi slozkami datového souboru. Jak ostatné
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vyplyva z definice kompozi¢nich dat, v tomto okamziku nés nezajimaji absolutni
hodnoty, nybrz pravé relativni tdaje a to vzhledem k celku (souhrnna rozloha
tii ptudnich typt). Pravé z tohoto predpokladu budeme vychazet pii interpre-
taci grafu slozek kompozi¢ni regresni pfimky vztahujicich se k nasemu datovému
souboru.

Prekvapivé nejméné vysledny pribéh slozek regresni pfimky (na simplexu)
ovliviiuje podil orné pudy. Maximum kfivky ys(¢) dosahuje nejnizsi hodnoty ze
vSech t¥i sledovanych. Se snizujicim se podilem pidy pro trvalé plodiny rostou
soucasné podily orné pidé a tzemi, na némz rostou lesy (v pripadé orné pudy se
po kulminaci rist méni v pokles).

Jednim z dtlezitych poznatki z vyse uvedeného grafu je také fakt, ze ve chvili,
kdy se podil pidy, na které rostou trvalé plodiny, zacne napfti¢ staty Evropské
unie postupné snizovat, vyrazné stoupa podil lestl, o néco méné tiz podil orné
pudy. Jako jedno z moznych vysvétleni se nabizi moznost, ze totiz vyuzivana
zemédeélska piida slouzi k odlisnému tucelu v zemédélstvi, v tomto pripadé prave
k péstovani trvalych plodin.

Z dynamiky slozek v grafu je téz vidét, ze v téch zemich Evropské unie, kde
je vyssi podil pudy vyuZivané k péstovani vinné révy a pro ovocné sady (tedy
k péstovani trvalych plodin), jsou vzajemné rozdily mezi zalesnénou zemi a ornou
ptdou o néco nizsi nez v ostatnich statech. Neplati to vsak samoziejmeé absolutné,
napiiklad nékteré clenské staty Evropské unie s nejvyssim podilem pidy urcené
pro trvalé plodiny vykazuji vétsi rozdily mezi zbyvajicimi dvéma slozkami pady
- tfeba na Malté jsou lesy pouze ze 3% vzhledem k ostatnim slozkam, ornéa ptuda
predstavuje pres 83%, zbyvajici podil zaujimaji pozemky s ornou ptdou.

Poznamenejme, ze stejny graf pro kompozi¢ni regresni primku jako vyse uve-
deny by nam vysel pii pouziti libovolnjch ortonorméalnich soutadnic.

5.2 Poslechovost rozhlasovych stanic v okresech

Druhy priklad, jenz rovnéz nebyl dosud nikde publikovan a je vlastni, pied-
stavuje tydenni poslechovost ¢eskych radii ve vSech 77 okresech Ceské republiky.
Prezentovand ¢isla udavaji pocet posluchac¢u (v tisicich), ktef{ danou stanici po-
slouchali alespon jednou v pribéhu uplynulého tydne.

Data pochézi z [18]. Vysledky prizkumu poslechovosti RadioProjekt vydéavaji
agentury STEM/MARK - Median, SKMO kazdé tii mésice. Datovy soubor pre-
zentuje udaje za 4. ¢tvrtleti roku 2010 a 1. ¢tvrtleti roku 2011 (sledované obdobi
je tedy od 1. fijna 2010 do 31. bfezna 2011). RadioProjekt je pravidelné zkouman
na vzorku populace ¢itajici zhruba 15 tisic posluchac¢t (zpravidla je ¢islo nizsi
nez tento pocet, v zavéru je vzorek normovan), dotazovany jsou osoby ve véku
od 12 do 79 let.

Soubor viech radif v Ceské republice nejprve rozélenime na tii kategorie (kom-
poziéni slozky); jen pro zajimavost dodejme, Ze do prizkumu RadioProjekt je
zapojeno témér sto radii. Prvni skupinou jsou regionélni radia, podle § 2 odst. 1
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pism. c¢) zakona 231/2001 Sb. [21] se regionalnim radiem rozumi takové, které ve
vymezeném rozsahu miize piijimat vice nez 1% a méné nez 70% obyvatel Ceské
Rédio Rubi, Radio Krokodyl a dalsi. Trendem posledni doby je slu¢ovani radii
do tzv. rozhlasovijch rodin, resp. siti (ty tvori druhou slozku kompozic). Vétsinou
malé regionalni radia vysilaji pod jednotnou znackou a to zpravidla bud s jed-
notnym centralnim programem (napiiklad Rédio Blanik, Evropa 2, Rock Rédia),
nebo s vlastnim, odpojovanym programem. Tato radia zaroven s vyuzivaji know-
how provozovatele (naptiklad Hitradio Orion, Hitradio Dragon a jiné). Posledni
skupinou jsou celoplosné stanice, tedy dle logiky ty, jejichz signal mtze ptijimat
vice nez 70% populace, jako p¥iklad miizeme zminit Frekvenci 1, Cesky rozhlas 1
- Radiozurnal nebo Radio Impuls.

Cilem piikladu bude zjistit, jak se v riiznych okresech Ceské republiky tyto
stanice substituuji a zda mezi jejich relativnimi prispévky na celkové poslechovosti
existuji néjaké souvislosti. Budeme sledovat, jak ovlivni relativni narist jednoho
typu rozhlasového subjektu zbylé dva. Sledovat budeme rovnéz to, jakou véhu
budou mit odlehl&d pozorovani.

Uz z prvniho pohledu na ternarni diagram sledujeme, ze data budou pochéazet
z normalniho rozdéleni na simplexu. Tuto hypotézu budeme ovsem muset nejprve
ovérit pomoci Anderson-Darlingova testu.

Vysledky Anderson-Darlingova testu shrnuje nasledujici tabulka.

’ Slozka \ Hodnota statistiky \ p-hodnota ‘

2 0,2744 0,708
2 0,7947 0,040
21, 22 0,7373 0,183

U prvni ilr soufadnice (obdrzené uzitim vztahu (21)) na hladiné vyznamnosti
a = 0,05 nemtzeme zamitnout nulovou hypotézu o tom, ze data pochézi z nor-
malniho rozdéleni. Zdivodnénim je p-hodnota vyssi nez «, tedy hladina vyznam-
nosti. U druhé souradnice na hladiné vyznamnosti 0,05 vSak nulovou hypotézu
zamitame ve prospéch alternativy. Snizime-li hladinu vyznamnosti na 0,01, hy-
potézu o tom, ze data pochazi z normalniho rozdéleni, uz zamitnout nemiizeme.
P1i testovani obou soutadnic soucasné zjistime, ze nemuzeme zamitnout nulovou
hypotézu, a data tudiz mizeme povazovat za norméalné rozdélena.
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Celoplosne

Region Sit

Vykreslime-li si v softwaru R ternarni diagram, ktery nam data zobrazi na sim-
To signalizuje pfiblizné vyrovnané zastoupeni vsech slozek kompozic v datovém
souboru. Modrou barvou je vykreslena regresni primka.

Kritérium konvergence bude stanoveno opét jako ||B — 89|12 < 107 Do
okamziku nez bude kritérium splnéno, probéhne celkem 21 iterace. Ve srovnani
s pfedchozim pfikladem se jedné se o velmi podobné ¢islo. Pomoci stejného po-
stupu jako u Prikladu 1 vypocitame odhad parametru 3,

(61, B2) = (0,2449; —0,5577)'.
Pro tplnost je tfeba vypocitat také varianéni matici odhadu B,
__( B 0,0018  —0,0016
var [ '+ = .
By —0,0016  0,0035
Nasledujici graf zobrazuje transformovana data poslechovosti, regresni piimka

je znazornéna modfe, pas spolehlivosti pro pfimku je ¢erny a c¢ervenou barvou
jsme pouzili pro zdtiraznéni pasu spolehlivosti kolem ptrimky.
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Oba pasy spolehlivosti témér splyvaji (v pripadé prvni soufadnice zejména
kolem hodnoty 0,5), maximalni vzdalenost jejich vétvi je u naSich pozorovani
jen o néco mensi nez 0,5, tedy pozorujeme, Ze se oba pasy nachazi velmi tésné
u regresni primky pro transformovand kompozi¢ni data. I kdyz se nékolik pozo-
rovani nachéazi ve vétsi vzdalenosti od regresni primky, a lze je tudiz povazovat
za odlehlé hodnoty, jejich vliv zfejmé nebude tak velky jako u prvniho prikladu.
Podivejme se, jak budou grafy vypadat, budeme-li volit rtizné soutadnice.

uw
—

d1[,2)

Druhé volba soufadnic (odpovidé (22) v Piikladu 1) jasné ukazuje, Ze pasy
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spolehlivosti jsou velmi tésné okolo regresni primky a jsou symetrické. Oba vy-
sledky tak ukazuji na vhodnost datového souboru a jeho normélni rozdéleni, které
pozadujeme. Problém ale nastane u tfeti volby soutadnic (23).
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Vidime, 7Ze data (resp. zejména jim odpovidajici regresni pfimka) jsou prak-
ticky rovnobézna s vertikalni osou, coz bude ziejmé zdrojem velké numerické
nestability iteracniho algoritmu.

Pésy spolehlivosti se tak nachéazi ve znacné vzdélenosti od regresni piimky,
jak ukazuje nasledujici graf. Taktéz sledujeme, Ze regresni primka navic ani do-
statecné neodpovidd hodnotam datového souboru.
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Tabulka ukazuje odhady parametri regresnich primek a hodnoty odpovida-
jicich statistik pro data tydenni poslechovosti ¢eskych radii napii¢ vSemi okresy
Ceské republiky. Soutadnice volime obdobné jako u prvniho piikladu, odpovidaji
vztahiim (21), (22) a (23), statistiky 71, T3 a F' jsou stejné jako v prvnim piikladu.

regresni primka iterace Ty T F
smér. odchykla (Bl, 52) p-hodnota | p-hodnota | p-hodnota
(21) | v =40,2449 — 00,5577 21 5,7568 —9,3944 44,1288
(0,0425; 0,0594) < 0,001 < 0,001 < 0,001
(22) | v =40,2491 — 0,5974p 21 6,7915 —9,7230 110,4527
(0,0367;0,0614) < 0,001 < 0,001 0
(23) | v = —14,3703 — 67,1847 54 —0,3198 —0,3286 0,0732
(44,9392; 204,4315) 0,7500 0,7433 0,9295

Na zacatku jsme si stanovili hladinu vyznamnosti jako obvyklou hodnotu
a = 0,05. Jelikoz p-hodnoty jsou u prvni volby soufadnic zna¢né nizsi, jsou oba
regresni parametry vyznamné. Zamitame tak nulovou hypotézu o nulovosti prv-
niho (Hy : #1 = 0), resp. druhého regresniho koeficientu (Hy : 32 = 0) ve prospéch
alternativy H, : 1 # 0, resp. H, : B2 # 0. Oba parametry jsou tak statisticky
vyznamné. Situace je obdobnéd v piipadé, ze zvolime soufadnice pomoci (22).
Napiiklad, testujeme-li cely model (pomoci statistiky F), opét na hladiné vy-
znamnosti 0,05 zamitame nulovou hypotézu ve prospéch alternativy. Oba regresni
koeficienty jsou statisticky vyznamné.

V pripadeé volby tfetich souradnic ovSem vidime, zZe ani prvni, ani druhy para-
metr nejsou statisticky vyznamné, kviili vysoké p-hodnoté nemtizeme zamitnout
nulovou hypotézu. Tato volba soufadnic (potazmo regresniho modelu) je tak evi-
dentné pro nase data poslechovosti napri¢ okresy zcela nevhodna.

Nésledujici tabulka piehledné srovnava intervaly spolehlivosti pro §; pocitané
riznymi piistupy. Jak u prvni, tak druhé volby soufadnic vychazi hodnoty velmi
podobné a délky intervalti se lisi jen minimalné, kvalitativné nejlepsi je pfitom
zfejmé interval (19). U tfetich soufadnic ovSem intervaly spolehlivosti z dtivodu
numerické nestability nemtzeme spocitat, jelikoz hodnota nx(c[2]+1) v pripadé
prvniho intervalu (19) vychézi zaporné. Téz druhy a tfeti interval spolehlivosti
nelze spocitat, jelikoz leva hranic intervalu spolehlivosti vychéazi vzdy vyssi nez
prava.

’ 1. SOURADNICE \ intervaly spolehlivosti \ délka intervalu ‘

(19) (—0,6264; —0,4890) 0,1374
(15) (—0,7081; —0,4243) 0,2838
(16) (—0,7035; —0,4279) 0,2756
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’ 2. SOURADNICE ‘ intervaly spolehlivosti ‘ délka intervalu ‘

(19) (—0,6640; —0,5307) 0,1333
(15) (—0,7538; —0,4599) 0,2939
(16) (—0,7490; —0,4636) 0,2854

Provedeme vizualizaci slozek kompozic¢ni regresni piimky pro nas datovy sou-
bor. Postupujeme stejné jako u Prikladu 1.
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Jelikoz se jednd o kompozicni data, v kazdém bodé ¢ je soucet hodnot vsech
slozek funkei y;(t), y2(t) a ys(t) roven pravé ¢islu 1, coz je z predchoziho grafu
patrné. Sledujeme ménici se podily jednotlivych skupin rozhlasovych stanic na
tuzemském trhu, jelikoZ nés nezajimaji absolutni hodnoty. Ktivka funkce y;(t)
odpovidéa regionalnim radiim, ys(¢) rozhlasovym sitim a nakonec ys(t) radiim
celoplosnym.

Z grafu vyplyva, ze minimalné ovliviiuji dynamiku podilti poslechovosti celo-
plosna radia. Jedna se z tohoto pohledu spise o doplitkovou proménnou. Jejich
podil je navic napii¢ okresy Ceské republiky nejstabilngjsi. V okamziku, kdy za-
¢inaji nartistat celoplo$né radia, rozdil mezi regionalnimi a sifovymi stanicemi se
stird, az do chvile, kdy je prakticky nulovy (stane se tak v pfipadé maximalniho
dosahu celoplosnych radii).

Jakmile zac¢ne klesat v okresech podil sitovych radii, kompenzuje jej nartust
jak celoplosnych, tak i regionalnich radii, pficemz nartst celoplosnych radii se
déje na tkor radii s mensim pokrytim signalu.

Pro kladné hodnoty parametru ¢ sledujeme, jak se méni podily mezi tfemi typy
radii ve prospéch regionélnich radii. Strméji se pritom snizuji podily v neprospéch
sifovych radii, které néktefi sice néktefi posluchaci vnimaji jako regionélni (jelikoz
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prinasi informace praveé z jejich bydlisté ve vétsi mite), presto davaji pfednost ¢isté
regiondlnim, jez k nim pfeci jenom v jistém slova smyslu maji o néco blize, a to
pravé proto, ze sidli v jejich blizkosti.

Poznamenejme, zZe uvedend regresni primka nefiké, jakym smérem se dyna-
mika poslechovosti vyviji v ¢ase (zda napiiklad od regionélnich radii k sitim ¢i
naopak). Za timto tcelem je navic tfeba sledovat ¢asové fady poslechovosti v jed-
notlivych regionech.

Trendem posledni doby je slu¢ovani mensich regionalnich radii do jakychsi siti.
Tento trend jiz neni tak silny, jako tomu bylo pfed rokem, nicméné nelze ocekavat,
ze by velké spolecnosti prestaly usilovat o odkoupeni téchto regionalnich subjekti.

Jaky vyvoj lze ocekavat? Je velmi pravdépodobné, ze posluchaci budou nadéle
poslouchat sva radia a to presto, ze budou vysilat v éteru pod jinou znackou.
Tudiz v navaznosti na tento fakt vzroste vliv rozhlasovych siti. Z grafu sledujeme,
ze prudce zacne klesat podil regiondlnich radii (opét logické, jelikoz bude mensi
pocet téchto radii, bude je poslouchat i méné lidi). Na poslechovosti celoplosnych
radii se nic vyraznéji neméni, jen lehce posili.

V praxi vSak mtzeme cCasto narazit na necekané potize, nastane situace, ktera
je v rozporu s timto modelem. Posluchaci odejdou k jiné, nezavislé regionalni
rozhlasové stanici, ktera se dosud nepriradila k zadné rozhlasové siti. Praktickym
prikladem je konec znacky Radio Hity, v roce 2005 se stanice transformovala pod
znacku Fajn radio Hity. Posluchaci tehdy hojné odchazeli k jinym, regionalnim
stanicim. Format Fajn radia Hity jim nevyhovoval. I pfes vétsi pocet radii v roz-
hlasové siti se pocet posluchact snizil. Vétsina posluchac¢ti nicméné neposloucha
radio cilené a vyuziva jej jako kulisu k jinym ¢innostem. Proto pfechod pod jinou
znacku néktefi patrné ani nepostiehnou.
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ZAavér

Po hlubsim studiu ortogonalni regrese, ke kterému mé diplomova prace moti-
vovala, musim potvrdit prvotni Gvahu, totiz Ze se tato regresni metoda opravdu
jevi jako vhodna pro regresni analyzu slozek kompozi¢nich dat. Diplomova prace
pritom demonstrovala, ze lze v tomto ohledu s vyhodou pouzit linearni regresni
model s podminkou II. typu.

Presto, ze mohou interpretaci vysledkt pii praci s realnymi datovymi sou-
bory ponékud pokazit vyskytujici se odlehlé hodnoty, ve vétsiné pripadt zistava
ortogonalni regrese nejvyhodnéjsim nastrojem pro feseni dané problematiky.

Po prvnich zkusenostech s kompozi¢nimi daty jsem se rovnéz v diplomové
préaci rozhodl v tomto zajimavém oboru matematiky pokracovat. Volba se na-
konec ukazala jako spravna, i pfes horké chvile se domnivam, ze téma mi muze
pomoci pii hledani uplatnéni v praxi.

Ackoli teoreticka ¢ast diplomové prace byla pomérné obtizna, diky nabytjym
védomostem o linearnich modelech a zkusenostech z bakalafské praci, v niz jsem
rovnéz pracoval s kompozi¢nimi daty, bylo mozné dosahnout cile a problematiku
zpracovat.
interpretace grafi zobrazujicich prubéh slozek kompozicni regresni primky. I po
bliz§im seznameni s problematikou a zkoumanim dat vyvstalo mnoho otéazek.
Presto doufam, Ze se mi na né podafilo zdarné odpovédét.
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Priloha

A. Zapis iterativniho algoritmu dle Véty 4.3

> iter=0
> while(sqrt(datac[1] "2+datac[2]~2)>=10"(-9)){

> P=cbind(rep(1,n) ,mu0)%*%

> solve(cbind(c(n,t (mu0)%*%rep(1,n)),c(t(mul)%*%rep(1,n),
t (mu0) %*%mu0) ) ) %*%

> t(cbind(rep(1,n),mu0))

> M=diag(rep(1l,n))-P

> mu=datail,1]1+((c0[2])/(c0[2]2+1))*M},*x% (datail[,2] -nu0-c0[2]
*x(datail,1]-mu0))

> nu=datail,2]-(1/(c[2] "2+1))*M}*%(datail[,2] -nu0-cO[2]
(datail,1]-mu0))

> c=cO+solve(cbind(c(n,t (mul)%*Y%rep(1,n)),c(t(mul)%*%rep(1,n),
t (mu0) %*%mu0) ) ) %*%
> c(t(rep(1,n))%*%(d1[,2] -nu0-cO0[2]*(datail,1]-mu0)),
t (mu0) %*% (datail,2] -nu0-cO0[2] *(datail[,1]-mu0)))
> datac=c-c0
> nuO=nu+(c[2]-c0[2]) * (mu-mu0)
> muO=mu
> c0=c

> iter=iter+1

> iter #polet iteraci, které prob&hnou do splnéni kritéria
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B. Datovy soubor k Prikladu 1

’ Stat ‘ Lesni plocha ‘ Orné puda ‘ Trvalé plodiny ‘
Rakousko 38820 13710 660
Belgie 6768 8400 220
Bulharsko 38718 31390 1720
Kypr 1731 870 339
Ceskéa republika 26550 31800 760
Déansko 5420 24310 60
Estonsko 22240 5960 80
Finsko 221570 22570 50
Francie 159060 183456 10504
Némecko 110760 119450 2000
Recko 38728 25508 11484
Madarsko 20198 45850 1940
Irsko 7302 10890 30
Italie 90710 68800 26050
Lotyssko 33426 11680 60
Litva 21522 20537 277
Lucembursko 868 620 20
Malta 3 80 13
Nizozemi 3650 10547 355
Polsko 93096 125390 4000
Portugalsko 34522 11250 7780
Rumunsko 65366 87890 3620
Slovensko 19328 13820 240
Slovinsko 12510 1750 260
Spanélsko 179973 124970 47190
Svédsko 282030 26340 90
Spojené kralovstvi 28738 60490 430
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C. Datovy soubor k Prikladu 2

’ Okres \ Regionalni radia \ Rozhlasové sité \ Celoplosna radia ‘
Praha 666 625 729
Benesov u Prahy 6 82 35
Beroun 17 59 37
Kladno 95 44 91
Kolin 19 53 45
Kutna Hora 21 51 41
Meélnik 28 38 57
Mladéa Boleslav 105 62 59
Nymburk 33 58 49
Praha - vychod 66 76 99
Praha - zapad 45 63 47
Pribram 26 99 42
Rakovnik 13 18 23
Ceské Budgjovice 43 190 101
Cesky Krumlov 11 52 38
Jindfichtv Hradec 19 55 60
Pelhfimov 7 51 30
Pisek 20 43 38
Prachatice 10 41 24
Strakonice 21 56 35
Tabor 52 101 51
Domazlice 17 45 29
Cheb 48 33 37
Karlovy Vary 39 87 69
Klatovy 16 67 46
Plzen-mésto 37 191 79
Plzen - jih 13 55 29
Plzen - sever 14 90 35
Rokycany 17 34 17
Sokolov 36 35 38
Tachov 25 24 23
Ceska Lipa 44 46 51
Décin 25 81 83
Chomutov 26 121 74
Jablonec nad Nisou 30 25 36
Liberec 88 78 108
Litomérice 26 67 87
Louny 15 51 34
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Okres

\ Regionalni radia \ Rozhlasové sité

\ Celoplosna radia ‘

Most
Teplice
Usti nad Labem
Havlicktav Brod
Hradec Kréalové
Chrudim
Jic¢in
Néachod
Pardubice

Rychnov nad Knéznou

Semily
Svitavy
Trutnov

Usti nad Orlici
Blansko
Brno-mésto
Brno - venkov

Breclav
Hodonin
Jihlava

Kromériz
Prostéjov
Trebic¢
Uherské Hradiste
Vyskov
Zlin
Znojmo
Zd4r nad Sazavou
Bruntél
Frydek - Mistek

Jesenik
Karvina

Novy Ji¢in
Olomouc

Opava
Ostrava

Prerov

Sumperk

Vsetin

12
9
11
14
67
15
19
36
47
31
32
31
64
45
23
283
110
73
135
40
65
83
20
99
46
95
15
42
24
75

109
7
156
95
143
74
58
73

108
119
93
74
112
39
49
82
121
33
40
42
o1
60
41
249
76
26
48
81
22
9
39
34
34
72
74
92
42
127
10
132
92
89
100
164
47
47
65

66
69
66
48
73
63
42
64
109
42
92
62
71
78
81
210
119
67
86
29
86
93
68
70
29
145
55
73
o4
121
30
133
93
90
131
221
76
82
90
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