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lami pracovat. Metody pro nuly vzniklé zaokrouhleńım jsou založeny na nahrazeńı
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3.1.1 Jednoduché nahrazeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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Úvod

Tato práce se zabývá problematikou nul ve statistické analýze kompozičńıch

dat. Na následuj́ıćıch stranách budou nejprve ve zkratce uvedeny základńı po-

znatky o analýze kompozičńıch dat, dále budou podrobně popsány př́ıstupy a me-

tody k analýze dat s výskytem nul a na závěr budou tyto metody použity na

konkrétńıch datech. Práce je proto určena pro čtenáře, kteř́ı již byli s teoríı kom-

pozičńıch dat obeznámeni, úvodńı kapitola bude sloužit hlavně pro zopakováńı

základńıch pojmů.

S kompozičńımi daty se můžeme setkat v biologii, geologii i společenských

vědách, tedy všude, kde data kvantitativně popisuj́ı části jistého celku. Můžou

to být např. koncentrace prvk̊u v horninách nebo volebńı hlasy v jednotlivých

volebńıch obvodech určitého státu. Jednoduše řečeno, kompozičńı data nesou

výhradně relativńı informaci a obsahuj́ı pouze nezáporná č́ısla. Ukázalo se velmi

výhodné pro analýzu těchto dat využ́ıt logaritmů pod́ıl̊u, tzv. log-ratio, a to právě

d́ıky potřebě zvýraznit relativńı informaci. Praćı s logaritmy pod́ıl̊u však vznikl

problém výskytu nul v kompozičńıch složkách. V praxi je však téměř nemožné se

jim vyhnout, a proto nastala potřeba vývoje nových metod, které by se s nulami

uměly vypořádat; v́ıce k historii je možné nalézt v [12].

Ćılem práce je tedy d̊ukladná analýza problematiky nul, což znamená věnovat

se i konkrétńım druh̊um nul, protože při samotném statistickém zpracováńı kom-

pozičńıch dat nemůže být na všechny nuly nahĺıženo stejně. Následně bude využito

statistického softwaru R při aplikaci vybraných metod na konkrétńı data.

Práce je členěna do čtyř kapitol. Jak bylo výše naznačeno, prvńı kapitola

je věnována základńım pojmům a poznatk̊um o kompozičńıch datech. Účelem

této kapitoly je zavést označeńı, popř. upřesnit terminologii, protože teorie kom-

pozičńıch dat včetně problematiky nul je k dispozici převážně v anglicky psané

literatuře. V druhé a třet́ı kapitole je pozornost zaměřena na konkrétńı druhy

nul, a to na tzv. nuly vzniklé zaokrouhleńım a strukturńı nuly. Posledńı kapi-

tola je pak zaměřena na praktickou stránku analýzy kompozičńıch dat s nulami
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a pomoćı softwaru R jsou ukázány vybrané metody na konkrétńıch datech.

Domńıvám se, že př́ınosem práce by mohl být celkový náhled na problematiku,

která je stále předmětem současného výzkumu. Vědecké články, které se zabývaj́ı

právě t́ımto tématem, se často zaměřuj́ı na určitý druh nul. Ráda bych tedy touto

praćı popsala současný stav poznáńı a využila i softwaru R pro praktickou ukázku

analýzy kompozičńıch dat s r̊uznými druhy nul.
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1 Kompozičńı data

Kompozičńı data, nebo také kompozice, jsou v́ıcerozměrná data, která obsa-

huj́ı výhradně relativńı informaci, tedy kvantitativně popisuj́ı části jistého celku.

Obecněji lze ř́ıct, že jedinou podstatnou informaci obsahuj́ı pod́ıly mezi složkami

dat. V této kapitole je čerpáno hlavně z [6] a [12].

D-složková kompozice je definována jako sloupcový vektor x = (x1, ..., xD)′,

jehož složky jsou kladná č́ısla nesoućı relativńı informaci. Velmi často je tato

relativńı informace ve formě procent nebo proporćı, ale lze se setkat i s abso-

lutńımi četnostmi. Jako př́ıklad lze uvést data s informacemi o výdaj́ıch vy-

braných domácnost́ı za r̊uzné komodity nebo sledováńı složeńı r̊uzných potravin.

Výběrovým prostorem kompozic je pak D-složkový simplex

SD = {x = (x1, ..., xD)′, xi > 0, i = 1, ..., D,
D∑
i=1

xi = κ}, (1.1)

kde κ je zvolená konstanta, kterou lze interpretovat jako součet složek kompozic.

Tento součet bývá většinou 1 nebo 100, což nám dává vhodnou reprezentaci

kompozic pomoćı proporćı nebo procent, ale v podstatě může být jakýkoli. Dı́ky

požadavku na invarianci na změnu měř́ıtka je totiž možné data reprezentovat

s libovolným součtem složek bez ztráty informace v datech obsažené. Konkrétńı

reprezentaci umožńı operace zvaná uzávěr, která je obecně pro x = (x1, ..., xD)′,

x ∈ RD
+ , definována jako

C(x) =

(
κx1∑D
i=1 xi

, ...,
κxD∑D
i=1 xi

)
. (1.2)

Daľśım nutným předpokladem pro správnou analýzu kompozic je invariance

na permutaci, d́ıky kterému závěry z provedené analýzy nezáviśı na pořad́ı složek.

Např́ıklad lze si dovolit seřadit složky podle abecedy, aniž by t́ım byly determi-

novány výstupy konkrétńı analýzy.

Posledńım nutným předpokladem je podkompozičńı soudržnost, která zaručuje

invarianci na změnu měř́ıtka pro libovolnou podkompozici a nezávislost analýzy
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vybraných podkompozic na podkompozićıch nezahrnutých do analýzy. Podkom-

pozičńı soudržnost nav́ıc souviśı se zachováńım obecných geometrických vlast-

nost́ı, které charakterizuj́ı také obvykle předpokládanou eukleidovskou geometrii.

Právě podkompozičńı soudržnost je narušena, pokud použijeme pro analýzu

kompozičńıch dat eukleidovskou geometrii. Uvažujeme-li dvě kompozice a je-

jich eukleidovskou vzdálenost, pak jej́ı hodnota by měla být větš́ı nebo rovna

vzdálenosti podkompozic [2]. Plné kompozice totiž obsahuj́ı v́ıce informace, a proto

neńı správné, pokud by vzdálenost podkompozic měla větš́ı hodnotu. Tento př́ıpad

však může nastat v eukleidovské geometrii, a proto je potřeba zavést takovou ge-

ometrii, která respektuje podkompozičńı soudržnost a veškeré daľśı požadavky

uvedené výše.

1.1 Aitchisonova geometrie a práce v souřadnićıch

Nevhodnost eukleidovské vzdálenosti a potřeba zavedeńı vhodné geometrie

pro kompozičńı data přivedla Johna Aitchisona ke koncepci, kterou uveřejnil

v roce 1986 v [1] a po pozděǰśı systematizaci byla souhrnně nazvána jako Ait-

chisonova geometrie na simplexu. Jej́ı součást́ı je zavedeńı několika operaćı, které

respektuj́ı vlastnosti kompozic a vedou ke struktuře eukleidovského vektorového

prostoru.

Uvažujme kompozice x,y ∈ SD. Perturbace x s y je kompozice definována

jako

x⊕ y = C(x1y1, ..., xDyD). (1.3)

Daľśı operaćı je mocninná transformace kompozice x reálnou konstantou α, kdy

obdrž́ıme kompozici

α� x = C(xα1 , ..., x
α
D). (1.4)

Definujme dále Aitchison̊uv skalárńı součin kompozic x a y, jehož výsledkem je

reálné č́ıslo

〈x,y〉a =
1

D

∑
i<j

ln
xi
xj

ln
yi
yj
. (1.5)
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Norma kompozice x je pak dána vztahem

‖x‖a =
√
〈x,x〉a =

√√√√ 1

D

∑
i<j

(
ln
xi
xj

)2

, (1.6)

a Aitchisonova vzdálenost kompozic x a y je definována jako

da(x,y) = ‖x	 y‖a =

√√√√ 1

D

∑
i<j

(
ln
xi
xj
− ln

yi
yj

)2

, (1.7)

pro x	 y = x⊕ [(−1)� y].

Jak bylo dř́ıve naznačeno, ke statistické analýze kompozičńıch dat se využ́ıvá

log-ratio souřadnic. Využit́ı logaritmů pod́ıl̊u složek lze vidět ve vztaźıch

(1.5)–(1.7) a bude použ́ıváno i dále při práci v souřadnićıch, jej́ıž podstatou je

zobrazeńı kompozic ze simplexu do reálného prostoru s eukleidovskou geometríı.

Jinými slovy, kompozice vyjádř́ıme v souřadnićıch vzhledem k určité bázi. Na

takto vyjádřené kompozice lze pak použ́ıt běžné statistické metody.

Jedńım z možných vyjádřeńı jsou alr souřadnice (z angl. additive-log-ratio),

u kterých se jedná o vyjádřeńı vzhledem k bázi, která neńı ortonormálńı. Alr

souřadnice zobraźı kompozici ze simplexu do RD−1 a jsou pro kompozici x ∈ SD

definovány jako

alr(x) = ln

(
x1
xD

,
x2
xD

, ...,
xD−1
xD

)
. (1.8)

Vyjádřeńı v alr souřadnićıch však nedodržuje invarianci na permutaci složek,

protože jako jmenovatele v (1.8) lze zvolit jinou kompozičńı složku. Byly proto

definovány clr souřadnice (z angl. centered log-ratio), kde simplex je zobrazen do

RD. Pro kompozici x ∈ SD jsou clr souřadnice dány vztahem

clr(x) = ln

[
x1

g(x)
, ...,

xD
g(x)

]
, g(x) =

(
D∏
i=1

xi

)1/D

. (1.9)

V tomto př́ıpadě se ovšem jedná o souřadnice vzhledem ke generuj́ıćımu systému,

což vede k singulárńı variančńı matici.
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Řešeńım problémů spojených s předešlými souřadnicovými systémy se ukázaly

být ilr souřadnice (z angl. isometric log-ratio). Princip spoč́ıvá ve vytvořeńı

ortonormálńı báze na simplexu vzhledem k Aitchisonově geometrii a následné

vyjádřeńı kompozic v této bázi. Pokud uvažujeme nějakou ortonormálńı bázi

{e1, e2, ..., eD−1} na simplexu SD, pak pro kompozici x ∈ SD jsou ilr souřadnice

definovány jako

ilr(x) = (〈x, e1〉a , ..., 〈x, eD−1〉a) . (1.10)

Takto vyjádřené kompozice se už ř́ıd́ı pravidly eukleidovské geometrie a lze na ně

aplikovat běžné statistické metody. Výsledek statistické analýzy je možné inter-

pretovat v souřadnićıch nebo provést převedeńı zpět na simplex a interpretovat

vzhledem k p̊uvodńım kompozičńım složkám.

Nyńı uvažujme D-složkovou kompozici x = (x1, ..., xD)′ a k ńı kompozici

x(l) = (x
(l)
1 , ..., x

(l)
l , x

(l)
l+1, ...x

(l)
D )′, která vznikla takovou permutaćı složek kompo-

zice x, kdy l-tá složka je přesunuta na prvńı pozici kompozice, neboli

x(l) = (xl, x1, ..., xl−1, xl+1, ..., xD)′, čerpáno z [7]. Ilr souřadnice, źıskané pomoćı

vztahu

z
(l)
i =

√
D − i

D − i+ 1
ln

x
(l)
i

D−i

√∏D
j=i+1 x

(l)
j

, i = 1, ..., D − 1, (1.11)

zobraźı kompozici x(l) na reálný vektor z(l) = (z
(l)
1 , ..., z

(l)
D−1)

′, l = 1, ..., D, který

pak lze převést zpět na simplex podle následuj́ıćıch vztah̊u

x
(l)
1 = exp

(√
D − 1√
D

z
(l)
1

)
,

x
(l)
i = exp

(
−

i−1∑
j=1

1√
(D − j + 1)(D − j)

z
(l)
j +

√
D − i√

D − i+ 1
z
(l)
i

)
, i = 2, ..., D − 1,

x
(l)
D = exp

(
−

D−1∑
j=1

1√
(D − j + 1)(D − j)

z
(l)
j

)
.

(1.12)

Prvńı souřadnice z
(l)
1 obsahuje veškerou relativńı informaci, která se týká xl ve

vztahu k ostatńım složkám. Zbývaj́ıćı ilr souřadnice z
(l)
2 , ..., z

(l)
D−1 pak vysvětluj́ı
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zbytek informace, a protože nereprezentuj́ı žádnou konkrétńı kompozičńı složku,

mohou být zvoleny jakkoli, resp. mohou být dopočteny libovolně, avšak vždy tak,

aby byla dodržena ortonormalita báze. Takováto volba ilr souřadnic je vhodná,

pokud je ćılem analýzy predikovat xl ze zbytku kompozice.

Lze vidět, že veškeré výše uvedené poznatky stoj́ı na předpokladu kladnosti

složek kompozic. Z většiny uvedených vztah̊u je zřejmé, že kv̊uli pod́ıl̊um a lo-

garitmům je výskyt nul nežádoućı. Protože se ovšem jejich výskytu v reálných

datech nelze vyhnout, je nutné nuly pochopit a rozpoznat jejich druhy, které

v kompozičńıch datech lze naj́ıt.

1.2 Nuly v kompozičńıch datech

Ošetřeńı nul v datech je nezbytnou součást́ı analýzy kompozičńıch dat. V praxi

se s nulami často setkáváme a nelze je tedy přehĺıžet. V minulosti se objevovaly

r̊uzné teorie, které se snažily problém nul vyřešit, bohužel většina těchto strategíı

porušovala základńı předpoklady statistické analýzy kompozičńıch dat. Až John

Aitchison dal zavedeńım log-ratio metodiky impuls správným směrem a problém

nul se začal řešit s ohledem na povahu kompozičńıch dat.

1.2.1 Druhy nul

Prvńım druhem nul, se kterými se lze setkat, jsou tzv. nuly vzniklé zaokrouh-

leńım (rounded zeros). Nulová hodnota tohoto typu nemá ve skutečnosti přesně

nulovou hodnotu, nýbrž zastupuje pozorovanou hodnotu, která je pod určitým

detekčńım limitem. To znamená, že pozorovaná hodnota je bud’ tak malá, že při

zaokrouhlováńı už dostaneme nulu, nebo jsme omezeni např. citlivost́ı měř́ıćıho

př́ıstroje. Velmi často se s těmito nulami lze setkat při měřeńı koncentraćı látek,

protože měř́ıćı př́ıstroje maj́ı určitou citlivost na velmi malé hodnoty koncent-

raćı. Může se pak stát, že i když se např. daná látka ve zkoumané hornině vysky-

tuje, př́ıstroj ji kv̊uli svému detekčńımu limitu nezachyt́ı. Tedy skutečnou nenulo-

vou hodnotu odpov́ıdaj́ıćı složky sice neznáme, ale můžeme určit jej́ı maximálńı

možnou hodnotu, a to právě d́ıky zvolenému detekčńımu limitu. Intuitivně lze
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předpokládat, že tento druh nul bude mı́t smysl nahrazovat nějakou velmi malou

hodnotou, čili informace o detekčńım limitu bude pro ošetřeńı těchto nul velmi

užitečná.

Daľśım druhem nul jsou strukturńı nuly (structural zeros). Na rozd́ıl od nul

vzniklých zaokrouhleńım nesou strukturńı nuly informaci, že dané pozorováńı je

opravdu nulové. Např́ıklad data o struktuře výdaj̊u jednotlivých rodin budou mı́t

nulu u výdaj̊u za alkohol, pokud se jedná o rodinu abstinent̊u. Tato nula nese

d̊uležitou informaci o tom, že opravdu žádné výdaje za alkohol se v dané rodině

nevyskytuj́ı, a proto neńı vhodné takovou nulu nahrazovat.

Posledńım druhem nul, který bývá rozlǐsován, jsou diskrétńı nuly (count ze-

ros). Jsou to nuly, které nalezneme v diskrétńıch kompozićıch, které popisuj́ı,

kolikrát daná událost nastala v rámci jednotlivých tř́ıd. Takové kompozice si

lze představit i jako realizace multinomicky rozděleného náhodného vektoru.

Diskrétńı nuly mohou být zp̊usobeny bud’ nedostatečným rozsahem výběru, nebo

omezeným časem, po který bylo prováděno pozorováńı. V [12] jsou diskrétńı nuly

rozlǐsovány od strukturńıch na základě argumentu, že s vyšš́ım rozsahem výběru

nebo prodloužeńım pozorovaćıho času by daná hodnota už nulová nebyla. Tyto

nuly lze pak považovat za speciálńı př́ıpad nul vzniklých zaokrouhleńım.

Práce se v následuj́ıćıch kapitolách dále zaměř́ı na nuly vzniklé zaokrouhleńım

a strukturńı nuly.
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2 Nuly vzniklé zaokrouhleńım

Metody pro nuly vzniklé zaokrouhleńım se snaž́ı o co neǰsetrněǰśı nahrazováńı

nul, protože s každým zásahem do p̊uvodńıch dat hroźı zkresleńı informace. Pokud

se tedy použije metoda pro nahrazeńı těchto nul nesprávně, pak hroźı narušeńı va-

riančńı matice, přeceněńı vztahu mezi složkami kompozic nebo nechtěné vytvořeńı

odlehlých hodnot, které by mohly ovlivnit odhady statistických charakteristik. Je

proto nezbytné u každé metody vědět, kdy je vhodné ji použ́ıt, a brát na vědomı́

všechna rizika, která jsou s imputaćı hodnot spojená. Jistě si lze dále povšimnout

podobnosti metod s př́ıstupy k ošetřováńı chyběj́ıćıch hodnot. Nuly vzniklé za-

okrouhleńım lze považovat za speciálńı př́ıpad tzv. NMAR hodnot (z angl. Not

Missing At Random), kdy daná hodnota nemohla být pozorována, protože se

nacháźı pod známou hodnotou detekčńıho limitu, v́ıce k tomuto tématu lze pak

nalézt v [12].

V následuj́ıćım textu budeme dále uvažovat datovou matici X = [xij]n×D, kde

n je počet pozorováńı a D je počet složek kompozice (proměnných).

V i-tém řádku jsou hodnoty jednotlivých proměnných pro i-té pozorováńı,

v j-tém sloupci pak hodnoty, kterých nabývá j-tá proměnná v jednotlivých pozo-

rováńıch. Nav́ıc předpokládáme, že všechny nuly v datech vznikly zaokrouhleńım.

Nebude-li řečeno jinak, xi bude označovat i-tý řádek, tj. i-tou kompozici matice

X, i = 1, ..., n.

Je třeba připomenout, že detekčńı limit nemuśı být pouze jedna hodnota,

protože každá proměnná může mı́t jiný s ohledem na r̊uzné zp̊usoby pozorováńı

a měřeńı, s r̊uznou citlivost́ı a přesnost́ı. V této kapitole je čerpáno předevš́ım

z [7], [10], [12].

2.1 Neparametrické nahrazeńı

Jedna z nejjednodušš́ıch metod pro ošetřeńı tohoto druhu nul stoj́ı na prin-

cipu nahrazeńı veškerých nul v datech vhodnou malou hodnotou. Výhodou této

metody je právě jej́ı jednoduchost.

Uvažujme kompozici xi = (xi1, ..., xiD)′ datové matice X, která obsahuje nuly
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vzniklé zaokrouhleńım. Tato kompozice bude nahrazena kompozićı

xri = (xri1, ..., xriD)′ podle vztahu

xrij =


δij, xij = 0,

xij

1−

∑
k|xik=0

δik

κi

 , jinak,
(2.1)

kde δij je vhodná malá hodnota, obvykle 65 % detekčńıho limitu. Nenulové hod-

noty jsou přepoč́ıtány tak, aby byl dodržen součet složek κi. Kompozice xri,

i = 1, ..., n, pak vytvoř́ı novou datovou matici s rozměry n × D s nahrazenými

nulami.

Pokud však data maj́ı v́ıce než 10 % nul, pak hroźı přeceněńı vztahu mezi

složkami kompozic a vznik umělé korelace mezi složkami s nulami, nav́ıc tato

metoda může podcenit variabilitu v datech. Z toho d̊uvodu je vhodná pouze pro

data s menš́ım výskytem nul. V softwaru R je tato metoda k dispozici v knihovně

zCompositions jako funkce multRepl.

2.2 Modifikovaný EM algoritmus

Název metody je odvozen od EM algoritmu, který se použ́ıvá pro odhad

parametr̊u v př́ıpadech, kdy data nejsou úplná. Modifikace EM algoritmu pak

umožňuje generováńı vhodných hodnot pro nahrazeńı nul vzniklých zaokrouh-

leńım, a to v závislosti na informaci, která je obsažena ve zbytku dat. Nav́ıc nuly

budou nahrazeny takovým č́ıslem, které je menš́ı než odpov́ıdaj́ıćı detekčńı limit,

který bude dále značen εij.

2.2.1 Alr-EM algoritmus

Algoritmus vycháźı z datové matice X, kterou je třeba nejdř́ıve vyjádřit v alr

souřadnićıch. Na úvod nahrad́ıme všechny nulové hodnoty v X 65 % detekčńıho

limitu. Po tomto nahrazeńı už lze vyjádřit matici v alr souřadnićıch, resp. dosa-

zeńım jednotlivých řádk̊u xi do vztahu (1.8) dostaneme postupně alr souřadnice

yi, které budou tvořit matici Y.
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Počátečńı nahrazeńı nulových hodnot bude pak iteračně zlepšováno, přičemž

řádek yi s přepoč́ıtanými hodnotami bude značen yri. Typ regrese, který je použit

pro nahrazeńı p̊uvodně nulových hodnot, je označován jako
”
censored regression“

a zaručuje, že imputované hodnoty jsou pod detekčńım limitem. V t-tém kroku

algoritmu dostáváme

yr
(t)
ij =



yij, yij ≥ ψij,

y′i,−jβ̂
(t)
j − σ̂

(t)
j

φ

(
ψij − y′i,−jβ̂

(t)
j

σ̂j

)

Φ

(
ψij − y′i,−jβ̂

(t)
j

σ̂j

) , yij < ψij,
(2.2)

kde yi,−j je vektor nenulových pozorováńı i-té kompozice v alr souřadnićıch,

β̂j představuje vektor koeficient̊u lineárńı regrese pozorovaných hodnot j-tého

sloupce na př́ıslušné hodnoty ostatńıch sloupc̊u, tj. pozorovaných hodnot yj

na odpov́ıdaj́ıćı Y−j, j = 1, ..., D − 1. Dále σ̂2
j je odhad rozptylu složek yj,

ψij je detekčńı limit εij vyjádřený v alr souřadnićıch, tj. ψij = ln (εij/xiD),

a φ a Φ jsou po řadě funkce hustoty a distribučńı funkce normovaného normálńıho

rozděleńı. Nutno podotknout, že lze v algoritmu použ́ıt i robustńı lineárńı regresi

pro odhad β̂j, která eliminuje vliv př́ıpadných odlehlých hodnot. Podrobněji bude

použit́ı robustńı regrese uvedeno v souvislosti s ilr-EM algoritmem v následuj́ıćı

podkapitole.

Zobrazeńı yri zpět na simplex na kompozici s nahrazenými nulami provedeme

podle vztah̊u

xri = alr−1(yri) =



xrij = κ · exp(yrij)

1 +
∑
k

exp(yrik)
,

xriD = κ · 1

1 +
∑
k

exp(yrik)
,

(2.3)

přičemž xri, i = 1, ..., n, opět vytvoř́ı novou datovou matici s rozměry n × D

s nahrazenými nulami. Jako kritérium konvergence algoritmu můžeme uvažovat
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Frobeniovu normu takové matice, která vznikne rozd́ılem variančńıch matic, které

vypočteme z dat vyjádřených v alr souřadnićıch ve dvou po sobě jdoućıch ite-

raćıch.

Pro správné fungováńı algoritmu je potřeba, aby alespoň jedna proměnná

neobsahovala žádné nuly, což v praxi může být problém. Nav́ıc je této metodě

vytýkáno použit́ı alr souřadnic, které nejsou izometrické a invariantńı na permu-

taci, což vedlo ke snaze využ́ıt ilr souřadnic. V softwaru R je pak tento algoritmus

dostupný v knihovně robCompositions jako funkce impRZalr.

2.2.2 Ilr-EM algoritmus

Opět uvažujeme kompozičńı datovou matici X s nulami, které vznikly za-

okrouhleńım. Dále se vrat’me ke značeńı kompozic s permutovanými složkami,

které bylo použito v kapitole 1.1. Algoritmus zač́ıná nahrazeńım všech nul 65 %

detekčńıho limitu. Datovou matici uprav́ıme tak, že seřad́ıme jednotlivé složky

(sloupce) podle počtu nul sestupně. V prvńım sloupci bude tedy proměnná, která

obsahuje nejv́ıce nul.

V daľśım kroku se upravená datová matice vyjádř́ı v ilr souřadnićıch s využit́ım

vztahu (1.11), přičemž hodnoty p̊uvodně nulové budou přepoč́ıtány pomoćı

ψ
(l)
i1 =

√
D − 1

D
ln

e
(l)
i1

D−1

√∏D
j=2 x

(l)
ij

, (2.4)

kde e
(l)
i1 je detekčńı limit l-té proměnné v p̊uvodńı datové matici. Takto upravenou

matici označme Z(l) a dále budeme rozumět Z(l) = [z
(l)
1 ,Z

(l)
−1], kde z

(l)
1 je prvńı

sloupec matice Z(l) a Z
(l)
−1 jsou zbylé sloupce.

Následně provedeme odhad koeficient̊u lineárńı regrese z
(l)
1 na Z

(l)
−1 pro takové

řádky datové matice, kde jsou hodnoty z
(l)
1 pozorovány. Vektor odhadnutých koe-

ficient̊u pak označme β̂(l). Dále ho použijeme pro nahrazeńı p̊uvodně nulových
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hodnot v prvńım sloupci matice Z(l) ve vztahu

ẑ
(l)
i1 = z

(l)′

i,−1β̂
(l) − σ̂(l)

φ

(
ψ

(l)
i1 − z

(l)′

i,−1β̂
(l)

σ̂(l)

)

Φ

(
ψ

(l)
i1 − z

(l)′

i,−1β̂
(l)

σ̂(l)

) , (2.5)

kde σ̂(l) je směrodatná odchylka složek z
(l)
1 .

Pro toto nahrazeńı lze použ́ıt i robustńı lineárńı regresi, která je v praxi velice

užitečná kv̊uli možnému výskytu odlehlých pozorováńı ve zkoumaných datech.

Robustńı odhad regresńıch koeficient̊u obdrž́ıme prostřednictv́ım MM-odhadu pro

regresi, který je obecně definovaný jako

β̂MM = argmin
β

n∑
i=1

ρ

(
ri(β)

σ̂

)
, (2.6)

kde ρ je vhodná váhová funkce, ri(β) jsou rezidua regresńıho modelu a σ̂ je ro-

bustńı odhad měř́ıtka. Volbou vhodné váhové funkce je dosaženo sńıžeńı vlivu

velkých rezidúı a dále pak váhová funkce ovlivňuje vlastnosti výsledného re-

gresńıho odhadu. Do obecného vztahu (2.6) pak dosad́ıme následovně

β̂
(l)
MM = argmin

β

n∑
i=1

ρ

(
z
(l)
i1 − z

(l)′

i,−1β

σ̂(l)

)
, (2.7)

a odhady β̂
(l)
MM a σ̂(l) jsou pak použity pro nahrazeńı p̊uvodně nulových hodnot

ve vztahu (2.5).

Po ošetřeńı nul v prvńım sloupci, at’ už pomoćı klasické nebo robustńı re-

grese, je matice zobrazena zpět na simplex pomoćı vztah̊u (1.12) a přicháźı

na řadu imputace hodnot v daľśı proměnné. T́ımto principem jsou nahrazeny

všechny p̊uvodně nulové hodnoty a vše se opakuje iterativně do dosažeńı kon-

vergence, kdy kritérium je stejné jako pro alr-EM algoritmus. Posledńım kro-

kem celého algoritmu je zobrazeńı matice zpět na simplex užit́ım vztah̊u (1.12)

a seřazeńı proměnných do p̊uvodńıho pořad́ı. Veškeré nulové hodnoty v p̊uvodńı
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datové matici tak byly nahrazeny nenulovými hodnotami, které nav́ıc jsou pod

detekčńım limitem. Př́ıslušná funkce je v softwaru R opět k dispozici v knihovně

robCompositions, a to jako funkce impRZilr.

Jistě si lze všimnout podobnosti alr-EM algoritmu a ilr-EM algoritmu až na

použité souřadnice. Jak už bylo naznačeno, vyjádřeńı v alr souřadnićıch má své

nevýhody, a proto byl algoritmus vytvořen s ilr souřadnicemi. Lze však dokázat,

že tyto př́ıstupy jsou ekvivalentńı, a tud́ıž nezálež́ı na tom, zda zvoĺıme variantu

vycházej́ıćı z alr nebo ilr souřadnic.

Nejprve bude ukázáno, že mnohonásobné lineárńı regrese, které jsou založeny

na metodě nejmenš́ıch čtverc̊u a aplikovány v alr souřadnićıch a v ilr souřadnićıch,

dávaj́ı stejné hodnoty vyrovnaných hodnot, d̊ukaz je převzat z [7].

Důkaz: Necht’ y je n-rozměrný sloupcový vektor pozorovaných hodnot závisle

proměnné. Necht’ X je datová matice s rozměry n×p, kde prvńı sloupec je tvořen

jedničkami, tj. 1n, a zbývaj́ıćı sloupce odpov́ıdaj́ı hodnotám p − 1 proměnných

x1, ...xp−1. Uvažujme dále mnohonásobnou lineárńı regresi y = Xβ + e, kde β

je sloupcový vektor parametr̊u a e je sloupcový vektor náhodných chyb. Podle

metody nejmenš́ıch čtverc̊u je odhad β dán jako β̂ = (X′X)−1X′y. Vyrovnané

hodnoty urč́ıme jako ŷ = Xβ̂, přičemž lze psát ŷ = Hy, kde H je projekčńı

matice H = X(X′X)−1X′.

Necht’ je dána kompozice x = (x1, ..., xD)′, x ∈ SD a s1 = (x1, xD)′, s2 =

(x2, x3, ..., xD)′ jsou jej́ı podkompozice. Uvažujme podkompozice s1, s2 vyjádřené

v alr souřadnićıch, tj. alr(s1) = ln x1
xD
, alr(s2) =

(
ln x2
xD
, ..., lnxD−1

xD

)′
. Necht’ C2D je

matice o rozměrech (D − 2)× (D − 2) taková, že ilr(s2) = alr(s2) ·C2D.

Dolńı indexy (a) a (i) budou dále označovat vyjádřeńı v alr a ilr souřadnićıch

pro konkrétńı matice a vektory. Regresńı modely y(a) = X(a)β(a) + e(a) a y(i) =

X(i)β(i) + e(i) zastupuj́ı modely mnohonásobné lineárńı regrese vyjádřené vzhle-

dem k alr a ilr souřadnićım a předpokládáme, že y(a) = alr(s1), X(a) = [1n, alr(s2)]

a X(i) = [1n, ilr(s2)]. Je nutné dodat, že přestože to neńı v rámci užitého označeńı

rozlǐseno, uvažujeme pro konstrukci regresńıho modelu práci s výběrem kom-

20



pozičńıch dat.

Definujme matici M2D s rozměry (D − 1)× (D − 1), pro kterou plat́ı X(i) =

X(a)M2D, a je dána jako

M2D =


1 0 . . . 0
0
... [C2D]
0

 .

Nejprve bude ukázáno, že projekčńı matice H(a) a H(i) jsou si rovny, přičemž

vyjdeme z matice H(i). Vı́me, že plat́ı

H(i) = X(i)(X
′
(i)X(i))

−1X′(i),

a využijeme vztahu mezi maticemi X(i) a X(a),

H(i) = X(a)M2D(M′
2DX′(a)X(a)M2D)−1M′

2DX′(a);

po úpravě dostaneme

H(i) = X(a)(X
′
(a)X(a))

−1X′(a) = H(a).

Nyńı můžeme označit H(i) = H(a) = H, a tedy ŷ(a) = Hy(a) a ŷ(i) = Hy(i). Pro-

jekčńı matice H je symetrická, idempotentńı a plat́ı, že HX(a) = X(a) a HX(i) =

X(i), přičemž tyto vlastnosti má každá projekčńı matice v regresi, která je založená

na metodě nejmenš́ıch čtverc̊u.

Necht’ C je matice, pro kterou plat́ı ilr(x) = alr(x)C. Přidáńım druhého

sloupce a druhého řádku jednotkové matice do druhého sloupce a řádku matice

C vznikne matice M,

M =


c11 0 c12 . . . c1(D−1)
0 1 0 . . . 0
c21 0 c22 . . . c2(D−1)
...

...
... . . .

...
c(D−1)1 0 c(D−1)2 . . . c(D−1)(D−1)

 ,

pro kterou dále plat́ı (y(i),X(i)) = (y(a),X(a))M.
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Nyńı už lze ukázat, že mnohonásobnou lineárńı regreśı provedenou v alr a ilr

souřadnićıch dostaneme stejné vyrovnané hodnoty

(ŷ(a),X(a))M = (Hy(a),HX(a))M = H(y(a),X(a))M =

= H(y(i),X(i)) = (Hy(i),HX(i)) = (ŷ(i),X(i)).

Bylo tedy dokázáno, že (ŷ(i),X(i)) = (ŷ(a),X(a))M. Neboli při aplikaci mno-

honásobné lineárńı regrese nezálež́ı na tom, zda je použita na data vyjádřená

v alr nebo ilr souřadnićıch. �

Dı́ky této ekvivalenci člen y′i,−jβ̂
(t)
j ze vztahu (2.2), při aplikaci na data v alr

souřadnićıch, a člen z
(l)′

i,−1β̂
(l) z (2.5), při aplikaci na data v ilr souřadnićıch, daj́ı

stejné hodnoty. Tuto ekvivalenci nyńı rozš́ı̌ŕıme na celé vztahy (2.2) a (2.5). Neboli

dokážeme, že při nahrazováńı nul pomoćı EM algoritmu nezálež́ı, zda použijeme

alr nebo ilr souřadnice, převzato z [7].

Důkaz: Označme y závislou proměnnou, která obsahuje p̊uvodně neznámé hod-

noty, a X hodnoty př́ıslušné pozorovaným proměnným. Dále se budeme držet in-

dexováńı (a) a (i) z předešlého d̊ukazu. Bez újmy na obecnosti předpokládejme,

že neznámé hodnoty jsou v prvńı složce, tj. v x1, a pozorované proměnné ve

zbytku, tj. ve složkách x2, ..., xD, který označ́ıme X−1.

Potom X(a) = [1n, alr(X−1)] a prvky y(a) budou obsahovat odpov́ıdaj́ıćı loga-

ritmy pod́ılu prvńı a posledńı složky, tj. obecně ln x1
xD

. Následně využijeme vztahu

(1.11) pro určeńı y(i) a X(i). Každou p̊uvodně neznámou hodnotu yk proměnné

y odhadneme ve zvolených souřadnićıch pomoćı vztah̊u

ŷ(a)k = x′(a)kβ̂(a) − σ̂(a)

φ

(
ψ(a)k − x′(a)kβ̂(a)

σ̂(a)

)

Φ

(
ψ(a)k − x′(a)kβ̂(a)

σ̂(a)

) , (2.8)
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ŷ(i)k = x′(i)kβ̂(i) − σ̂(i)

φ

(
ψ(i)k − x′(i)kβ̂(i)

σ̂(i)

)

Φ

(
ψ(i)k − x′(i)kβ̂(i)

σ̂(i)

) , (2.9)

kde x(a)k,x(i)k jsou po řadě k-té řádky matic X(a),X(i).

Bude tedy dokázáno, že źıskané odhady (ŷ(a),X(a)) a (ŷ(i),X(i)) jsou ekviva-

lentńı, přičemž je potřeba ukázat, že plat́ı (ŷ(i)k,x
′
(i)k) = (ŷ(a)k,x

′
(a)k)M, kde M

je matice zavedená v předešlém d̊ukazu. Protože ekvivalence x′(a)kβ̂(a) a x′(i)kβ̂(i)

vyplývá z předešlého d̊ukazu, bude dále rozebrána druhá část vztah̊u (2.8) a (2.9).

Nejprve je třeba nalézt vztah mezi σ̂(a) a σ̂(i). Vyjdeme z reziduálńıch součt̊u

čtverc̊u

(y(a) −X(a)β̂(a))
′(y(a) −X(a)β̂(a)),

(y(i) −X(i)β̂(i))
′(y(i) −X(i)β̂(i)),

kde uvažujeme y jako no-rozměrný sloupcový vektor obsahuj́ıćı pozorované hod-

noty dané proměnné. Využijeme poznatk̊u z předešlého d̊ukazu, konkrétně

(y(i),X(i)) = (y(a),X(a))M,

(X(i)β̂(i),X(i)) = (X(a)β̂(a),X(a))M.
(2.10)

Rovnosti v (2.10) od sebe odečteme

(y(i) −X(i)β̂(i),0) = (y(a) −X(a)β̂(a),0)M,

přičemž 0 je nulová matice s rozměry no × (D − 1) a daľśı úpravou dostáváme

rovnost

(y(i) −X(i)β̂(i),0)′(y(i) −X(i)β̂(i),0) =

=M′(y(a) −X(a)β̂(a),0)′(y(a) −X(a)β̂(a),0)M.

S poznatky o vlastnostech matice M, které jsou podrobněji rozebrány v [7], lze

odvodit vztah σ̂(i) = m11σ̂(a), kde m11 je prvńı prvek hlavńı diagonály matice M.
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Zbývá odvodit vztah mezi ψ(a) − X(a)β̂(a) a ψ(i) − X(i)β̂(i), kde ψ je

nu-rozměrný sloupcový vektor detekčńıch limit̊u př́ıslušných nu neznámým hod-

notám, který je vyjádřen v př́ıslušných souřadnićıch. Plat́ı rovnost (ψ(i),X(i)) =

(ψ(a),X(a))M, od které odečteme druhý vztah z (2.10)

(ψ(i) −X(i)β̂(i),0) = (ψ(a) −X(a)β̂(a),0)M.

Pak plat́ı ψ(i)k − x′(i)kβ̂(i) = m11(ψ(a)k − x′(a)kβ̂(a)), pro každé k = 1, ..., nu,

a s využit́ım vztahu mezi σ̂(a) a σ̂(i) dostaneme

ψ(i)k − x′(i)kβ̂(i)

σ̂(i)
=
ψ(a)k − x′(a)kβ̂(a)

σ̂(a)
. (2.11)

Dosazeńım pravé a levé strany z (2.11) do distribučńı funkce a hustoty normo-

vaného normálńıho rozděleńı dostaneme tedy stejné hodnoty, přičemž pro zjed-

nodušeńı v závěrečném odvozeńı bude použit pro pod́ıl hodnot hustoty a dis-

tribučńı funkce výraz [φ(.)/Φ(.)].

Nyńı už můžeme dokázat ekvivalenci vztah̊u (2.8) a (2.9)

(ŷ(i)k,x
′
(i)k) =

(
x′(i)kβ̂(i) − σ̂(i)[φ(.)/Φ(.)],x′(i)k

)
=
(
x′(i)kβ̂(i),x

′
(i)k

)
−
(
σ̂(i)[φ(.)/Φ(.)],0

)
=
(
x′(a)kβ̂(a),x

′
(a)k

)
M−

(
m11σ̂(a)[φ(.)/Φ(.)],0

)
=
(
x′(a)kβ̂(a),x

′
(a)k

)
M−

(
σ̂(a)[φ(.)/Φ(.)],0

)
M

=
(
x′(a)kβ̂(a) − σ̂(a)[φ(.)/Φ(.)],x′(a)k

)
M

= (ŷ(a)k,x
′
(a)k)M.

Bylo tedy dokázáno, že nezálež́ı na tom, zda vycháźıme z alr souřadnic nebo

z ilr souřadnic při nahrazováńı nul vzniklých zaokrouhleńım. Odhady p̊uvodně

nulových hodnot v obou souřadnićıch jsou ekvivalentńı. �

24



Seznámili jsme se s několika zp̊usoby, jak přistupovat k řešeńı výskytu nul

vzniklých zaokrouhleńım. Jednodušš́ı př́ıstupy umožňuj́ı rychlé nahrazeńı nul

a při malém výskytu může být narušeńı variančńı struktury minimálńı. Složitěǰśı

iteračńı algoritmy jsou účinným nástrojem pro data, u kterých je pod́ıl nul už

větš́ı. Nav́ıc v př́ıpadě podezřeńı na výskyt odlehlých hodnot existuje možnost

využit́ı robustńıch metod. Obecně však neplat́ı, že č́ım složitěǰśı metoda, t́ım lepš́ı

výsledky. Vždy je třeba brát v potaz pod́ıl nul v datech a celkovou povahu dat.
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3 Strukturńı nuly

Př́ıstupy ke strukturńım nulám se lǐśı od metod, které jsou určené pro nuly

vzniklé zaokrouhleńım. Jak už bylo naznačeno, strukturńı nuly neńı vhodné ze své

podstaty nahrazovat nenulovými hodnotami, protože bychom přǐsli o d̊uležitou

informaci, kterou tyto nuly nesou. Tud́ıž neńı snaha o jejich nahrazeńı, ale sṕı̌se

o přizp̊usobeńı známých statistických metod, popř. o pochopeńı struktury nul.

Nutno podotknout, že strukturńı nuly jsou velkým problémem v kompozičńıch

datech a neexistuje jednotně preferovaný př́ıstup k těmto nulám. Než-li se práce

zaměř́ı na konkrétńı př́ıpad detekce odlehlých hodnot v kompozičńıch datech se

strukturńımi nulami, na kterém bude jeden možný př́ıstup k tomuto typu nul

demonstrován, bude uveden krátký přehled metod, které se snaž́ı problém těchto

nul vyřešit. V této kapitole bude čerpáno zejména z [15] a [16].

Nevhodnost nahrazeńı strukturńıch nul se nejv́ıce projev́ı při analýze, u které

se využ́ıvá Aitchisonova vzdálenost (1.7). Pokud je nula nahrazena malým č́ıslem,

pak hodnota Aitchisonovy vzdálenosti by mohla být velmi velká, což by zname-

nalo nechtěný vznik odlehlé hodnoty. Jedńım z nejjednodušš́ıch př́ıstup̊u, jak se

se strukturńımi nulami vypořádat bez nahrazováńı, je pomoćı slučováńı složek

kompozice, tzv. amalgamace. Obecně z D-složkové kompozice x = (x1, ..., xD)′

vznikne r-složková kompozice, pro r < D, jej́ıž složky jsou výsledkem sloučeńı

některých složek p̊uvodńı kompozice. Budeme-li uvažovat data s informacemi

o výdaj́ıch domácnost́ı, pak můžeme očekávat nulovou hodnotu u výdaj̊u za alko-

hol v rodinách abstinent̊u, popř. nulové výdaje za tabákové výrobky u nekuřáckých

rodin. Sloučeńı těchto dvou proměnných do celkových výdaj̊u za alkohol a tabákové

výrobky by pak mohlo přispět k menš́ımu výskytu strukturńıch nul. Tato na prvńı

pohled jednoduchá a účinná operace však neńı lineárńı vzhledem k Aitchiso-

nově geometrii a nav́ıc nezachovává relativńı informaci. Pokud se ve výjimečných

př́ıpadech sloučeńı použije, pak je nezbytnost́ı jasná interpretace výsledk̊u analýzy

vzhledem ke sloučeným složkám.

Daľśı možnost́ı je využit́ı modelu, který je sestaven ve dvou fáźıch. V prvńı fázi

proběhne identifikace nul v datech a v druhé fázi je využito vhodného rozděleńı
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pro modelováńı rozděleńı nenulových hodnot, podrobněji v [4]. Tento př́ıstup

může být však výpočetně náročný a nav́ıc pracuje s předpokladem eukleidovské

geometrie, která neńı pro práci s kompozičńımi daty vhodná.

Strukturńı nuly lze dále chápat jako indikátory dvou r̊uzných podskupin. Po-

zorováńı s nulou v dané proměnné mohou tvořit jednu skupinu a pozorováńı

s nenulovou hodnotou skupinu druhou. Otázkou pak ale pořád z̊ustávaj́ı nuly

mimo zvolenou proměnnou, která indikuje podskupiny, tud́ıž toto řešeńı nemuśı

vést k podstatnému zlepšeńı. Nav́ıc opět hroźı narušeńı relativńı informace, a tedy

narušeńı celkové struktury dat, včetně nechtěného vzniku odlehlých hodnot.

3.1 Detekce odlehlých hodnot

Snaha o identifikováńı odlehlých pozorováńı vyplývá z úsiĺı o vhodně zvolený

statistický model, nestranné odhady parametr̊u a celkově relevantńı výsledky

analýzy. Detekce odlehlých hodnot se provád́ı před samotnou analýzou dat a je

obvykle založena na Mahalanobisově vzdálenosti, která je vypočtena z dat v ilr

souřadnićıch. Pro kompozice vyjádřené v ilr souřadnićıch z1, ..., zn je Mahalano-

bisova vzdálenost definována jako

MD(zi) = [(zi − t)′C−1(zi − t)]
1
2 , (3.1)

kde odhad středńı hodnoty t je (D − 1)-rozměrný sloupcový vektor a C je od-

had variančńı matice s rozměry (D − 1)× (D − 1), typicky se jedná o výběrový

pr̊uměr a výběrovou variančńı matici. Jestliže MD2(zi) překroč́ı zvolený kvan-

til χ2-rozděleńı s D − 1 stupni volnosti, tj. MD2(zi) > χ2
D−1,q, pak dané pozo-

rováńı je označeno jako potenciálńı odlehlé pozorováńı. Samotná Mahalanobisova

vzdálenost (3.1) může být ovlivněna odlehlými hodnotami, a proto se doporučuje

použ́ıt robustńı odhady t a C, které źıskáme s využit́ım metody minimálńıho ko-

variančńıho determinantu (MCD).

Metoda MCD je založena na vybráńı takových h pozorováńı ze všech n po-

zorováńı, pro která dostaneme minimálńı hodnotu determinantu odpov́ıdaj́ıćı

výběrové variančńı matice (obvykle voĺıme h ≈ 3n/4). Odhad středńı hodnoty
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t pak dostaneme pomoćı výběrového pr̊uměru př́ımo z těchto h pozorováńı a od-

had variančńı matice C odpov́ıdá př́ıslušné výběrové variančńı matici. Při hledáńı

řešeńı se často využ́ıvá tzv. rychlá metoda MCD, která vycháźı z náhodného

počátečńıho výběru h pozorováńı, který je dále iterativně zlepšován tak, aby de-

terminant výběrové variančńı matice klesal; v́ıce k rychlé metodě MCD k dispozici

v [14].

Poměrně nenáročný př́ıstup k detekci odlehlých hodnot v kompozičńıch datech

však selhává, jsou-li v datech strukturńı nuly, nebot’ taková data nelze vyjádřit

v ilr souřadnićıch. Otázka tedy je, zda se vyplat́ı j́ıt proti povaze strukturńıch

nul, a tedy je imputovat, a jestliže ano, pak jakým zp̊usobem. Jednou možnost́ı je

nuly jednoduše nahradit určitou hodnotou a pracovat s takto upravenou datovou

matićı. Druhý komplexněǰśı př́ıstup je založen na nahrazeńı nul prostřednictv́ım

algoritmu pro chyběj́ıćı hodnoty a následné detekci odlehlých hodnot vzhledem

k nenulovým pozorováńım i vzhledem ke struktuře nul. Tyto dvě možnosti budou

dále podrobněji rozpracovány.

3.1.1 Jednoduché nahrazeńı

Nenáročný algoritmus založený na nahrazeńı nul byl představen v [5]. Necht’

m je počet nul v D-složkové kompozici. Necht’ o ⊂ {1, ..., D} indexuje složky s nu-

lovou hodnotou v kompozici x a v = {1, ..., D} \ o odpov́ıdá index̊um nenulových

složek kompozice x. Nuly budou nahrazeny podle vztahu

x(o) = δ
1

D2
(m+ 1)(D −m) (3.2)

a nenulové hodnoty budou přepoč́ıtány pomoćı

x(v) = x(v) − x(v)δ
1

D2
m(m+ 1), (3.3)

kde δ je maximálńı zaokrouhlovaćı chyba.

Metoda sice zachovává relativńı informaci obsaženou v nenulových složkách,

ale je v rozporu s povahou strukturńıch nul. Jak bylo řečeno na začátku této ka-

pitoly, strukturńı nuly nesou d̊uležitou informaci, že dané pozorováńı je skutečně
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nula, tedy nahrazeńı malou hodnotou neodpov́ıdá charakteru těchto nul. Na dru-

hou stranu i přes tento zjevný rozpor může být metoda využita pro imputaci nul,

aby následně bylo možné datovou matici vyjádřit v ilr souřadnićıch, vypoč́ıtat

Mahalanobisovy vzdálenosti a provést detekci odlehlých hodnot.

3.1.2 Dvoustupňový algoritmus pro práci se strukturńımi nulami

V prvńı fázi algoritmu označ́ıme všechny nuly za chyběj́ıćı hodnoty a pomoćı

metod pro nahrazeńı chyběj́ıćıch hodnot je imputujeme. Toto prvotńı nahrazeńı

je použito pouze proto, aby bylo možné data vyjádřit v ilr souřadnićıch. Následně

se totiž využije informace pouze z p̊uvodně nenulových složek, pomoćı které jsou

vypočteny robustńı odhady t a C s využit́ım metody MCD.

Uvažujeme D-složkovou kompozici xi = (xi1, ..., xiD)′, i = 1, ..., n, která ob-

sahuje strukturńı nuly. Dále předpokládejme, že kompozice xi má D − K(i)

strukturńıch nul, přičemž 2 ≤ K(i) ≤ D − 1. Strukturńı nuly nyńı dáme na

začátek dané kompozice, tedy x̃i = (0, ..., 0, xij1 , ..., xijK(i)
)′, kde xijk odpov́ıdá

k-té nenulové složce kompozice xi, pro k ∈ {1, ..., K(i)}. Existuje permutačńı

matice P̃i s rozměry D ×D, která obsahuje pouze nuly a jedničky, a pro kterou

plat́ı x̃i = P̃ixi, pro i = 1, ..., n. Toto permutováńı složek kompozic umožńı, po

vyjádřeńı upravených dat v ilr souřadnićıch, extrahovat informaci pouze o nenu-

lových složkách.

Následuj́ıćı vztahy mezi p̊uvodńımi a permutovanými kompozicemi budou

dále nezbytné pro závěrečný výpočet Mahalanobisových vzdálenost́ı. Nyńı pro

přehlednost předpokládejme kompozici x s nahrazenými strukturńımi nulami

a jej́ı vyjádřeńı v ilr souřadnićıch z, které bylo provedeno pomoćı (1.11). Dále

uvažujme př́ıslušné odhady t a C. Permutovaná kompozice x̃ = P̃x s permutačńı

matićı P̃ má vyjádřeńı v ilr souřadnićıch následuj́ıćı

z̃ = Q′z, (3.4)

kde Q je ortogonálńı matice, pro kterou plat́ı Q = V′Ṽ. Matice V s rozměry

D×(D−1) je dána pomoćı D−1 sloupcových vektor̊u, které tvoř́ı sloupce matice
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V, a jsou dány jako

v.j =

√
D − j

D − j + 1

(
0, ..., 0, 1,− 1

D − j
, ...,− 1

D − j

)′
, j = 1, ..., D − 1, (3.5)

přičemž j-tý sloupec obsahuje j−1 nul, a dále plat́ı Ṽ = P̃V. Obdobně pak t̃ a C̃

jsou odhady, které obdrž́ıme, vyjdeme-li z permutované kompozice, a pokud t a C

jsou afinně ekvivariantńı, tj. jejich chováńı při lineárńı transformaci náhodného

vektoru odpov́ıdá chováńı středńı hodnoty a variančńı matice při lineárńı trans-

formaci, pak plat́ı t̃ = Q′t a C̃ = Q′CQ.

Nyńı už je možné extrahovat pouze informaci odpov́ıdaj́ıćı nenulovým složkám

kompozice. Uvažujeme opět kompozici xi, jej́ı permutačńı matici P̃i a dále ma-

tici Qi = V′Ṽi = V′P̃iV. Využijeme (3.4) a dostaneme z̃i = Q′izi, kde zi

je kompozice xi vyjádřená v ilr souřadnićıch. Posledńıch K(i) − 1 složek z̃i,

které obsahuj́ı veškerou relativńı informaci vztahuj́ıćı se k nenulovým složkám

xi, označme z̃∗i . Analogicky máme t̃i = Q′it a posledńıch K(i)− 1 složek vektoru

t̃i označme t̃∗i . Nakonec pravý dolńı blok matice C̃i = Q′iCQi, který má rozměry

(K(i)− 1)× (K(i)− 1), označme C̃∗i .

Dostali jsme se tak k odhad̊um středńı hodnoty a variančńı matice pro nenu-

lové složky kompozice xi, po řadě t̃∗i , C̃∗i . Robustńı Mahalanobisova vzdálenost

použita pro detekci odlehlých hodnot kompozice xi je pak dána jako

MD(z̃∗i ) =
[
(z̃∗i − t̃∗i )

′C̃∗−1i (z̃∗i − t̃∗i )
] 1

2
, (3.6)

kde i = 1, ..., n. Jestliže MD2(z̃∗i ) > χ2
K(i)−1,0,975, pak je kompozice xi označena

jako potenciálńı odlehlé pozorováńı. T́ımto je tedy uzavřena prvńı fáze, kdy

prob́ıhá identifikace potenciálńıch odlehlých pozorováńı vzhledem k nenulovým

pozorováńım.

Tento postup výpočtu Mahalanobisových vzdálenost́ı lze nyńı srovnat se si-

tuaćı, kdy jsou tyto vzdálenosti, včetně př́ıslušných odhad̊u t a C, vypočteny

př́ımo z podkompozic, které odpov́ıdaj́ı jednotlivým kombinaćım nul v kom-

pozičńıch složkách. Př́ıpadné rozd́ıly pak budou signalizovat možná specifika rela-
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tivńı struktury takovýchto podskupin, např. struktury výdaj̊u domácnost́ı absti-

nent̊u.

V druhé fázi se uskutečńı detekce potenciálńıch odlehlých hodnot vzhledem

ke struktuře strukturńıch nul, tj. mohlo by nás zaj́ımat, které kombinace nu-

lových hodnot signalizuj́ı odlehlá pozorováńı. Možných př́ıstup̊u k analýze tohoto

efektu je v́ıce. Zat́ım však nejsou dostatečně rozpracovány a u většiny se jedná

o předběžnou verzi algoritmu. Z toho d̊uvodu bude v práci uveden jen jeden

z těchto předběžných př́ıstup̊u, který využ́ıvá Pearsonova testu dobré shody a je

popsán v [15].

Uvažujme počet všech možných konfiguraćı nul v D-složkové kompozici,

k = 2D, který odpov́ıdá počtu všech možných tř́ıd. Teoretické relativńı četnosti

jednotlivých tř́ıd, v př́ıpadě bez odlehlých pozorováńı, odpov́ıdaj́ı hodnotě

pi = 1
2D

, pro všechna i = 1, ..., 2D. Dle nulové hypotézy očekávané teoretické

relativńı četnosti pi odpov́ıdaj́ı pozorovaným relativńım četnostem p̂i. Pokud p̂i

budou svědčit ve prospěch alternativńı hypotézy, pak se objev́ı tř́ıdy s odlehlými

pozorováńımi, kterým budou odpov́ıdat malé hodnoty p̂i. Testová statistika

Qk−1 =
k∑
i=1

(Xi − npi)2

npi
, (3.7)

kde Xi jsou pozorované absolutńı četnosti (odpov́ıdaj́ıćı pozorovaným relativńım

četnostem p̂i), má za platnosti nulové hypotézy přibližně χ2 rozděleńı s k − 1

stupni volnosti, a pokud Qk−1 ≥ χ2
k−1;0,975, zamı́táme nulovou hypotézu o shodě

očekávaných a teoretických četnost́ı. Kv̊uli aproximaci χ2 rozděleńım je nezbytné,

aby byla splněna podmı́nka npi ≥ 5, neboli n ≥ 5 · 2D.

Pro alternativńı hypotézu budou svědčit jak velké, tak malé hodnoty p̂i,

přičemž rozeṕı̌seme-li si součet z (3.7) na jednotlivé sč́ıtance, pak lze poznat,

které tř́ıdy přisṕıvaj́ı k zamı́tnut́ı nulové hypotézy. Pro detekci odlehlých pozo-

rováńı nás však budou zaj́ımat pouze takové tř́ıdy, kde pi ≥ p̂i, i = 1, ..., 2D,

kdy ćılem je z nich určit takové, které nejv́ıce svědč́ı pro alternativńı hypotézu.

Jednou z možnost́ı, jak z těch tř́ıd, kde pi ≥ p̂i, vybrat ty s potenciálńımi od-

lehlými pozorováńımi, je seřadit odpov́ıdaj́ıćı sč́ıtance a vykreslit je pomoćı scree
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diagramu. Za potenciálńı odlehlá pozorováńı označ́ı ta, která odpov́ıdaj́ı tř́ıdám,

resp. sč́ıtanc̊um, která jsou před
”
loktem“ scree diagramu. Nakonec se informace

o odlehlých pozorováńıch obdržená z této druhé fáze spoj́ı s informaćı z fáze prvńı.

V této kapitole byly představeny dva zp̊usoby detekce odlehlých hodnot v kom-

pozičńıch datech se strukturńımi nulami. Oba jsou založeny na výpočtu Mahala-

nobisových vzdálenost́ı, přičemž prvńı algoritmus jako výchoźı bod použ́ıvá jedno-

duché nahrazeńı strukturńıch nul, zat́ımco druhý algoritmus přistupuje k detekci

odlehlých pozorováńı poněkud komplexněji. Nejprve detekuje odlehlá pozorováńı

vzhledem k nenulovým podkompozićım a následně provede to stejné vzhledem ke

struktuře nul.
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4 Praktická část

V této části bude s využit́ım statistického softwaru R ilustrováno použit́ı dř́ıve

představených metod na konkrétńıch datech. Prvńı př́ıklad takto ukáže použit́ı

metod pro nuly vzniklé zaokrouhleńım na reálných kompozičńıch datech, kde

se nulové hodnoty přirozeně vyskytuj́ı, nav́ıc bude použit clr-biplot pro zobra-

zeńı dat po nahrazeńı nul. V druhém př́ıkladu bude využito reálných dat bez

nul, kam budou nuly imputovány simulačně a následně bude posuzována kvalita

nahrazeńı vzhledem k p̊uvodńım dat̊um. Pro třet́ı př́ıklad źıskáme data vyge-

nerováńım hodnot z mnohorozměrného normálńıho rozděleńı, kam imputujeme

nuly simulačně, a opět nás bude zaj́ımat kvalita nahrazeńı vzhledem k p̊uvodńım

dat̊um. Na závěr této části bude ilustrováno použit́ı prvńı fáze dvoustupňového

algoritmu pro práci se strukturńımi nulami. Nejprve si ale definujme pojmy, které

v následuj́ıćıch př́ıkladech budou použity.

Clr-biplot, nebo také kompozičńı biplot, je založen na singulárńım rozkladu

datové matice X, která je nejprve vyjádřena v clr souřadnićıch a centrována,

čerpáno z [3], [13]. Tuto výchoźı matici pro konstrukci clr-biplotu označme Z,

přičemž má stejně rozměry jako p̊uvodńı datová matice X, tj. n×D. Uvažujme

jej́ı singulárńı rozklad Z = LKM′, kde L je matice vlastńıch vektor̊u matice ZZ′,

M je matice vlastńıch vektor̊u matice Z′Z, dále matice K = diag(
√
λ1, ...,

√
λs),

kde λ1, ..., λs jsou sestupně seřazená kladná vlastńı č́ısla matice ZZ′ a s je hodnost

matice Z. Dále ve smyslu výše uvedeného singulárńıho rozkladu aproximujeme

matici Z pomoćı matic hodnosti 2 následovně,

Z ≈ Y = (l1, l2)

(√
λ1 0
0
√
λ1

)(
m′1
m′2

)
.

Pro c ∈ 〈0, 1〉 označme

G = (l1, l2)

(√
λ1 0
0
√
λ1

)1−c

, H = (m1,m2)

(√
λ1 0
0
√
λ1

)c
,

přičemž matice G má rozměry n×2, a H má rozměry D×2 a plat́ı Y = GH′. Zde

už se dostáváme ke konstrukci clr-biplotu, kdy polož́ıme c = 1, a využijeme řádky
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matice G pro zobrazeńı jednotlivých pozorováńı a řádky matice H k zobrazeńı

proměnných.

Při grafické interpretaci clr-biplotu budeme využ́ıvat následuj́ıćıch poznatk̊u.

V clr-biplotu jsou vykresleny body na pozićıch gi, i = 1, ..., n, přičemž každý

př́ısluš́ı právě jednomu z n pozorováńı, a lze z nich identifikovat potenciálńı od-

lehlá pozorováńı. Dále jsou vykresleny tzv. paprsky (šipky), kdy každý př́ısluš́ı

právě jedné proměnné, a vedou od počátku O k určitému vrcholu hj, j = 1, ..., D.

Dále pak uvažujeme spojnice vrchol̊u paprsk̊u hj a hk. Paprsky Ohj a spojnice

hjhk poskytuj́ı informaci o relativńı variabilitě v kompozičńıch datech, kterou lze

vyjádřit jako

|Ohj|2 ≈ var

(
ln

xj
g(x)

)
, |hjhk|2 ≈ var

(
ln
xj
xk

)
,

kde g(x) je definováno ve vztahu (1.9). Nicméně, interpretace paprsku vzhledem

ke konkrétńı proměnné neńı jednoduchá, protože je vztažena ke všem složkám

kompozice skrze g(x). Spojnice nav́ıc poskytuj́ı informaci o korelaci mezi pod-

kompozicemi, tj. pokud se spojnice hjhk a hihl prot́ınaj́ı v bodě M , pak plat́ı

cos(hjMhi) ≈ cor

(
ln
xj
xk
, ln

xi
xl

)
.

Pokud jsou tedy některé dvě spojnice na sebe kolmé, můžeme očekávat nulovou

hodnotu korelace mezi př́ıslušnými logaritmy pod́ılu složek, čehož lze následně

využ́ıt při zkoumáńı podkompozic pro př́ıpadnou nezávislost. Dále č́ım je spoj-

nice mezi paprsky kratš́ı, t́ım je mezi př́ıslušnými složkami kompozice silněǰśı

proporcionalita. Grafická interpretace bude později podrobněji ilustrována na

konkrétńım př́ıkladu.

Dále budou zapotřeb́ı charakteristiky, které umožňuj́ı posouzeńı kvality na-

hrazeńı nul vzhledem k p̊uvodńım dat̊um. Relativńı rozd́ıl variančńıch matic
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(z angl. relative difference in covariance matrix, RDCM) je definovaný jako

RDCM =
‖S− S∗‖F
‖S‖F

=

√
D−1∑
i=1

D−1∑
j=1

(sij − s∗ij)2√
D−1∑
i=1

D−1∑
j=1

s2ij

, (4.1)

kde matice S je výběrová variančńı matice p̊uvodńı datové matice X vyjádřené

v ilr souřadnićıch, a S∗ je výběrová variančńı matice dat po nahrazeńı imputo-

vaných nul X∗ vyjádřené v ilr souřadnićıch. RDCM posuzuje vliv imputace na

variančńı strukturu dat a optimálně nabývá nulové hodnoty, čerpáno z [7].

Dále využijeme pro posouzeńı narušeńı variančńı struktury kompozičńı chybo-

vou odchylku (z angl. compositional error deviation, CED), která je dána vztahem

CED =

1

nM

∑
k∈M

da(xk,x
∗
k)

max
xi,xj∈X

da(xi,xj)
, (4.2)

kde nM je počet takových pozorováńı xk, které obsahuj́ı alespoň jednu nulu

vzniklou zaokrouhleńım a M je množina index̊u, které určuj́ı tato pozorováńı.

V čitateli se objevuje pr̊uměrná Aitchisonova vzdálenost mezi p̊uvodńımi po-

zorováńımi a pozorováńımi po nahrazeńı nul, přičemž se berou v úvahu pouze

taková, která obsahuj́ı alespoň jednu nulu. Jmenovatel pak zaručuje zamezeńı

možného nežádoućıho efektu zp̊usobeného variabilitou dat.

4.1 LPdata

Data obsahuj́ı informace ze stratigrafického výzkumu oblasti Cerro Pelado

ve Venezuele, konkrétně údaje o složeńı 96 vzork̊u hornin, které byly odebrány

z tzv. úseku La Paloma. Na každém vzorku horniny bylo měřeno zastoupeńı 15ti

prvk̊u v jednotkách mikrogram na gram, v́ıce k výzkumu k dispozici v [8]. Je-

likož předpokládáme jistou omezenou citlivost měř́ıćıch př́ıstroj̊u, bude k nulám

v datech přistupováno jako k nulám vzniklým zaokrouhleńım; data jsou k dispo-
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zici v knihovně softwaru R zCompositions pod názvem LPdata. Vybraná část

datového souboru X pak vypadá následovně:

> LPdata[c(1:3,91:93),]

Cr B P V Cu Ti Ni Y Sr La Ce Ba Li K Rb

1 33.3 23 393 47 5.3 3715 9.1 24 38 9 180 48 76 16617 53

2 64.7 35 978 83 9.1 4215 19.8 21 93 19 259 93 95 16527 64

3 30.4 23 433 42 3.8 3305 16.6 22 59 14 240 75 80 12209 53

91 11.2 14 105 35 0.0 884 0.0 3 5 0 37 10 224 30511 167

92 4.2 4 39 21 0.0 2005 0.0 12 33 10 139 45 86 20106 83

93 22.1 11 186 59 6.4 2525 15.5 10 38 7 197 74 236 33909 195

Za detekčńı limit bude považována nejmenš́ı nenulová hodnota dané proměnné,

tj. vektor detekčńıch limit̊u pro jednotlivé proměnné je:

> DL

Cr B P V Cu Ti Ni Y Sr La Ce Ba Li K Rb

3.6 3.0 37.0 9.0 2.0 549.0 6.3 3.0 5.0 1.0 18.0 10.0 22.0 159.0 15.0

Nyńı budou použity algoritmy z kapitol 2.1 a 2.2 pro nahrazeńı nul. Výstupem

funkce, která provede neparametrické nahrazeńı nul, je datová matice s imputo-

vanými nulami, kterou dále budeme značit X∗N . Funkce multRepl vyžaduje zadáńı

vektoru detekčńıch limit̊u, označeńı hodnot, které maj́ı být nahrazeny, a určeńı

proporce detekčńıho limitu, která bude použita pro nahrazováńı. Konkrétně pak

nahrazeńı bude provedeno př́ıkazem

XN <- multRepl(X,label=0,DL,delta=2/3)

a zobraźıme-li si stejnou část dat, pak lze vidět nahrazené nuly.

> round(XN[c(1:3,91:93),],2)

Cr B P V Cu Ti Ni Y Sr La Ce Ba Li K Rb

1 33.3 23 393 47 5.30 3715 9.1 24 38 9.00 180 48 76 16617 53

2 64.7 35 978 83 9.10 4215 19.8 21 93 19.00 259 93 95 16527 64

3 30.4 23 433 42 3.80 3305 16.6 22 59 14.00 240 75 80 12209 53

91 11.2 14 105 35 1.33 884 4.2 3 5 0.67 37 10 224 30511 167

92 4.2 4 39 21 1.33 2005 4.2 12 33 10.00 139 45 86 20106 83

93 22.1 11 186 59 6.40 2525 15.5 10 38 7.00 197 74 236 33909 195
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Dle očekáváńı byly nuly, které náležely téže proměnné nahrazeny stejnou hodno-

tou, která je pod detekčńım limitem. Tato imputace vyplývá z principu nepara-

metrického nahrazeńı, tj. ze vztahu (2.1).

Dále využijeme funkćı impRZalr a impRZilr, kterými aplikujeme EM algo-

ritmus vycházej́ıćı z př́ıslušného vyjádřeńı datové matice v souřadnićıch. Funkce

impRZalr vyžaduje určeńı proměnné bez nul, která umožńı prvotńı vyjádřeńı

v alr souřadnićıch, dále opět vektor detekčńıch limit̊u a nav́ıc upřesněńı typu re-

grese, kde je možné zvolit i robustńı variantu. U funkce impRZilr jsou parametry

obdobné.

> fitA <- impRZalr(X, pos=3,dl=DL[c(1:2,4:length(DL))],method="lm")

> fitI <- impRZilr(as.matrix(X),dl=DL,method="lm")

Ve výstupu obou funkćı najdeme počet potřebných iteraćı, indexy nahrazovaných

hodnot a samozřejmě požadované matice s imputovanými hodnotami, které po

řadě označme X∗A, X∗I .

> XA = fitA$xImp

> XI = fitI$x

Oproti funkci pro ilr-EM algoritmus obdrž́ıme pomoćı funkce impRZalr ma-

tici, jej́ıž složky jsou upraveny na jednotkový součet, a je proto vhodná daľśı

úprava matice X∗A. Původně nenulové hodnoty budou přenásobeny př́ıslušným

řádkovým součtem výchoźı datové matice X. Původně nulové hodnoty je třeba

nav́ıc vydělit odpov́ıdaj́ıćım řádkovým součtem matice X∗A, kdy součet je pro-

veden jen z p̊uvodně nenulových složek daného pozorováńı. V softwaru lze pak

tento přepočet učinit následovně:

> kappa=rowSums(X)

> XA1=matrix(,nrow=nrow(XA),ncol=ncol(XA))

> for (i in 1:nrow(XA)){

+ for (j in 1:ncol(XA)){

+ if(X[i,j]!=0){

+ XA1[i,j]=kappa[i]*XA[i,j]}

+ else{
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+ indexy=which(X[i,]!=0)

+ XA1[i,j]=XA[i,j]*kappa[i]/sum(XA[i,indexy])}}}

> XA=XA1

Celkově tedy dostaneme upravenou matici X∗A:

> round(XA[c(1:3,91:93),],2)

Cr B P V Cu Ti Ni Y Sr La Ce Ba Li K Rb

1 33.3 23 393 47 5.30 3715 9.10 24 38 9.00 180 48 76 16617 53

2 64.7 35 978 83 9.10 4215 19.80 21 93 19.00 259 93 95 16527 64

3 30.4 23 433 42 3.80 3305 16.60 22 59 14.00 240 75 80 12209 53

91 11.2 14 105 35 1.40 884 2.98 3 5 0.89 37 10 224 30506 167

92 4.2 4 39 21 1.06 2005 3.10 12 33 10.00 139 45 86 20102 83

93 22.1 11 186 59 6.40 2525 15.50 10 38 7.00 197 74 236 33909 195

přičemž je zobrazena stejná část dat jako v předešlých př́ıpadech. Z funkce pro

ilr-EM algoritmus dostaneme jako př́ımý výstup matici X∗I , která nevyžaduje

žádné daľśı úpravy.

> round(XI[c(1:3,91:93),],2)

Cr B P V Cu Ti Ni Y Sr La Ce Ba Li K Rb

1 33.3 23 393 47 5.30 3715 9.10 24 38 9.0 180 48 76 16617 53

2 64.7 35 978 83 9.10 4215 19.80 21 93 19.0 259 93 95 16527 64

3 30.4 23 433 42 3.80 3305 16.60 22 59 14.0 240 75 80 12209 53

91 11.2 14 105 35 1.45 884 3.29 3 5 0.9 37 10 224 30511 167

92 4.2 4 39 21 1.11 2005 3.24 12 33 10.0 139 45 86 20106 83

93 22.1 11 186 59 6.40 2525 15.50 10 38 7.0 197 74 236 33909 195

Na tomto mı́stě nemá smysl porovnávat matice X∗N , X∗A a X∗I ani posuzovat

kvalitu nahrazeńı pomoćı vztah̊u (4.1), (4.2). Bude nás zde ale zaj́ımat clr-biplot,

pomoćı kterého se pod́ıváme na strukturu pozorováńı a proměnných a na polohu

pozorováńı s nulami oproti těm bez nul. Grafy 4.1 a 4.2, zobrazuj́ı clr-biplot

vycházej́ıćı po řadě z matice X∗N a X∗I , tj. z matice s nahrazenými nulami pomoćı

neparametrického nahrazeńı a ilr-EM algoritmu s klasickou regreśı.
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Graf 4.1: Clr-biplot matice X∗N

Graf 4.2: Clr-biplot matice X∗I

V grafu 4.1 lze vidět, že délka paprsku pro drasĺık (K) převyšuje délky ostatńıch

proměnných, tedy lze se domńıvat, že tato proměnná, resp. odpov́ıdaj́ıćı clr
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souřadnice, nejv́ıce ovlivňuje datový soubor. Velké hodnoty této proměnné pak

znač́ı dominanci drasĺıku v̊uči pr̊uměrné složce kompozice. Naopak nejkratš́ı délky

paprsk̊u př́ısluš́ı proměnným (prvk̊um) Ti, B a C. Lze si dále vš́ımat, které pa-

prsky maj́ı podobnou orientaci v rámci clr-biplotu. V tomto smyslu je zřetelná

skupina sestávaj́ıćı z prvk̊u La, Ba a Ce nebo skupina z prvk̊u Ti, Y a Sr. Pod-

statu v této podobné orientaci lze hledat skrze vlastnosti jednotlivých prvk̊u,

např. prvky La (lanthan) a Ce (cer) patř́ı do skupiny lanthanoid̊u, nebo Ti (ti-

tan), Y (yttrium) a Sr (stroncium) patř́ı mezi kovy s podobnými vlastnostmi ve

smyslu počtu elektron̊u ve valenčńı vrstvě nebo protonového č́ısla.

V úvodu kapitoly byla pak při popisu konstrukce clr-biplotu zmı́něna souvis-

lost mezi kosinem úhlu dvou spojnic vrchol̊u a korelaćı mezi logaritmy pod́ılu

odpov́ıdaj́ıćıch složek kompozice. Např. představ́ıme-li si spojnici mezi vrcholem

paprsku odpov́ıdaj́ıćı proměnné K a proměnné Ni, bude tato spojnice téměř kolmá

na spojnici vrchol̊u paprsk̊u odpov́ıdaj́ıćı proměnným Cu a Y.

Graf 4.2 je oproti grafu 4.1 opačně orientován a paprsek př́ıslušný proměnné K

dominuje svoji délkou o něco méně, nicméně podobnost v orientaci proměnných

z̊ustává zachována. Oba grafy dále naznačuj́ı, že některá pozorováńı s nulami

(plný kroužek), jsou zřetelně na okraji od ostatńıch pozorováńı. Při takovém

výsledku lze pak uvažovat o možných odlehlých pozorováńıch, popř. zvážit použit́ı

robustńıch metod. Nav́ıc lze při porovnáńı clr-biplot̊u vidět větš́ı variabilitu vy-

kreslených bod̊u v grafu 4.2, což je zp̊usobeno povahou metody neparametrického

nahrazeńı, která podceňuje variabilitu kompozičńıch dat.

4.2 Chorizon

Data byla źıskána v rámci geochemického mapováńı p̊udy na poloostrově Kola

v letech 1992 až 1998. Bylo odebráno přes 600 vzork̊u ze čtyřech r̊uzných vrstev

p̊udy, přičemž tato data obsahuj́ı údaje o složeńı vzork̊u z vrstvy C-horizon. Pro

analýzu bude dále vybráno deset hlavńıch prvk̊u, celá data jsou pak k dispozici

v knihovně softwaru R mvoutlier pod názvem chorizon. Datovou matici s vy-

branými proměnnými dále budeme značit X. Prvńıch pár řádk̊u matice vypadá
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následovně:

> X[1:5,]

Al Ca Fe K Mg Mn Na P Si Ti

1 10200 2280 15000 1300 4560 170.0 140 324 140 949

2 3540 1720 8530 600 1560 59.3 140 428 110 351

3 16100 2240 18200 3000 5780 102.0 300 631 180 1270

4 12000 3300 10500 1400 4170 102.0 510 359 190 716

5 9850 1120 20900 2800 3280 146.0 40 580 110 754

V tomto př́ıpadě se jedná o data bez nul, které budou imputovány simulačně.

Celkem budou vytvořeny čtyři scénáře se stoupaj́ıćım počtem nul. Pro každou

z proměnných Mn, Na, P, Si a Ti urč́ıme 0,1-kvantil, 0,35-kvantil, 0,5-kvantil

a 0,65-kvantil, přičemž hodnoty pod př́ıslušným kvantilem budou změněny na

nulové, ostatńı proměnné z̊ustanou bez nul. Pro každý scénář použijeme nepa-

rametrické nahrazeńı a ilr-EM algoritmus s klasickou regreśı a následně kvalitu

nahrazeńı porovnáme pomoćı RDCM a CED.

Z prvńıho scénáře, který využ́ıvá 0,1-kvantilu vybraných proměnných, dosta-

neme data obsahuj́ıćı necelých 5 % nul. Vektor 0,1-kvantil̊u źıskáme jednoduše:

> kvantil1=sapply(X,quantile,0.1)

> names(kvantil1)=colnames(X)

> kvantil1

Al Ca Fe K Mg Mn Na P Si Ti

4895.0 735.0 7620.0 500.0 1770.0 68.85 60.0 189.0 100.0 382.5

Dále provedeme imputaci nul, tj. ve vybraných proměnných budou hodnoty, které

jsou menš́ı než př́ıslušný 0,1-kvantil, nahrazeny nulou, takto obdrženou matici

označ́ıme X1.

> X1=X

> for(i in 1:606){

+ for(j in 6:10){

+ if (X1[i,j]<kvantil1[j]) {

+ X1[i,j]=0} else {X1[i,j]=X1[i,j]}}}

V prvńıch pár řádćıch matice X1 pak lze vidět imputované nuly.
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> X1[1:5,]

Al Ca Fe K Mg Mn Na P Si Ti

1 10200 2280 15000 1300 4560 170 140 324 140 949

2 3540 1720 8530 600 1560 0 140 428 110 0

3 16100 2240 18200 3000 5780 102 300 631 180 1270

4 12000 3300 10500 1400 4170 102 510 359 190 716

5 9850 1120 20900 2800 3280 146 0 580 110 754

Ještě zvoĺıme vektor detekčńıch limit̊u,

> DL1=c(sapply(X1[,1:5],min),kvantil1[6:10])

> DL1

Al Ca Fe K Mg Mn Na P Si Ti

1840.0 110.0 3310.0 100.0 370.0 68.85 60.0 189.0 100.0 382.5

tzn. pro prvńıch pět proměnných uvažujeme nejmenš́ı hodnotu, kterou daná

proměnná nabývá, pro druhých pět proměnných př́ıslušný 0,1-kvantil.

Nyńı už použijeme známé funkce a dostaneme se k matićım s nahrazenými nu-

lami, přičemž označme X∗1N matici obdrženou prostřednictv́ım neparametrického

nahrazeńı a X∗1I matici, kterou jsme dostali z ilr-EM algoritmu s klasickou regreśı.

> X1N <- multRepl(X1,label=0,DL1,delta=2/3)

> fit1I <- impRZilr(as.matrix(X1),dl=DL1,method="lm")

> X1I=fit1I$x

Daľśı scénáře budou vytvořeny zcela analogicky. Opět imputujeme nuly do druhé

pětice proměnných a prvńıch pět necháváme bez nul. Uvažujeme po řadě

0,35-kvantil, 0,5-kvantil a 0,65-kvantil, d́ıky kterým dostaneme data se 17 %, 25 %

a 32 % nul, na které opět použijeme neparametrické nahrazeńı a ilr-EM algorit-

mus s klasickou regreśı. Dostaneme tak pro každý ze čtyř scénář̊u dvě matice

s imputovanými nulami.

Nyńı využijeme vztah̊u (4.1) a (4.2) a porovnáme použité algoritmy. Pro

určeńı hodnoty charakteristiky RDCM uvažujeme vždy p̊uvodńı datovou matici

bez nul X a společně s ńı do vzorce postupně vstupuj́ı matice, které v jednot-

livých scénář́ıch vznikly jako výstupy algoritmů nahrazeńı, tj. matice X∗kN a X∗kI ,

k = 1, 2, 3, 4. Celkem tak dostaneme pro každý scénář dvě hodnoty RDCM, které
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mezi sebou porovnáme a menš́ı hodnota této charakteristiky bude znamenat větš́ı

kvalitu nahrazeńı, resp. menš́ı narušeńı variančńı struktury. Funkce RDCM neńı

v softwaru R zabudovaná, a tak si ji lze naprogramovat třeba t́ımto zp̊usobem:

> RDCM <- function(X,Y)

+ {norm(var(X)-var(Y),type="F")/norm(var(X),type="F")}

Je nutné ještě připomenout, že variančńı matice se určuj́ı z matic, které jsou

vyjádřeny v ilr souřadnićıch, tzn. jako vstupy do funkce RDCM je nutné použ́ıt

datové matice vyjádřené v ilr souřadnićıch.

Naprogramováńı funkce CED nejprve vyžaduje výpočet jmenovatele, který je

sám o sobě početně náročný, viz vztah (4.2). Naštěst́ı je tato hodnota stále stejná,

nebot’ pro všechny scénáře hledáme maximálńı hodnotu Aitchisonovy vzdálenosti

mezi pozorováńımi p̊uvodńı matice X. Pro uvažovanou datovou matici X plat́ı

max
xi,xj∈X

da(xi,xj) = 8,925 012,

a hodnotu dále využijeme pro vlastńı definováńı funkce CED.

> CED <- function(X,Xk,XkN){

+ nM=nrow(X)-sum(0<apply(Xk,1,prod))

+ index=sort(unique(row(Xk)[which(Xk==0)]))

+ s=0

+ for (i in index){

+ a=aDist(X[i,],XkN[i,])

+ s=s+a}

+ ((1/nM)*s)/maxd}

Na vstupu funkce CED je potřeba zadat po řadě p̊uvodńı matici bez nul, matici

s nulami a matici s nahrazenými nulami. Než budou uvedeny konkrétńı výsledky

pro všechny čtyři scénáře, je nutné dodat, že naprogramované funkce RDCM

a CED jsou výhradně pro potřebu tohoto př́ıkladu, resp. aby funkce fungovaly

pro všechny možné jiné př́ıklady, pak by bylo potřeba komplexněǰśıho kódu, který

by zahrnoval potenciálńı chybová hlášeńı apod.
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Konečně se dostáváme k porovnáńı charakteristik RDCM a CED pro jednot-

livé scénáře a algoritmy nahrazeńı, které poskytuje tabulka 1 a graf 4.3.

nep. nahrazeńı klasický ilr-EM

scénář RDCM CED RDCM CED

X1 0,092 0,035 0,118 0,033
X2 0,172 0,042 0,217 0,041
X3 0,238 0,049 0,253 0,050
X4 0,360 0,063 0,266 0,060

Tabulka 1: RDCM a CED pro jednotlivé scénáře

Graf 4.3: porovnáńı RDCM (vlevo) a CED (vpravo)

Co se týče charakteristiky RDCM, pak lze u neparametrického nahrazeńı vidět

rychleǰśı nár̊ust než u klasického ilr-EM algoritmu. Neparametrické nahrazeńı

při menš́ım počtu nul poskytlo lepš́ı nahrazeńı, resp. menš́ı narušeńı variančńı

struktury. Na druhou stranu se zvětšuj́ıćım se pod́ılem nul hodnota RDCM pro

klasický ilr-EM algoritmus roste výrazně pomaleji, což lze vidět na grafu 4.3

(vlevo). Charakteristika CED pro oba algoritmy s přibývaj́ıćımi nulami roste

poměrně stejně, viz graf 4.3 (vpravo). Zároveň hodnoty CED pro neparametrické

nahrazeńı a klasický ilr-EM algoritmus se lǐśı v rámci scénáře velmi málo. Avšak

ve třech ze čtyř scénář̊u je dle CED o trochu lepš́ı klasický ilr-EM algoritmus.
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4.3 Simulačńı studie

V tomto př́ıkladu se zaměř́ıme na porovnáńı klasického a robustńıho ilr-EM al-

goritmu. Data tentokrát źıskáme tak, že pomoćı funkce mvrnorm z knihovny MASS

vygenerujeme hodnoty z mnohorozměrného normálńıho rozděleńı s následuj́ıćı

středńı hodnotou a variančńı matićı

µ = (0, 0, 0, 0, 0)′ , Σ =


1

1 0,2
1

0,2 1
1

 .

Vygenerujeme celkem 500 pozorováńı a dostaneme tak matici s rozměry 500× 5.

Tato matice bude představovat datovou matici vyjádřenou v ilr souřadnićıch, kte-

rou pomoćı funkce ilrInv z knihovny compositions převedeme zpět na simplex,

a dostaneme tak matici s rozměry 500× 6 představuj́ıćı kompozičńı datový sou-

bor X. Výše popsaný postup źıskáńı dat provedeme v softwaru R následuj́ıćım

zp̊usobem:

> Xilr=mvrnorm(500,mu,sigma)

> X=ilrInv(datailr)

Dále budeme postupovat analogicky jako v předešlém př́ıkladu a nuly do dat

imputujeme simulačně. Nyńı vytvoř́ıme pět scénář̊u, přičemž pro každý vznikne

jedna datová matice s nulami, kterou označme Xk, k = 1, ..., 5. V každém scénáři

pro prvńı tři proměnné nalezneme odpov́ıdaj́ıćı kvantil a hodnoty pod př́ıslušným

kvantilem budou změněny na nulové, do druhé trojice proměnných nuly impu-

továny nebudou. Charakteristiky jednotlivých scénář̊u jsou uvedeny v tabulce 2.

scénář kvantil pod́ıl nul (%)

X1 0,1 5
X2 0,2 10
X3 0,3 15
X4 0,4 20
X5 0,5 25

Tabulka 2: Charakteristika vytvořených scénář̊u
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Na všechny datové matice s nulami nyńı použijeme klasický i robustńı ilr-EM

algoritmus. Protože je zavedeńı vektor̊u detekčńıch limit̊u analogické předešlému

př́ıkladu, bude zde ukázáno pouze použit́ı robustńıho ilr-EM algoritmu, který

dosud nebyl demonstrován.

fitR <- impRZilr(as.matrix(X1),dl=DL1,method="MM")

Př́ıkazem jsme provedli nahrazeńı nul v prvńım scénáři, kde ve funkci impRZilr

je potřeba nastavit odpov́ıdaj́ıćı parametr pro použit́ı robustńı regrese.

Postupně opět źıskáme pro každý scénář dvě matice s nahrazenými nulami

a přistouṕıme k porovnáńı kvality nahrazeńı pomoćı charakteristik RDCM a CED,

viz tabulka 3 a graf 4.4.

klasický ilr-EM robustńı ilr-EM

scénář RDCM CED RDCM CED

X1 0,0379 0,0417 0,0376 0,0417
X2 0,0608 0,0493 0,0585 0,0494
X3 0,1163 0,0571 0,1092 0,0573
X4 0,1465 0,0639 0,1306 0,0643
X5 0,2410 0,0724 0,1949 0,0726

Tabulka 3: RDCM a CED pro jednotlivé scénáře

Graf 4.4: porovnáńı RDCM (vlevo) a CED (vpravo)
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Z grafu 4.4 (vlevo) je patrné, že robustńı ilr-EM algoritmus dle charakteristiky

RDCM poskytuje lepš́ı kvalitu nahrazeńı, resp. méně narušuje variančńı strukturu

dat. Nav́ıc s přibývaj́ıćım pod́ılem nul v datech se rozd́ıl mezi algoritmy zvětšuje.

Oproti tomu charakteristika CED vykreslená v grafu 4.4 (vpravo) nenaznačuje

výrazný rozd́ıl mezi robustńım a klasickým ilr-EM algoritmem.

Rozd́ıl ve kvalitě nahrazeńı by se měl v́ıce projevit, pokud máme data obsa-

huj́ıćı odlehlá pozorováńı. U takového datového souboru lze očekávat, že robustńı

ilr-EM algoritmus poskytne lepš́ı nahrazeńı než klasický. Proto nyńı do datového

souboru odlehlá pozorováńı přidáme, resp. budeme postupně zvyšovat jejich počet

v jednotlivých scénář́ıch, přičemž celkový počet pozorováńı, tj. n = 500, z̊ustane

zachován. Do dat postupně přidáme 10, 20, 30, 40 a 50 odlehlých pozorováńı,

která budou vygenerována z mnohorozměrného normálńıho rozděleńı se středńı

hodnotou µ = (0, 4, 0, 0, 0)′ a se stejnou variančńı matićı, která př́ısluš́ı datové

sadě v ilr souřadnićıch. Dostaneme tak celkem pět nových datových sad s r̊uzným

počtem odlehlých hodnot, přičemž pro každou datovou sadu se při tvorbě scénář̊u,

tj. při imputaci nul, ř́ıd́ıme tabulkou 2.

Grafy 4.5 a 4.6 poskytuj́ı porovnáńı charakteristiky RDCM pro klasický a ro-

bustńı ilr-EM algoritmus.

Graf 4.5: RDCM pro data s 10 (vlevo) a 20 (vpravo) odlehlými hodnotami
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Graf 4.6: RDCM pro data s 30 (nahoře vlevo), 40 (nahoře vpravo), 50 (dole)
odlehlými hodnotami

Každý graf př́ısluš́ı analýze právě jedné datové sady s určitým počtem odlehlých

pozorováńı, ve které byl postupně zvyšován pod́ıl nul. Z graf̊u 4.5 a 4.6 vyplývá,

že robustńı ilr-EM algoritmus poskytuje podle charakteristiky RDCM lepš́ı na-

hrazeńı. Ve všech scénář́ıch byla hodnota RDCM pro robustńı verzi algoritmu

menš́ı než pro algoritmus s klasickou regreśı.

Nyńı ukážeme srovnáńı algoritmů dle CED pouze pro data s 10 a 50 odlehlými

hodnotami, protože pro ostatńı datové sady dostáváme velmi podobná porovnáńı
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algoritmů, viz graf 4.7.

Graf 4.7: CED pro data s 10 (vlevo) a 50 (vpravo) odlehlými hodnotami

Podle charakteristiky CED hodnot́ıme jako lepš́ı klasický ilr-EM algoritmus,

i když rozd́ıly jsou mnohem menš́ı než u charakteristiky RDCM, a nav́ıc se

nezvětšuj́ı se zvyšuj́ıćım se pod́ılem nul. Charakteristiky RDCM a CED nejsou sa-

mozřejmě srovnatelné, nebot’ každá se d́ıvá na kvalitu nahrazeńı jinak, viz vztahy

(4.1) a (4.2).

Závěrem lze tedy ř́ıci, že pokud bychom se ř́ıdili hlavně charakteristikou

RDCM, která posuzuje vliv imputace na variančńı strukturu dat, pak bychom

vždy volili robustńı ilr-EM algoritmus, i když pro malý pod́ıl nul v datech a pro

malý počet odlehlých pozorováńı poskytuje klasický ilr-EM algoritmus srovna-

telně kvalitńı nahrazeńı nul.

4.4 SHIW data

Data pocháźı z výzkumu, který byl proveden italskou bankou Banca d’Italia,

a obsahuje informace o př́ıjmech domácnost́ı v eurech z roku 2008, data jsou

k dispozici v [17]. V jednotlivých domácnostech byla zjǐst’ována např. výše mzdy,

d̊uchod̊u, popř. výše stipendíı, výživného, př́ıjmů z nemovitost́ı apod. Vzhledem

k četnému výskytu nul byly proměnné sloučeny celkem do čtyř proměnných.
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Prvńı proměnná YL obsahuje souhrnné informace o výši mezd, daľśı proměnná

YT udává výši d̊uchod̊u, proměnná YM pak obsahuje údaje o př́ıjmech osob

samostatně výdělečně činných a proměnná YC popisuje př́ıjmy z nemovitost́ı

a jiných majetk̊u. Dále z dat vylouč́ıme ty řádky, které obsahuj́ı záporná pozo-

rováńı, a řádky s v́ıce než dvěma nulami. Dostaneme se tak celkem na 7247 po-

zorováńı. Datová sada pak obsahuje daľśı proměnné, např. pohlav́ı respondenta,

úroveň vzděláńı apod. Prozat́ım si v datech necháme kv̊uli identifikaci pouze

proměnnou s č́ıslem dotazńıku (nquest), která nám respondenta jednoznačně

určuje, a pomoćı které pak později dohledáme detailněǰśı informace. Prvńıch pár

řádk̊u dat po úpravě vypadá následovně:

> head(data)

nquest YL YT YM YC

1 173 0 26000 0 8207.001

2 375 0 4860 0 7200.000

3 465 49500 0 0 10708.841

4 629 14500 17550 0 6261.051

5 632 16000 17550 0 16883.153

6 633 0 13260 0 5917.403

Když se zamysĺıme nad významem nul v datech, pak např. nuly v prvńı a třet́ı

proměnné naznačuj́ı, že se nejedná o člověka v produktivńım věku, ale o člověka

pob́ıraj́ıćı d̊uchod. Naopak nula v druhé a třet́ı proměnné napov́ıdá o člověku,

který pracuje jako zaměstnanec, ale neńı osobou samostatně výdělečně činnou.

V prvńım kroku veškeré nuly v datech považujeme za chyběj́ıćı hodnoty a po-

moćı funkce impCoda z baĺıčku robCompositions provedeme jejich nahrazeńı,

přičemž prvńı proměnnou vynecháváme, nebot’ ta slouž́ı pouze pro identifikaci

pozorováńı.

> X=data[,c(2:5)]

> X[X==0] <- NA

> fitNA <- impCoda(X,closed=TRUE)

> Ximp=fitNA$xImp

Dostaneme matici Ximp s imputovanými hodnotami, kterou nyńı můžeme vyjádřit
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v ilr souřadnićıch, takovou matici označ́ıme Z. Následně vypočteme robustńı od-

hady polohy a variability t a C pomoćı metody MCD.

> rob <- covMcd(Z)

> t=rob$center

> C=rob$cov

Dále budeme potřebovat matici V, která je definovaná v (3.5). V softwaru ji

sestav́ıme následuj́ıćım zp̊usobem,

> V=matrix(,nrow=D,ncol=(D-1))

> for(j in 1:(D-1)){

+ V[,j]=sqrt((D-j)/(D-j+1))*c(rep(0,j-1),1,rep(-1/(D-j),D-j))}

kde D je počet proměnných, v tomto př́ıpadě D = 4.

Výše definované objekty budou dále výchoźımi pro výpočet charakteristik,

které budou př́ıslušet už konkrétńımu pozorováńı. Pro využit́ı informace od-

pov́ıdaj́ıćı nenulovým složkám pozorováńı je potřeba nejprve sestavit vhodnou

permutaci dané kompozice. Dle kapitoly 3.1.2 ji vytvoř́ıme tak, že strukturńı

nuly budou přesunuty na začátek a ostatńı složky budou zařazeny za ně bez

změny pořad́ı. K tomu je nutné si zadefinovat vlastńı funkci.

> PresunNul<-function(x){

+ xp=rep(1,length(x))

+ index=which(x==0)

+ if(length(index)==0){xp=x}else{

+ xp[1:length(index)]=x[index]

+ xp=unlist(xp)}

+

+ index=which(xp!=0)

+ index2=which(x!=0)

+ xp[index]=x[index2]

+ if(class(xp)=="list")

+ {xp=unlist(xp)

+ xp}else{xp}}
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Samotný algoritmus pak postupně využ́ıvá vztah̊u z kapitoly 3.1.2 a výstupem

bude vektor s hodnotami Mahalanobisových vzdálenost́ı pro každé pozorováńı,

které budou vypočteny podle (3.6). Algoritmus odpov́ıdaj́ıćı prvńı fázi dvou-

stupňového algoritmu pro detekci odlehlých hodnot pro data se strukturńımi

nulami lze tedy sestavit t́ımto zp̊usobem:

> MD=rep(0,n)

> kvantily=rep(0,n)

> for(i in 1:n){

+ x=data[i,c(2:5)]

+ z=Z[i,]

+ xv=PresunNul(x)

+ xiv=c(which(x==0),which(x!=0))

+ P=as(as.integer(xiv), "pMatrix")

+ Vv=P%*%V

+ Q=t(V)%*%Vv

+ zv=t(Q)%*%z

+ tv=t(Q)%*%t

+ Cv=t(Q)%*%C%*%Q

+ K=length(which(x!=0))

+ iz=c((D-K+1):length(zv))

+ it=c((D-K+1):length(tv))

+ ic1=c((D-K+1):nrow(Cv))

+ ic2=c((D-K+1):ncol(Cv))

+ MD[i]=sqrt(t(zv[iz]-tv[it])%*%solve(Cv[ic1,ic2])%*%(zv[iz]-tv[it]))

+ kvantily[i]=qchisq(0.975,K-1)}

Vektor MD obsahuje celkem 7247 hodnot, přičemž každá odpov́ıdá jednomu po-

zorováńı. Zároveň byl zavedený vektor s odpov́ıdaj́ıćımi kvantily χ2 rozděleńı,

protože stupně volnosti jsou závislé na počtu nenulových složek v daném pozo-

rováńı. Pozorováńı pak označ́ıme za odlehlé, jestliže plat́ı MD2
i > χ2

K(i)−1,0,975.

V tomto př́ıpadě nám algoritmus označil jako odlehlé hodnoty přibližně 23 %

pozorováńı.

Otázkou nyńı je, jak výsledky interpretovat. Jedńım z možných náhled̊u,

je zkoumat označená odlehlá pozorováńı vzhledem k některé jiné proměnné.
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Konkrétně zkuśıme využ́ıt proměnnou, která popisuje dosažené vzděláńı respon-

denta, a pod́ıváme se, jak jsou na tom jednotlivé skupiny co se týče odlehlých

pozorováńı. Je nutné si uvědomit, že proměnná koresponduje se vzdělávaćım

systémem Itálie, který ve zkratce poṕı̌seme, čerpáno z [18]. Tzv. primárńı školu

navštěvuj́ı děti celkem pět let do svých 11-ti let, následuje prvńı stupeň středńı

školy, kam děti docházej́ı do svých 13-ti let. Následně se skládá státńı zkouška,

která je nutná pro postup do druhého stupně středńı školy, kde si žáci voĺı bud’

gymnázium nebo obdobu odborných škol a učilǐst’. Dále se skládá obdoba ma-

turity, která je podmı́nkou pro postup k univerzitńımu vzděláńı. Vysokoškolské

vzděláńı je pak analogické s ČR.

Hodnoty uvažované proměnné maj́ı tedy následuj́ıćı interpretaci: 1 – žádné

vzděláńı, 2 – primárńı vzděláńı, 3 – 1. stupeň SŠ, 4 – 2. stupeň SŠ s odborným

zaměřeńım, 5 – 2. stupeň SŠ – gymnázium, 6 – tř́ıleté VŠ vzděláńı, 7 – pětileté

VŠ vzděláńı, 8 – postgraduálńı studium.

vzděláńı 1 2 3 4 5 6 7 8 celkem

počet pozorováńı 367 1912 2037 483 1748 50 600 50 7247

pod́ıl odlehlých
hodnot (%)

15,8 17,5 29,2 26,5 22,8 28,0 26,5 26 23,5

Tabulka 4: Výskyt odlehlých hodnot ve skupinách dle dosaženého vzděláńı

Z tabulky 4 je patrné, že mezi respondenty bylo nejv́ıce těch, kteř́ı dosáhli 1. stupně

SŠ. V této skupině bylo rovněž procentuálně nejv́ıce odlehlých hodnot. Naopak

poměrně stejně početná skupina respondent̊u s dosaženým primárńım vzděláńım

měla pod́ıl odlehlých hodnot jeden z nejmenš́ıch. Podobně jako v [9] by bylo možné

nahĺıžet na pod́ıl odlehlých hodnot jako na mı́ru jakési konzistence, a tedy ne-

považovat odlehlá pozorováńı výhradně za špatný signál o kvalitě dat. Např́ıklad

větš́ı pod́ıl odlehlých pozorováńı ve skupinách respondent̊u s vyšš́ım dosaženým

vzděláńım by mohl naznačit výrazněǰśı rozd́ıly v př́ıjmech. Naopak menš́ı pod́ıl by

mohl napov́ıdat o větš́ı podobnosti př́ıjmů respondent̊u v rámci skupiny. Početné

množstv́ı odlehlých hodnot ve skupině by dále mohlo být známkou o př́ıtomnosti
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nějaké subpopulace. Podobně bychom dále mohli zkoumat zastoupeńı odlehlých

hodnot vzhledem ke kterékoli jiné proměnné.

Pod́ıvejme se nyńı na dosažené výsledky trochu jinak. Budeme uvažovat po-

stupně zvlášt’ pozorováńı, která maj́ı nulu pouze v prvńı proměnné, zvlášt’ po-

zorováńı s nulou pouze v druhé proměnné atd. Pro každou konfiguraci nul pak

uvažujme pouze ta pozorováńı, která maj́ı zbývaj́ıćı složky nenulové. Tzn. máme-

li pozorováńı, která maj́ı nulu pouze v proměnné YL, pak uvažujeme jen hodnoty

z proměnných YT, YM, YC, a z těchto hodnot vypočteme robustńı Mahalano-

bisovy vzdálenosti. Ćılem je porovnat Mahalanobisovy vzdálenosti, které jsme

dostali s použit́ım imputace pro určeńı odhad̊u středńı hodnoty a variančńı ma-

tice, s Mahalanobisovými vzdálenostmi vypočtenými z jednotlivých podsoubor̊u

dle struktury nul.

Nejprve se pod́ıvejme, kolik pozorováńı bylo označeno za odlehlé hodnoty pro

r̊uzné konfigurace nul, přičemž označeńı pořad́ı proměnné, ve které se nacháźı

nula, respektuje pořad́ı YL, YT, YM, YC.

umı́stěńı nul bez nul 1 2 3 4 1, 2 1, 3 1, 4 2, 3 2, 4 3, 4

počet
pozorováńı

162 252 395 1109 5 344 2971 1 1941 3 64

počet odlehlých
hodnot (imputace)

110 102 259 285 0 79 375 0 464 2 22

počet odlehlých
hodnot (podsoubory)

38 55 82 197 NA 68 479 NA 276 NA 8

Tabulka 5: Srovnáńı počt̊u detekovaných odlehlých pozorováńı

V tabulce 5 lze vidět, že většinou algoritmus zahrnuj́ıćı imputaci strukturńıch

nul detekoval v́ıce odlehlých hodnot. V nejpočetněǰśı skupině respondent̊u s nu-

lovými proměnnými YL a YM, tj. nedostávaj́ıćı př́ıjem ze zaměstnáńı ani jako

osoby samostatně výdělečně činné, však algoritmus odhalil méně odlehlých pozo-

rováńı v porovnáńı s druhým př́ıstupem. Ovšem je nutné si uvědomit, že počty

odlehlých pozorováńı neř́ıkaj́ı, zda oba př́ıstupy detekovaly stejná odlehlá pozo-

rováńı. Pro některé kombinace nulových hodnot bylo nav́ıc př́ılǐs málo pozorováńı
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v př́ıslušných podsouborech na to, aby mohly být Mahalanobisovy vzdálenosti

vypočteny.

V grafu 4.8 jsou porovnány Mahalanobisovy vzdálenosti pro ta pozorováńı,

která maj́ı nulu pouze v jedné proměnné, a to po řadě v prvńı (nahoře vlevo) až

třet́ı (dole). Porovnáńı pro pozorováńı s nulami ve čtvrté proměnné neńı možné

vzhledem k malému počtu pozorováńı. Na x-ové ose jsou vyneseny hodnoty Ma-

halanobisových vzdálenost́ı źıskané algoritmem s imputaćı, na y-ové ose pak ro-

bustńı MD źıskané z podsoubor̊u po eliminaci nulové proměnné.

Graf 4.8: srovnáńı MD pro data s jednou nulovou proměnnou

Z grafu 4.8 je patrné, že v detekci odlehlých hodnot se př́ıstupy př́ılǐs nepo-

dobaj́ı. Lze vidět i rozd́ıly v počtech detekovaných odlehlých pozorováńı, které

jsou uvedeny výše v tabulce 5. Nav́ıc lze vidět, že mnoho hodnot bylo označeno
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jako odlehlé pouze jedńım z př́ıstup̊u. Obdobně si vykresĺıme Mahalanobisovy

vzdálenosti pro pozorováńı s dvěma nulovými proměnnými.

Graf 4.9: srovnáńı MD pro data s dvěma nulovými proměnnými

V grafu 4.9 lze opět vidět, že jsou pozorováńı označena za odlehlá jedńım

nebo druhým př́ıstupem, podstatná většina pozorováńı neńı označena oběma.

Lze tedy konstatovat, že se rozděleńı v rámci jednotlivých podskupin pozorováńı,

určených strukturou nulových složek, lǐśı od celkové distribuce datového souboru,

kterou jsme rekonstruovali s využit́ım imputace nul nenulovými hodnotami. Je

nutné dále připomenout, že hovoř́ıme pouze o prvńı fázi dvoustupňového algo-

ritmu z kapitoly 3.1.2, a tedy detekovaná odlehlá pozorováńı jsou odlehlá pouze

vzhledem k nenulovým pozorováńım. Druhá fáze by se zabývala detekćı vzhledem

ke struktuře nul, ale protože je stále ve fázi vývoje, nebude zde demonstrována.

56



Závěr

Práce se zaměřila na statistickou analýzu kompozičńıch dat s nulami. Ćılem

práce bylo poskytnout ucelený přehled metod a následně tyto metody použ́ıt na

konkrétńıch datech. Na úvod byly uvedeny základńı poznatky o kompozičńıch

datech, na kterých bylo ukázáno, proč jsou nuly pro analýzu kompozičńıch dat

nežádoućı. Dále bylo vysvětleno, že je nav́ıc třeba rozlǐsovat nuly v závislosti na

studovaném problému. Pro každý druh nul pak byly představeny metody a algo-

ritmy, d́ıky kterým je možné s kompozičńımi daty s nulami pracovat. Na závěr

byly postupy demonstrovány na reálných datech pomoćı statistického softwaru R.

Práce se snažila mimo jiné poskytnout též porovnáńı vybraných algoritmů, a to

jak teoreticky prostřednictv́ım d̊ukaz̊u, tak prakticky porovnáńım konkrétńıch

výsledk̊u, které byly obdrženy z reálných dat.

Domńıvám se, že př́ınosem práce je komplexnost zpracováńı vybrané proble-

matiky, která je stále předmětem současného zkoumáńı a je k dispozici převážné

v anglicky psaných vědeckých článćıch. Práce poskytuje jak teoretické poznatky,

tak praktické návody pro samotnou analýzu kompozičńıch dat s nulami. Dále

přibližuje čtenáři praktické použit́ı metod pro nahrazeńı nul v softwaru R, d́ıky

kterému je pak možné pokračovat v daľśı analýze kompozičńıch dat.

Dı́ky tomuto tématu jsem byla obohacena o daľśı př́ıstup k analýze dat. S kom-

pozičńımi daty je možné se setkat poměrně často, už jen d́ıky tomu, že data

vyjadřuj́ıćı procentuálńı zastoupeńı nebo proporce jsou často použ́ıvaná. Nav́ıc

problematika nul je velmi praktický problém, se kterým se v reálných situaćıch

setkáváme. Tud́ıž toto téma bylo obohacuj́ıćı nejen co se týče nových teoretických

poznatk̊u, ale rovněž jsem měla možnost se zabývat praktickým problémem.

Samozřejmě veškeré otázky týkaj́ıćı se nul v kompozičńıch datech nejsou

zdaleka zodpovězeny. Jedná se o oblast, která se stále vyv́ıj́ı a je předmětem

současného výzkumu. Zat́ımco metody pro nahrazeńı nul vzniklých zaokrouh-

leńım jsou v podstatě osvědčené a uznávané, tak u metod pro práci se struk-

turńımi nulami se neustále hledaj́ı nové možnosti, jak informaci v nich obsaženou

využ́ıt pro relevantńı statistickou analýzu kompozičńıho datového souboru.
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