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Abstrakt

Predkladana diplomova prace se zabyva problémem stanoveni exponentu singularity napéti u
vrubu. Tuto préci lze rozdélit do dvou casti. Prvni se zabyva teoretickym pozadim, tj.
zakladnimi vztahy mechaniky kontinua a zdkladnimi pojmy lomové mechaniky. Druha ¢ast se
zabyva sestavenim postupu feSeni podle Williamsovy metody a vytvorenim programu na
spocitani exponentu singularity napéti.

Abstract

The presented diploma thesis deals with the problem of determining the stress singularity
exponent of the V-notch. This task can be divided into two parts. The first deals with the
theoretical background, that means the basic relations of mechanics and the basic concepts of
fracture mechanics. The second part deals with the elaboration of the Williams method and the
creation of a program for calculating the stress singularity exponent.

Klic¢ova slova

Lomova mechanika, V-vrub, exponent singularity napéti, Airyho funkce napéti, singularni
koncentrator napéti, Williamsovo feSeni.
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Fracture mechanics, V-notch, stress singularity exponent, Airy stress function, singular stress
concentrator, William’s eigenfunction expansion method.
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1 UVOD

Technické konstrukce obvykle obsahuji mnoho riznych koncentratord napéti, které
vznikaji v t€lese v prub&hu vyroby ¢i béhem provozu konstrukce (soucasti). NejCastéjsimi
koncentratory jsou ostré V-vruby.

Pokud dojde v konstrukci k lomu tak zpravidla vzdy iniciaci trhliny v nékterém z téchto
koncentratort a jejim Sifeni az do okamziku lomu. Tento jev je nezadouci a je tfeba mu
predchazet anebo jej alesponi predvidat. Jen tak lze zabranit potencidlnim materialnim
Skodam, nebo dokonce ztratam na zivotech.

Jako piiklad této situace uvadim nehodu letadla Boeing 737-297 znamy jako Aloha Airlines
Flight 243. Béhem letu se zacala v trupu letadla Sifit trhlina iniciovana v dife od nytu
(Obr. 1) v rohu okénka. To vedlo az k odtrzeni ¢asti trupu (Obr. 2) a k nouzovému pfistani

[1].
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Obr. 1. Dira po nytu s vyditelnymi trhlinami

Témito problémy se zabyva lomova mechanika, jedna z nemladsich disciplin mechaniky,
jejiz pocatky sahaji do obdobi druhé svétové valky. Za jejiho zakladatele je povazovan
A. A. Griffith, ktery se zabyval lomovou mechanikou trhlin. Pozdéji doslo k zobecnéni
vztaht na singularni koncentratory napéti, ptiCemz trhlina je specialni pfipad takového
koncentratoru. To umoznilo studovat napéti v okoli jinych koncentratorti napt. vrubu, stejné
jako je tomu u trhlin, kde je pole napéti nejCastéji charakterizovano faktorem intenzity
napéti (téz soucinitel intenzity napéti). Jedna se o tzv. koncepci soucinitele napéti, nebo-li
K-koncepci [2].

Singularnim koncentratorem napéti obecné rozumime geometrickou nebo materidlovou
nespojitost, kolem niz ma napéti vzhledem ke vzdalenosti od koncentratoru singularni
charakter. Mira singularity je vyjadiena podle tzv. exponentu singularity napéti p. Obecné
p nabyva hodnot z intervalu (0, 1). Trhlina je specialni ptipad koncentratoru, jeji exponent

: . 1 ] , 1 . . , "
singularity p = ~, ostatni koncentratory s p # 5 hazyvame obecné koncentratory napéti,
jedna se napiiklad pravé o vrub.

-16-
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Cil mé prace bude stanovit hodnoty exponentd napéti p pro rizné v-vruby, k tomu jsem
si vybral analytickou metodu znadmou jako Willamsovo feSeni, tj. najit funkci napéti
ve tvaru (27) ktery Williams navrhl.

Obr. 2. Aloha Airlines Flight 243 po pfistani.

-17 -
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2 Problémova situace

Vrub je nedilnou soucasti vétSiny modernich inzenyrskych konstrukci. Z napétového
hlediska vSak predstavuje tvarovou zménu, ktera zpusobuje koncentraci napéti. S tim
je spojeno nebezpeci vzniku trhlin v kofeni vrubu, jejich Sifeni a nasledny lom celého
télesa. Z té€chto davodu je tfeba takovym udalostem predchazet.

2.1 Typ problému

Problém rozlozeni napéti v okoli vrubu je problémem pifimym.

2.2 Formulace problému

Utelem této prace je vytvorit program pro stanoveni exponentu singularity napéti
pro rizné konfigurace V-vrubu.

2.3 Cile prace

Cile, kterych ma byt dosazeno:
e Aplikace teorie lomové mechaniky na nékteré konfigurace trhliny, vrubu.
e Analyticky popis napéti v okoli kofene vrubu

e Vyjadreni exponentt singularity napéti vrubu pro rizné materialové kombinace
a geometrie vrubu

2.4 Systém podstatnych veliCin

S6 - Procesy
a stavy na Q)

|

S7 - Interakce Q
s okolim

|

S8 - dusledky
projevi

Obr. 3. PodmnoZiny systému podstatnych velicin.

-18-
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Podle [3] ma kazdy objekt urcité okoli. Dale ma také urcity tvar a zaujima urcitou polohu.
S okolim m4 urcité vazby, pres které se realizuji interakce, které objekt aktivuji a ovliviiuji.
Aktivace vyvolava na objektu procesy, ty méni jeho stavy. Objekt se do svého okoli urcitym
zpusobem projevuje, coz ma urCité dasledky. Uvedené entity se shrnuji do systému
podstatnych veli¢in SO az SO8 (obr. 3).

S0 — Veliciny popisujici okoli entity:

Okoli vrubu je reprezentovano linedrné pruznym izotropnim materidlem, ktery
je reprezentovan modulem pruznosti v tahu E a Poissonovym ¢islem .

S1 — Geometrie a topologie entity:

Konfigurace vrubu je v nasem piipadé dana veliCinami &<ja 5. Jejich vyznam je patrny
z obr. 9. Poc¢atek souradného systému je ve vrcholu vrubu, ulohu definujeme jako rovinou
a pouzivame polarni soufadny systém (obr. 6). Vychozi topologie se bude pii opakovani
vypoctu menit v rozmezi 0°<ocq +x;< 180°.

S2 — Vazby a interakce entity s okolim:

Entita mize byt vazana k okolnim objektim riznymi vazbami. MiZe se jednat o velké
téleso s myslenymi hranicemi, nebo o vzorek ktery je k okoli vazan kinematickymi vazbami

S3 — Aktivace entity s okolim:

Vrub je obecné aktivovan dvéma zpusoby, bud’ je zatézovan silovou soustavou tzv. mékké
zatézovani nebo je zatézovan vynucenou deformaci tzv. tvrdé zatézovani. Podle sméru
zatézovani existuji tii zakladni mody viz. kapitola 4.

S4 — Ovliviiovani entity s okolim:

Faktor intenzity napéti je nedilnou soucasti lomové mechaniky pro posouzeni télesa
s trhlinou. Je ovlivnén plastickou oblasti na Cele trhliny, kde dochazi k singularité. Dale
je faktor ovliviiovan zptsobem zatézovani. Podle sméru zat€Zovani existuji tii zakladni
mody viz. kapitola 4.

SS — oborové vlastnosti (struktury) entity:

Material okoli vrubu je linearné pruzny izotropni. Reprezentovan je modulem pruznosti
v tahu E a Poissonovym ¢islem p.

S6 — procesy a stavy:

Procesy ve struktuie objektu posuzujeme na trovni mechaniky kontinua. Napéti v okoli
vrubu lze vypocitat ze vztaht v kapitole 3.3.

-19-
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S7 — projevy entity:

Projevy ve vztahu k deformaci: Rozevirani lic vrubu, vznik plastické deformace v koteni
vrubu.

Projevy ve vztahu k napéti: Vznik singularni napjatosti u kofene vrubu.
S8 — Dusledky projevi:

Dusledkem muze byt dosazeni nékterého z meznich stavii: iniciace trhliny v kofeni vrubu,
stabilni §ifeni trhliny, nestabilni Sifeni trhliny...

2.5 Vybér metody reSeni

Na zékladé sestaveného systému podstatnych veliCin je mozné zvolit vice moznosti
jak se postavit k problému zjisténi exponentu singularity napéti pro razné konfigurace
vrubu. Jsou znamé pokrocilé numerické ¢i analyticko-numerické metody feSeni. My
provedeme dnes jiz nepouzivanou analytickou metodu znamou jako Williamsovo feSeni,
nebo také William’s eigenfunction expansion method.

-20-
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3 Nezbytné teoretické pozadi

Linearni elasticka lomova mechanika vychazi z predpokladu linearni a izotropni teorie
pruznosti. Mezi napétim a deformaci se predpoklada linearni zavislost, tj. platnost Hookova
zakona [4].

3.1 Zakladni vztahy mechaniky — trojrozmérny pripad

Zakladni rovnice pruznosti jsou rovnice rovnovahy (1), geometrické rovnice (2), rovnice
kompatibility (3) a fyzikalni rovnice (4) (konstitutivni vztahy).

Nejprve zvolme soufadny systém, pro ktery budou nasledujici vztahy platit. Jedna
se o tzv. Kartézsky souradny systém (obr. 4).

¥y

Obr. 4. Kartézsky systém souradnic.

Silovou rovnovahu vyjadruji Cauchyho rovnice rovnovahy, které maji v ptipadé nulovych
objemovych sil tvar:

00, N 00y N 00,
0x ady 0z

do do do.
yx 2%y 4 ZOyz
0x ady 0z

=0 (1)

=0

00, N 00,y N da,,
0x ady 0z

kde g;; jsou sloZky tenzoru napéti. Vyznam index i, j je patrny z obr. 5 (i oznaCuje osu,

v jejimz sméru dané napéti pasobi a j oznacCuje osu, v jejimz sméru lezi normala roviny,
ve které dané napéti pasobi).

-21-
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Geometrické rovnice vyjadiuji vztahy mezi posuvy télesa a jeho délkovym a Uhlovym
pretvorenim:

Ju 1/0u Jv

Fex T 9x by = 5(@ &)
v 1/0v Jw

Eyy = ay €z = 5(5 E> @
ow 1/,0u ow

b2z =5, fxz—z(a+a)

kde ¢&;; jsou slozky tenzoru pietvoieni a u, v a w jsou posuvy ve sméru os X, y a Z.

Slozky tenzoru deformace musi splfiovat rovnice kompatibility, vyjadfujici spojitost
materidlu deformovaného télesa:

0%y, 0%y ) 0%y 0 d [ 0Oey N 0,y N 0ery\ 0%&xx

dy?2 0x2 0xdy ox\ od0x dy 0z dydz
0%y, N d%e,, ) 0%y, 0 0 (Ogy, Oty N Oexy\ 0%gyy 0

0z2 0y? dydz dy \ 0x oy 0z 0x0z @)
d%e,, N 0%e,, ) 0%, 0 0 (Ogy, N 0e,e  0Oexy\ 0%,

dx2 = 0z2 0z0x dz\ ox 9y 0z dxdy

Rovnice vyjadiujici vztahy mezi slozkami tenzoru napéti a tenzoru pretvofeni se nazyvaji
konstitutivni vztahy. Pro homogenni, izotropni, linearné pruzny material maji tvar:

1 1
Exx = E [axx - ﬂ(o-yy + azz)] Exy = Eo-xy
1 1
Eyy = E [ayy - ﬂ(o-xx + azz)] Eyz = Eo-yz @)
1 1
€27 = E [azz - ﬂ(o-xx + ayy)] Exz = Eo-xz
Kde E je modul pruznosti v tahu, G = T, je modul pruznosti ve smyku a u

je Poissonovo Cislo [4].

-22-
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3.2 Zakladni vztahy mechaniky — dvojrozmérny pripad

trhlina ==

—— T

Obr. 5. Lokalni Kartézsky soufadny systém v kofeni trhliny.

Vztah mezi napétim a deformaci je dan zobecnénym Hookovym zakonem [5]:
V piipadé€ rovinné napjatosti:

E
=71T_ 32 [gxx + ”gyy]

axx 1 _ ﬂz
Oyy =71_ 12 [gyy + ﬂgxx]
5)

- 1+u8xy

-23-



UMTMB Diplomova prace VUT FSI

V piipadé rovinné deformace:

Oxx = (1 + #)(1 — 2#) [( - ﬂ)gxx + ﬂgyy]

E
Oypy = (1—pwe,, + ue
e e L ©
Ozz = ﬂ(o-xx + ayy)
E
Oxy = 2GEy, TF a5
Rovnice rovnovahy:
00y, 00y,
=0
0x ady
(7
0oy, 00y,
=0
0x ady
Geometrické rovnice:
du av
Exx = 5 Eyy = ay
8
1 <6u N 6v> ®
fy = 3 dy  0x

Vzhledem k faktu, Ze v praci se budu zabyvat odvozenim exponentu singularity napéti
pomoci polarnich soufadnic, je nutné predchazejici vztahy uvést i v polarnich soutadnicich.

L)
Tgr
/\ Trr
Tho

T e

T \ / o0

Tre
r \9
trhlina -

Obr. 6. Lokalni polarni souradny systém v kofeni trhliny.
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Vztah mezi napétim a deformaci je dan zobecnénym Hookovym zakonem, v polarnich
soufadnicich je ve tvaru [5]:

V piipadé€ rovinné napjatosti:

E
Opy = 1—u2 [err + HEgp]
E
T00 = 7= pE [eop + per] 9)
Org = 2G&rg = mfre
V piipadé rovinné deformace:
S — (Y VR,
arr - (1 +ﬂ)(1 _ 2#) l’l' grr ﬂgeg
S —[C W V.
0-99 - (1 +ﬂ)(1 _ 2#) l’l' 899 ﬂgrr (10)
Org = 2G&rg = mfre

Rovnice rovnovahy v polarnich soufadnicich:

00,y + l 00,9 Oy — Ogg _

0
or r 00 T
€8y
1 60'99 aO'rg 20}9
- + =0
r 00 or T
Geometrické rovnice v polarnich soutradnicich:
_ Ou, _ur  10ug
Err = 0, %0 = T 90

1 dus (12)

o = 5(? 06 or r

10u, OJduy u9>

-25-
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3.3 Airyho funkce napéti

Sir George Biddell Airy (1801 - 1892) byl anglicky matematik a astronom. V roce 1862
popsal rozlozeni napjatosti v rovinném télese pomoci tzv. Airyho funkce napéti @(x,y).

Vyjadreni slozek tenzoru napéti pomoci Airyho funkce @(x,y) [2]:

02d 0%2d 0%2d 13
axx:a—yz Ty = gx axy:_axay (9

Pokud vyjadifime slozky tenzoru napéti pomoci Airyho funkce @(7,0) v polarnich
souradnicich, budou ve tvaru:

1 020 10 9% 100 100

- 4 - - 4 (14)
9 =12902 " 7 or 966 r2 ro rordd r? 06

Pouzitim té€chto vztahti (13) jsou rovnice rovnovahy (7) automaticky splnény a rovnice
kompatibility budou ve tvaru:

0*d 42 0*d 0*d

=0 15
ox* 0x20y? * oy* (1>)

Jinak symbolicky zapsano:

Vi = V2V2d = 0 (16)

Kde V? je Laplacetiv operator, v kartézskych soufadnicich ma tvar:

e 2y (7
~ 0x2  Qy?2

V polarnich pak nabyva tvaru:

02 10 1 92
V2= i T (18)
or2 + ror + 2002

V# z rovnice (16) je biharmonicky operator. Jakakoliv funkce @ spliiujici rovnici (16)
je biharmonicka funkce.

Jakmile je Airyho funkce znama napéti lze vypocitat z rovnic (13) respektive (14) pro

polarni soufadnice, pretvofeni z rovnic (5) nebo (6), respektive (9) nebo (10) a posuvy
z rovnic (8), respektive (12).

-26-
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4 Zakladni pojmy lomové mechaniky

Lomova mechanika posuzuje napjatost a mezni stavy télesa s trhlinou, nebo s obecnym
koncentratorem napéti, vychazi se z predpokladu, ze studované téleso jiz obsahuje
pocatecni koncentrator napéti, jeho vznikem se nezabyva.

4.1 Mody zatézovani

Trhlina se sklada z horni a dolni lice, spoj téchto lici se nazyva Celo trhliny. Predpokladame,
ze pred deformaci se obé¢ lice nachazi ve stejné roving. Jakmile je téleso s trhlinou zatizené
vné¢jSimi silami zacnou se lice, vzhledem k sobé navzajem, pohybovat a trhlina se zacne
rozevirat. Na napjatost v okoli trhliny ma zptsob rozevirani vliv. G. R Irwin zavedl 3 mody
zat€zovani (obr. 7). Zpisob zatézovani (rozevirani) ma velky vliv zejména pfi posuzovani
trhlin pomoci soucinitele intenzity napéti [2].

(a) (b) (c)

Obr. 7. Médy zatézovani trhliny: a) rozeviraci, b) smykovy, c) stfihovy

Méd I - rozeviraci — zpisobuje rozevirani trhliny, zatizeni ptisobi kolmo na rovinu
trhliny, tj. rovinu xz (obr. 7. a)

Mod ITI — smykovy — zatizeni pisobi ve sméru rovnobézném s rovinou trhliny a zaroven
kolmo na ¢elo trhliny (obr. 7. b)

Mod III - stiihovy — zatiZeni pusobi ve sméru rovnobézném s rovinou trhliny i s ¢elem
trhliny (obr. 7. ¢)
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4.2 Rozdéleni lomové mechaniky

Lomovou mechaniku lze rozdélit podle poctu parametrti které slouzi pro popis napéti
a deformace u kotene trhliny na jednoparametrovou lomovou mechaniky, kde se pouziva
pouze jeden parametr (soucinitel intenzity napéti, J-integral, hnaci sila trhliny). Druha
skupina je pak dvouparametrova lomova mechanika, kde se pro lepsi popis pole napéti
pouzivaji dva parametry. Prvni byva soucinitel intenzity napéti nebo J-integral a druhym
je T-napéti nebo Q-parametr.

Dalsi mozné déleni Lomové mechaniky je na linearné€ elastickou lomovou mechaniku
(LELM) a elasto-plastickou lomovou mechaniku (EPLM). LELM je zalozena
na predpokladu platnosti Hookova zakona mezi slozkami napéti a deformace v télese
a to i u kotene trhliny, tudiz neuvazuje zadnou plastickou zénu v koteni trhliny. Vzhledem
k tomu ze se kofen trhliny uvazuje idealné ostry, vypoctena napéti se blizi k nekonecnu
(obr. 8.).

Ow

Re

Obr. 8. Priibéh napéti u korene trhliny pfi neuvaZzovani plastické zény.

Vysledky z LELM lze tudiz povazovat za vérohodné pouze pfi existenci malé plastické
zony u kotene trhliny. Naopak EPLM uvazuje u kofene trhliny uvazuje plastickou zonu,
popfipadé zplastizovani celého prafezu. V této praci bude dale uvazovat pouze LELM.

LELM lze dale rozdélit na energetickou koncepci a napétovou koncepci. Energeticka
LELM je zalozena na energetické bilanci télesa s trhlinou (hnaci sila trhliny, J-integral,
hustota deformacni energie). Napétova LELM je vytvorena na zakladé napéti a deformace
u kotene trhliny (soucinitel intenzity napéti, koncepce kritického rozevieni COD a CTOD)
[2,6].
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4.3 Koncepce soucinitele intenzity napéti

K-koncepce je nejstarsi metoda pro ureni singularity u kofene trhliny, zalozena byla
Irwinem, ktery vychazel z prace Westergaarda.

Pro vérohodnost vysledkii musi byt splnény predpoklady malé plastické zony u kotene
trhliny a predpoklad linearné pruzného materialu. Za téchto predpokladii mizeme napéti
a posuvy popsat [7]:

Ky
0ij = \/ﬁfijk(g) (19)
u; = M\/%giw’ n) (20)

Kde K je soucinitel intenzity napéti (faktor intenzity napéti) s jednotkou [ MPa~/m |
k=1 II, I1l. Funkce fj a g;(0, p) jsou funkce zavislé na @ (viz. obr. 5) v pfipadé g;(6, u)
ina l.

Vztah (19) ma pii rozepsani do jednotlivych napéti a jednotlivych modua tvar:

Mod I

Opy = 12(7111“ cos (g) [1 — sin (g) sin (%)]
o= Q)+ sn ()sin ()

- (@) G)es (3)
Org = 2nrsm 5)cos|7)cos |

Mod II:

=~ osin ) [2.+ s (3) sin ()
Opy = 27Wsm > sin > sin >
Ogg = Ku sin(g) cosS <€>COS<E>
0= Jamr " \2) ©*\2) “*\2 22

= meos(g) [t sin () os (7))
arg—mcos > sin{)cos |
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Mod IT:
Opp = Ko cos (9)
o6 \2mr 2
(23)
0.9 = Ko sin (9)
T \2mr 2

Pro nekonecné velkou sténu s centralnim trhlinou o délce 2a zatizenou tahem, 1ze vyjadrit
soucinitel intenzity napéti K;:

K; = ovma (24)

V pripadé téles kone¢nych rozmeéru:

K, = ovmayY (%) (25)

kde a je charakteristicky rozmér trhliny, b je charakteristicky rozmér télesa a Y(g)
je tzv. korek¢ni funkce.

4.4 Rozlozeni napéti v okoli obecného singularniho koncentratoru

Jak jiz bylo feCeno v ivodu, trhlina je specialni piipad obecného singularniho koncentratoru
napéti a vztah (19) lze zobecnit pro obecny singularni koncentrator napéti (jako je napf.
vrub) na [2]:

= H,
gij = z\/—r Pkfiik (26)

kde n je pocet singularnich ¢lent, H se nazyva zobecnény faktor intenzity napéti. Hodnota
pPx se nazyva exponent singularity napéti a je zavisly na okrajovych podminkach a
konfiguraci koncentratoru, v nasem piipad¢é na mife rozevieni vrubu. Jak jiz bylo feCeno
vuvodu, p, obecné nabyva hodnot zintervalu (0, 1). Trhlina je specialni ptipad

, - . . 1 ; , 1 .
koncentratoru, jeji exponent singularity p = > » ostatni koncentratory s p # > nazyvame
obecné koncentratory napéti. Za zminku také stoji, ze kvili rozdilnym hodnotam exponentt
singularity maji K [MPa\/Z] a H [ MPa-m?”]jiné jednotky.
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Pfi znalosti hodnot exponentu singularity p lze napsat rovnice pro popis napéti v okoli
vrubu ve tvaru[8]:

Promod I

H,;
O = rPI[(2—p;—p,%)cosp,;0 — q,(2 — 3p; + v;%)cos(2—p,) O
T Nz [(2—p;—p,*)cosp, qi( pr + ) (2—pp0]

H,;
Opp = r=PI[(2—3p,;+p,%)cosp,0 + q;(2 — 3p; + p;%)cos(2—p;)0
00 = o [(2—3p;+p;“)cosp;0 + q;( p1 + pr)cos(2—p;)0] (27)

H,;
Orp = r~Pi[p, (1—p,)sinp,0 + q;(2 — 3p; + p,2)sin(2—p,)o
] Nz [p;(1—p,)sinp, qi( pr + p;°)sin(2—p;)0]

Pro mod II:

Hp;
Opr = r=Pu[—(2—p;; —p;,%2)cosp;,0 + 2 —3p;; +p,2)sin(2—p;;)6
rr N [—2=py—pu*) P qu( Py + pu?)sin(2—p;;)6]

Hy
Ogg = r~Pu[—(2=3p;+p2)cospy0 — q1; (2 — 3py + pu?)sin(2—p;)0
06 N [—( Pr+pi)cospy qn( P + pr”)sin(2—p;)0] (28)

Hp;
P rPI 1—p;;)cosp;; 0 + 2 —3p;; + 1,2 cos(2—p;;)0
) N [P (1—pi1) Pu qu( P+ i) (2—pi0]

Kde pro konstanty q; a q;; plati:

S cos(p;(m — —(xl-;xz)) 29)
cos((2 — pp)(m — 15°2))
sin(py (r — =572)) 0
qu =~ o+,
sin((2 - py) (. — 4°2))

Kde ; +, je mira rozevieni vrubu obr. 9.
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4.5 Williamsovo FeSeni

M.L. Williams navrhl hledat Airyho funkci napéti v okoli Cela ostré trhliny zapsanou
v polarnich soutadnicich (viz. obr. 6) ve tvaru [2,9]:

®(r, 0) = r**1c;sin(A + 1)8 + c,cos(A + 1)8 + c3sin(A — 1)8 + c,cos(A — 1)8]  (31)
pripadné jako soucet vétsSiho poctu téchto Clent (pro rizna A) s tim, ze v bezprostfednim

okoli kofene trhliny (ostrého vrubu) jsou pro §ifeni trhliny (iniciace trhliny) podstatné pouze
ty Cleny, které maji exponent singularity napéti p v intervalu (0,1).

kde ¢4, ¢;, €3 a ¢4 jsou konstanty a @ je thel definovan na obr. 6. Vztah mezi exponentem
singularity napéti p a 4 je:

p=1-—21 (32)

Nalezenim této funkce a urCenim exponentd singularity napéti p se budeme zabyvat
v nasledujici kapitole.
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S Vlastni FeSeni problému

Nejprve dosadime Williamsovu funkei napéti (31) do vztaht pro slozky tenzoru napéti
vyjadiené pomoci Airyho funkce v polarnich soufadnicich (14):
1 02 100 B
o =250z "y or
2 1A [—c; (A + Dsin(A + 1) — c,(A + 1)cos(A + 1)0 — c3(A — 3)sin(A — 1)0 (33)
— c4(A —3)cos(A —1)0]

966 = or2
r*1A(A + D[cysin(A + 1)0 + c,cos(A + 1)0 + c3sin(A — 1)0 (34)
+ c4cos(A — 1)0]
__10% 100 _
o0 = T ra0  r2 a0

r*1A[—=c;(A + Decos(A + 1)0 + c,(A + D sin(A + 1)8 — c3(1 — 1)cos(A — 1)6 (35)
+ c,(A — 1)sin(A — 1)0]

Obr. 9. Geometrie V-vrubu.

Obr. 9 demonstruje geometrii V-vrubu (mira rozevieni je o¢;+&;) a zvoleny souradny
systém (r, @) ktery je shodny s polarnim soufadnym systémem na obr. 6
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5.1 Okrajové podminky

Predpokladejme obé lice V-vrubu nezatizené, coz vede na nasledujici ¢tyii okrajové
podminky:

Okrajové podminky na 1. lici:

Prothel 8 =0, =m— 0gg =0, 0,=0
Okrajové podminky na 2. lici:

Prothel 8 =0, = -1+ «a, 0gg =0, g9g=0
Vyznam @, a a, je patrny z obr. 9.
Tyto okrajové podminky dosadime do vztaha (33) az (35):
1. 0g9(61) =0

A+ Dsin(A + 1)6; + c,A(A + 1)cos(A + 1)6; + c3A(A + 1)sin(A — 1)0,
+ c4A(A+ 1cos(A—1)6, =0

2.0,9(6;) = 0

—c, A+ Dcos(A+ 1)6; + c,A(A+ D)sin(A+ 1)8; — c3A(A — 1)cos(A — 1)0,
+ c4A(A— 1sin(A—1)6, =0

3.069(0;) =0

c;AA + Dsin(A + 1)6, + c,A(A + 1)cos(A+ 1)6, + c3A(A + 1)sin(A — 1)6
1 2 TG 2T C3 2
+ c4A(A+ 1)cos(A—1)8, =0

4.0,9(0,) = 0

—c,A(A+ Dcos(A+ 1)6, + c,A(A + D)sin(A+ 1)6, — c3A(A — 1)cos(1 — 1)6,
+ c4A(A— Dsin(A—1)6, =0
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5.2 Program Williams

Pokud z rovnice (37) az (39) chapeme jako soustavu linearnich rovnic s neznamymi ci, c2,
c3, C4, miZeme je zapsat v maticové symbolice:

Cq 0
(&) 0

[4] 4 = H (40)
Cy 0

AA+ Dsin(A+1)0; AA+ Dcos(A+1)0; AA+ Dsin(A—1)0; A+ Dcos(A— 16,
—A(A+ Dcos(A+1)0; AA+ Dsin(A+1)0; —AA— Dcos(A— 18, AA—Dsin(A—1)04
AA+Dsin(A+ 10, AA+ Dcos(A+1)0, AA+ Dsin(A—16O, A+ Dcos(A—1)0,
—AA+ Dcos(A+ 10, AA+ Dsin(A+ 10, —AA— Dcos(A— 1O, AA— Dsin(A—1)6,

kde matice [A] je:

Vektor pravych stran soustavy rovnic je nulovy. Pokud ma existovat nenulové feSeni
alespon pro jeden z kofenu c1, ¢2, €3, ¢4, musi byt levostranna matice soustavy singularni
(tzn. jeji determinant je roven nule).

Pro kazdou zadanou geometrii V-vrubu se (o<, ;) se hleda takové A (v literatuie téz
oznacCované jako vlastni Cislo) z intervalu (0,1), aby se determinant matice soustavy (dale
zna¢ime D(\)) pfiblizil k nule. K nalezenému A se hleda pfislusny vektor (cq, ¢, €3, C4).
Pro prehlednost vysledkt je vhodné vlastni vektor normalizovat a ptifadit mu jednu ze

znaménkovych alternativ. V nasem piipadé jsme pozadovali /c;2 + ¢2, + ¢23 +c2, =1
a zaroven cq+ Cy+ c3+ ¢4 = 0.

Pti teSeni nebyly pouzity profesionalni podprogramy. Vznikl vlastni program s nazvem
Williams v jazyku C, ktery je odevzdan elektronicky spolecné s diplomovou praci
(zdrojovy kod je navic v ptiloze A). Determinant byl feSen Gaussovou triangulaci. Ukézalo
se, ze s ohledem na nekteré citlivé kombinace A, ¢;, X, bylo potieba pouzit optimalizaci
pfesnosti pomoci prohazovani radkd (v kazdém z eliminacnich krokt byl hledan pivot
s maximalni absolutni hodnotou).

Pro zptestiovani hodnot A, ve smyslu hledani nulové hodnoty D(A), byla pouzita metoda
puleni intervalu. Diive se vSak vytiskne prabéh funkce D(A) pro kazdou ze zadanych dvojic
x4, X5, aby se metode puleni intervalu napovédéla oblast, kde funkce méni znaménko (toto
je vidét ve vystupu programu, v pfiloze se jedna o soubor Williams\Debug\Williams.outI)
viz. grafy 1 a 2.
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Graf 1. Prabéh funkce D(A) pro ocy +oc; = 140°

Na Grafu 1 je vidét prabéh funkce D(A) pro ocq +¢;= 140°. V tabulce vysledkd (tab. 1)
vidime ze pro uhel rozevieni o&;+oc;= 140° vychazi jen jeden exponen singularity
pr = 0,302835. Po aplikaci (32) zjisime Ze vlastni Cislo A je priblizné rovno 0,7 coz je
v grafu patrné

1.50E+00
°

1.00E+00 ° °
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0.00E+00 (/ ® °
ol4 A 0.6 0.7 0.8 ° 0.9 1 1.1
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Graf 2. Prubéh funkce D(A) pro «¢; +o, = 80°

Obdobné Graf 2 pro o;+oc;= 80°. V tabulce vysledkt (tab. 1) vidime Ze pro thel
rozevieni o;+o,=80° vychazeji dv€ hodnoty exponentu singularity napéti
pr = 0,469604 a p;; = 0,156560. Po aplikaci (32) zjistime Ze A; a A;; se piiblizné rovnaji
0,53 a 0,84 coz je opét mozné vidét v grafu.

V ptipadech, kdy kotfen rovnice D(A) = 0 je jednoduchy, ma pfislusny vlastni vektor jen
jeden stupen volnosti. Staci tedy volit jedinou z neznamych c;, ¢,, c3, ¢, a ostatni ze
soustavy rovnic dopocitat. V naSem piipadé bylo nejpohodinéjsi zvolit ¢, = 1. Ostatni

-36-



UMTMB Diplomova prace VUT FSI

neznamé se dopocetly klasickym Gaussovym zpétnym chodem. Tento zptsob fungoval,
ac prekvapive, 1 v téch piipadech, kdy v pfesném feSeni ma byt vysledek c4 = 0. Diky
omezené piesnosti vypoctu vlastniho ¢isla A, zadna ze zbylych neznamych c,, c,, c3 nevysla
neomezené velka (nedoslo k pfeplnéni) a po normalizaci vlastniho vektoru se c4 pfiblizilo
k nule.

V piipadé dvojnasobného vlastniho ¢isla A (vychazi napiiklad pro o¢; +o¢,= 0, A=p=0,5)
je nalezeni dvojice vlastnich vektort naro¢néjsi. Tento problém nebyl feSen. Namisto toho
bylo zvoleno jen pfiblizeni ke zminénému stavu o¢; +o¢,= 0,2°.

5.3 Vysledky

Tab. 1. obsahuje vysledky Willimse z Williams\Debug\Williams.out1, konkrétn¢ vysledné
exponenty singularity napéti p; a py; pro jednotlivé hodnoty ahl o¢;a o<, a k nim pfislusné
vlastni vektory. Graf 3 ukazuje zavislost p; a pj; na ¢qa <y,

X4 | X 141 Cq ) C3 Cq Pu Cq ) C3 Cq
ol O

0.1]0.1| 0.500000| 0| 0.316229| 0| 0.948683) 0.499444| -0.70711| 0| 0.707108] O

0.3]0.3| 0.500000| 0| 0.316236| O] 0.948681) 0.498328| -0.70710| O| 0.707117] O
1] 1| 0.500000( O| 0.316314( 0| 0.948654] 0.494382| -0.70700| O 0.707216| O

2.5(2.5] 0.499993| 0| 0.316765| 0| 0.948504]) 0.485721| -0.70641| 0| 0.707799] O
51 5| 0.499947| 0| 0.318359| 0| 0.947970] 0.470645| -0.70425| O] 0.709950( O
10| 10| 0.499574( 0| 0.324643| 0| 0.945837] 0.437993| -0.69491| O 0.719097| O
15| 15| 0.498547( 0| 0.334975| 0| 0.942227] 0.401808| -0.67754| 0| 0.735487| O
20| 20| 0.496510| O] 0.349307| O] 0.937008] 0.361818| -0.64991| 0| 0.760011| O
25| 25| 0.493067| 0] 0.367608| O] 0.929981] 0.317705| -0.60883| 0| 0.793299| O
30| 30| 0.487779| 0] 0.389810| O] 0.920895] 0.269099| -0.54991| 0| 0.835224]| 0
35| 35| 0.480146| 0| 0.415745| O] 0.909481] 0.215559| -0.46763| 0| 0.883923| O
40| 40| 0.469604| O| 0.445077( 0| 0.895492] 0.156560| -0.35645| O 0.934314| O
451 45| 0.455516| O| 0.477240( 0| 0.878773] 0.091471| -0.21386| O 0.976865| O
50| 50| 0.437161| 0] 0.511402| O] 0.859341] 0.019525| -0.04532| 0| 0.998972| 0
55| 55| 0.413721| 0| 0.546470| 0| 0.837479

60| 60| 0.384269| 0| 0.581150| O] 0.813796

65| 65| 0.347730| 0| 0.614057| 0| 0.789262

70| 70| 0.302835| 0| 0.643829| 0| 0.765170

75| 75| 0.248025| 0| 0.669217| 0| 0.743067

80| 80| 0.181304| 0| 0.689076| 0| 0.724689

85| 85| 0.099956| 0| 0.702226| 0] 0.711954

90| 90 0| 0 0.707107] Of 0.707107

Tab. 1. Vysledky z programu Williams.
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Graf 3 zavislosti p; a p;; na x;a «,.

V druhém vypoctu Williams\Debug\Williams.out2 byly hodnoty o;a o, zvoleny tak,
ze spodni lice vrubu ma vzdy nulovy uhel «, a vrube se rozevira pouze zvétSovanim ;.
Rozevieni vrubu byla zvolena stejnd, jako v pfedchozim piipade¢.

Zvolena o¢;a &y:

;= 0.0°,0.2°,0.6° 2.0°, 5.0° 10.0°,20.0°,30.0°, ... ... 180°

o, = 0.0°,0.0°,0.0°0.0°, ... ... 0.0°

Neni prekvapujici, ze v Casti zobrazujici prubéh funkci D(A) pro rizné zadané dvojice

x4, &, je vysledek totozny s predchozim pfipadem. Volba jiného pocatku thlové
soufadnice by neméla mit na exponent singularity vliv.
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5.4 Porovnani vysledki

Vysledky prvniho vypoctu byli porovnany s tabulkou &.1 (obr. 11) diplomové prace K.
Stegnerové [8], ta je citovana z prace Z. Knésla [10], ta se nam bohuzel nepodarila dohledat.

e [7] Pr qr P qu
0 0,500 0,333 0,500 1,000
5 0,500 0,336 0471 0.992
10 0,500 0,343 0438 0.966
15 0,499 0,356 0,402 0921
20 0,497 0373 0,362 0,855
25 0,493 0,395 0318 0,767
30 0,458 0423 0,269 0,658
35 0,450 0457 0216 0,529
40 0470 0,497 0.157 0,382
15 0456 0,543 0.191 0219
50 0437 0.595 0,020 0.045
55 0414 0,653 0,000 0,000
a0 0,354 0,714
65 0,348 0,778
70 0,303 0,841
75 0.248 0,901
80 0,151 0,951
85 0,100 0,986
% 0,000 1,000

Obr. 11. tabulka &.1 z prace K. Stegnerové [].

Hodnoty q; a q; pro nas nejsou zajimavé, pii porovnani py a pyy je ziejmé ze se s [8] pfi
zaokrouhleni na stejny pocet mist shoduje naprosto piesné, az na jednu hodnotu p;; pro
tihel oc= 45° (K. Stegnerova kotuje uhel rozevieni vrubu 2 -oc, tudiz tento fadek odpovida
nasemu fadku pro o¢;= 45° oc,= 45°) ktera vysla 0,191 a nam 0,091. Ze se jedna o
pieklep je jasné ve chvili, kdy dosadime za p;; nasi hodnotu 0,091 do vztahu, ze kterého
byla vypocitana hodnota q; (30). Vysledna hodnota q;; bude 0,219, coz je stejna hodnota
jakou ma K. Stegnerovéa uvedenou na obr. 11.
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Dalsi rozdil s K. Stegnerovou je Ze jsme z vysledkd vypustili (kromé fadku oc; +oc,=
0)itadek oc;+oc,= 2 - 55° ve sloupci p;; . Podle nasich rozborti je maximalni hodnota
pro druhé vlastni ¢islo (pn respektive An) jesté veérohodna pii o«;+o¢;= 2 - 51,4°
(alespori podle feSeni které jsme provedli), takze zatim-co vysledky pro exponent
singularity p; pisobi daveéryhodné v celém intervalu 0°<o¢; +¢,< 180°, tak vysledky
exponentu singularity p;; pro thel o¢; +;> 2 - 51,4° jsou méné presveédcCive.
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6 Zavér

Hlavnim cilem prace bylo vyjadieni exponenta singularity napéti p pro rizné konfigurace
vrubu. Po nastudovani potiebné literatury byly shrnuty zékladni vztahy mechaniky
kontinua v¢etné Airyho funkce napéti. Nasledné byla vénovana kapitola zakladim lomové
mechaniky.

Po uvedeni této nezbytné teorie byl vypracovan algoritmus feSeni exponentu singularity
napéti podle né byl nasledné vytvoren program Williams (ktery byl odevzdan elektronicky
spole¢né s diplomovou praci) na vypocet vlastnich hodnot A a tim padem i p pro razné
rozevieny V-vrub, nutné vztahy byli odvozeny pro piipad zakoétovani vrubu pomoci
X4 a Xy (viz. Obr. 9) aby bylo mozné vysetfit 1 pfipady, kdy vrub nebude otevieny na obé
strany symetricky podle osy x. Tato komplikace se nakonec ukéazala byti zbyte¢nou, nebot’
v takovém piipadé zZe je vrub otevieny nesymetricky ho pouhym nato¢enim soufadného
systému opét ucinime symetrickym.

Bylo spocitano nekolik piipadi konfigurace vrubu (symetricky oteviené vruby vychazely
stejné jako nesymetrické, samozieymé pouze pokud byl thel rozevieni vrubu stejny) a
vysledky byly porovnany s vysledky, které ve své praci uvadi K. Stegnerova [8] a navic
byly pro kazdou vlastni hodnotu A ur€eny i vlastni vektory.

Zavérem lze fici ze mnoho studentt pfede mnou se zabyvalo urCenim exponentu singularity
napéti pro vrub, ale vétSinou pouzivali pokrocilé numerické i analyticko-numerické
metody. Oproti tomu nami pouzitd Williamsova metoda pochézi z roku 1957, ale i presto
jsme dospéli k dobrym vysledkim.

-41 -



UMTMB Diplomova prace VUT FSI

7

(1]

(2]

(3]

(4]

(5]

[6]

(7]

(8]

[9]

[9]

Seznam pouZité literatury

WANHILL, R.J.H. Milestone Case Histories in Aircraft Structural
Integrity.Comprehensive Structural Integrity [online]. Elsevier, 2003, 2003, s. 61-72
[cit. 2018-03-20]. DOI: 10.1016/B0-08-043749-4/01002-8. ISBN 9780080437491.

JIN, Z.-H. Fracture mechanics. Waltham, MA: Academic Press, c2012. ISBN 978-0-
12-385001-0.

JANICEK, Piemysl. Systémové pojeti vybranych oborii pro techniky: hleddni
souvislosti : ucebni texty. Brno: Akademické nakladatelstvi CERM, 2007. ISBN 978-
80-7204-554-9.

JANICEK, Piemysl. Mechanika téles: pruznost a pevnost I. Brno: Akademické
nakladatelstvi CERM, 2004. ISBN 80-214-2592-X.

Nahlik, L.: Sireni timavovych trhlin v okoli rozhrani dvou elastickych materidli.
Disertacni prace VUT v Brné¢, 2002.

BROBERG, K. B. Crack and fracture. Academic Press, 1999, London. 753 s ISBN
0-12-134130-5

Irwin, G. R.: Analysis of stresses and strains Nera the end of crack traversing a plate,
Journal of applied mechanics, Vol. 24, p. 361-364, 1957.

STEGNEROVA, K. dplikace zobecnéné linedrné elastické lomové mechaniky na
odhad pocdtku Sirent trhliny z ostrého V-vrubu. Brno: Vysoké uceni technické v Brng,

Fakulta strojniho inzenyrstvi, 2013. 61 s.Vedouci diplomové prace doc. Ing. Lubos
Nahlik, Ph.D.

Williams, M.L. On the Stress Distribution at the Base of a Stationary Crack. Journal of
Applied Mechanics, Vol. 24, pp. 109-114, 1957.

Williams, M.L. On the Stress Distribution at the Base of a Stationary Crack. Journal of
Applied Mechanics, Vol. 24, pp. 109-114, 1957.

[10] Knésl, Z.: The application of the strain energy density concept to the determinativ

of a crack propagation direction initiated at a sharp notch tip. Acta Technica CSAV,
38, p. 221 — 234, 1993.

-42 -



UMTMB

Diplomova prace VUT FSI

8 Seznam pouzitych zkratek a symboli

A

COD
CTOD
D(V)
EPLM
LELM
E E;

G, Gi
H, H;
K, K;

Y (a/b)
a

C1, €2, C3, C4
fi(0), £ij(0)
8i (0)
P, b, pit
r, 0

u, uj
xX),2

V2
P(x,y)

0(1, OCZ

O',O'ij

matice

kritérium rozevteni trhliny

kritérium otevieni ve vrcholu trhliny
determinant matice A
elasto-plasticka lomovamechanika
linearné elasticka lomova mechanika
modul pruznosti v tahu

modul pruznosti ve smyku
zobecnény soucinitel intenzity napéti
soucinitel intenzity napéti

korek¢ni funkce

délka trhliny

koeficienty, vlastni vektor

znama funkce polohového thlu 6
znama fukce polohového uhlu 0
exponent singularity napéti

polarni soufadnice

slozky vektoru posunu

kartézké soutadnice

Laplacetv operator

Airyho funkce napéti

uhel rozevieni V-vrubu

slozky tenzoru pretvoteni

vlastni hodnota exponentu singularity
Poissonovo Cislo

normélové napéti
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9 Piilohy

Priloha A — Zdrojovy kod programu Williams
// Williams.cpp : Defines the entry point for the console application.

//

#include "stdafx.h"
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#include <math.h>

FILE *in, *out;

char s[256];

void tt(char* text) {

1

printf(text);

fprintf(out, text);

void te(char* text) {

1

tt(text);
tt( lV\n ") ;

exit(0);
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int Tisk = 0;

int TiskOld = 0;

double Mat[16];  // matice koeficientu u soustavy 4 rovnic pro ctyri nezname
cl,c2,c3,c4 resp A,B,C,D

double ABCDI[4]; // vektor pro vlastni tvar
double alfal, alfa2; // alfal nahoru, alfa2 dolu poloroviny opacne k poloprimce {i=0

double Pi = 3.1415926535897932;

[EEE/

double Alfal[23] = { 0.0, 0.1, 0.3, 1.0, 2.5, 5.0, 10.0, 15.0, 20.0, 25.0, 30.0, 35.0, 40.0,
45.0, 50.0, 55.0, 60.0, 65.0, 70.0, 75.0, 80.0, 85.0, 90.0 };

double Alfa2[23] = { 0.0, 0.1, 0.3, 1.0, 2.5, 5.0, 10.0, 15.0, 20.0, 25.0, 30.0, 35.0, 40.0,
45.0, 50.0, 55.0, 60.0, 65.0, 70.0, 75.0, 80.0, 85.0, 90.0 };

[EEE/

[HEE

double Alfal[23] = { 0.0, 0.2, 0.6, 2.0, 5.0, 10.0, 20.0, 30.0, 40.0, 50.0, 60.0, 70.0, 80.0,
90.0, 100.0, 110.0, 120.0, 130.0, 140.0, 150.0, 160.0, 170.0, 180.0 };

double Alfa2[23] = { 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0,
0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0 };

kKK )

[HEE

double Alfal[23] = { 1.0, 1.2, 1.6, 3.0, 6.0, 11.0, 21.0, 31.0, 41.0, 51.0, 61.0, 71.0, 81.0,
91.0, 101.0, 111.0, 121.0, 131.0, 141.0, 151.0, 161.0, 171.0, 181.0 };

double Alfa2[23]={ -1.0,-1.0, -1.0, -1.0, -1.0, -1.0, -1.0, -1.0, -1.0, -1.0, -1.0, -1.0, -1.0, -
10,-1.0,-1.0,-1.0,-1.0, -1.0, -1.0, -1.0, -1.0, -1.0 };

kKK )
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[HEE

double Alfal[23] = { -30.0, -29.8, -29.4, -28.0, -25.0, -20.0, -10.0, 0.0, 10.0, 20.0, 30.0,
40.0, 50.0, 60.0, 70.0, 80.0, 90.0, 100.0, 110.0, 120.0, 130.0, 140.0, 150.0 };

double Alfa2[23] = { 30.0, 30.0, 30.0, 30.0, 30.0, 30.0, 30.0, 30.0, 30.0, 30.0, 30.0, 30.0,
30.0, 30.0, 30.0, 30.0, 30.0, 30.0, 30.0, 30.0, 30.0, 30.0, 30.0 };

kKK )

double PII[23] = { 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.49, 0.49,
0.49, 0.49, 0.49, 0.49, 0.49, 0.49, 0.49, 0.49 };

double PIp[23] = { 0.49999, 0.4998, 0.499, 0.497, 0.493, 0.484, 0.465, 0.45, 0.42, 0.40,
0.36, 0.35, 0.30, 0.25,0.20, 0.16, 0.13, 0.11, 0.10, 0.08, 0.06, 0.04, 0.00 };

double PIII[23] = { 0.49999, 0.4998, 0.499, 0.497, 0.493, 0.484, 0.465, 0.45, 0.42, 0.40,
0.36, 0.35, 0.30, 0.25,0.20, 0.16, 0.13, 0.11, 0.10, 0.08, 0.06, 0.04, 0.02 };

double PIIp[23] = { 0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.0, 0.0, 0.0,
0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0 };

void TiskMat (void) {

1

int i;

for (i=0;1i< 16; i++) {
if (i % 4 ==0)
tt("\n");
sprintf(s, " %8.4f", Mat[i]); tt(s);
}
tt("\n\n");
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void GetMat(double lambda) { // obsadi matici Mat vstupy: alfal, alfa2, lambda (lambda
hledanym vlast.cislem)

1

double SinP1, SinM1, CosP1, CosM1; // sin((lambda+1)*fi), sin((lambda-1)*fi),
cos((lambda+1)*fi), cos((lambda-1)*fi)

double fi, pom;

fi = (180.0 - alfal) * Pi/ 180.0;

SinP1 = sin((lambda + 1.0)*fi);
SinM1 = sin((lambda - 1.0)*fi);
CosP1 = cos((lambda + 1.0)*fi);

CosM1 = cos((lambda - 1.0)*fi);

pom = lambda*(lambda + 1.0); // rovnice pro S(fi,fi) horni okrajovou podminku
Mat[0] = pom*SinP1;
Mat[1] = pom*CosP1;
Mat[2] = pom*SinM1;

Mat[3] = pom*CosM1;

pom = lambda*(lambda + 1.0); // rovnice pro S(r,fi) horni okrajovou podminku
Mat[4] = -pom*CosP1;

Mat[5] = pom*SinP1;

pom = lambda*(lambda - 1.0);

Mat[6] = -pom*CosM1;

Mat[7] = pom*SinM1;

fi = (-180.0 + alfa2) * Pi/ 180.0;
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SinP1 = sin((lambda + 1.0)*fi);
SinM1 = sin((lambda - 1.0)*fi);
CosP1 = cos((lambda + 1.0)*fi);

CosM1 = cos((lambda - 1.0)*fi);

pom = lambda*(lambda + 1.0); // rovnice pro S(fi,fi) horni okraj podminku
Mat[8] = pom*SinP1;

Mat[9] = pom*CosP1;

Mat[10] = pom*SinM1;

Mat[11] = pom*CosM1;

pom = lambda*(lambda + 1.0); // rovnice pro S(r,fi) horni okraj podminku
Mat[12] = -pom*CosP1;

Mat[13] = pom*SinP1;

pom = lambda*(lambda - 1.0);

Mat[14] = -pom*CosM1;

Mat[15] = pom*SinM1;

if (Tisk) {

sprintf(s, "\n\nMatice pro lambda=%38.5f alfal=%35.1f alfa2=%5.1f\n",
lambda, alfal, alfa2); tt(s);

TiskMat();

[HEE

double DetMat(int n) { // dava determinant matice Mat[n*n]), matici nici
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inti,j, k, 1, nn;

double Det, Pivot, pom;

nn = n*n;
Det =1.0;
for 1=0;1<n;i++) { // pocitadlo radku pivota
j=1%(n+1); /l index pivota
Pivot = Mat[j];
Det *= Pivot;
for (k=j+n;k <nn; k+=n) {
pom = Mat[k] / Pivot;
for 1=0;1<n-i; I++) {

Mat[k + 1] -= pom*Mat[j + 1];

}
}
}
if (Tisk) {
sprintf(s, "Determinant matice: D=%e\n\n", Det); tt(s);
}
return Det;
}
>i<>i<>i</

double DetMat(int n) { // dava determinant matice Mat[n*n]), matici nici, zpresneni
prehazovanim radku

1

int1i, j, k, 1, m, nn;
double Det, Pivot, MaxPiv, pom;
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nn = n*n;
Det =1.0;

for 1=0;1<n;i++) { // pocitadlo radku pivota

j=1*n+1); // index pivota
MaxPiv = 0.0;
m=j;

for (k=j; k <nn; k +=n) { // hledani max(abs(pod Pivotem))
if (fabs(Mat[k]) > MaxPiv) {
MaxPiv = fabs(Mat[k]);

m=Xk;

}
if (m !=j) { // pripadne prohazovani radku

Det = -Det;
for(1=0;1<n-1;1++) {

pom = Mat[j + 1];

Mat[j + 1] = Mat[m + 1];

Mat[m + 1] = pom;

}

Pivot = Mat[j];

Det *= Pivot;

for (k=j+n;k <nn; k+=n) {
pom = Mat[k] / Pivot;
for(1=0;1<n-i;1++) {

Mat[k + 1] -= pom*Mat[j + 1];
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}
}
}
if (Tisk) {
sprintf(s, "Determinant matice: D=%e\n\n", Det); tt(s);
}
return Det;

double GetDet(double lambda) { // vytvari matici a dava jiji determinant

1

GetMat(lambda);

return DetMat(4);

void ZpetnyChod(int n) {

1

inti,j, k, I

double pom, poml;

for 1i=0;1<n;i++) // specielni prava strana
ABCDIi] = 0.0;
ABCDIn - 1] = Mat[n*n - 1];

/I ABCD[n- 1] = 1.0;

fori=n-1;i>=0;i--) { // vlastni zpetny chod

j=i1*m+1);
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ABCD[i] /= Mat[j];

1=1;

for(k=j-n;k>0;k-=n) {
I--;

ABCD[]] -= ABCD[i] * Mat[k];

pom = poml =0.0; // normalizace vlastniho tvaru

for (=0;1i<n;i++) {
pom += ABCD[i] * ABCDi];
poml += ABCDIi];

}

pom = sqrt(pom);

for (=0;1i<n;i++) {
ABCDi] /= pom;

}

if (poml < 0.0)
for (i=0;1<n;i++)

ABCDJi] = -ABCDIi];

sprintf(s, " %9.6f %9.6f %9.6f %9.6f", ABCD[0], ABCD[1], ABCDI2],

ABCD[3]); tt(s);

}

double puleni(double ParL, double ParP, double fun(double), int TezVlastniTvar) {

1
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// hleda koren rovnice fun(x) = 0 na intervalu ParLL <=x <= ParP kdyz
fun(ParL)*fun(ParP) <=0

/I kdyz TezVlastniTvar, pokusi se o to

double ParS, HodS; //
double D, HodL, HodP;

int i;

HodL = fun(ParL);

HodP = fun(ParP);

if (fabs(HodL) < 1e-12)
return ParL;

if (fabs(HodP) < 1e-12)
return ParP;

if (HodL*HodP > 0.0) {

/ sprintf(s, "\n(ParL=%e ParP=%e) (HodL=%e HodP=%e)\n", ParL, ParP,
HodL, HodP); tt(s);

return 12345.0;
}
for (i=0;1<40;i++) {
ParS = (ParL + ParP) / 2;
HodS = fun(ParS);
if (HodL*HodS > 0.0) {
ParL = ParS;
HodL = HodS;
}
else {

ParP = ParS;
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HodP = HodS;

}

/***

TiskOIld = Tisk;

Tisk = 1;

***/

ParS = (ParL + ParP) / 2;
GetMat(ParS);

D = DetMat(4);
sprintf(s, " %9.6f", 1.0 - ParS); tt(s);
/***

tt("\nPo triangulaci:\n");
TiskMat();

Tisk = TiskOld;

***/

ZpetnyChod(4);

return ParS;

int main() {

int i;
double Lambdal, Lambdall;

double p, D;

[HEE
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if ((in = fopen("Williams.in", "rt")) == NULL) { // Otevreni vstupniho souboru
printf("Nedari se otevrit soubor Williams.in\n");

return O;

kKK )

if ((out = fopen("Williams.out", "wt")) == NULL) { // Vznik vystupniho souboru
printf("Nedari se otevrit soubor Williams.out\n");

return O;

[HEE

if (fscanf(in, "%lg %lg %lg", &lambda, &alfal, &alfa2) !=3) // Cteni lambda,
alfal, alfa2

te("Nezdar pri cteni lambda, alfal, alfa2");

kKK )

tt("\nCast pro pripadne vykresleni zavislosti D(p) pripadne D(lambda)"

lV\n \n");

for 1=0;1<23;i++) {
alfal = Alfal[i];
alfa2 = Alfa2[i];
sprintf(s, "\n alfal=%>5.1f alfa2=%35.1f\n"

n

p lambda D\n", alfal, alfa2); tt(s);

for (p = 0.5005; p > 0.4903; p -=0.0005) {
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D = GetDet(1.0 - p);

sprintf(s, "%7.4f %6.4f %10.3e\n", p, 1.0 - p, D); tt(s);
}
for (p = 0.49; p > 0.4805; p -=0.001) {

D = GetDet(1.0 - p);

sprintf(s, "%7.4f %6.4f %10.3e\n", p, 1.0 - p, D); tt(s);
}
for (p =0.48; p > 0.47;p -=0.002) {

D = GetDet(1.0 - p);

sprintf(s, "%7.4f %6.4f %10.3e\n", p, 1.0 - p, D); tt(s);
}
for (p =0.47; p > 0.452; p -=0.005) {

D = GetDet(1.0 - p);

sprintf(s, "%7.4f %6.4f %10.3e\n", p, 1.0 - p, D); tt(s);
}
for (p =0.45;p > -0.02; p-=0.01) {

D = GetDet(1.0 - p);

sprintf(s, "%7.4f %6.4f %10.3e\n", p, 1.0 - p, D); tt(s);

}
tt("\n");

tt("\nCast pro srovnani s vysledky Stegnerova, Knesl"

"\n \n");

tt("\n alfal alfa2 pl cl c2 c3 c4 pll cl c2
c3 c4\n");
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for 1=0;1<23;i++) {
alfal = Alfal[i];
alfa2 = Alfa2[i];

sprintf(s, "%6.1f %6.1f", alfal, alfa2); tt(s);

Lambdal = puleni(1.0 - PIl[i], 1.0 - PIp[i], GetDet, 1);

if (alfal + alfa2 <=102.8)

Lambdall = puleni(1.0 - PIII[i], 1.0 - PIIp[i], GetDet, 1);

tt("\n");

return O;
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