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Abstrakt

Předkládaná diplomová práce se zabývá problémem stanoveńı součinitele intenzity napět́ı
trhliny konečné délky v bĺızkosti bi-materiálového rozhrańı metodou spojitě rozložených
dislokaćı. Práce je rozdělena do několika část́ı. Prvńı část je teoretická a obsahuje základńı
pojmy lomové mechaniky, chováńı trhliny na bi-materiálovém rozhrańı, stanoveńı sin-
gulárńı integrálńı rovnice metodou spojitě rozložených dislokaćı s využit́ım Bueckne-
rova principu a komplexńıch potenciál̊u a následné stanoveńı součinitele intenzity napět́ı.
Druhá část je aplikace teorie na konkrétńı konfiguraci trhliny konečné délky v̊uči bi-
materiálovému rozhrańı a ve třet́ı části je provedeno řešeńı této úlohy pro r̊uzné konfigu-
race bi-materiálu metodou spojitě rozložených dislokaćı a srovnáńı s výsledky źıskanými
pomoćı metody konečných prvk̊u (MKP).

kĺıčová slova

Součinitel intenzity napět́ı, metoda spojitě rozložených dislokaćı, trhlina, bi-materiál

Abstract

The presented diploma thesis deals with a problem of the determination of the stress in-
tensity factor of the finite length crack in the vicinity of the bi-material interface solved by
the distributed dislocation technique. The work is divided into several parts. The first part
is theoretical and includes basic concepts of the fracture mechanics, the crack behaviour
at the bi-material interface, the formulation of the singular integral equation by virtue
of the distributed dislocation technique, the Bueckner’s principle, complex potentials and
consequently the determination of the stress intensity factor. The second part is the the-
ory application to the specific configuration of the crack of the finite length with respect
to the bi-material interface and in the third part, there is carried out the solution of this
problem for various configurations of the bi-material solved by the distributed dislocation
technique and its comparison with the results obtained from the FE analysis.
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Úvod

Skutečnost, že reálné konstrukce obsahuj́ı vždy ostré vady nebo trhliny, které mohou
zp̊usobit, že dojde k porušeńı při menš́ım nominálńım napět́ı, než je mez kluzu, je po-
važována za obecně platnou. Vědńı discipĺına, která se zabývá popisem chováńı trhlin
(nukleace, iniciace a š́ı̌reńı) v materiálech se nazývá lomová mechanika.

Lomová mechanika je jedna z nejmladš́ıch vědńıch discipĺın mechaniky těles a ma-
teriálového inženýrstv́ı. Významněji se začala rozv́ıjet v obdob́ı druhé světové války
v d̊usledku značného počtu haváríı lod́ı tř́ıdy Liberty křehkým lomem. Počátky lomové
mechaniky sahaj́ı již do roku 1907, kdy se Gury V. Kolosov zabývá ve své disertačńı práci
studiem napjatosti eliptického otvoru [1]. Za zakladatele lomové mechaniky je považován
A. A. Griffith, který roku 1920 zformuloval kritérium pro posouzeńı stability trhliny
v ideálně křehkém materiálu [2]. Ve své práci vycházel z práce Charlese Inglise, který
zkoumal pr̊uchoźı trhlinu v nekonečné tažené stěně. Griffithova práce neměla z d̊uvodu
uvažováńı materiálu neschopného plastické deformace velký význam. O rozš́ı̌reńı na ma-
teriály schopné plastické deformace se nezávisle na sobě postarali E. Orowan [3] a G. R.
Irwin. V roce 1957 G. R. Irwin zavád́ı koncepci součinitele intenzity napět́ı [4], která je
dnes nejv́ıce použ́ıvanou koncepćı v lineárně elastické lomové mechanice (LELM). Daľśı
rozvoj lomové mechaniky vedl ke vzniku elasto-plastické lomové mechaniky (EPLM), kde
významnými pr̊ukopńıky jsou Wells, Cottrell a Barenblatt [5], kteř́ı nezávisle na sobě přǐsli
s koncepćı kritického rozevřeńı trhliny (COD) a Rice [6], který zavedl koncepci J-integrálu.

Lomová mechanika popisuje pomoćı jednoho nebo v́ıce parametr̊u napjatost a defor-
maci před čelem trhliny. Jedńım z těchto parametr̊u je součinitel intenzity napět́ı K,
který určuje pole napět́ı a posuv̊u v okoĺı vrcholu trhliny v homogenńım izotropńım
lineárně elastickém materiálu. Určeńı součinitele intenzity napět́ı K je možné r̊uznými
metodami. V součastnosti jsou nejpouž́ıvaněǰśı metody numerické využ́ıvaj́ıćı metodu
konečných prvk̊u (MKP). Je to např. tzv. př́ımá metoda , metody založené na energe-
tických kritéríıch nebo metoda posunutých uzlových bod̊u (tyto metody lze nalézt např.
v [7], [8]). Jiný př́ıstup je využit́ı metod analyticko-numerických, mezi které patř́ı i metoda
spojitě rozložených dislokaćı.

Ćılem předkládané diplomové práce je stanoveńı součinitele intenzity napět́ı trhliny
konečné délky v bĺızkosti bi-materiálového rozhrańı metodou spojitě rozložených dislokaćı.
Stanoveńı součinitele intenzity napět́ı je ukázáno na konkrétńı konfiguraci trhliny konečné
délky v̊uči bi-materiálového rozhrańı. Pro tuto úlohu je ukázáno stanoveńı singulárńı in-
tegrálńı rovnice a jej́ı řešeńı. Singulárńı integrálńı rovnici źıskáme využit́ım Buecknerova
principu [9], [10], metody spojitě rozložených dislokaćı [10], [11] a popisu dislokace po-
moćı komplexńıch potenciál̊u[12], [13]. K řešeńı singulárńı integrálńı rovnice využijeme
Čebyšeovy polynomy a jejich vlastnosti [14], [15]. Výpočtová část práce obsahuje řešeńı
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součinitele intenzity napět́ı trhliny konečné délky v bĺızkosti bi-materiálového rozhrańı
metodou spojitě rozložených dislokaćı pro r̊uzné konfigurace bi-materiálu a pro srovnáńı
je uvedeno i řešeńı stejné úlohy pomoćı MKP s využit́ım metody posunutých uzlových
bod̊u.
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Kapitola 1

Problémová situace

Tato úvodńı kapitola se zabývá vytvořeńım systému podstatných veličin, analýzou pro-
blémové situace a formulaćı problému. Jde o zvážeńı a rozvržeńı postupu řešeńı problému,
rozhodnut́ı o tom, co je pro řešeńı problému d̊uležité a co je možné zanedbat. Vı́ce o této
problematice je možné nalézt v [16].

Dle [17] je trhlina oblast v tělese, kde došlo k porušeńı soudržnosti usměrněným š́ı̌reńım
z jednoho nukleačńıho mı́sta. Trhlina v tělese je nežádoućı jev, který může vést k destrukci
tělesa a reálné konstrukce vždy obsahuj́ı ostré vady nebo trhliny a proto je d̊uležité pro sta-
noveńı životnosti konstrukce s výskytem těchto vad poč́ıtat. Vědńı obor, který se zabývá
popisem chováńı trhlin v materiálech se nazývá Lomová mechanika a k tomu využ́ıvá
r̊uzných analytických, numerických a kombinovaných metod.

Analýza problémové situace

Výsledkem analýzy problémové situace je vytvořeńı dostatečné poznatkové a zkušenostńı
báze pro formulaci problému [16]. Informačńı báze je v této práci tvořena předevš́ım zdroji
literatury, uvedené v přehledu použité literatury.

1.1 Formulace problému a stanoveńı ćıl̊u

Podle definice problému dle [16] je problém subjektem naformulované to podstatné z pro-
blémové situace, co vyžaduje řešeńı. Problém tedy můžeme definovat takto

Problém: Stanoveńı součinitele intenzity napět́ı trhliny konečné délky v bĺızkosti bi-
materiálového rozhrańı.

Ćıle:

1. Seznámit se a aplikovat metodu komplexńıch potenciál̊u v rovinné pružnosti na
problém dislokace v bĺızkosti bi-materiálového rozhrańı.

2. Seznámeńı se s teoretickými základy metody spojitě rozložených dislokaćı.

3. Pomoćı metody spojitě rozložených dislokaćı vyjádřit součinitele intenzity napět́ı
trhliny konečné délky v bĺızkosti bi-materiálového rozhrańı.
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Na základě těchto ćıl̊u muśıme stanovit d́ılč́ı problémy a to stanoveńı komplexńıch po-
tenciál̊u pro dislokaci v bimateriálu (kapitola 4), stanoveńı součinitele intenzity napět́ı trh-
liny konečné délky v bĺızkosti bi-materiálového rozhrańı pomoćı metody spojitě rozložených
dislokaćı (kapitola 5 a 6) a pro ověřeńı věrohodnosti výsledk̊u stanoveńı součinitele in-
tenzity napět́ı trhliny konečné délky v bĺızkosti bi-materiálového rozhrańı pomoćı MKP
(kapitola 7).

Daný problém je velice obsáhlý a proto k jeho vyřešeńı muśıme zavést určitá omezeńı,
která složitost problému redukuj́ı.

Omezeńı: Uvažujeme pouze rovinnou úlohu; platnost lineárně elastické lomové me-
chaniky (LELM); materiál je homogenńı, izotropický, lineárně elastický; dokonalá adheze
mezi materiály, zatěžovaćı mód I a nulové objemové śıly.

1.2 Systém podstatných veličin

Systém podstatných veličin je množina všeho podstatného, co souviśı s řešeńım daného
problému na př́ıslušném objektu. Systém podstatných veličin lze považovat za abstraktńı
objekt se systémovými vlastnostmi. Vytvář́ıme tak na objektu soustavu několika pod-
množin. Vı́ce lze nalézt v [16].

Objektem (entitou) je nekonečné rovinné bi-materiálové těleso obsahuj́ıćı trhlinu v bĺız-
kosti bi-materiálové rozhrańı (např. obrázek 6.1).

Podmnožina S0 - veličiny popisuj́ıćı okoĺı entity

Nejsou definovány, tedy podmnožina S0 = ∅.

Podmnožina S1 - geometrie a topologie entity

Podstatnými veličinami této podmnožiny S1 jsou rozměry hranice tělesa tvoř́ıćı zkou-
manou entitu, poloha trhliny v̊uči bi-materiálovému rozhrańı, délka trhliny a vzdálenost
trhliny od rozhrańı.

Podmnožina S2 - vazby a interakce entity s okoĺım

Entita může být zatěžována silově (měkké zatěžováńı) nebo deformačně (tvrdé zatěžováńı)
a toto zatěžováńı je zp̊usobeno prostřednictv́ım vazeb. Ve vazbách by mělo docházet k mi-
nimálńım ztrátám energie. V práci je uveden př́ıpad trhliny kolmé k bi-materiálovému
rozhrańı s tahovým zat́ıžeńım p̊usob́ıćım ve směru vodorovném s rozhrańım.

Podmnožina S3 - aktivace entity s okoĺım

Entita je aktivována prostřednictv́ım zat́ıžeńı a to bud’ silovým (je předepsána silová
soustava) nebo deformačńım (jsou předepsány posuvy). Podle směru zat́ıžeńı trhliny
rozlǐsujeme tři módy zat́ıžeńı, mód I - rozev́ıráńı, mód II - smyk, mód III - střih. Obecné
zat́ıžeńı se dostane kombinaćı základńıch mód̊u. V práci je uveden př́ıpad trhliny kolmé
k bi-materiálovému rozhrańı, která je aktivována silovým zatižeńım v módu I.
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Podmnožina S4 - ovlivňováńı entity s okoĺım

Neńı definováno, tedy podmnožina S4 = ∅.

Podmnožina S5 - oborové vlastnosti entity

Entita je tvořena dvěma izotropickými, lineárně elastickými materiály M1 a M2 mezi
kterými je dokonalá adheze v mı́stě spojeńı (rozhrańı). K popisu těchto materiál̊u potřebu-
jeme znát Young̊uv modul pružnosti v tahu E1, E2 př́ıpadně ve smyku µ1, µ2 a Poissonovo
č́ıslo ν1, ν2. Daľśı podstatnou veličinou popisuj́ıćı vlastnosti entity je součinitel intenzity
napět́ı K v našem př́ıpadě KI .

Podmnožina S6 - procesy a stavy

Procesy prob́ıhaj́ıćı v entitě (objektu) posuzujeme na úrovni mechaniky kontinua. En-
tita obsahuje trhlinu a k popisu chováńı trhliny je kĺıčovou veličinou součinitel intenzity
napět́ı K v našem př́ıpadě KI . Pomoćı součinitele intenzity napět́ı jsme schopni vyjádřit
i pr̊uběhy napět́ı a posuv̊u před čelem trhliny.

Podmnožina S7 - projevy entity

Projevem entity je š́ı̌reńı trhliny, které může být stabilńı (trhlina se neš́ı̌ŕı, pokud neroste
zátěžná śıla) nebo nestabilńı (trhlina se š́ı̌ŕı samovolně). Š́ı̌reńı trhliny nastává v př́ıpadě,
že součinitel intenzity napět́ı dosáhne své mezńı hodnoty tzv. lomové houževnatosti.
V našem př́ıpadě tedy KI = Kc. Pokud je KI < Kc trhlina se neš́ı̌ŕı nebo se š́ı̌ŕı sta-
bilně (v př́ıpadě cyklického zatěžováńı). V př́ıpadě, že š́ı̌ŕıćı se trhlina dosáhne rozhrańı
materiál̊u, tak k posouzeńı chováńı trhliny potřebujeme znát zobecněný součinitel inten-
zity napět́ı H v našem př́ıpadě HI a bohužel neexistuje univerzálńı kritérium, které by
rozhodlo, zda se na rozhrańı trhlina zastav́ı, zda dojde k ohybu trhliny nebo k proniknut́ı
trhliny do druhého materiálu.

Podmnožina S8 - d̊usledky projev̊u

Důsledkem š́ı̌reńı trhliny, pokud nedojde k jej́ımu zastaveńı, je lom, tedy rozpad tělesa na
dvě či v́ıce části. Lom tělesa je v drtivé většině reálných úloh nežádoućı jev a může mı́t
katastrofálńı následky.
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Kapitola 2

Základńı pojmy lomové mechaniky

V této kapitole vysvětĺıme stručně základńı pojmy lomové mechaniky a jej́ı př́ıstupy. Na-
lezneme zde základńı rozděleńı lomové mechaniky, Griffithovo kritérium a s ńım souvisej́ıćı
hnaćı śılu trhliny, pojednáńı o stabilitě š́ı̌reńı trhliny, určeńı napět́ı a deformace v okoĺı
trhliny a s ńı souvisej́ıćı tzv. módy zatěžováńı a nakonec stanoveńı součinitele intenzity
napět́ı. Věškeré pojmy, vztahy a poznatky této kapitoly je možno nalézt v [8], [18], [17].

2.1 Lomová mechanika

Realné konstrukce vždy obsahuj́ı ostré vady nebo trhliny, které mohou zp̊usobit, že dojde
k porušeńı při menš́ım nominálńım napět́ı, než je mez kluzu. Vědńı obor, který se zabývá
popisem chováńı trhlin v materiálech se nazývá lomová mechanika. Lomová mechanika
popisuje pomoćı jednoho nebo v́ıce parametr̊u napjatost a deformaci před čelem trhliny
a umožňuje přenos naměřených dat ze zkušebńıch vzork̊u na realné konstrukce. Dává nám
odpovědi na otázky týkaj́ıćı se: zbytkové pevnosti, kritické velikosti trhliny, počtu cykl̊u
do kritické velikosti trhliny, volby vhodného materiálu atd.
Rozděleńı lomové mechaniky:

1. Linearńı elastická lomová mechanika (LELM): vycháźı z lineárně elastické me-
chaniky kontinua, tedy mezi napět́ım a přetvořeńım předpokládáme lineárńı závislost
(platnost Hookova zákona). Jej́ı platnost je tedy omezena pouze na př́ıpady, kdy ve-
likost plastické oblasti před čelem trhlin můžeme zanedbat (např. [17] uvád́ı, že plas-
tická oblast nesmı́ přesáhnout 2% tloušt’ky tělesa). LELM poskytuje dva př́ıstupy
k posouzeńı trhliny:

• energetický př́ıstup (Griffithovo kritérium, hnaćı śıla trhliny G s kritickou hod-
notou Gc houževnatost materiálu)

• napět’ový př́ıstup (součinitel intenzity napět’́ı K s kritickou hodnotou KIc lo-
mová houževnatost za podmı́nky rovinné deformace)

2. Elasto-plastická lomová mechanika (EPLM): použ́ıvá se tam kde již nelze
použ́ıt koncept LELM. Vzhledem ke komplikovanosti prob́ıhaj́ıćıch nevratných děj̊u
se k posouzeńı trhliny použ́ıváj́ı hlavně koncepce založené na energetických kritéríıch

• koncepce kritického rozevřeńı trhliny (COD) s kritickou hodnotou δc
• koncepce J-integrálu s kritickou hodnotou JIc
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2.2 Griffithovo kritérium

A.A. Griffith, který je považován za zakladatele lomové mechaniky zformuloval v roce
1920 kritérium pro posouzeńı stability trhliny v ideálně křehkém materiálu (sklo) [2].
Vycházel z energetické bilance tělesa s trhlinou a podmı́nky nestability trhliny.

Energetická bilance, podmı́nka nestability trhliny:

Uvažujme nejprve zat́ıžené těleso bez trhliny, jehož celková potenciálńı energie Π0 je

Π0 = W0 + L, (2.1)

kde W0 je energie napjatosti tělesa bez trhliny a L je potenciálńı energie vněǰśıch sil
(L < 0).

Při vzniku trhliny docháźı k disipaci energie Γ a celkové množstv́ı energie v soustavě
Ec lze vyjádřit jako

Ec = Π + Γ = W + L+ Γ, (2.2)

kde Π je celková potenciálńı energie tělesa s trhlinou a W je energie napjatosti tělesa
s trhlinou.

Podle 1. zákona termodynamiky (zákon zachováńı energie) je celkové kvantum energie
v termodynamické soustavě a v jej́ım okoĺı stálé. Při přechodu z nerovnovážného do
rovnovážného stavu tedy nedocháźı ke změně celkové energie a plat́ı

dEc
dS

=
dΠ

dS
+

dΓ

dS
= 0, (2.3)

kde S je plocha pr̊umětu trhliny. Z rovnice (2.3) plyne základńı rovnice podmı́nky nesta-
bility trhliny ve tvaru

−dΠ

dS
= −d(W + L)

dS
=

dΓ

dS
. (2.4)

Griffithovo kritérium:

Vyjdeme z vyjádřeńı celkové potenciálńı energie tělesa s trhlinou Π

Π = W + L. (2.5)

Dosad́ıme rovnici (2.1) a źıskáme

Π = Π0 +W −W0 = Π0 − (W0 −W ) = Π0 −WT , (2.6)

kde WT je změna energie napjatosti tělesa v d̊usledku vzniku trhliny. Griffith využil
Inglisovu napět’ovou analýzu pro taženou nekonečnou stěnu s pr̊uchoźı trhlinou (obr.2.1),
který pro ni odvodil

WT =
πσ2a2B

E
, (2.7)

kde a,B jsou rozměry trhliny, σ je tahové napět́ı a E Young̊uv modul pružnosti. V př́ıpadě
centrálńı trhliny je S = 2aB, kde B je konstanta a tak plat́ı dS = 2Bda.
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Obrázek 2.1: Nekonečná stěna s pr̊uchoźı trhlinou

Pro ideálně křehký materiál pak Griffith uvažoval, že disipačńı energie Γ je spotřebována
pouze na vznik nových ploch

Γ = 2γS = 4γaB, (2.8)

kde γ je měrná povrchová energie materiálu.
Pokud aplikujeme rovnici (2.6) na rovnici (2.4) źıskáme podmı́nku nestability trhliny

ve tvaru

−dΠ

dS
=

dWT

dS
=

dΓ

dS
. (2.9)

Nyńı dosad́ıme rovnice (2.7) a (2.8) do výše uvedené rovnice (2.9) a źıskáme podmı́nku
nestability trhliny ve tvaru

πσ2a

E
= 2γ, (2.10)

odtud pak snadno dostáváme lomové napět́ı σf

σ = σf =

√
2Eγ

πa
. (2.11)

Z rovnice (2.11) snadno źıskáme kritickou délku trhliny ac

a = ac =
2γE

πσ2
. (2.12)

Pro kterou plat́ı:

• a < ac je uvolněná energie při r̊ustu trhliny menš́ı než energie potřebná k vytvořeńı
nových ĺıcńıch ploch a pokud nebude přiváděna daľśı energie z vněǰsku, nedojde
k r̊ustu trhliny,

• a > ac je trhlina schopna r̊ustu na úkor uvolňované energie.
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Griffithova práce plat́ı pouze pro ideálně křehké těleso, což byl d̊uvod, proč inženýrská
komunita dlouho nevěnovala této teorii větš́ı pozornost. Až Irwin a Orowan nezávisle na
sobě modifikovali Griffith̊uv výraz pro materiály, které jsou schopné plastické deformace.
Modifikovaný výraz má tvar

a = ac =
2γefE

πσ2
, (2.13)

kde γef je tzv. efektivńı povrchová energie γef = γ + γpl. Přičemž γpl >> γ a reprezentuje
skutečnost, že energie spotřebovaná v plastické zóně při vytvořeńı př́ır̊ustku lomové plochy
je u reálných materiál̊u o několik řád̊u vyšš́ı než energie γ. Pokud budeme uvažovat daľśı
možnosti disipace energie souvisej́ıćı s plastifikaćı, viskoelastickými a viskoplastickými
jevy, je možno Griffithovo kriterium psát v obecném tvaru

σf =

√
2Eωf
πa

, (2.14)

kde ωf je měrná energie lomu.

2.3 Koncepce hnaćı śıly trhliny

Na Griffithovu koncepci bezprostředně navazuje Irwin s koncepćı hnaćı śıly trhliny. Vycháźı
z podmı́nky nestability trhliny (2.9)

−dΠ

dS
=

dΓ

dS
.

Tuto rovnici přeznač́ıme

G = −dΠ

dS
, R =

dΓ

dS
=⇒ G = R, (2.15)

kde levá strana G je nazývána hnaćı śıla trhliny nebo také rychlost uvolňováńı deformačńı
energie [J/m2] a pravá strana R charakterizuje odpor tělesa proti r̊ustu trhliny [J/m2] , tj.
energii, kterou je třeba dodat k vytvořeńı lomové plochy jednotkové velikosti. Potřebná
energie je dodávána praćı vněǰśıch sil nebo část́ı energie napjatosti, uvolňované při r̊ustu
trhliny.

Ztráta stability trhliny nastane v okamžiku, kdy hnaćı śıla trhliny G dosáhne své
kritické hodnoty Gc, kterou nazýváme houževnatost materiálu a obecnou podmı́nku ztráty
stability trhliny je pak možno psát ve tvaru

G = R = Gc. (2.16)

Později spolupracovńık Irwina Kies zjistil při z zkouškách vzork̊u s trhlinami z akrylové
pryskyřice, že kritické napět́ı pro danou trhlinu záviśı pouze na GcE a druhá odmocnina
tohoto součinu je dnes známá jako lomová houževnatost Kc.
Poznámka: Hnaćı śıla trhliny se znač́ı ṕısmenem G na počest Griffitha a obdobně lomová
houževnatost nese ṕısmeno K na počest Kiese.
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Obrázek 2.2: Pr̊uběhy R-křivek

2.4 Stabilita š́ı̌reńı trhliny

Veličiny G a R rozhoduj́ı o daľśım chováńı trhliny. Je-li splněna podmı́nka (2.16), trhlina
bude r̊ust. O stabilitě r̊ustu rozhoduje to, jak se bude měnit hnaćı śıla G a odpor R
v závislosti na změně velikosti trhliny. Obrázek 2.2 znázorňuje pr̊uběhy G a R pro př́ıpad
nekonečné tažené stěny (obr. 2.1) pro dvě odlǐsná materiálová chováńı. Pr̊uběh hnaćı śıly
trhliny G je zde lineárně závislý na délce trhliny při konstantńım zat́ıžeńı.

Prvńı př́ıpad (obr.2.2(a)) představuje ideálně křehký materiál. Zde je odpor proti r̊ustu
trhliny konstantńı, nezávislý na délce trhliny. Tomuto pr̊uběhu se bliž́ı i př́ıpady, kdy v ob-
lasti čela trhliny můžeme hovořit o rovinné deformaci. Druhý př́ıpad (obr.2.2(b)), který je
typický při větš́ı plastifikaci u čela trhliny a pro př́ıpady rovinné napjatosti. Odpor proti
r̊ustu trhliny R má vzr̊ustaj́ıćı charakter a ke stabilńımu r̊ustu dojde až od určité prahové
hodnoty hnaćı śıly trhliny G.
Stabilita š́ı̌reńı:

1. př́ıpad a)

• zat́ıžeńı na úrovni σ1 - nedojde k š́ı̌reńı trhliny

• zat́ıžeńı na úrovni σ2 - dojde k š́ı̌reńı trhliny (iniciace nestab́ılńıho r̊ustu),
houževnatost materiálu je zde jednoznačně definována

2. př́ıpad b)

• zat́ıžeńı na úrovni σ1 - nedojde k š́ı̌reńı trhliny

• zat́ıžeńı na úrovni σ2 - dojde k malému nár̊ustu trhliny maj́ıćı ale stabilńı
charakter

• zat́ıžeńı na úrovni σ3 - dojde k nestabilńımu š́ı̌reńı trhliny, houževnatost ma-
teriálu je zde jednoznačně definována

Poznámka: Vı́ce o stabilitě š́ı̌reńı trhlin lze nalézt v [8], [18]
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Obrázek 2.3: Módy zatěžováńı

2.5 Napět́ı a deformace v okoĺı trhliny

Při studiu pole napět́ı a deformaćı v oblasti trhliny se rozlǐsuj́ı tři základńı typy defor-
mováńı při porušováńı, tzv. módy zatěžováńı, které hraj́ı d̊uležitou roli při posuzováńı
trhlin z hlediska koncepce součinitele intenzity napět́ı.

Módy zatěžováńı:

• mód I - rozev́ıráńı - vyvolává ho napět́ı p̊usob́ıćı kolmo na rovinu trhliny (obr. 2.3
mód I). Je nejčastěǰśım a nejnebezpečněǰśım př́ıpadem, kdy docháźı k urychlováńı
š́ı̌reńı trhliny

• mód II - smyk - vyvolává ho napět́ı p̊usob́ıćı v rovině rovnoběžné s rovinou trhliny
a kolmé na jej́ı čelo (obr.2.3 mód II).

• mód III - střih - vyvolává ho napět́ı p̊usob́ıćı v rovině rovnoběžné s rovinou trhliny
a současně rovnoběžné s čelem trhliny (obr.2.3 mód III).

Lomová mechanika vycháźı z mechaniky kontinua a k popisu napjatosti v okoĺı vrcholu
trhliny využ́ıvá klasickou teorii pružnosti. Uvažujme rovinnou úlohu pružnosti. Výpočet
rozložeńı napět́ı v okoĺı vrcholu trhliny vycháźı z předpokladu, že jsou splněny rovnice
rovnováhy a kompatibility, které jsou v př́ıpadě nulových objemových śıl ve tvaru

∂σxx
∂x

+
∂σxy
∂y

= 0,

∂σxy
∂x

+
∂σyy
∂y

= 0, (2.17)

∆(σxx + σyy) = 0,

kde σxx, σxy, σyy jsou složky tenzoru napět́ı a symbol ∆ znač́ı Laplace̊uv operátor. Jak
je uvedeno např. v [19], tak tuto soustavu rovnic a dané okrajové podmı́nky je možno
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převést na rovnici

∆∆U ≡ ∂4U

∂x4
+ 2

∂4U

∂x2∂y2
+
∂4U

∂y4
= 0, (2.18)

kde funkce U(x, y) je biharmonická a nazývá se Airyho funkce napět́ı. Pro složky tenzoru
napět́ı σxx, σxy = σyx, σyy plat́ı (věta 1.1 v [19])

σxx =
∂2U

∂y2
, σxy = − ∂2U

∂x∂y
, σyy =

∂2U

∂x2
. (2.19)

Muschelǐsvili dokázal, že jakoukoli biharmonickou funkci U(x, y) je možno vyjádřit pomoćı
dvou holomorfńıch funkćı komplexńı proměnné z = x+ iy (viz. [19], [13]). Na jeho práce
navázal Westergaard, který dokázal, že v řadě př́ıpad̊u lze vystačit při řešeńı rovinné úlohy
s jedinou holomorfńı funkćı komplexńı proměnné, která je svázána s Airyho funkćı jistým
vztahem, odlǐsným pro každý z mód̊u I, II, III . (Podrobnosti zde nebudeme rozvádět –
jsou uvedeny např. v [18]).

Tato práce se bude zabývat pouze módem I a proto si uvedeme vztahy pro napět́ı
a posuvy v bĺızkosti trhliny pouze pro mód I. Pro bĺızké okoĺı čela trhliny v izotropńım
lineárně elastickém materiálu, kdy r << a (a délka trhliny) Westergaard odvodil (avšak
pro rovnoosou napjatost v nekonečnu)

σxx =
σ
√
πa√

2πr
cos

θ

2

(
1− sinθ

2
sin

3θ

2

)
,

σyy =
σ
√
πa√

2πr
cos

θ

2

(
1 + sin

θ

2
sin

3θ

2

)
,

σxy =
σ
√
πa√

2πr
cos

θ

2
sin

θ

2
cos

3θ

2
, (2.20)

ux =
σ
√
πa

2µ

√
r

2π
cos

θ

2
(κ− cosθ) ,

uy =
σ
√
πa

2µ

√
r

2π
sin

θ

2
(κ− cosθ) ,

kde σ označuje vněǰśı zat́ıžeńı v nekonečnu, θ je úhel natočeńı od kořene trhliny (obr.2.4),
r je vzdálenost od kořene trhliny (obr.2.4), µ je modul pružnosti ve smyku a κ je konstanta,
která nabývá hodnoty κ = 3 − 4ν pro rovinnou deformaci nebo κ = 3−ν

1+ν
pro rovinnou

napjatost. Konstanta ν označuje Poissonovo č́ıslo.

Vztahy pro napět́ı (2.20) obsahuj́ı člen 1/
√
r a pro r → 0 roste napět́ı do nekonečna,

což je fyzikálně nesmysl a proto napět́ı nemůže v tomto př́ıpadě sloužit jako stavová
veličina pro popis stability trhliny.
Poznámka: Muschelǐsviliho řešeńı rovnice (2.18) pomoćı holomorfńıch funkćı neńı jediný
zp̊usob, jak źıskat pole napět́ı a posuv̊u v bĺızkosti čela trhliny. Jiný velmi známý zp̊usob
je Williamsovo řešeńı. Williams hledal řešeńı rovnice (2.18) ve tvaru nekonečné řady

U(x, y) =
∑
k

Akr
λkfk(θ). (2.21)
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Obrázek 2.4: Napět́ı p̊usob́ıćı na element, poloha elementu je určena polárńımi
souřadnicemi (r, θ)

2.6 Součinitel intenzity napět́ı

Napět́ı u kořene trhliny neńı vhodným parametrem pro popis chováńı trhliny (pro po-
pis podmı́nky jej́ı stability a jej́ıho r̊ustu). Jinak je tomu s veličinou zvanou součinitel
intenzity napět́ı. Součinitel intenzity napět́ı je podstatnou veličinou pro lomovou mecha-
niku. V lineárně pružném materiálu určuje nejen napjatost a deformaci v malém okoĺı
vrcholu trhliny, ale i jej́ı tvar a otevřeńı. Dále pak velikost plastické oblasti a uvolněnou
energii v d̊usledku š́ı̌reńı trhliny. Jeho koncepce je využ́ıvána nejen při statické, ale i dyna-
mické iniciaci trhliny, při jednosměrném i cyklickém zatěžováńı. V př́ıpadě homogenńıho
izotropńıho lineárně elastického materiálu ho znač́ıme Ki, kde index i odpov́ıdá jednomu
z mód̊u zatěžováńı I, II nebo III. Obecný vztah pro mód I definoval Irwin pro př́ıpad
nekonečné roviny takto

KI = lim
r→0

√
2πrσyy(r, θ) (2.22)

Pokud polož́ıme v rovnici (2.22) θ = 0, pak źıskáme

KI = σ
√

2πa (2.23)

S pomoćı posledńı rovnice (2.23) můžeme i vyjádřit pole napět́ı a posuv̊u (2.20) v bĺızkosti
čela trhliny. Uvedeme pouze napět́ı σxx

σxx =
KI√
2πr

cos
θ

2

(
1− sinθ

2
sin

3θ

2

)
. (2.24)

Ostatńı výrazy lze źıskat obdobně.
Součinitel intenzity napět́ı tedy definuje amplitudu singularity u čela trhliny. Nezáviśı

na r, θ ani na elastických konstantách E, ν. Vždy ale záviśı na velikosti nominálńıho napět́ı
σ a odmocnině z délky trhliny a.

V př́ıpadě konečného tělesa nemá součinitel intenzity napět́ı jednotný tvar. Tato práce
se jimi nezabývá a proto uved’me jen jeden obecněǰśı př́ıpad a to pro trhlinu v oblasti
membránové napjatosti při mód̊u I

KI =
σ
√
πa

Φ0Y
, (2.25)
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kde Φ0 je funkce zohledňuj́ıćı tvar eliptické trhliny a Y je korekčńı funkce závisej́ıćı na
okrajových podmı́nkách. Daľśı tvary lze nalézt např. v [8]

Podmı́nka stability:

Obdobně jako v př́ıpadě posuzováńı stability trhliny pomoćı hnaćı śıly G docháźı ke
ztrátě stability trhliny při dosažeńı jisté kritické hodnoty Kc, kterou nazýváme lomová
houževnatost. Obecnou podmı́nku ztráty stability trhliny pro mód I je pak možno psát
ve tvaru

KI = Kc. (2.26)

Vztah mezi K a G:

Bez odvozeńı uved’me vztahy mezi součinitelem intenzity napět́ı a hnaćı silou trhliny (viz
např. [8])

GI =
K2
I

E ′
, GII =

K2
II

E ′
, GIII =

(1 + ν)

E
K2
III , (2.27)

kde E ′ = E pro rovinnou napjatost a E ′ = E/(1 + ν2) pro rovinnou deformaci.

Princip superpozice:

V lineárně elastické lomové mechanice (LELM) plat́ı princip superpozice a tak v př́ıpadě
smı́̌seného módu můžeme sč́ıtat př́ıspěvky od jednotlivých mód̊u. Např́ıklad pro složky
napět́ı v okoĺı vrcholu trhliny lze psát

σij =
KI√
2πr

f Iij(θ) +
KII√
2πr

f IIij (θ) +
KIII√

2πr
f IIIij (θ). (2.28)

Tvary funkćı fij pro jednotlivé módy lze nalézt např. v [10].
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Kapitola 3

Trhlina v okoĺı dvou elastických
materiál̊u

V této kapitole posoud́ıme vliv rozhrańı na chováńı trhliny š́ı̌ŕıćı se v jeho bĺızkosti
(obr.3.1). Bez znalosti tohoto chováńı neexistuje možnost stanoveńı kritéríı rozhoduj́ıćıch
za jakých podmı́nek se trhlina zastav́ı (obr.3.1(a)), pronikne-li trhlina přes rozhrańı do
druhého materiálu M2 (obr.3.1(b)), nebo dojde-li k ohybu čela trhliny a k jej́ımu daľśımu
š́ı̌reńı podél rozhrańı druhého materiálu M2 (obr.3.1(c)), nebo k ohybu a š́ı̌reńı zpět
(obr.3.1(d)). Dále budeme uvažovat trhlinu kolmou na rozhrańı dvou materiál̊u, plat-
nost LELM, zatěžovaćı mód I, na rozhrańı mezi materiály M1 a M2 uvažujeme dokonalou
adhezi a materiály jsou modelovány jako homogenńı, izotropńı, linearně elastické. Veškerý
text, vztahy a poznatky této kapitoly lze nalézt v [11] a [20].

V př́ıpadě trhliny š́ı̌ŕıćı se kolmo na rozhrańı dvou materiál̊u je rozhoduj́ıćım faktorem
ovlivňuj́ıćım součinitel intenzity napět́ı KI (t́ım i chováńı trhliny) poměr modul̊u pružnosti
E1, E2 materiál̊u M1,M2. Schématické pr̊uběhy součinitel̊u intenzity napět́ı KI pro trhlinu
kolmou na bi-materiálové rozhrańı s vrcholem v bĺızkosti tohoto rozhrańı je uveden na
obrázku (obr.3.2) a plat́ı:

• E1 < E2 - trhlina se š́ı̌ŕı do tužš́ıho materiálu, KI → 0

• E1 > E2 - trhlina se š́ı̌ŕı do poddajněǰśıho materiálu, KI →∞.

Napět́ı v bĺızkosti čela trhliny je pak popsáno vztahy (2.20) a s přihlédnut́ım ke vztahu
(2.28) jej můžeme zapsat ve tvaru

σij =
KI√
2πr

f Iij(θ). (3.1)

Z obrázku (obr.3.2) je zřejmé, že teoretické hodnoty součinitele intenzity napět́ı KI

v nejtěsněǰśı blizkosti bi-materiálového rozhrańı přestávaj́ı mı́t fyzikálńı význam a je proto
nutné se zabývat př́ıpadem, kdy trhlina š́ı̌ŕıćı se kolmo k rozhrańı dosáhne právě tohoto
rozhrańı. V tomto př́ıpadě nastává kritický okamžik jak se trhlina může dále š́ı̌rit nebo
zastavit (obr.3.1). V př́ıpadě doteku trhliny rozhrańı se měńı i vztahy popisuj́ıćı složky
napět́ı v okoĺı čela trhliny. Tedy vztah (3.1) přecháźı na vztah

σij =
HI√
2πrλ

fij(θ, λ, α, β), (3.2)

29



a) b) c) d)

M1

M2

Obrázek 3.1: Zp̊usoby š́ı̌reńı trhliny kolmé k rozhrańı dvou r̊uzných materiál̊u

E1 < E2

0 x

KI

E1 > E2

0 x

KI

Obrázek 3.2: Součinitel intenzity napět́ı KI trhliny v bĺızkosti bi-materiálového rozhrańı

kde HI je tzv. zobecněný faktor intenzity napět́ı, (r, θ) jsou polárńı souřadnice s počátkem
ve vrcholu trhliny, α, β jsou tzv. Dundursovy parametry [21] a fij jsou známé ohraničené
funkce (viz [22] ). Charatker singularity napět́ı v okoĺı vrcholu trhliny se měńı z p̊uvodńı
hodnoty λ = 1/2 na nějaké reálné č́ıslo z intervalu λ ∈ (0, 1), viz např. [23]. Zda jde
o hodnotu menš́ı nebo větš́ı než p̊uvodńı λ = 1/2 záviśı na tom, zda se trhlina š́ı̌ŕı z tuž-
š́ıho materiálu do měkč́ıho nebo naopak. Z tohoto d̊uvodu součinitel intenzity napět́ı KI

dle p̊uvodńı definice (2.22) ztráćı smysl a zavád́ı se zobecněný faktor intenzity napět́ı HI

(3.2).
Existuje řada praćı zabývaj́ıćı se popisem zobecněného faktoru intenzity napět́ı, viz

např. [23], [24], [25].
Z d̊uvodu změny charakteru singularity λ v okoĺı čela trhliny neexistuje univerzálńı

kritérium, které by rozhodlo o tom, zda se trhlina zastav́ı nebo zda dojde k jej́ımu pro-
niknut́ı do druhého materiálu nebo zda dojde k ohybu trhliny. Vı́ce o kritéríıch stability
trhlin je možno naleznout např. v [23].
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Kapitola 4

Aplikace funkćı komplexńı proměnné
na teorii rovinné pružnosti

V této kapitole si nejdř́ıve ukážeme, jak se daj́ı vyjádřit napět́ı a posuvy pomoćı tzv.
komplexńıch potenciál̊u a poté si ukážeme konkrétńı tvary komplexńıch potenciál̊u pro
dislokaci v bimateriálu, které využijeme v daľśıch kapitolách. Veškerý text, vztahy a poz-
natky této kapitoly lze nalézt v [19] a [12].

4.1 Vyjádřeńı r̊uzných výraz̊u pomoćı funkćı napja-

tosti

Uvažujme rovinnou úlohu pružnosti. Jak již bylo rečeno (část 1.5), tak této úloze od-
pov́ıdaj́ı rovnice rovnováhy a kompatibility (2.17), které jsou v př́ıpadě nulových obje-
mových sil ve tvaru

∂σxx
∂x

+
∂σxy
∂y

= 0,

∂σxy
∂x

+
∂σyy
∂y

= 0, (4.1)

∆(σxx + σyy) = 0.

Řešeńı této soustavy rovnic (4.1) se převád́ı na řešeńı biharmonické funkce U(x, y), která
vyhovuje rovnici (2.18)

∆∆U ≡ ∂4U

∂x4
+ 2

∂4U

∂x2∂y2
+
∂4U

∂y4
= 0 (4.2)

a nav́ıc pro funkci U(x, y) plat́ı

σxx =
∂2U

∂y2
, σxy = − ∂2U

∂x∂y
, σyy =

∂2U

∂x2
. (4.3)

K źıskáńı pole napět́ı (σxx, σxy, σyy) a jak uvid́ıme později i pole posuv̊u (ux, uy), tedy
stač́ı znát tvar Airyho funkce napět́ı U(x, y). Hledáńı tvaru této fukce bohužel neńı obecně
úloha jednoduchá. Muschelǐsvili dokázal, že Airyho funkci napět́ı U(x, y) je možné vyjádřit
pomoćı dvou komplexńıch holomorfńıch funkćı ϕ(z), χ(z) a tedy plat́ı následuj́ıćı věta
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Věta 4.1. Necht’ U(x, y) je biharmonická funkce (Airyho funkce) definovaná na jednoduše
souvislém tělese T . Pak existuj́ı holomorfńı funkce ϕ(z), χ(z) v T takové, že

U(x, y) = Re[z̄ϕ(z) + χ(z)], (4.4)

kde z = x+ iy, z̄ = x− iy a definici jednoduše souvislého tělesa T a holomorfńı funkce
najdeme v [19].

Předchoźı věta ukazuje, jak vyjádřit Airyho funkci pomoćı dvou komplexńıch holo-
morfńıch funkćı, ale neř́ıká nic o jejich konkrétńıch tvarech. Tvary funkćı ϕ(z), χ(z) se
měńı pro každou úlohu a jejich nalezeńı může být poměrně složitou úlohou. Konkrétńı
tvar těchto fuknkćı pro naši úloha si ukážeme později.

Vyjádřeńı r̊uzných výraz̊u pomoćı funkćı napjatosti

Následuj́ıćı definice objasňuje pojem funkce napjatosti

Definice 4.1. Funkcemi napjatosti se rozumı́ funkce U(x, y), ϕ(z), χ(z) a jejich derivace.

Dále pro holomorfńı funkce ϕ(z), χ(z) (tzv. Muschelǐsviliho komplexńı potenciály)
zavedeme značeńı

Φ(z) = ϕ′(z), ψ(z) = χ′(z), Ψ = ψ′(z). (4.5)

Nyńı si ukážeme, jak se daj́ı źıskat složky tenzoru napět́ı σxx, σxy, σyy a pole posuv̊u
ux, uy př́ımo pomoćı funkćı napjatosti (bez nutnosti užit́ı funkce U(x, y)). Vyjádřeńı napět́ı
a posuv̊u vycháźı z věty 1.3 v [19] odkud úpravou źıskáme

ux = Re

[
κϕ(z)− zΦ(z)− ψ(z)

2µ

]
, (4.6)

uy = Im

[
κϕ(z)− zΦ(z)− ψ(z)

2µ

]
, (4.7)

σxx = Re[2Φ(z)− zΦ′(z)−Ψ(z)], (4.8)

σyy = Re[2Φ(z) + zΦ′(z) + Ψ(z)], (4.9)

σxy = Im[zΦ′(z) + Ψ(z)], (4.10)

kde µ je modul pružnosti ve smyku a κ je konstanta, která nabývá hodnoty κ = 3 − 4ν
pro rovinnou deformaci nebo κ = 3−ν

1+ν
pro rovinnou napjatost. Konstanta ν označuje

Poissonovo č́ıslo.

4.2 Tvary komplexńıch potencial̊u pro dislokaci v bi-

materiálu

Trhlinu lze s výhodou modelovat pomoćı dislokaćı a právě tohoto modelu (tzv.model
spojitě rozložených dislokaćı) využ́ıvá i tato práce, jak uvid́ıme později. Abychom byli
schopni s dislokaćı dále pracovat a vyjádřit např. pole napět́ı, tak muśıme znát tvary
př́ıslušných komplexńıch potenciál̊u, které tuto dislokaci popisuj́ı.
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Obrázek 4.1: Nekonečná rovina s dislokaćı

Uvažujme nekonečnou rovinu tvořenou dvěma polorovinami z homogenńıho lineárně
elastického izotropńıho materiálu M1 a M2 dle obrázku 4.1 s materiálovými charakteris-
tikami µ1, ν1 pro horńı polorovinu a µ2, ν2 pro dolńı polorovinu, kde µ je modul pružnosti
ve smyku a ν představuje Poissonovo č́ıslo. V horńı polorovině se nacháźı dislokace v ζ.
Tvary komplexńıch potenciál̊u ϕ(z, ζ), ψ(z, ζ) pak jsou

ϕ1(z, ζ) = ϕ1s(z, ζ) + ϕ1i(z, ζ) (z ∈M1), (4.11)

ψ1(z, ζ) = ψ1s(z, ζ) + ψ1i(z, ζ) (z ∈M1), (4.12)

ϕ2(z, ζ) = ϕ1s(z, ζ) + ϕ2i(z, ζ) (z ∈M2), (4.13)

ψ2(z, ζ) = ψ1s(z, ζ) + ψ2i(z, ζ) (z ∈M2), (4.14)

kde z = x+ iy a ζ = ξ + iη.
Členy s indexem s se nazývaj́ı singulárńı a jejich tvar je

ϕ1s(z, ζ) = −γ1 log(z − ζ), (4.15)

ψ1s(z, ζ) = −k1γ1 log(z − ζ) + γ1
ζ

z − ζ + γ1. (4.16)

Reprezentuj́ı řešeńı v nekonečném tělese v př́ıpadě, že oba materiályM1,M2 jsou identické.
Členy s indexem i se nazývaj́ı podobnostńı (image) a jejich tvar je

ϕ1i(z, ζ) = δ1
(
ψ1s(z, ζ) + zϕ′1s(z, ζ)

)
, (4.17)

ψ1i(z, ζ) = −δ1z
∂

∂z

(
ψ1s(z, ζ) + zϕ′1s(z, ζ)

)
+ λ1ϕ1s(z, ζ), (4.18)

ϕ2i(z, ζ) = λ1ϕ1s(z, ζ), (4.19)

ψ2i(z, ζ) = δ1ψ1s(z, ζ) + (δ1 − λ1)zϕ′1s(z, ζ). (4.20)

Reprezentuj́ı modifikaci kv̊uli př́ıtomnosti rozd́ılného materiálu ve spodńı polovině ne-
konečného tělesa M2. Konstanty k1, γ1, λ1, δ1 nabýváj́ı pro dislokaci (tyto vztahy kom-
plexńıch potenciál̊u lze použ́ıt i pro osamělou śılu) těchto hodnot

k1 = 1, γ1 =
iµ1b

π(κ1 + 1)
, δ1 =

α1 − β1
1 + β1

, λ1 =
α1 + β1
1− β1

, (4.21)
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kde b = bx + iby je tzv. Burgers̊uv vektor (část 2.3 v [19], část 2.1 v [10]), κ1 = 3 − 4ν1
pro rovinnou deformaci nebo κ1 = (3− ν1)/(1 + ν1) pro rovinnou napjatost a α1, β1 jsou
tzv. Dundursovi parametry [21], jejichž tvar je následuj́ıćı

α1 =
µ2(κ1 + 1)− µ1(κ2 + 1)

µ2(κ1 + 1) + µ1(κ2 + 1)
, β1 =

µ2(κ1 − 1)− µ1(κ2 − 1)

µ2(κ1 + 1) + µ1(κ2 + 1)
. (4.22)

Komplexně sdružené členy źıskáme na základě této notace

F (z) = F (z),

tedy

ϕ1s(z, ζ) = ϕ1s(z, ζ) = −γ1 log(z − ζ), (4.23)

ψ1s(z, ζ) = ψ1s(z, ζ) = −k1γ1 log(z − ζ) + γ1
ζ

z − ζ
+ γ1. (4.24)

Poznámka: Pokud se dislokace (př́ıpadně osamělá śıla) nacháźı ve spodńı polovině tělesa
M2, pak stač́ı výše uvedené vztahy přeindexovat (1 → 2)
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Kapitola 5

Integrálńı rovnice - stanoveńı
součinitele intenzity napět́ı

V této kapitole se postupně dopracujeme k tvaru integrálńı rovnice a z jej́ıho řešeńı jsme
schopni stanovit součinitel intenzity napět́ı KI . K źıskáńı integrálńı rovnice využijeme
tzv. Bueckner̊uv princip a modelováńı trhliny pomoćı metody spojitě rozložených dislokaćı
a faktu, že dislokaci jsme schopni dobře popsat a stanovit např. pole posunut́ı, které
tato dislokace v materiálu vyvolá. Pro jednoduchost budeme uvažovat rovinný problém
pr̊uchoźı trhliny v zat́ıženém homogeńım prostřed́ı dle obrázku 5.1(a). Veškerý text, vztahy
a poznatky této kapitoly lze nalézt v [10] a [11].

5.1 Bueckner̊uv princip a metoda spojitě rozložených

dislokaćı

Bueckner̊uv princip

Umožňuje nám źıskat řešeńı úlohy (obr. 5.1(a)) superpozićı dvou řešeńı úloh (obr. 5.1(b,c))

• úloha (b) - homogenńı neporušené prostřed́ı zat́ıžené v nekonečnu

• úloha (c) - nezat́ıžené prostřed́ı s trhlinou, na jej́ıž ĺıcech jsou předepsaná tzv. ko-
rekčńı napět́ı, která jsou stejně velká, ale opačně orientovaná, než napět́ı p̊usob́ıćı
v mı́stě trhliny v úloze (b)

Metoda spojitě rozložených dislokaćı

Umožňuje nám stanovit korekčńı napět́ı pomoćı vkládáńı nadbytečného materiálu mezi
ĺıce trhliny. Vložený materiál je pouze matematickým modelem (reálná trhlina je sa-
mozřejmě prázdná), který slouž́ı k stanoveńı korečńıch napět́ı a současně similuje rozevřeńı
trhliny.

Vkládaný materiál si můžeme představit jako kombinaci nekonečně tenkých pás̊u
- nosič̊u soustředné deformace a zp̊usob vkládáńı je zobrazen na obrázku 5.2. Prvńı
pás zač́ıná v jednom vrcholu trhliny a pokračuje až do nekonečna nebo ke vzdálenému
okraji (5.2(a)). Vložeńı dostatečného množstv́ı pás̊u (5.2(b)) a následné odebráńı pás̊u
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Obrázek 5.1: Bueckner̊uv princip

na vhodných mı́stech (5.2(c)) vede k požadované konfiguraci simuluj́ıćı trhlinu. Každý
pás vloženého materiálu vnáš́ı do tělesa relativńı posuv δb a generuje t́ım určité napět́ı.
Matematické řešeńı pro toto napět́ı od jednoho pásu může být použito jako Greenova
funkce úlohy (c) a napět́ı generované výsledným posuvem od všech pás̊u źıskáme jed-
noduše součtem nebo integraćı této Greenovy funkce.

Pás vloženého materiálu je vlastně analogíı dobře známé hranové dislokace a v řadě
vlastnost́ı se shoduje s hranovou dislokaćı, která vzniká jako defekt krystalové mř́ıžky (viz
např. př́ıloha B v [19]). Fyzikálně žádné poruchy nevznikaj́ı - jedná se jen o matematický
nástroj umožňuj́ıćı zavést self-konzistentńı stav napět́ı v tělese (tj. odpov́ıdaj́ıćı vložené
soustředěné deformaci a okrajovým podmı́nkám).

5.2 Dislokace

V rovině můžeme dislokaci modelovat jako polonekonečný zářez libovolné trajektorie do
kterého vlož́ıme nebo naopak z něj vyjmeme pás materiálu o konstantńı š́ı̌rce a opět
spoj́ıme materiál dohromady. Konstatńı š́ı̌rka pásu je známá jako tzv. Burgers̊uv vektor
b. Důležitou vlastnost́ı hranové dislokace je, že napět́ı, které zp̊usobuje svoj́ı př́ıtomnost́ı,
je nezávislé na orientaci zářezu a záviśı pouze na složkách Burgersova vektoru (bx, by).

Zp̊usoby vytvořeńı hranové dislokace - na obrázku 5.3 jsou znázorněny dva
zp̊usoby vytvořeńı hranové dislokace s Burgersovým vektorem b = bx. V obou př́ıpadech
je indukováno stejné pole napět́ı a posuv̊u.

• př́ıpad (a) - je veden řez materiálem podél osy y, do kterého vlož́ıme tenký pás
materiálu o tloušt’ce bx a následně materiál opět spoj́ıme (obr.5.3(a))

• př́ıpad (b) - je veden řez materiálem podél osy x, materiál pod řezem posuneme ve
směru osy x o bx a následně materiál opět spoj́ıme (obr.5.3(b))
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Obrázek 5.2: Ilustrace vloženého materiálu pomoćı vkládáńı a vyj́ımáńı tenkých pás̊u

Obrázek 5.3 ilustruje také znaménkovou konvenci zavedenou pro Burgers̊uv vektor b
Dundursem [21], kterou zavedl, aby nedocházelo k nejednoznačnosti. Jako levá strana se
označuje strana řezu, která lež́ı nalevo od řezu pozorovaného z jádra dislokace a znač́ı se
znaménkem (-). Pravá strana se źıská analogicky a znač́ı se znaménkem (+). Znaménko
složky bx Burgersova vektoru b určuje křivka obcházej́ıćı kořen dislokace z libovolného
bodu levé hrany řezu do jemu odpov́ıdaj́ıćıho bodu pravé hrany řezu, tj. po ukončeńı
oběhu křivky se dostane nespojitost posunut́ı ve směru osy x co do velikosti a orientace
shodná se složkou bx

bx = u(+)− u(−). (5.1)

Pole napět́ı zp̊usobené dislokaćı

Mějme nekonečné těleso obsahuj́ıćı hranovou dislokaci v počátku s Burgersovým vektorem
b = (bx, by), pak napět́ı indukované v bodě (x,y) je dáno vztahy

σxx(x, y) =
2µ

π(κ+ 1)

{
bx

[
− y

r4
(3x2 + y2)

]
+ by

[ x
r4

(x2 − y2)
]}

, (5.2)

σyy(x, y) =
2µ

π(κ+ 1)

{
bx

[ y
r4

(x2 − y2)
]

+ by

[ x
r4

(3x2 + y2)
]}

, (5.3)

σxy(x, y) =
2µ

π(κ+ 1)

{
bx

[ y
r4

(x2 − y2)
]

+ by

[ x
r4

(x2 − y2)
]}

, (5.4)

kde µ je modul pružnosti ve smyku a κ je konstanta, která nabývá hodnoty κ = 3 − 4ν
pro rovinnou deformaci nebo κ = 3−ν

1+ν
pro rovinnou napjatost, konstanta ν označuje

Poissonovo č́ıslo a r2 = x2 + y2.
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Obrázek 5.3: Zp̊usoby vytvořeńı hranové dislokace: (a) pomoćı vložeńı materiálu (climb),
(b) pomoćı posunut́ı v ose x (glide)

y

xξ
ξ + δξ

−a a

Obrázek 5.4: Trhlina modelovaná pomoćı hranových dislokaćı

5.3 Integrálńı rovnice

Nyńı si odvod́ıme tvar integrálńı rovnice s využit́ım poznatk̊u z předchoźıch sekćı. Úlohu
pr̊uchoźı trhliny s délkou trhliny 2a v zat́ıženém homogeńım prostřed́ı (obr. 5.1) rozděĺıme
pomoćı Buecknerova principu na dvě úlohy:

1. úloha - stanoveńı napět́ı σ̃ij(x, y) v mı́stech trhliny v materiálu při absenci trhliny
(obr. 5.1(b))

2. úloha - stanoveńı korekčńıho napět́ı σ̄ij(x, y), které je indukováné pomoćı vloženého
materiálu mezi ĺıce trhliny (obr. 5.1(c))

Ze superpozice plyne, že výsledné napět́ı σij dostaneme součtem těchto dvou úloh, tedy

σij(x, y) = σ̃ij(x, y) + σ̄ij(x, y). (5.5)

Za podmı́nky, že okrajové podmı́nky jsou splněny.
Označme normálové napět́ı N(x) a smykové napět́ı S(x) p̊usob́ıćı v mı́stě trhliny.

Protože plat́ı σ̃yy(x, 0) ≡ σ∞yy(x) a σ̃xy(x, 0) ≡ 0 ∀y, tak okrajové podmı́nky můžeme
zapsat takto

N(x) ≡ σyy(x, 0) = σ∞yy(x, 0) + σ̄yy(x, 0) = 0, |x| < a (5.6)

S(x) ≡ σxy(x, 0) = σ̄xy(x, 0) = 0. |x| < a (5.7)
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Prvńı úlohu tedy máme vyřešenou a zbývá úloha druhá - stanoveńı korekčńıho napět́ı.
Jak již bylo řečeno, tak korekčńı napět́ı může být stanoveno pomoćı vkládáńı materiálu
mezi ĺıce trhliny a tento vkládaný materiál je možné chápat jako hranové dislokace (viz
části 4.1 a 4.2). Uvažujme tedy trhlinu modelovanou pomoćı spojitě rozložených dislokaćı
s Burgersovým vektorem b = (0, by) viz. obrázek 5.4. Infinetisimálńı úsek tohoto rozložeńı,
např. mezi body [ξ, 0] a [ξ + δξ, 0] lze charakterizovat jedinou izolovanou dislokaćı s ne-
konečně malým Burgersovým vektorem δby

δby = By(ξ)δξ, (5.8)

kde By(ξ) je hustota dislokaćı v bodě ξ. Napět́ı, které tato dislokace generuje je dáno
rovnicemi (5.2) - (5.4), kde proměnou x je třeba nahradit výrazem x− ξ a položit bx = 0
a y = 0

σ̄disyy (x, 0) =
2µ

π(κ+ 1)

δby(ξ)

x− ξ =
2µ

π(κ+ 1)

By(ξ)

x− ξ δξ. (5.9)

Napět́ı σyy generované spojitým rozděleńım dislokaćı podél délky trhliny pak źıskáme
integraćı napět́ı σ̄disyy přes délku trhliny

σ̄yy(x, 0) =
2µ

π(κ+ 1)

∫ a

−a

By(ξ)

x− ξ dξ, (5.10)

kde pro hustotu dislokace plat́ı

By(ξ) =
dby(ξ)

dξ
. (5.11)

Je zřejmý úzký vztah mezi rozevřeńım trhliny g(x) a hustotou dislokace v bodě By(ξ).
Nutno podotknout, že g(−a) = 0 a pro vložené dislokace se záporným Burgesovým vek-
torem −by můžeme rozevřeńı trhliny pro x > −a vyjádřit ve tvaru

g(x) = −
∫ x

−a
By(ξ)dξ, (5.12)

nebo

By(ξ) = −dg(ξ)

dξ
. (5.13)

Dosad́ıme-li rovnici (5.10) do rovnice (5.6) dostaneme výraz

−κ+ 1

2µ
σ∞yy(x) =

1

π

∫ a

−a

By(ξ)

x− ξ dξ, (5.14)

což je tzv. singulárńı integrálńı rovnice prvńıho druhu obsahuj́ıćı Cauchy jádro (x− ξ)−1
(objevuje se ve všech rovinných úlohách s trhlinou) a neznámou hustotu dislokace By(ξ),
přičemž integrál v této rovnici je nutné brát ve smyslu jeho hlavńı hodnoty (část 2.2 v [11]).
Z matematických d̊uvod̊u je výhodné tuto rovnici normalizovat na interval 〈−1, 1〉. Této
normalizace dosáhneme substitućı, která pro obecný př́ıpad intervalu 〈a, b〉 má tvar

2ξ = (b− a)s+ (b+ a),

2x = (b− a)t+ (b+ a). (5.15)
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Pro náš interval trhliny 〈−a, a〉 tedy plat́ı a = −a, b = a a substituce (5.15) pak nabývá
tvaru

ξ = as, x = as. (5.16)

Singulárńı integrálńı rovnice (5.14) přejde po substituci (5.16) na tvar

F (t) =
1

π

∫ 1

−1

By(s)

t− s ds, |t| < 1, (5.17)

kde

F (t) = −κ+ 1

2µ
σ∞yy(t). (5.18)

Řešeńı této integrálńı rovnice (5.17) je možné odvodit na základě Muschelǐsviliho teorie
[26]. Z jeho teorie vyplývá, že řešeńı hustoty dislokace By(s) je třeba hledat jako součin
tzv. fundamentálńıho řešeńı ω(s) a neznámé ohraničené funkce φy(s)

By(s) = ω(s)φy(s), ω(s) =
1√

1− s2
. (5.19)

Řešeńı rovnice (5.17) je pak dáno výrazem

By(t) = −ω(t)

π

∫ 1

−1

F (s)

ω(s)(t− s)ds+ Cω(t), (5.20)

kde C je libovolná konstanta, která se urč́ı z podmı́nky nulového rozevřeńı konc̊u trhliny

g(−a) = g(+a) = 0. (5.21)

Podmı́nka (5.21) s rovnićı (5.12) dává tzv. podmı́nku konzistence∫ a

−a
By(ξ)dξ =

∫ 1

−1
By(s)ds = 0, (5.22)

ze které se urč́ı neznámá konstanta C ve vztahu (5.20).

Stanoveńı součinitele intenzity napět́ı

Pomoćı By(ξ) lze stanovit nejen rozevřeńı trhliny g(x) (5.12), ale i součinitel intenzity
napět́ı v koncových bodech trhliny. Nejprve stanov́ıme rozevřeńı trhliny pomoćı vztah̊u
(2.20) takto

g(r) = uy(r,+π)− uy(r,−π) =
κ+ 1

µ
KI

√
r

2π
. (5.23)

Derivaćı (5.23) dle r źıskáme gradinet rozevřeńı trhliny v koncových bodech trhliny, který
je úměrný součiniteli intenzity napět́ı

dg(r)

dr
=
κ+ 1

2µ

KI√
2πr

. (5.24)
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Pro pravou stranu kořene trhliny, r je měřeno v záporném směru x plat́ı dg(r)/dr =
+By(r) a r = a − x = a(1 − t) a součinitel intenzity napět́ı ve vrcholu trhliny t = +1 je
pak vztažen k

lim
r→0

√
r

dg(r)

dr
= lim

t→1
[
√
a(1− t)By(t)] =

√
a

2
φy(+1). (5.25)

Obdobnou úvahou se stanov́ı i součinitel intenzity napět́ı v druhém vrcholu trhliny a spo-
lečně jej můžeme zapsat ve tvaru

KI(±1) = ±√πa 2µ

κ+ 1
φy(±1). (5.26)

Poznámka: Integrálńı rovnice v této kapitole byla odvozena pro rovinnou úlohu s pr̊uchoźı
trhlinou v zat́ıženém homogeńım prostřed́ı. V př́ıpadě složitěǰśı geometrie tělesa s trhlinou
nebo při existenci nehomogenit nabývá integrálńı rovnice složitěǰśıho tvaru a jej́ı řešeńı
již nelze hledat v uzavřené formě a je nutné použ́ıt vhodných numerických metod.
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Kapitola 6

Trhlina kolmá k bi-materiálovému
rozhrańı

V této kapitole nejdř́ıve stanov́ıme na základě poznatk̊u z předchoźıch kapitol singulárńı
integrálńı rovnici prvńıho druhu pro konkrétńı úlohu trhliny konečné délky v bi-materiálu
a následně ukážeme řešeńı této rovnice pomoćı převodu na soustavu N -rovnic o N -
neznámých. Použité vztahy a poznatky této kapitoly lze nalézt v [10], [12], [14], [15],
[19], [26] a [27].

6.1 Stanoveńı integrálńı rovnice

Uvažujme rovinnou úlohu trhliny kolmé k bi-materiálovému rozhrańı délky 2a dle obrázku
6.1. Pro tuto úlohu nemůžeme použ́ıt integrálńı rovnici 5.14. Singulárńı integrálńı rovnice
prvńıho druhu nyńı nabývá obecně tohoto tvaru

g(t) =

∫ 1

−1
B(s)

1

t− sds+

∫ 1

−1
B(s)K(s, t)ds |t| < 1, (6.1)

kde K(s, t) je kvadraticky integrovatelná funkce v proměnné s, g(t) je nějaká ohraničená
funkce a B(s) je hledaná neznámá funkce hustota dislokace. Prvńı integrál v (6.1) je
singulárńı a je nutno ho uvažovat ve smyslu jeho hlavńı hodnoty (viz. část 2.2 v [11]).

Řešeńı této rovnice již nelze hledat v uzavřené formě a je nutno použ́ıt numerických
metod. Obecný př́ıstup k řešeńı singulárńı integrálńı rovnice prvńıho druhu zde nebudeme
rozeb́ırat. Lze jej nalézt např. v [27]. Zde naopak bude uvedeno konkrétńı stanoveńı a ře-
šeńı singulárńı integrálńı rovnice prvńıho druhu pro úlohu dle obrázku 6.1. K jej́ımu
stanoveńı budeme v podstatě koṕırovat postup uvedený v kapitole 4. Ćılem je tedy nalezeńı
tvaru integrálńı rovnice a jej́ı převod na soustavu N -rovnic o N -neznámých, jak uvid́ıme
dále.

Na základě Buecknerova principu (obr. 5.1) rozděĺıme naši úlohu na dvě samostatné
úlohy:

1. úloha - stanoveńı napět́ı σ̃xx(x, y) v mı́stech trhliny v materiálu při absenci trhliny
(obdoba obr. 5.1(b))

2. úloha - stanoveńı korekčńıho napět́ı σ̄xx(x, y), které je indukované pomoćı vloženého
materiálu mezi ĺıce trhliny (obdoba obr. 5.1(c))
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Obrázek 6.1: Trhlina kolmá k bi-materiálovému rozhrańı

1. úloha je řešena pomoćı metody konečných prvk̊u (MKP), konkrétně v komerčńım
systému ANSYS. Źıskaná napět́ı v konkrétńıch mı́stech trhliny jsou co do velikosti stejná,
ale opačně orientovaná jak korekčńı napět́ı, která tvoř́ı levou stranu rovnice 6.1.

2. úloha je řešena pomoćı metody spojitě rozložených dislokaćı, která nám omožňuje na
základě známého napět́ı σ̄xx od jedné dislokace (charakterizované Burgersovým vektorem
b) stanovit pomoćı integrace přes délku trhliny napět́ı σ̄xx generované trhlinou. T́ım
dostáváme pravou stranu rovnice (6.1).

Předpokládejme, že již známe řešeńı prvńı úlohy. Ke stanoveńı singulárńı integrálńı
rovnice prvńıho druhu je tedy kĺıčové stanoveńı napět́ı σ̄xx od jedné dislokace. V třet́ı
kapitole jsme již ukázali, jak lze źıskat napět́ı a posuvy pomoćı funkćı napjatosti (tzv.
Muschelǐsviliho komplexńı potenciály) a rovněž jsme již ukázali tvary těchto potenciálu
pro dislokaci v bi-materiálu, čehož ted’ využijeme.

Napět́ı σ̄xx od jedné dislokace tedy źıskáme z rovnice 4.8 takto

σ̄disxx = Re[2Φ1(z, ζ)− zΦ′1(z, ζ)−Ψ1(z, ζ)]. (6.2)

K jeho stanoveńı tedy potřebujeme znát derivace komplexńıch potenciál̊u ϕ1(z, ζ), ψ1(z, ζ)
(4.11, 4.12).

Kompletńı odvozeńı zde nebude uvedeno a je možné ho nalézt v dodatku A. Ukážeme
zde jen konkrétńı tvary komplexńıch funkćı ϕ1(z, ζ), ψ1(z, ζ). Poukažme ještě na sku-
tečnost, že trhlina kolmá k bi-materiálovému rozhrańı je modelována pomoćı dislokaćı
s Burgersovým vektorem b = (bx, 0), což znamená, že konstanty γ1 a γ1 (4.21) nabývaj́ı
hodnot

γ1 =
iµ1bx

π(κ1 + 1)
, γ1 = − iµ1bx

π(κ1 + 1)
, (6.3)

tedy plat́ı

γ1 = −γ1. (6.4)
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Tvary komplexńıch potenciál̊u ϕ1(z, ζ), ψ1(z, ζ) pak nabývaj́ı těchto tvar̊u

ϕ1(z, ζ) = γ1

(
− ln(z − ζ) + δ1

[
−k1 ln(z − ζ)− ζ − z

z − ζ
− 1

])
, (6.5)

ψ1(z, ζ) = γ1

(
k1 ln(z − ζ) +

ζ

z − ζ + 1 +
δ1z(k1 − 1)

z − ζ
+ (6.6)

+
δ1z(z − ζ)

(z − ζ)2
+ λ1 ln(z − ζ)

)
,

kde konstanty k1, λ1, δ1 nabývaj́ı hodnot dle vztahu (4.21).
Derivaćı ϕ1(z, ζ), ψ1(z, ζ) podle proměnné z a dosazeńım do (6.2) źıskáme napět́ı od

jedné dislokace ve tvaru

σ̄disxx = Re

{
γ1

(
−k1 + 2

z − ζ −
z − ζ

(z − ζ)2
− 3δ1(k1 − 1) + λ1

z − ζ
+ (6.7)

+
δ1(3ζ + z(k1 − 5) + z(−k1 + 2))

(z − ζ)2
+

2δ1(ζ − z)(z − z)

(z − ζ)3

)}
.

Dále dosad́ıme z = x + iy, z = x − iy, ζ = ξ + iη, ζ = ξ − iη do rovnice (6.7), polož́ıme
x = ξ, dosad́ıme γ1 z rovnice (6.3) a následnými úpravami źıskáme konečný tvar napět́ı
od jedné dislokace

σ̄disxx =
µ1bx

π(κ1 + 1)

(
−k1 + 1

y − η −
3δ1(k1 − 1) + λ1

y + η
+ (6.8)

+
δ1(3η + 2k1y − 7y)

(y + η)2
− 4δ1y(η − y)

(y + η)3

)
.

Nyńı nahrad́ıme v rovnici (6.8) Burgers̊uv vektor bx na základě rovnice (5.8) výrazem

δbx = Bx(η)δη, (6.9)

kde Bx(η) je hustota dislokace v bodě η. Integraćı přes délku trhliny dostáváme σ̄xx

σ̄xx =
−µ1(k1 + 1)

π(κ1 + 1)

∫ h+a

h−a

Bx(η)

y − η dη +
µ1

π(κ1 + 1)

∫ h+a

h−a
Bx(η)

(
−3δ1(k1 − 1) + λ1

y + η
+

+
δ1(3η + 2k1y − 7y)

(y + η)2
− 4δ1y(η − y)

(y + η)3

)
dη, (6.10)

což je singulárńı integrálńı rovnice pro trhlinu kolmou k bi-materiálovému rozhrańı. Tuto
rovnici ještě znormalizujeme z intervalu 〈h− a, h+ a〉, kde h znač́ı vzdálenost středu
trhliny od bi-materiálového rozhrańı substitućı dle vztahu (5.15) na interval 〈−1, 1〉. V na-
šem př́ıpadě tato substituce nabývá tvaru

η = as+ h y = at+ h. (6.11)

Singulárńı integrálńı rovnice prvńıho druhu pak pomoćı (6.11) a předpokladu, že známe
řešeńı prvńı úlohy přejde na tvar

σxx(t) =
−µ1(k1 + 1)

π(κ1 + 1)

∫ 1

−1

Bx(s)

t− s ads+
µ1

π(κ1 + 1)

∫ 1

−1
Bx(s)a

(
−3δ1(k1 − 1) + λ1

a(t+ s) + 2h
+

+
δ1(3as− 2h+ 2k1at− 7at)

(a(t+ s) + 2h)2
− 4δ1(at+ h)(a(s− t))

(a(t+ s) + 2h)3

)
ds, (6.12)
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kde σxx(t) = −σ̃xx(x, y) v mı́stech trhliny materiálu při absenci trhliny (viz 1. úloha).
Nyńı máme hledaný tvar integrálńı rovnice pro úlohu trhliny kolmé k bi-materiálovému

rozhrańı, ale jak už bylo řečeno, tak řešeńı této rovnice (6.12) nelze vyjádřit v uzavřeném
konečném tvaru, ale muśı se hledat jen v předem zvoleném stupni přibĺıžeńı (aproximace).
Rovnici (6.12) řeš́ıme převodem na soustavuN -rovnic oN -neznámých, kdeN znač́ı stupeň
aproximace. Zp̊usob převodu je ukázán v daľśı části.

6.2 Řešeńı integrálńı rovnice

K źıskáńı vlastńıho řešeńı integrálńı rovnice (6.11) využijeme nahrazeńı hledané hustoty
dislokace vztahem (5.19), který ukázal Muschelǐsvili [26], tedy pro náš př́ıpad

Bx(s) = ω(s)φx(s), ω(s) =
1√

1− s2
, (6.13)

kde ω(s) je tzv. fundamentálńı řešeńı integrálńı rovnice a φx(s) je nějaká neznámá ohra-
ničená funkce.
Poznámka: V obecném př́ıpadě tj. pro řešeńı rovnice (6.1) je fundamentálńı řešeńı ve
tvaru

ω(s) = (1− s)λ1(1 + s)λ2 ,

kde exponent λ1, λ2 je tzv. exponent singularity, který může nabývat hodnot z intervalu
(−1, 1). V našem př́ıpadě plat́ı λ1 = λ2 = −λ = −1/2. Vı́ce o této problematice v [27].

Dále využijeme dvoj́ı aproximace pomoćı tzv. Čebyševových polynom̊u 1. druhu [15],
kde využijeme jejich vlastnosti, že jsou ortogonálńı na intervalu 〈−1, 1〉 s váhou 1/(

√
1− x2)

= 0 i∫ 1

−1

Ti(x)Tj(x)√
1− x2

=
π

2
i = j 6= 0, (6.14)

= π i = j = 0

kde Ti znač́ı Čebyšev̊uv polynom 1. druhu stupně i.
1. aproximace - se týká funkce φx(s), kterou vyjádř́ıme pomoćı Čebyševových poly-

nomů 1. druhu takto

φx(s) =
N∑
i=1

Ti(s)ci, (6.15)

kde ci jsou neznámé konstanty, které dostaneme jako řešeńı soustavy N -rovnic o N -
neznámých.

2. aproximace - se týká nesingulárńıho integrálu v rovnici (6.12), konkrétně členu,
který můžeme označit jako K(s, t) dle značeńı v rovnici (6.1).

K(s, t) = a

(
−3δ1(k1 − 1) + λ1

a(t+ s) + 2h
+
δ1(3as− 2h+ 2k1at− 7at)

(a(t+ s) + 2h)2
−

− 4δ1(at+ h)(a(s− t))
(a(t+ s) + 2h)3

)
=

N∑
j=1

Tj(s)dj(t), (6.16)
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kde dj(t) jsou konstanty určené ze vztahu

dj(t) =
2

N + 1

N+1∑
k=1

K

(
cos

(
π
(
k − 1

2

)
N + 1

)
, t

)
cos

(
πj
(
k − 1

2

)
N + 1

)
. (6.17)

Poznámka: Standartně se aproximace pomoćı Čebyševových polynomů 1. druhu zapisuje

f(x) =
1

2
c0 +

N−1∑
j=1

Tj(x)cj,

kde konstanty ci se urč́ı následovně

cj =
2

N

N∑
k=1

f

(
cos

(
π
(
k − 1

2

)
N

))
cos

(
πj
(
k − 1

2

)
N

)
.

Z podmı́nky konzistence (5.22) však plyne, že konstanta c0 = 0 a tak ji do aproximace
ani nezahrnujeme. Přeindexováńı sumace z N − 1 na N ve vztaźıch (6.15, 6.16) je již jen
formalitou.

Nyńı aplikujeme výše zmı́něné aproximace (6.15, 6.16) na singulárńı integrálńı rovnici
(6.12) a dostáváme

σxx(t) =
−µ1(k1 + 1)

π(κ1 + 1)

∫ 1

−1

1√
1− s2(t− s)

N∑
i=1

Ti(s)cids+ (6.18)

+
µ1

π(κ1 + 1)

∫ 1

−1

1√
1− s2

N∑
i=1

Ti(s)ci

N∑
j=1

Tj(s)dj(t)ds.

Nesingulárńı integrál v (6.18) řeš́ıme pomoćı vlastnosti ortogonality Čebyševových
polynomů 1. druhu, tedy dle vztahu (6.14) a singulárńı integrál vyřeš́ıme pomoćı násle-
duj́ıćıho vztahu (viz vztahy 7.29, 7.73 v [27])

1

π

∫ 1

−1

TN(s)√
1− s2(t− s)

ds =
Γ(−1

2
)Γ(3

2
)

π
UN−1(t), (6.19)

kde TN(s) je Čebyšev̊uv polynom 1. druhu stupně N , Γ(−1
2
), Γ(3

2
) je tzv. Gamma funkce

[14] a UN−1(t) je Čebyšev̊uv polynom 2. druhu stupně N − 1 v bodě t [14].
Nyńı tedy máme vše potřebné k převedeńı singulárńı integrálńı rovnice prvńıho druhu

pro př́ıpad trhliny kolmé k bi-materiálovému rozhrańı (6.12) na soustavu N -rovnic o N -
neznámých. Pro jej́ı vyřešeńı si zvoĺıme stupeň aproximace N , materiálové charakteristiky
popisuj́ıćı materiály M1 a M2 tedy µ1, ν1, µ2, ν2, kde µ je modul pružnosti ve smyku, ν
představuje Poissonovo č́ıslo, polovičńı délku trhliny a , vzdálenost středu trhliny od
bi-materiálového rozhrańı h, odečteme napět́ı σxx(t) v N -bodech t1 . . . tN , vypoč́ıtáme
hodnoty koeficient̊u dj(t) v těchto bodech a rovněž vypoč́ıtáme hodnoty Čebyševových
polynomů 2. druhu UN−1(t) v těchto bodech.
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Např́ıklad pro N = 3 dostáváme

σxx(t1) =
−µ1(k1 + 1)Γ

(
−1

2

)
Γ
(
3
2

)
π(κ1 + 1)

(U0(t1)c1 + U1(t1)c2 + U2(t1)c3) +

+
µ1

2(κ1 + 1)
(c1d1(t1) + c2d2(t1) + c3d3(t1)),

...
...

...
...

...
...

σxx(t3) =
−µ1(k1 + 1)Γ

(
−1

2

)
Γ
(
3
2

)
π(κ1 + 1)

(U0(t3)c1 + U1(t3)c2 + U2(t3)c3) +

+
µ1

2(κ1 + 1)
(c1d1(t3) + c2d2(t3) + c3d3(t3)).

Po vyřešeńı soustavy N -rovnic o N -neznámých źıskáváme N -konstant ci a pomoćı
vztahu (6.15) źıskáme funkci φx(s) a pomoćı této funkce a vztahu (5.26) můžeme vyjádřit
součinitel intenzity napět́ı KI(±1) v krajńıch bodech trhliny ve tvaru

KI(±1) = ±√πa 2µ1

κ+ 1
φx(±1). (6.20)
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Kapitola 7

Řešeńı problému

V této kapitole ukážeme jednotlivé výpočtové modely, které byly použity ke stanoveńı
součinitele intenzity napět́ı KI trhliny kolmé k bi-materiálovému rozhrańı pro r̊uzné kon-
figurace materiál̊u M1,M2. Nejdř́ıve budou uvedeny modely potřebné k źıskáńı výsledk̊u
pomoćı metody spojitě rozložených dislokaćı (část 7.2 a 7.3), která je jádrem této práce.
Odvozeńı této metody je ukázáno v předchoźıch kapitolách. Poté bude ukázan model ke
stanoveńı součinitele intenzity napět́ıKI pomoćı metody konečných prvk̊u (část 7.4), který
použijeme k oveřeńı výsledk̊u stanovených pomoćı metody spojitě rozložených dislokaćı.

7.1 Formulace problému a stanoveńı ćıl̊u

Uvažujme rovinou úlohu zat́ıžené trhliny kolmé k bi-materiálovému rozhrańı dle obrázku
7.1. Trhlina je délky 2a a vzdálenost jej́ıho středu od rozhrańı je h. Materiály M1,M2 jsou
homogenńı linearně elastické a jsou charakterizovány př́ıslušnými moduly pružnosti E1, E2

a Poissonovými č́ısly ν1, ν2. Uvažujeme př́ıpad rovinné deformace a úlohu provedeme pro
následuj́ıćı 4 kombinace materiál̊u

1. kombinace s označeńım E1

E2
= 4

1
, kde materiály M1,M2 voĺıme takto

M1 : E1 = 200000MPa, ν1 = 0.3 M2 : E2 = 50000MPa, ν2 = 0.3,

2. kombinace s označeńım E1

E2
= 2

1
, kde materiály M1,M2 voĺıme takto

M1 : E1 = 200000MPa, ν1 = 0.3 M2 : E2 = 100000MPa, ν2 = 0.3,

3. kombinace s označeńım E1

E2
= 4

3
, kde materiály M1,M2 voĺıme takto

M1 : E1 = 200000MPa, ν1 = 0.3 M2 : E2 = 150000MPa, ν2 = 0.3,

4. kombinace s označeńım E1

E2
= 1

20
, kde materiály M1,M2 voĺıme takto

M1 : E1 = 3500MPa, ν1 = 0.35 M2 : E2 = 70000MPa, ν2 = 0.2.
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Obrázek 7.1: Trhlina kolmá k bi-materiálovému rozhrańı

Ćılem je stanoveńı součinitele intenzity napět́ı KI pro úlohu danou dle obrázku 7.1
pro všechny 4 kombinace materiál̊u s označeńım E1

E2
pomoćı metody spojitě rozložených

dislokaćı a následně jej porovnat s hodnotami součinitele intenzity napět́ı KI stanovenými
pomoćı metody MKP.

K vyřešeńı této úlohy potřebujeme znát levou stranu rovnice (6.12), tedy složky napět́ı
σxx(t), které řeš́ıme na neporušeném zat́ıženém tělese. Tuto úlohu vyřeš́ıme pomoćı MKP
a to konkrétně pomoćı komerčńıho softwaru ANSYS.

7.2 Výpočtový model - stanoveńı napět́ı σxx(t)

Řešeńı rovnice (6.12) se provede jej́ım převedeńım na soustavu N -rovnic o N -neznámých
(viz kapitola 5). Zvoĺıme si tedy stupeň aproximace N , který vede na odečet napět́ı σxx(t)
v N -bodech ti, kde i = 1 . . . N .

Stupeň aproximace N jsme volili dvoj́ı a to N = 4 a N = 10. Body pro odečet napět́ı
σxx(t) ti voĺıme jako kořeny Čebyševových polynomů 2. druhu stupně N UN tedy

ti = cos

(
πi

N + 1

)
, i = 1 . . . N. (7.1)

Hodnoty ti jsou voleny takto záměrně, protože ideálně pokrývaj́ı interval délky trhliny
〈−1, 1〉.

K vlastńımu výpočtu napět́ı σxx(t) jsme použili následuj́ı výpočtový model v programu
ANSYS. K snadnému opakováńı výpočtu bylo zhotoveno makro SXX01-3.mac. V tomto
modelu voĺıme parametry materiálu M1,M2, tedy moduly pružnosti E1, E2 a Poissonova
č́ısla ν1, ν2 a jejich hodnoty voĺıme tak, jak bylo zobrazeno v části 6.1. Dále voĺıme stupeň
aproximace N = 4 nebo N = 10, kterému odpov́ıdá i stejný počet bod̊u ti ze vztahu
(7.1) pro odečteńı napět́ı σxx(t). Posledńı parametr, který voĺıme je vzdálenost h, určuj́ıćı
vzdálenost středu trhliny od bi-materiálového rozhrańı (viz obrázek 7.1). Vzdálenost h
nemůžeme volit libovolně, ale s ohledem na polovičńı délku trhliny a = 8mm a výšku
tělesa v = 200mm (viz obrázek 7.2) voĺıme h z intervalu (8mm, 192mm). Vzdálenost h
voĺıme postupně tak, jak uvád́ı tabulka 7.1
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vzdálenost h[mm]
80 50 20 10 9 8.5 8.1 8.05

Tabulka 7.1: volba vzdálenosti h
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Obrázek 7.2: MKP-model-geometrie
tělesa

Obrázek 7.3: Lineárńı čtyřuzlový prvek

Výpočet provedeme tak, že zvoĺıme danou kombinaci materiál̊u s označeńım E1

E2
, stupeň

aproximace N a pro každé h z tabulky 7.1 stanov́ıme napět́ı σxx(t) ve všech př́ıslušných
bodech dle vztahu (7.1).

Model geometrie

Úloha stanoveńı napět́ı σxx(t) se provád́ı na neporušeném zat́ıženém tělese. Jedná se
o úlohu rovinnou s nekonečnými délkovými rozměry. Nekonečné těleso nelze samozřejmě
modelovat a rozměry MKP-modelu pro výpočet napět́ı σxx(t) muśıme volit jako konečné
tak, aby dostatečně věrohodně nahradily nekonečné těleso. Nav́ıc úloha je symetrická
vzhledem k ose y, proto modelujeme pouze polovinu tělesa. Model geometrie tělesa je
schématicky znázorněn na obrázku 7.2 a jeho rozměry jsou v = 200mm, a = 8mm,
d = 300mm.

Konečnoprvková śıt’

Pro tvorbu konečnoprvkové śıtě jsme použili rovinný lineárńı čtyřuzlový prvek s označeńım
v programu ANSYS jako PLANE182 a jeho triangulárńı variantu (obrázek 7.3) s nasta-
veńım pro rovinnou deformaci. Konečnoprvková śıt’ se měńı dle vzdálenosti středu trhliny
od bi-materiálového rozhrańı h a př́ıklad konečnoprvkové śıtě je uveden na obrázku 7.4.

Okrajové podmı́nky a zat́ıžeńı

Na pravé straně tělesa jsou předepsány nulové posuvy ux = 0 ve směru osy x, které
modeluj́ı symetrii tělesa podle osy y. V pravém horńım rohu tělesa je z d̊uvodu statické
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Obrázek 7.4: Konečnoprvková śıt’ s okr. podmı́nkami a zat́ıžeńım

určitosti zamezeno posuvu v jednom uzlu uy = 0 ve směru osy y. Okrajové podmı́nky
jsou znázorněny na obrázku 7.4.

Silové zat́ıžeńı tělesa σ0 = 100MPa je zobrazeno na obrázku 7.4 a je stejné jako zat́ıžeńı
σ∞xx (obrázek 7.1). V ANSYSu je toto zat́ıžeńı modelováno pomoćı záporného tlaku (př́ıkaz
pressure) a je automaticky přepoč́ıtáno do jednotlivých uzl̊u.

7.3 Výpočtový model - metoda spojitě rozložených

dislokaćı

Poté, co již známe hodnoty napět́ı σxx(t) v př́ıslušných bodech ti určených dle vztahu (7.1),
můžeme snadno vyrešit singulárńı integrálńı rovnici (6.12) dle postupu v kapitole 5. Tedy
převedeńım singulárńı integrálńı rovnice (6.12) na soustavu N -rovnic o N -neznámých.

Řešeńı této soustavy rovnic a následné stanoveńı součinitele intenzity napět́ı KI v kraj-
ńıch bodech trhliny pak provedeme pomoćı komerčńıho programu MAPLE. Vstupńı pa-
rametry jsou stejné jako v části 6.2. Nejdřive zvoĺıme př́ıslušnou kombinaci materiál̊u E1

E2

uvedenou v části 6.1, tedy moduly pružnosti E1, E2 a Poissonova č́ısla ν1, ν2, poté stupeň
aproximace N = 4 nebo N = 10 a vzdálenost středu trhliny od bi-materiálového rozhrańı
h, jejiž velikost voĺıme podle tabulky 7.1, ale v metrech.

Postup výpočtu uvádět nebudeme (viz. kapitole 5), pouze si zde ukážeme některé grafy
aproximace nesingulárńıho členu K(s, t) (6.16) integrálńı rovnice pomoćı Čebyševových
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polynomů 1. druhu (obrázek 7.5 a 7.6). Tato aproximace neńı obecně nutná, ale zkracuje
dobu výpočtu. V př́ıpadě, že bychom chtěli uvažovat trhlinu, která se dotýká rozhrańı,
tak by nesingulárńı integrál v rovnici (6.12) již neměl analytické řešeńı a aproximace je
pak nejsch̊udněǰśım řešeńım (viz [11])

Grafy jsou stanovené pro stupeň přibĺıžeńı N = 10 (obrázek 7.5) a N = 4 (obrázek 7.6)
a pro r̊uzné body stanovené dle vztahu (7.1) a to vždy symetricky vzhledem ke středu
trhliny. Kombinace materiálu byla pro ukázku volena E1

E2
= 4

1
a E1

E2
= 1

20
a vzdálenost

h = 8.05mm, tedy nejmenš́ı vzdálenost h pro kterou jsme prováděli výpočty. Z graf̊u je
patrné, že aproximace pomoćı Čebyševových polynomů 1. druhu pro stupeň aproximace
N = 10 je zcela postačuj́ıćı a má problémy pouze pro bod trhliny ti nacházejićı se v těsné
bĺızkosti rozhrańı. Stupeň přibĺıžeńı N = 4 vykazuje dle očekáváńı vetš́ı rozd́ıly mezi
aproximovanou funkćı a p̊uvodńı, ale i zde je aproximace velmi přesná.

7.4 Výpočtový model - stanoveńı KI pomoćı MKP

Dosažené výsledky pomoćı metody spojitě rozložených dislokaćı lze ověřit a porovnat
s výsledky dosaženými pomoćı MKP v programu ANSYS.

K vlastńımu výpočtu součinitele intenzity napět́ı KI bylo v programu ANSYS sta-
noveno makro KSXXB.mac, které umožňuje snadné opakováńı výpočtu. Vstupńımi hod-
notami jsou materiálové charakteristiky popisuj́ıćı danou kombinaci materiál̊u, viz. část
6.1, tedy moduly pružnosti E1, E2 a Poissonova č́ısla ν1, ν2 a vzdálenost středu trhliny od
bi-materiálového rozhrańı h.

Výpočet součinitle intenzity napět́ı KI provedeme pro danou kombinaci materiál̊u
a každé h z tabulky 7.1.

Model geometrie

Podobně jako v úloze v části 6.2 řeš́ıme stanoveńı součinitele intenzity napět́ı KI jako
úlohu rovinnou s končnými délkovými rozměry a symetríı dle osy y. Trhlinu nemodelujeme
pomoćı rozevřeńı, ale pouze pomoćı okr.podmı́nek (v́ıce o stanoveńı součinitele intenzity
napět́ı pomoćı MKP lze naj́ıt např. v [28]). Model geometrie tělesa je tedy stejný jako
na obrázku 7.2, ale jeho rozměry jsou nyńı stanoveny v metrech v = 0.2m, a = 0.008m,
d = 0.3m a to z d̊uvodu, že chceme výsledný součinitel intenzity napět́ı KI v jednotkách
MPa ·m 1

2 .

Konečnoprvková śıt’

Pro tvorbu konečnoprvkové śıtě jsme použili rovinný kvadratický osmiuzlový prvek s oz-
načeńım v programu ANSYS jako PLANE183 a jeho triangulárńı variantu obrázek 7.7
s nastaveńım pro rovinnou deformaci, viz. obrázek 7.7. K řešeńı singulárńıch problémů
s exponentem singularity λ = 1/2 nab́ıźı ANSYS př́ıkaz KSCON, který vytvoř́ı kolem zvo-
leného bodu (koncentrátoru) singulárńı prvky, což jsou triangulárńı prvky s posunutými
uzly P a N do 1/4 délky hrany OI a OJ , viz. obrázek 7.7. Konečnoprvková śıt’ se měńı
dle vzdálenosti středu trhliny od bi-materiálového rozhrańı h a př́ıklad konečnoprvkové
śıtě je uveden na obrázku 7.9 a detail konečnoprvkové śıtě okolo vrcholu trhliny je na
obrázku 7.8.
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Obrázek 7.5: Aproximace nesingulárńıho jádra integrálńı rovnice pomoćı Čebyševových
polynomů 1. druhu pro N = 10
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Obrázek 7.6: Aproximace nesingulárńıho jádra integrálńı rovnice pomoćı Čebyševových
polynomů 1. druhu pro N = 4
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Obrázek 7.7: Kvadratický osmiuzlový
prvek

Obrázek 7.8: Konečnoprvková śıt’ okolo
vrcholu trhliny

Obrázek 7.9: konečnoprvková śıt’ s okr. podmı́nkami a zat́ıžeńım
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Okrajové podmı́nky a zat́ıžeńı

Na pravé straně tělesa jsou předepsány nulové posuvy ux = 0 ve směru osy x, které
modeluj́ı symetrii tělesa podle osy y. V mı́stě, kde se nachaźı trhlina neńı předepsaná
žádná okrajová podmı́nka a t́ım je trhlina modelována. Nav́ıc v pravém horńım rohu
tělesa je z d̊uvodu statické určitosti zamezeno posuvu v jednom uzlu uy = 0 ve směru osy
y. Okrajové podmı́nky jsou znázorněny na obrázku 7.8.

Silové zat́ıžeńı tělesa σ0 = 100MPa je zobrazeno na obrázku 7.8 a jeho velikost je
stejná jako zat́ıžeńı σ∞xx (obrázek 7.1). V ANSYSU je toto zat́ıžeńı modelováno pomoćı
záporného tlaku (př́ıkaz pressure) a je automaticky přepoč́ıtáno do jednotlivých uzl̊u.
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Kapitola 8

Diskuse

V této kapitole ilustrujeme na konkrétńıch př́ıpadech bi-materiálu a geometrie trhliny
vzhledem k bi-materiálovému rozhrańı přesnost metody spojitě rozložených dislokaćı
vzhledem k výsledk̊um źıskaných metodou MKP.

Výpočty byly provedeny pomoćı výpočtových model̊u uvedených v předchoźı kapitole,
pro zvolenou kombinaci materiál̊u E1

E2
(viz část 6.1), stupeň aproximace N a vzdálenost

středu trhliny od bi-materiálového rozhrańı h volenou z tabulky 7.1. Výsledné součinitele
intenzity napět́ı KI byly vyneseny do následuj́ıćıch 4 graf̊u společně s výsledky źıskaných
pomoćı MKP (obrázek 8.1-8.4).

Každý graf je tedy stanoven pro jednu kombinaci materiál̊u E1

E2
a obsahuje vždy tři

křivky popisuj́ıćı součinitel intenzity napět́ı KI trhliny kolmé bi-materiálovému rozhrańı
(obrázek 7.1). Na ose y jsou vyneseny hodnoty normovaého součinitele intenzity napět́ı KI .
Na Ose x jsou vyneseny hodnoty pod́ılu a/h, tedy pod́ıl polovičńı délky trhliny a a vzdále-
nosti středu trhliny od bi-materiálového rozhrańı h (obrázek 7.1). Křivky popisuj́ıćı pr̊uběh
součinitele intenzity napět́ı KI jsou rozdělené barevně a toto rozděleńı je respektováno
pro všechny 4 grafy. Modrá křivka odpov́ıdá výsledk̊um źıskaných pomoćı metody spojitě
rozložených dislokaćı se stupněm aproximace N = 4. Červená křivka odpov́ıdá výsledk̊um
źıskaných stejnou metodou se stupněm aproximace N = 10 a zelená křivka popisuje
výsledky stanovené pomoćı MKP.

Srovnáńı výsledk̊u

Grafy 8.1-8.3 odpov́ıdaj́ı př́ıpadu, kdy se trhlina š́ı̌ŕı do poddajněǰśıho materiálu (E1 > E2)
a pro tento př́ıpad má hodnota součinitele intenzity napět́ı KI nar̊ustat se snižuj́ıćı se
vzdálenost́ı vrcholu trhliny od rozhrańı (a/h→ 1). Tento předpokládaný pr̊uběh je splněn
u všech tř́ı kombinaćı materiál̊u E1

E2
a pro obě metody výpočtu součinitel intenzity napět́ı

KI (spojitě rozložených dislokaćı, MKP). Z porovnáńı výsledk̊u źıskaných pomoćı metody
spojitě rozložených dislokaćı pro stupněm aproximace N = 10 a pomoćı MKP plyne, že
výsledky se téměř shoduj́ı. K nepatrnému rozd́ılu docháźı pouze v těsné bĺızkosti rozhrańı
a to ve všech třech př́ıpadech. Předpokládali jsme, že metoda MKP bude mı́t v bodech
bĺızkých bi-materiálového rozhrańı větš́ı problémy se stanoveńım součinitele napět́ı, tedy
že rozd́ıl mezi jednotlivými metodami bude větš́ı. Výsledky źıskané pomoćı metody spojitě
rozložených dislokaćı pro stupněm aproximace N = 4 vykazuj́ı větš́ı nepřesnost v bĺızkosti
rozhrańı v porovnáńı s metodou MKP a tento rozd́ıl je zp̊usoben nedostatečným stupněm
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aproximace N nesingulárńıho členu K(s, t) (6.16) pomoćı Čebyševových polynomů 1.
druhu (obrázek 7.5 a 7.6).

Graf 8.4 odpov́ıdá př́ıpadu, kdy se trhlina š́ı̌ŕı do tužš́ıho materiálu (E1 < E2) a pro
tento př́ıpad má hodnota součinitele intenzity napět́ı KI klesat se snižuj́ıćı se vzdálenost́ı
vrcholu trhliny od rozhrańı (a/h → 1). Tento předpokládaný pr̊uběh je splněn pro obě
metody výpočtu součinitele intenzity napět́ı KI . Z porovnáńı výsledk̊u źıskaných po-
moćı metody spojitě rozložených dislokaćı a pomoćı MKP plynou stejné závěry jako v
předchoźım odstavci. Metoda spojitě rozložených dislokaćı se stupněm aproximace N = 10
se téměř shoduje s výsledky źıskanými pomoćı MKP a k nepatrnému rozd́ılu docháźı
pouze v těsné bĺızkosti rozhrańı. Pro stejnou metodu se stupněm aproximace N = 4
docháźı v bĺızkosti rozhrańı k velké nepřesnosti. Tento rozd́ıl je zp̊usoben nepřesnost́ı
aproximace členu K(s, t) (6.16) nesingulárńıho integrálu pomoćı Čebyševových polynomů
1. druhu (obrázek 7.5 a 7.6) v bodech ti (body odečtu napět́ı σxx(t)) velmi bĺızkých bi-
materiálovému rozhrańı.
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Obrázek 8.1: KI-kombinace materiálu E1

E2
= 4

1

Obrázek 8.2: KI-kombinace materiálu E1

E2
= 2

1
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Obrázek 8.3: KI-kombinace materiálu E1

E2
= 4

3

Obrázek 8.4: KI-kombinace materiálu E1

E2
= 1

20
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Závěr

Předkládaná diplomová práce si kladla za ćıl vyjádřit součinitel intenzity napět́ı trhliny
konečné délky v bĺızkosti bi-materiálového rozhrańı pomoćı metody spojitě rozložených
dislokaćı. Nezbytnou součást́ı práce bylo seznámit se s teoretickými základy metody spo-
jitě rozložených dislokaćı a popis dislokace v bi-materiálu pomoćı komplexńıch potenciál̊u.

Těchto ćıl̊u bylo dosaženo následovně:

• Na základě dostupné literatury byla nastudována a zpracována potřebná teorie.
Konkrétně tedy základńı pojmy lomové mechaniky, chováńı trhliny š́ı̌ŕıćı se z jed-
noho materiálu do druhého, vyjádřeńı pole napět́ı a posuv̊u pomoćı komplexńıch
potenciál̊u pro dislokaci v bi-materiálu, metoda spojitě rozložených dislokaćı a sta-
noveńı a řešeńı singulárńı integrálńı rovnice 1. druhu.

• Problém vyjádřeńı součinitele intenzity napět́ı trhliny konečné délky v bĺızkosti
bi-materiálového rozhrańı pomoćı metody spojitě rozložených dislokaćı jsme pro-
vedli pro 4 r̊uzné konfigurace bi-materiálu a relativńı polohy trhliny kolmé k bi-
materiálovému rozhrańı. K ověřeńı výsledk̊u součinitele intenzity napět́ı jsme použili
metodu konečných prvk̊u (MKP) a výsledky vynesli do graf̊u a porovnali.

• Ze srovnáńı výsledk̊u součinitele intenzity napět́ı źıskaných pomoćı metody spojitě
rozložených dislokaćı pro stupeň aproximace N a pomoćı metody MKP plyne, že
v př́ıpadě dostatečného stupně aproximace N = 10 jsou rozd́ıly mezi jednotlivými
metodami zanedbatelné.

• Z tohoto pohledu p̊usob́ı metoda spojitě rozložených dislokaćı velmi těžkopádně
a zbytečně oproti metodě MKP. Jej́ı výhodou je ale snadná opakovatelnost oproti
MKP, kde pro každou změnu délky trhliny či vzdálenosti trhliny od rozhrańı muśıme
měnit konečnoprvkovou śıt’, ale hlavńı śıla a výhoda této metody nastává v okamžiku,
kdy se čelo trhliny dostane na rozhrańı dvou materiál̊u. V tomto př́ıpadě se měńı
exponent singularity λ = 1/2 na nějaké reálné č́ıslo z intervalu λ ∈ (0, 1) a úloha
stanoveńı součinitele intenzity napět́ı Ki se měńı na úlohu stanoveńı zobecněného
součinitele intenzity napět́ı Hi, kde i představuje jeden z mód̊u zatěžováńı. Tato
úloha již nelze řešit pouze pomoćı MKP a muśı se využ́ıt jiných př́ıstup̊u k źıskáńı
zobecněného součinitele intenzity napět́ı Hi. Jedńım z těchto př́ıstup̊u je metoda
spojitě rozložených dislokaćı, kde lze s výhodou využ́ıt popisu dislokace pomoćı
komplexńıch potenciál̊u.

Závěrem je možné ř́ıci, že se podařilo splnit zadané ćıle práce a určitě by bylo zaj́ımavé
rozš́ı̌rit tuto práci o problematiku trhliny š́ı̌ŕıćı se přes rozhrańı dvou homogeńıch izot-
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ropńıch materiál̊u, kde k řešeńı bude využita metoda spojitě rozložených dislokaćı a popisu
dislokace pomoćı komplexńıch potenciál̊u.
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Seznam symbol̊u a zkratek

G,Gi, GI [J/m2] Hnaćı śıla trhliny
Gc [J/m2] Houževnatost materiálu
K,Ki, KI , KI(±1) [MPam1/2] Součinitel intenzity napět́ı (obecně, pro i-tý mód

zatěžováńı, pro mód I, v krajńıch bodech trhliny)
Kc, KIc [MPam1/2] Lomová houževnatost, lomová houževnatost za

podmı́nky rovinné deformace
δc [m] Kritická hodnota rozevřeńı trhliny
JIc [J] Kritická hodnota J-integrálu
Π0 [J] Celková potenciálńı energie tělesa bez trhliny
W0 [J] Energie napjatosti tělesa bez trhliny
L [J] Potenciálńı energie vněǰśıch sil
Γ [J] Disipace energie při vzniku trhliny
Ec [J] Celkové množstv́ı energie
Π [J] Celková potenciálńı energie tělesa s trhlinou
W [J] Energie napjatosti tělesa s trhlinou
S [m2] Plocha pr̊umětu trhliny
WT [J] Změna energie napjatosti tělesa v d̊usledku vzniku

trhliny
a,B [m] Rozměry trhliny dle obrázku 2.1
σ [Pa] Tahové napět́ı, vněǰśı zat́ıžeńı v nekonečnu
γ [J/m2] Měrná povrchová energie materiálu
σf [Pa] Lomové napět́ı
ac [m] Kritická délka trhliny
γef [J/m2] Efektivńı povrchová energie
γpl [J/m2] Povrchová energie spotřebovaná v plastické zóně
ωf [J/m2] Měrná energie lomu
R [J/m2] Odpor tělesa proti r̊ustu trhliny
I, II, III Módy zatěžováńı
∆ Laplace̊uv operátor
σij, σxx, σxy, σyy [Pa] Složky tenzoru napět́ı(obecně, konkrétně)
ux, uy [m] Složky posuv̊u
U Airyho funkce napět́ı
r [m] Vzdálenost od kořene trhliny

θ [◦] Úhel natočeńı od kořene trhliny
µ, µ1, µ2 [MPa] Modul pružnosti ve smyku
E,E1, E2 [MPa] Modul pružnosti v tahu
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κ, κ1, κ2 Konstanta určuj́ıćı stav rovinné deformace nebo na-
pjatosti

ν, ν1, ν2 Poassonovo č́ıslo
Φ0 Funkce zohledňuj́ıćı tvar eliptické trhliny
Y Korekčńı funkce závisej́ıćı na okrajových podmı́nkách
E ′ [MPa] Modifikovaný modul pružnosti
f Iij, f

II
ij , f

III
ij Funkce závisej́ıćı na módu zatežováńı (pro Ki)

M1,M2 Materiál horńı a dolńı poloviny tělesa
H,HI [MPam1−λ] Zobecněný součinitel intenzity napět́ı pro mód I
λ, λ1, λ2 Charakter(exponent) singularity
fij Známé ohraničené funkce (souvisej́ıćı s HI)
α, β, α1, β1, α2, β2 Dundursovy parametry
ϕ(z), χ(z) Komplexńı potenciály
T Jednoduše souvislé těleso
Φ(z), ψ(z),Ψ(z) Derivované komplexńı potenciály
ϕi(z, ζ), ψi(z, ζ) komplexńı potenciály pro dislokaci v bi-materiálu
Φi(z, ζ),Ψi(z, ζ) Derivované komplexńı potenciály pro dislokaci v bi-

materiálu
k1, γ1, λ1, δ1 Konstanty pro dislokaci v bi-materiálu
b, bx, by Burgers̊uv vektor
u(+), u(−) Posuv pravé, resp. levé strany řezu
σ̃ij, σxx(t) [Pa] Napět́ı v mı́stech trhliny při absenci trhliny
σ̄ij, σ̄xx [Pa] Korekčńı napět́ı (obecně, konkrétně)
N(x), S(x) [Pa] Normálové napět́ı, smykové napět́ı
σ∞yy [Pa] Vněǰśı zat́ıžeńı v nekonečnu 5.1
δby Infinetisimálńı Burgers̊uv vektor
By, Bx, Bs Hustota dislokaćı
σ̄disyy , σ̄

dis
xx [Pa] Napět́ı generované dislokaćı

g(x), g(r) Rozevřeńı trhliny
F (t) [Pa] Modifikované vněǰśı zat́ıžeńı
ω(s) Fundamentálńı řešeńı
φy(s), φx(s) neznámá ohraničená funkce
K(s, t) Kvadraticky integrovatelná funkce
g(t) Nějaká ohraničená funkce (vněǰśı zat́ıžeńı)
a [m] Polovina délka trhliny
h [m] Vzdálenost středu trhliny od bi-materiálového roz-

hrańı
N Stupěň aproximace (přibĺıžeńı)
Ti, TN(t) Čebyšev̊uv polynom 1. řádu stupně i, resp. N
ci Hledané konstanty
dj(t) Známe konstanty dle vztahu (6.17)
UN−1(t) Čebyšev̊uv polynom 2. řádu stupně N − 1
t, ti Body odečtu napět́ı
Γ(−1

2
),Γ(3

2
) Gamma funkce

v, d [m] Rozměry tělesa v MKP modelech
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σ0 [Pa] Vněǰśı zat́ıžeńı tělesa dle obrázku 7.4
LELM Lineneárně elastická lomová mechanika
EPLM Elasto-plastická lomová mechanika
COD Kritické rozevřeńı trhliny
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Př́ıloha A

Trhlina kolmá k bi-materiálovému
rozhrańı - odvozeńı

Trhlina kolmá k bi-materiálovému rozhrańı, jej́ıž obecná rovnice je dána vztahem (6.1) je
řešená v kapitole 5. Zde budou uvedeny detaily odvozeńı, které se v kapitole 5 nevyskytuj́ı.

Stanoveńı singulárńı integrálńı rovnice prvńıho druhu vycháźı ze znalosti napět́ı σ̄xx
od jedné dislokace. Toto napět́ı stanov́ıme takto (viz kapitola 3)

σ̄disxx = Re[2Φ1(z, ζ)− zΦ′1(z, ζ)−Ψ1(z, ζ)].

K jeho stanoveńı tedy potřebujeme znát tvary koplexńıch potenciálu ϕ1(z, ζ), ψ1(z, ζ),
které byly již ukázány v kapitole 3 (vztahy 4.11-4.24) a jejich derivace. Nav́ıc pro trhlinu
kolmou k bi-materiálovému rozhrańı plat́ı vztah (6.3), z kterého plyne

γ1 = −γ1.
Pak singulárńı členy ϕ1s(z, ζ), ψ1s(z, ζ) nabývaj́ı hodnot

ϕ1s(z, ζ) = −γ1 ln(z − ζ),

ψ1s(z, ζ) = γ1

(
k1 ln(z − ζ) +

(
ζ

z − ζ + 1

))
a imaginárńı členy ϕ1i(z, ζ), ψ1i(z, ζ) nabývaj́ı hodnot

ϕ1i(z, ζ) = δ1γ1

(
−k1 ln(z − ζ)−

(
ζ − z
z − ζ

+ 1

))
,

ψ1i(z, ζ) = γ1

(
δ1z(k1 − 1)

(z − ζ)
− δ1z(z − ζ)

(z − ζ)2
+ λ1 ln(z − ζ)

)
.

Součtem singulárńıho a imaginárńıho členu źıskáme tvary komplexńıch potenciál̊u ϕ1(z, ζ),
ψ1(z, ζ)

ϕ1(z, ζ) = γ1

(
− ln(z − ζ) + δ1

[
−k1 ln(z − ζ)− ζ − z

z − ζ
− 1

])
,

ψ1(z, ζ) = γ1

(
k1 ln(z − ζ) +

ζ

z − ζ + 1 +
δ1z(k1 − 1)

z − ζ
+

+
δ1z(z − ζ)

(z − ζ)2
+ λ1 ln(z − ζ)

)
.
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Derivované komplexńıch potenciály pak máj́ı tyto tvary

ϕ′1(z, ζ) = γ1

(
− 1

z − ζ + δ1

[
− k1 − 1

(z − ζ)
+

ζ − z
(z − ζ)2

])
,

ϕ′′1(z, ζ) = γ1

(
1

(z − ζ)2
+ δ1

[
k1 − 2

(z − ζ)2
− 2(ζ − z)

(z − ζ)3

])
,

ψ′1(z, ζ) = γ1

(
k1

(z − ζ)
− ζ

(z − ζ)2
+
δ1(k1 − 1) + λ1

(z − ζ)
+

+
δ1(−ζ − zk1 + 3z)

(z − ζ)2
+

2δ1z(ζ − z)

(z − ζ)3

)
.

Nyńı se využije značeńı dle vztahu (4.5) a dosazeńım do (6.2) źıskáme napět́ı od jedné
dislokace

σ̄disxx = Re

{
γ1

(
−k1 + 2

z − ζ −
z − ζ

(z − ζ)2
− 3δ1(k1 − 1) + λ1

z − ζ
+

+
δ1(3ζ + z(k1 − 5) + z(−k1 + 2))

(z − ζ)2
+

2δ1(ζ − z)(z − z)

(z − ζ)3

)}
.

Dále dosad́ıme z = x+ iy, z = x− iy, ζ = ξ+ iη, ζ = ξ− iη do předchoźı rovnice, polož́ıme
x = ξ a ze vztahu (6.3) vezmeme imaginárńı konstantu i. Pak pro jednotlivé členy plat́ı

−i(k1 + 2)

z − ζ = −k1 + 2

y − η ,

− i(z − ζ)

(z − ζ)2
=

1

y − η ,

−i(3δ1(k1 − 1) + λ1)

z − ζ
= −3δ1(k1 − 1) + λ1

y + η
,

iδ1(3ζ + z(k1 − 5) + z(−k1 + 2)

(z − ζ)2
=

δ1(3η + 2k1y − 7y)

(y + η)2
,

i2δ1(ζ − z)(z − z)

(z − ζ)3
= −4δ1y(η − y)

(y + η)3
.

Napět́ı od jedné dislokace σ̄disxx pak s využit́ım vztahu (6.3) má následuj́ıćı tvar

σ̄disxx =
µ1bx

π(κ1 + 1)

(
−k1 + 1

y − η −
3δ1(k1 − 1) + λ1

y + η
+

+
δ1(3η + 2k1y − 7y)

(y + η)2
− 4δ1y(η − y)

(y + η)3

)
.

Daľśı postup ke stanoveńı singulárńı integrálńı rovnice je uveden v kapitole 5.
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