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Abstrakt

Predkladana diplomova prace se zabyva problémem stanoveni soucinitele intenzity napéti
trhliny kone¢né délky v blizkosti bi-materidlového rozhrani metodou spojité rozlozenych
dislokaci. Prace je rozdélena do nékolika ¢asti. Prvni ¢ast je teoreticka a obsahuje zakladni
pojmy lomové mechaniky, chovani trhliny na bi-materidlovém rozhrani, stanoveni sin-
gularni integralni rovnice metodou spojité rozlozenych dislokaci s vyuzitim Bueckne-
rova principu a komplexnich potencialt a nésledné stanoveni soucinitele intenzity napéti.
Druha c¢ést je aplikace teorie na konkrétni konfiguraci trhliny konecéné délky vuci bi-
materidlovému rozhrani a ve treti ¢asti je provedeno feseni této ulohy pro ruzné konfigu-
race bi-materialu metodou spojité rozlozenych dislokaci a srovnani s vysledky ziskanymi
pomoci metody kone¢nych prvku (MKP).

klicova slova

Soucinitel intenzity napéti, metoda spojité rozlozenych dislokaci, trhlina, bi-material

Abstract

The presented diploma thesis deals with a problem of the determination of the stress in-
tensity factor of the finite length crack in the vicinity of the bi-material interface solved by
the distributed dislocation technique. The work is divided into several parts. The first part
is theoretical and includes basic concepts of the fracture mechanics, the crack behaviour
at the bi-material interface, the formulation of the singular integral equation by virtue
of the distributed dislocation technique, the Bueckner’s principle, complex potentials and
consequently the determination of the stress intensity factor. The second part is the the-
ory application to the specific configuration of the crack of the finite length with respect
to the bi-material interface and in the third part, there is carried out the solution of this
problem for various configurations of the bi-material solved by the distributed dislocation
technique and its comparison with the results obtained from the FE analysis.
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Uvod

Skutecnost, ze redlné konstrukce obsahuji vzdy ostré vady nebo trhliny, které mohou
zpusobit, ze dojde k poruSeni pfi mensim nominalnim napéti, nez je mez kluzu, je po-
vazovana za obecné platnou. Védni disciplina, kterd se zabyva popisem chovani trhlin
(nukleace, iniciace a $ifeni) v materidlech se nazyva lomova mechanika.

Lomova mechanika je jedna z nejmladsich védnich disciplin mechaniky téles a ma-
terialového inzenyrstvi. Vyznamnéji se zacala rozvijet v obdobi druhé svétové valky
v dusledku zna¢ného poctu havarii lodi tiidy Liberty kiehkym lomem. Pocatky lomové
studiem napjatosti eliptického otvoru [1]. Za zakladatele lomové mechaniky je povazovan
A. A. Griffith, ktery roku 1920 zformuloval kritérium pro posouzeni stability trhliny
v idedlné kiehkém materidlu [2]. Ve své praci vychézel z prace Charlese Inglise, ktery
zkoumal pruchozi trhlinu v nekonecné tazené sténé. Griffithova prace neméla z duvodu
uvazovani materidlu neschopného plastické deformace velky vyznam. O rozsifeni na ma-
teridly schopné plastické deformace se nezavisle na sobé postarali E. Orowan [3] a G. R.
Irwin. V roce 1957 G. R. Irwin zavadi koncepci soucinitele intenzity napéti [4], kterd je
dnes nejvice pouzivanou koncepci v linedrné elastické lomové mechanice (LELM). Dalsi
rozvoj lomové mechaniky vedl ke vzniku elasto-plastické lomové mechaniky (EPLM), kde
vyznamnymi prukopniky jsou Wells, Cottrell a Barenblatt [5], ktef{ nezdvisle na sobé prisli
s koncepci kritického rozevieni trhliny (COD) a Rice [6], ktery zavedl koncepci J-integrélu.

Lomova mechanika popisuje pomoci jednoho nebo vice parametru napjatost a defor-
maci pred ¢elem trhliny. Jednim z téchto parametru je soucinitel intenzity napéti K,
ktery urcuje pole napéti a posuvi v okoli vrcholu trhliny v homogennim izotropnim
linearné elastickém materialu. Uréeni soucinitele intenzity napéti K je mozné ruznymi
metodami. V soucastnosti jsou nejpouzivanéjsi metody numerické vyuzivajici metodu
konecnych prvku (MKP). Je to napf. tzv. pfima metoda , metody zalozené na energe-
tickych kritériich nebo metoda posunutych uzlovych bodu (tyto metody lze nalézt napft.
v [7], [8]). Jiny pFistup je vyuziti metod analyticko-numerickych, mezi které patii i metoda
spojité rozlozenych dislokaci.

Cilem predkladané diplomové prace je stanoveni soucinitele intenzity napéti trhliny
konecné délky v blizkosti bi-materidlového rozhrani metodou spojité rozlozenych dislokaci.
Stanoveni soucinitele intenzity napéti je ukazano na konkrétni konfiguraci trhliny konecné
délky vuéci bi-materidlového rozhrani. Pro tuto lohu je ukézéno stanoveni singularni in-
tegralni rovnice a jeji feSeni. Singuldarni integralni rovnici ziskame vyuzitim Buecknerova
principu [9], [10], metody spojité rozlozenych dislokaci [10], [11] a popisu dislokace po-
moci komplexnich potencialu[12], [13]. K feseni singuldrni integralni rovnice vyuzijeme
Cebyseovy polynomy a jejich vlastnosti [14], [15]. Vypoctova édst prace obsahuje fesent
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soucinitele intenzity napéti trhliny konecné délky v blizkosti bi-materialového rozhrani
metodou spojité rozlozenych dislokaci pro ruzné konfigurace bi-materidlu a pro srovnani
je uvedeno i Teseni stejné tlohy pomoci MKP s vyuzitim metody posunutych uzlovych
bodu.
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Kapitola 1

Problémova situace

Tato uvodni kapitola se zabyvéa vytvorenim systému podstatnych veli¢in, analyzou pro-
blémové situace a formulaci problému. Jde o zvazeni a rozvrzeni postupu feseni problému,
rozhodnuti o tom, co je pro feseni problému dilezité a co je mozné zanedbat. Vice o této
problematice je mozné nalézt v [16].

Dle [17] je trhlina oblast v télese, kde doslo k poruseni soudrznosti usmérnénym sifenim
z jednoho nuklea¢niho mista. Trhlina v télese je nezadouci jev, ktery muze vést k destrukci
télesa a realné konstrukce vzdy obsahuji ostré vady nebo trhliny a proto je dulezité pro sta-
noveni zivotnosti konstrukce s vyskytem téchto vad pocitat. Védni obor, ktery se zabyva
popisem chovéani trhlin v materialech se nazyva Lomova mechanika a k tomu vyuziva
ruznych analytickych, numerickych a kombinovanych metod.

Analyza problémové situace

Vysledkem analyzy problémové situace je vytvoreni dostatecné poznatkové a zkusenostni
béze pro formulaci problému [16]. Informacni béze je v této praci tvorena piedevsim zdroji
literatury, uvedené v ptehledu pouzité literatury.

1.1 Formulace problému a stanoveni cilt

Podle definice problému dle [16] je problém subjektem naformulované to podstatné z pro-
blémové situace, co vyzaduje feSeni. Problém tedy muzeme definovat takto

Problém: Stanoveni soucinitele intenzity napéti trhliny konecné délky v blizkosti bi-
materidlového rozhrani.

Cile:

1. Seznamit se a aplikovat metodu komplexnich potenciali v rovinné pruznosti na
problém dislokace v blizkosti bi-materidlového rozhrani.

2. Seznameni se s teoretickymi zaklady metody spojité rozlozenych dislokaci.

3. Pomoci metody spojité rozlozenych dislokaci vyjadrit soucinitele intenzity napéti
trhliny konecné délky v blizkosti bi-materialového rozhrani.
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Na zakladé téchto cili musime stanovit diléi problémy a to stanoveni komplexnich po-
tencialu pro dislokaci v bimaterialu (kapitola 4), stanoveni soucinitele intenzity napéti trh-
liny konecné délky v blizkosti bi-materialového rozhrani pomoci metody spojité rozlozenych
dislokaci (kapitola 5 a 6) a pro ovéreni vérohodnosti vysledki stanoveni soucinitele in-
tenzity napéti trhliny konecné délky v blizkosti bi-materidlového rozhrani pomoci MKP
(kapitola 7).

Dany problém je velice obsahly a proto k jeho vyfeSeni musime zavést urcita omezeni,
kterd slozitost problému redukuji.

Omezeni: Uvazujeme pouze rovinnou tlohu; platnost linedrné elastické lomové me-
chaniky (LELM); materidl je homogenni, izotropicky, linedrné elasticky; dokonald adheze
mezi materidly, zatézovaci méd I a nulové objemové sily.

1.2 Systém podstatnych velicin

Systém podstatnych veli¢in je mnozina vseho podstatného, co souvisi s feSenim daného
problému na prislusném objektu. Systém podstatnych veli¢in lze povazovat za abstraktni
objekt se systémovymi vlastnostmi. Vytvarime tak na objektu soustavu nékolika pod-
mnozin. Vice lze nalézt v [16].

Objektem (entitou) je nekonecné rovinné bi-materialové téleso obsahujici trhlinu v bliz-
kosti bi-materidlové rozhrani (napf. obrazek 6.1).

Podmnozina S0 - veli¢iny popisujici okoli entity

Nejsou definovény, tedy podmnozina S0 = ().

Podmnozina S1 - geometrie a topologie entity

Podstatnymi velicinami této podmnoziny S1 jsou rozméry hranice télesa tvotici zkou-
manou entitu, poloha trhliny vuci bi-materidlovému rozhrani, délka trhliny a vzdalenost
trhliny od rozhrani.

Podmnozina S2 - vazby a interakce entity s okolim

Entita muze byt zatézovana silové (mékké zatézovani) nebo deformaé¢neé (tvrdé zatézovéani)
a toto zatézovani je zpusobeno prostiednictvim vazeb. Ve vazbach by mélo dochazet k mi-
nimalnim ztratam energie. V praci je uveden piipad trhliny kolmé k bi-materialovému
rozhrani s tahovym zatizenim pusobicim ve sméru vodorovném s rozhranim.

Podmnozina 53 - aktivace entity s okolim

Entita je aktivovdna prostiednictvim zatiZeni a to bud silovym (je piedepsana silova
soustava) nebo deformacnim (jsou predepsany posuvy). Podle sméru zatizeni trhliny
rozliSujeme t¥i mdédy zatizeni, méd I - rozevirani, méd II - smyk, mod III - stiih. Obecné
zatizeni se dostane kombinaci zakladnich médu. V praci je uveden piipad trhliny kolmé
k bi-materialovému rozhrani, ktera je aktivovana silovym zatizenim v médu 1.
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Podmnozina 5S4 - ovliviiovani entity s okolim

Neni definovéno, tedy podmnozina S4 = ().

Podmnozina S5 - oborové vlastnosti entity

Entita je tvorena dvéma izotropickymi, linedrné elastickymi materialy M; a My mezi
kterymi je dokonald adheze v misté spojeni (rozhrani). K popisu téchto materialu potiebu-
jeme znat Younguv modul pruznosti v tahu Fy, Fs pipadné ve smyku pq, p2 a Poissonovo
¢islo vq, 5. Dalsi podstatnou velicinou popisujici vlastnosti entity je soucinitel intenzity
napéti K v nasem piipadé K.

Podmnozina S6 - procesy a stavy

Procesy probihajici v entité (objektu) posuzujeme na trovni mechaniky kontinua. En-
tita obsahuje trhlinu a k popisu chovéani trhliny je klicovou velicinou soucinitel intenzity
napéti K v nasem piipadé K;. Pomoci soucinitele intenzity napéti jsme schopni vyjadrit
i prubéhy napéti a posuvu pred ¢elem trhliny.

Podmnozina S7 - projevy entity

Projevem entity je Sifeni trhliny, které muze byt stabilni (trhlina se nesiii, pokud neroste
z&tézna sila) nebo nestabilni (trhlina se §fff samovolné). Sifenf trhliny nastava v pifpadé,
ze soucinitel intenzity napéti dosdhne své mezni hodnoty tzv. lomové houzevnatosti.
V nasem pripadé tedy K; = K.. Pokud je K; < K, trhlina se nesiti nebo se Siii sta-
bilné (v piipadé cyklického zatézovani). V pripadé, ze sifici se trhlina dosahne rozhrani
materialu, tak k posouzeni chovéani trhliny potiebujeme znat zobecnény soucinitel inten-
zity napéti H v naSem piipadé H; a bohuzel neexistuje univerzalni kritérium, které by
rozhodlo, zda se na rozhrani trhlina zastavi, zda dojde k ohybu trhliny nebo k proniknuti
trhliny do druhého materidlu.

Podmnozina S8 - disledky projevii

Dusledkem siteni trhliny, pokud nedojde k jejimu zastaveni, je lom, tedy rozpad télesa na
dvé ¢i vice ¢asti. Lom télesa je v drtivé vétsiné realnych tloh nezdadouci jev a muze mit
katastrofalni nasledky.
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Kapitola 2

Zakladni pojmy lomové mechaniky

V této kapitole vysvétlime strucéné zdkladni pojmy lomové mechaniky a jeji pristupy. Na-
lezneme zde zakladni rozdéleni lomové mechaniky, Griffithovo kritérium a s nim souvisejici
hnaci silu trhliny, pojednani o stabilité Siteni trhliny, urceni napéti a deformace v okoli
trhliny a s ni souvisejici tzv. mody zatézovani a nakonec stanoveni soucinitele intenzity
napéti. Véskeré pojmy, vztahy a poznatky této kapitoly je mozno nalézt v [8], [18], [17].

2.1 Lomova mechanika

Realné konstrukce vzdy obsahuji ostré vady nebo trhliny, které mohou zpusobit, ze dojde
k poruseni pfi mensim nominalnim napéti, nez je mez kluzu. Védni obor, ktery se zabyva
popisem chovani trhlin v materialech se nazyva lomova mechanika. Lomova mechanika
popisuje pomoci jednoho nebo vice parametru napjatost a deformaci pred ¢elem trhliny
a umoznuje prenos namérenych dat ze zkusebnich vzorki na realné konstrukce. Dava nam
odpovédi na otazky tykajici se: zbytkové pevnosti, kritické velikosti trhliny, poc¢tu cykla
do kritické velikosti trhliny, volby vhodného materidlu atd.

Rozdéleni lomové mechaniky:

1. Linearni elastickad lomova mechanika (LELM): vychézi z linedrné elastické me-
chaniky kontinua, tedy mezi napétim a pretvorenim predpokladame linearni zavislost
(platnost Hookova zdkona). Jeji platnost je tedy omezena pouze na piipady, kdy ve-
likost plastické oblasti pred ¢elem trhlin muzeme zanedbat (napi. [17] uvadi, Ze plas-
tickd oblast nesmi presdhnout 2% tloustky télesa). LELM poskytuje dva pfistupy
k posouzeni trhliny:

e energeticky pristup (Griffithovo kritérium, hnaci sila trhliny G s kritickou hod-
notou G, houzevnatost materidlu)

e napétovy pifstup (soucinitel intenzity napéti K s kritickou hodnotou K7, lo-
mova houzevnatost za podminky rovinné deformace)

2. Elasto-plasticka lomova mechanika (EPLM): pouzivd se tam kde jiz nelze
pouzit koncept LELM. Vzhledem ke komplikovanosti probihajicich nevratnych déju

/////

e koncepce kritického rozevieni trhliny (COD) s kritickou hodnotou 4.
e koncepce J-integrédlu s kritickou hodnotou Jj.
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2.2 Griffithovo kritérium

A.A. Griffith, ktery je povazovan za zakladatele lomové mechaniky zformuloval v roce
1920 kritérium pro posouzeni stability trhliny v idedlné kiehkém materidlu (sklo) [2].
Vychézel z energetické bilance télesa s trhlinou a podminky nestability trhliny.

Energeticka bilance, podminka nestability trhliny:

Uvazujme nejprve zatizené téleso bez trhliny, jehoz celkova potencialni energie 11 je
HO = WO + L, (21)

kde W, je energie napjatosti télesa bez trhliny a L je potencidlni energie vnéjsich sil
(L <0).
P1i vzniku trhliny dochazi k disipaci energie I' a celkové mnozstvi energie v soustavé
E. 1ze vyjadrit jako
E.=1T+4+T=W+L+T, (2.2)

kde II je celkova potencialni energie télesa s trhlinou a W je energie napjatosti télesa
s trhlinou.

Podle 1. zdkona termodynamiky (zdkon zachovani energie) je celkové kvantum energie
v termodynamické soustavé a v jejim okoli stélé. Pii prechodu z nerovnovazného do
rovnovazného stavu tedy nedochdazi ke zméné celkové energie a plati

dE. dIl dr

dS_@JF@:O’ (2.3)

kde S je plocha prumétu trhliny. Z rovnice (2.3) plyne zdkladni rovnice podminky nesta-

bility trhliny ve tvaru
dir  dW+1L) dr

"5 a5 s (24)
Griffithovo kritérium:
Vyjdeme z vyjadreni celkové potencialni energie télesa s trhlinou II
MI=WwW+ L. (2.5)
Dosadime rovnici (2.1) a ziskdme
=T+ W —-Wy=1lp — (Wy — W) =11, — Wr, (2.6)

kde Wr je zména energie napjatosti télesa v dusledku vzniku trhliny. Griffith vyuzil

Inglisovu napétovou analyzu pro tazenou nekonecnou sténu s prichozi trhlinou (obr.2.1),

ktery pro ni odvodil

mo’a’B
E Y

kde a, B jsou rozmeéry trhliny, ¢ je tahové napéti a F Younguv modul pruznosti. V piipadé

centralni trhliny je S = 2aB, kde B je konstanta a tak plati dS = 2Bda.

Wy = (2.7)
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Obrazek 2.1: Nekonecna sténa s pruchozi trhlinou

Pro idealné kiehky material pak Griffith uvazoval, ze disipacni energie I' je spotifebovana
pouze na vznik novych ploch
' =295 = 4vaB, (2.8)

kde v je mérnéa povrchova energie materialu.
Pokud aplikujeme rovnici (2.6) na rovnici (2.4) ziskdme podminku nestability trhliny
ve tvaru

dil  dWy dIl
= = —. 2.
ds ds dS (2:9)
Nyni dosadime rovnice (2.7) a (2.8) do vyse uvedené rovnice (2.9) a ziskdme podminku
nestability trhliny ve tvaru

wola
E

odtud pak snadno dostavame lomové napéti o¢

2F
o=o05=1/ T (2.11)
m

Z rovnice (2.11) snadno ziskame kritickou délku trhliny a.

=2, (2.10)

_2vE

a=a.=

s (2.12)

Pro kterou plati:

® a < a. je uvolnénd energie pti rustu trhliny mensi nez energie potiebna k vytvotreni
novych licnich ploch a pokud nebude privddéna dalsi energie z vnéjsku, nedojde
k rustu trhliny,

e a > a, je trhlina schopna rustu na tkor uvoliiované energie.
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Griffithova prace plati pouze pro idealné kiehké téleso, coz byl duvod, pro¢ inzenyrska
komunita dlouho nevénovala této teorii vétsi pozornost. Az Irwin a Orowan nezavisle na
sobé modifikovali Griffithuv vyraz pro materidly, které jsou schopné plastické deformace.
Modifikovany vyraz ma tvar
. 2’)/6 fE

)
To?

a = a. (2.13)
kde vy je tzv. efektivni povrchovd energie oy = 7y + V. PiiCemz 7, >> 7 a reprezentuje
skutecnost, ze energie spotfebovand v plastické zoné pii vytvoreni prirustku lomové plochy
je u realnych materialu o nékolik fadu vyssi nez energie v. Pokud budeme uvazovat dalsi
moznosti disipace energie souvisejici s plastifikaci, viskoelastickymi a viskoplastickymi
jevy, je mozno Griffithovo kriterium psat v obecném tvaru

2FEw
op =1 mf, (2.14)

kde wy je mérnd energie lomu.

2.3 Koncepce hnaci sily trhliny

Na Griffithovu koncepci bezprostiedné navazuje Irwin s koncepci hnaci sily trhliny. Vychazi
z podminky nestability trhliny (2.9)

dit  dl’
ds  dS’
Tuto rovnici preznacime
dII dr’
G 1S’ R 1S — G =R, (2.15)

kde leva strana G je nazyvana hnaci sila trhliny nebo také rychlost wvolnovani deformacni
energie [J/m?] a pravd strana R charakterizuje odpor télesa proti ristu trhliny [J/m?] | tj.
energii, kterou je tieba dodat k vytvoreni lomové plochy jednotkové velikosti. Potiebna
energie je dodavana praci vnéjsich sil nebo ¢asti energie napjatosti, uvoliované pii rustu
trhliny.

Ztrata stability trhliny nastane v okamziku, kdy hnaci sila trhliny G dosdhne své
kritické hodnoty G., kterou nazyvame houZevnatost materidlu a obecnou podminku ztraty
stability trhliny je pak mozno psat ve tvaru

G=R=0G.. (2.16)

Pozdéji spolupracovnik Irwina Kies zjistil pii z zkouskach vzorku s trhlinami z akrylové
pryskyTice, ze kritické napéti pro danou trhlinu zavisi pouze na G.E a druhd odmocnina
tohoto soucinu je dnes znama jako lomovd houZevnatost K..

Poznamka: Hnaci sila trhliny se znac¢i pismenem G na pocest Griffitha a obdobné lomova
houzevnatost nese pismeno K na pocest Kiese.
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Obrazek 2.2: Prubéhy R-kfivek

2.4 Stabilita Siteni trhliny

Veliciny G a R rozhoduji o dalsim chovani trhliny. Je-li splnéna podminka (2.16), trhlina
bude rust. O stabilité rustu rozhoduje to, jak se bude ménit hnaci sila G a odpor R
v zavislosti na zméné velikosti trhliny. Obrazek 2.2 znézornuje prubéhy G a R pro pripad
nekoneéné tazené stény (obr. 2.1) pro dvé odlisnd materidlové chovani. Prubéh hnaci sily
trhliny G je zde linearné zavisly na délce trhliny pii konstantnim zatizeni.

Prvni piipad (obr.2.2(a)) predstavuje idedlné kiehky material. Zde je odpor proti rustu
trhliny konstantni, nezavisly na délce trhliny. Tomuto prubéhu se blizi i piipady, kdy v ob-
lasti ¢ela trhliny muzeme hovofit o rovinné deformaci. Druhy piipad (obr.2.2(b)), ktery je
typicky pfti vetsi plastifikaci u ¢ela trhliny a pro pfipady rovinné napjatosti. Odpor proti
rustu trhliny R mé vzrustajici charakter a ke stabilnimu ristu dojde az od urcité prahové
hodnoty hnaci sily trhliny G.

Stabilita Sifeni:

1. piipad a)

e zatizeni na urovni oy - nedojde k siteni trhliny

e zatizeni na tdrovni oy - dojde k §ifeni trhliny (iniciace nestabilntho rustu),
houzevnatost materialu je zde jednoznacné definovana

2. piipad b)

e zatiZeni na trovni oy - nedojde k siteni trhliny

e zatizeni na trovni oy - dojde k malému néarustu trhliny majici ale stabilni
charakter

e zatizeni na urovni oz - dojde k nestabilnimu siteni trhliny, houzevnatost ma-
teridlu je zde jednoznacné definovana

Poznamka: Vice o stabilité sifeni trhlin lze nalézt v [8], [18]
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Maod | Maod I Maod

Obrazek 2.3: Médy zatézovani

2.5 Napéti a deformace v okoli trhliny

P1i studiu pole napéti a deformaci v oblasti trhliny se rozlisuji t¥i zakladni typy defor-
movani pii porusovani, tzv. mddy zatéZovand, které hraji dulezitou roli pii posuzovani
trhlin z hlediska koncepce soucinitele intenzity napéti.

Mody zatézovani:

e mdéd I - rozevirani - vyvolava ho napéti pusobici kolmo na rovinu trhliny (obr. 2.3

siteni trhliny

e mad II - smyk - vyvolava ho napéti pusobici v roviné rovnobézné s rovinou trhliny
a kolmé na jeji ¢elo (obr.2.3 maod II).

e mod III - stiih - vyvolava ho napéti ptisobici v roviné rovnobézné s rovinou trhliny
a souCasné rovnobézné s ¢elem trhliny (obr.2.3 méd III).

Lomova mechanika vychazi z mechaniky kontinua a k popisu napjatosti v okoli vrcholu
trhliny vyuziva klasickou teorii pruznosti. Uvazujme rovinnou tlohu pruznosti. Vypocet
rozlozeni napéti v okoli vrcholu trhliny vychézi z predpokladu, Ze jsou splnény rovnice
rovnovihy a kompatibility, které jsou v pripadé nulovych objemouvych sil ve tvaru

004 00gy

Ox Ay =0
0oy Ooy,
— 2.1

A0y + 0yy) =0,

kde 044,04y, 0y, jsou slozky tenzoru napéti a symbol A znaci Laplaceiv operdtor. Jak
je uvedeno napi. v [19], tak tuto soustavu rovnic a dané okrajové podminky je mozno
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prevést na rovnici

L oU . 0U o
AAU =55 + 25005+ 5.5 =0, (2.18)

kde funkce U(z,y) je biharmonickd a nazyvé se Airyho funkce napéti. Pro slozky tenzoru
napéti o,y, 0zy = Oy, 0y plati (véta 1.1 v [19])

U 02U U

Oz 8_y2’ Opy = —M, Oy = 53 (2.19)
Muscheligvili dokazal, ze jakoukoli biharmonickou funkeci U(x, y) je mozno vyjadrit pomoci
dvou holomorfnich funkei komplexni proménné z = x + iy (viz. [19], [13]). Na jeho prace
navazal Westergaard, ktery dokazal, ze v tadé pripadu lze vystacit pti feSeni rovinné tilohy
s jedinou holomorfni funkci komplexni proménné, ktera je svazana s Airyho funkci jistym
vztahem, odlisnym pro kazdy z médu I, II, III . (Podrobnosti zde nebudeme rozvadét —
jsou uvedeny napft. v [18]).

Tato prace se bude zabyvat pouze médem I a proto si uvedeme vztahy pro napéti
a posuvy v blizkosti trhliny pouze pro mod I. Pro blizké okoli cela trhliny v izotropnim
linedrné elastickém materidlu, kdy r << a (a délka trhliny) Westergaard odvodil (avsak
pro rovnoosou napjatost v nekoneénu)

v/ 0 0 . 30
Ope = 7 7mcos— (1 — sin—sm—) ,

Vomr 2 2 2

ovma 0 14 si g . 30

Ogy = coS— Sin—sin—
v V2rr 2 2 2 )7

g 6 30
=7 7mcos—sm—cos—, (2.20)

Oay N DD

Uy = —cos= (k — cosb) ,
2u 2
V 0

u, = IVTE T sins (k — cosb) ,
2u 2m

kde o oznacuje vnéjsi zatizeni v nekonecénu, 6 je tihel natoceni od kotene trhliny (obr.2.4),
r je vzdélenost od kofene trhliny (obr.2.4), u je modul pruznosti ve smyku a k je konstanta,
kterd nabyva hodnoty x = 3 — 4v pro rovinnou deformaci nebo xk = :1))4:_5 pro rovinnou
napjatost. Konstanta v oznacuje Poissonovo cislo.

Vztahy pro napéti (2.20) obsahuji ¢len 1/4/r a pro r — 0 roste napéti do nekonecna,
coz je fyzikdlné nesmysl a proto napéti nemuze v tomto piipadé slouzit jako stavova
veli¢ina pro popis stability trhliny.

Poznamka: Muscheligviliho feseni rovnice (2.18) pomoci holomorfnich funkei nenf jediny
zpusob, jak ziskat pole napéti a posuvu v blizkosti cela trhliny. Jiny velmi zndmy zpusob
je Williamsovo feseni. Williams hledal Feseni rovnice (2.18) ve tvaru nekonecné rady

Ulz,y) =Y A fi(6). (2.21)
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Obrazek 2.4: Napéti pusobici na element, poloha elementu je ur¢ena polarnimi
souradnicemi (7, 6)

2.6 Soucinitel intenzity napéti

Napéti u kotene trhliny neni vhodnym parametrem pro popis chovéani trhliny (pro po-
pis podminky jeji stability a jejtho rustu). Jinak je tomu s veli¢inou zvanou soucinitel
intenzity napéti. Soucinitel intenzity napéti je podstatnou veli¢inou pro lomovou mecha-
niku. V linearné pruzném materidlu urcuje nejen napjatost a deformaci v malém okoli
vrcholu trhliny, ale i jeji tvar a otevieni. Dale pak velikost plastické oblasti a uvolnénou
energii v dusledku siteni trhliny. Jeho koncepce je vyuzivana nejen pti statické, ale i dyna-
mické iniciaci trhliny, pfi jednosmérném i cyklickém zatézovani. V pripadé homogenniho
izotropniho linearné elastického materialu ho znacime K;, kde index i odpovida jednomu
z modu zatézovani I, II nebo III. Obecny vztah pro méd I definoval Irwin pro pripad
nekonecné roviny takto

K, = ll_r}(l) V27roy,(r, ) (2.22)
Pokud polozime v rovnici (2.22) 6 = 0, pak ziskame
K =o0V2ma (2.23)

S pomoci posledni rovnice (2.23) muzeme i vyjadrit pole napéti a posuvu (2.20) v blizkosti
cela trhliny. Uvedeme pouze napéti o,

K; 0( 0 39)
Opr = cos— |1 —sin—sin— | . 2.24
V2rr 2 2 2 ( )

Ostatni vyrazy lze ziskat obdobneé.

Soucinitel intenzity napéti tedy definuje amplitudu singularity u ¢ela trhliny. Nezavisi
na r, # ani na elastickych konstantach F,v. Vzdy ale zavisi na velikosti nominalniho napéti
o a odmocniné z délky trhliny a.

V pripadé kone¢ného télesa nema soucinitel intenzity napéti jednotny tvar. Tato prace
se jimi nezabyva a proto uvedme jen jeden obecnéjsi pifpad a to pro trhlinu v oblasti
membranové napjatosti pri modu I

g+\/TTQ
K= —— 2.25
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kde @ je funkce zohlednujici tvar eliptické trhliny a Y je korekéni funkce zavisejici na
okrajovych podminkdch. Dalsi tvary lze nalézt napt. v [§]

Podminka stability:

Obdobné jako v pripadé posuzovani stability trhliny pomoci hnaci sily G dochéazi ke
ztraté stability trhliny pfi dosazeni jisté kritické hodnoty K., kterou nazyvame lomova
houzevnatost. Obecnou podminku ztraty stability trhliny pro méd I je pak mozno psét

ve tvaru
K;=K.. (2.26)

Vztah mezi K a G:

Bez odvozen{ uvedme vztahy mezi soucinitelem intenzity napéti a hnacf silou trhliny (viz
napf. [8])

K7 K7 (L+v) s
= Gir = T G = I K7y, (2.27)

kde E' = F pro rovinnou napjatost a £’ = E/(1 + v?) pro rovinnou deformaci.

G1

Princip superpozice:

V linedrné elastické lomové mechanice (LELM) plati princip superpozice a tak v piipadé
smiseného modu muzeme sc¢itat prispévky od jednotlivych moédu. Napriklad pro slozky
napéti v okoli vrcholu trhliny lze psat

K I K1 I Ky IIT
L 0)+ —=f."(0). 2.28
\ 2mr J \ 2Tr J ( ) \ 27r J ( ) ( )

Tvary funkei f;; pro jednotlivé médy lze nalézt napi. v [10].

(6) +

Jij =
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Kapitola 3

Trhlina v okoli dvou elastickych
materialu

V této kapitole posoudime vliv rozhrani na chovani trhliny sitici se v jeho blizkosti
(obr.3.1). Bez znalosti tohoto chovani neexistuje moznost stanoveni kritérii rozhodujicich
za jakych podminek se trhlina zastavi (obr.3.1(a)), pronikne-li trhlina ptes rozhrani do
druhého materidlu M, (obr.3.1(b)), nebo dojde-li k ohybu ¢ela trhliny a k jejimu dalsimu
siteni podél rozhrani druhého materidlu M, (obr.3.1(c)), nebo k ohybu a sifeni zpét
(obr.3.1(d)). Déle budeme uvazovat trhlinu kolmou na rozhrani dvou materidla, plat-
nost LELM, zatézovaci méd I, na rozhrani mezi materidly M; a M, uvazujeme dokonalou
adhezi a materialy jsou modelovany jako homogenni, izotropni, linearné elastické. Veskery
text, vztahy a poznatky této kapitoly 1ze nalézt v [11] a [20].

V pripadé trhliny §itici se kolmo na rozhrani dvou materidlu je rozhodujicim faktorem
ovliviiujicim souéinitel intenzity napéti K (tim i chovani trhliny) pomér modulua pruznosti
E1, E5 materialu My, M. Schématické prubéhy soucinitelt intenzity napéti K; pro trhlinu
kolmou na bi-materialové rozhrani s vrcholem v blizkosti tohoto rozhrani je uveden na
obrazku (obr.3.2) a plati:

e F, < FE, - trhlina se $iii do tuzsiho materidlu, K; — 0
e [/, > FE, - trhlina se siti do poddajnéjsiho materialu, K; — oo.

Napéti v blizkosti ¢ela trhliny je pak popsano vztahy (2.20) a s pfihlédnutim ke vztahu
(2.28) jej muzeme zapsat ve tvaru

Ky

Nore i (0). (3.1)
Z obrazku (obr.3.2) je ziejmé, ze teoretické hodnoty soucinitele intenzity napéti K

v nejtésnéjsi blizkosti bi-materidlového rozhrani prestavaji mit fyzikdlni vyznam a je proto

nutné se zabyvat pripadem, kdy trhlina sifici se kolmo k rozhrani dosdhne pravé tohoto

rozhrani. V tomto pripadé nastava kriticky okamzik jak se trhlina muze déle sitit nebo

zastavit (obr.3.1). V pripadé doteku trhliny rozhrani se méni i vztahy popisujici slozky

napéti v okolf cela trhliny. Tedy vztah (3.1) pfechazi na vztah

H;
\/_,\
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Uij =

——fij(0, A\, a, B), (3.2)

Jij
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a) b) c) d)
Obrazek 3.1: Zpusoby siteni trhliny kolmé k rozhrani dvou ruznych materidlu

K, A K, A

o
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Obrazek 3.2: Soucinitel intenzity napéti K; trhliny v blizkosti bi-materidlového rozhrani

kde Hi je tzv. zobecnény faktor intenzity napéti, (r,0) jsou polarni souradnice s pocatkem
ve vrcholu trhliny, «, 8 jsou tzv. Dundursovy parametry [21] a f;; jsou znamé ohranic¢ené
funkce (viz [22] ). Charatker singularity napéti v okoli vrcholu trhliny se méni z puvodni
hodnoty A = 1/2 na néjaké redlné ¢islo z intervalu A € (0, 1), viz napf. [23]. Zda jde
0 hodnotu mensi nebo vétsi nez puvodni A = 1/2 zavisi na tom, zda se trhlina §ifi z tuz-
stho materialu do mékéiho nebo naopak. Z tohoto divodu soucinitel intenzity napéti K
dle puvodni definice (2.22) ztraci smysl a zavadi se zobecnény faktor intenzity napéti H;
(3.2).

Existuje fada praci zabyvajici se popisem zobecnéného faktoru intenzity napéti, viz
napf. [23], [24], [25].

7 duvodu zmény charakteru singularity A v okoli Cela trhliny neexistuje univerzalni
kritérium, které by rozhodlo o tom, zda se trhlina zastavi nebo zda dojde k jejimu pro-
niknuti do druhého materidlu nebo zda dojde k ohybu trhliny. Vice o kritériich stability
trhlin je mozno naleznout napf. v [23].
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Kapitola 4

Aplikace funkci komplexni proménné
na teorii rovinné pruznosti

V této kapitole si nejdiive ukazeme, jak se daji vyjadrit napéti a posuvy pomoci tzv.
komplexnich potenciali a poté si ukazeme konkrétni tvary komplexnich potencidlu pro
dislokaci v bimateridlu, které vyuzijeme v dalsich kapitoldch. Veskery text, vztahy a poz-
natky této kapitoly lze nalézt v [19] a [12].

4.1 Vyjadreni riznych vyrazu pomoci funkci napja-
tosti
Uvazujme rovinnou ulohu pruznosti. Jak jiz bylo re¢eno (¢ast 1.5), tak této tloze od-

povidaji rovnice rovnovéhy a kompatibility (2.17), které jsou v piipadé nulovych obje-
movych sil ve tvaru

004, O0gy

Ox oy =9,
0oy Ooy,
- 4.1

A(0gy +0yy) = 0.

Regeni této soustavy rovnic (4.1) se prevadi na feseni biharmonické funkce U(z,v), ktera
vyhovuje rovnici (2.18)

QU dU U

AAU = 2 = 4.2
v ox?t + 0x20y? + oy* 0 (42)
a navic pro funkci U(x,y) plati
0*U 0?U 0*U
T =G T ooy W T g (4:3)

K ziskani pole napéti (0,4, 04y, 0yy) @ jak uvidime pozdéji i pole posuvi (u,,uy), tedy
staci znat tvar Airyho funkce napéti U(z, y). Hleddn{ tvaru této fukce bohuzel neni obecné
tloha jednoduchd. Muscheligvili dokézal, ze Airyho funkei napéti U(z, y) je mozné vyjadrit
pomoci dvou komplexnich holomorfnich funkei ¢(z), x(z) a tedy plati nésledujici véta
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Véta 4.1. Necht U(x,y) je biharmonickd funkce (Airyho funkce) definovand na jednoduse
souvislém télese T. Pak existugi holomorfni funkce p(2), x(2) vT takové, Ze

U(z,y) = Re[zp(2) + x(2)], (4.4)

kde z = x +1iy, Z = x — 1y a definici jednoduse souvislého télesa 1" a holomorfni funkce
najdeme v [19].

Predchozi véta ukazuje, jak vyjadrit Airyho funkci pomoci dvou komplexnich holo-
morfnich funkei, ale nefikd nic o jejich konkrétnich tvarech. Tvary funkei ¢(z), x(2) se
méni pro kazdou ulohu a jejich nalezeni muze byt pomérné slozitou tlohou. Konkrétni
tvar téchto fuknkci pro nasi tloha si ukazeme pozdéji.

Vyjadieni riznych vyrazt pomoci funkci napjatosti
Nasledujici definice objasnuje pojem funkce napjatosti

Definice 4.1. Funkcemi napjatosti se rozumi funkce U(x,y), ¢(z), x(2) a jejich derivace.

Déle pro holomorfni funkce ¢(z),x(z) (tzv. Muschelisviliho komplexni potencidly)
zavedeme znaceni

(2) =¢'(2), Y(z)=x'(2), ¥=4¢(z). (4.5)

Nyni si ukdzeme, jak se daji ziskat slozky tenzoru napéti oy, 04y, 0y, a pole posuvii

Uy, Uy pifmo pomoci funkei napjatosti (bez nutnosti uziti funkce U(x, y)). Vyjadieni napéti
a posuvu vychézi z véty 1.3 v [19] odkud tpravou ziskdme

R |FP(2) = 22() — 0(2)|
u, = Re _ o | , (4.6)
| F22) = 226) — 0|
u, = Im _ 2 | , (4.7)
Oz Re[2®(z) — z®'(2) — ¥(2)], (4.8
oy = Re[20(z) +2zd'(2) + U(2)], (4.9)
0ry = Im[Z®'(2) + U(z)], (4.10)

kde p je modul pruznosti ve smyku a x je konstanta, kterd nabyva hodnoty x = 3 — 4v
pro rovinnou deformaci nebo k = i’;—z pro rovinnou napjatost. Konstanta v oznacuje
Poissonovo cislo.

4.2 Tvary komplexnich potencialii pro dislokaci v bi-
materialu

Trhlinu lze s vyhodou modelovat pomoci dislokaci a pravé tohoto modelu (tzv.model
spojité rozloZenych dislokaci) vyuziva i tato préce, jak uvidime pozdéji. Abychom byli
schopni s dislokaci dale pracovat a vyjadrit napi. pole napéti, tak musime znat tvary
prislusnych komplexnich potencialu, které tuto dislokaci popisuji.

32



M1 7
y

M?2

Obrazek 4.1: Nekonec¢nd rovina s dislokact

Uvazujme nekonecnou rovinu tvorenou dvéma polorovinami z homogenniho linedrné
elastického izotropniho materialu M; a M, dle obrazku 4.1 s materidlovymi charakteris-
tikami pq, 1y pro horni polorovinu a ps, v5 pro dolni polorovinu, kde i je modul pruznosti
ve smyku a v predstavuje Poissonovo ¢islo. V horni poloroviné se nachézi dislokace v (.
Tvary komplexnich potencidlu ¢(z, (), (z, () pak jsou

p1(2,Q) = w1s(2,0) +pulz,0) (2 € M), (4.11)
P1(2,0) = tis(2,0Q) +¥ulz,¢) (2 € M), (4.12)
©2(2,¢) = p1s(2,0) +p2(2,¢) (2 € M), (4.13)
Pa(2,0) = tis(2,Q) +¥2(2,() (2 € Ma), (4.14)

kde z=x+1ya(=&+1n.
Cleny s indexem s se nazyvaji singularni a jejich tvar je

¢15(2,¢) = —mlog(z - (), (4.15)
P1s(2,¢) = —k?ﬁllog(z_O‘f‘%Z_C

Reprezentuji feseni v nekonecném télese v pripadé, ze oba materialy M7, M; jsou identické.
Cleny s indexem i se nazyvaji podobnostni (image) a jejich tvar je

9011( ) - 51 (%15( C) + 2515(27 C)) ’ (417)
iz, () = —51Z (wls( ,Q) + 2¢715(2,€)) + MPi4(2, ), (4.18)
p2i(z, ) Alwls(z, Q) (4.19)
Pai(2,0) = 01ths(z, Q) + (61 — M)2¢ (2, C). (4.20)

Reprezentuji modifikaci kvuli pritomnosti rozdilného materialu ve spodni poloviné ne-
konecného télesa M,. Konstanty ki,71, A\1,01 nabyvaji pro dislokaci (tyto vztahy kom-
plexnich potencidlu 1ze pouzit i pro osamélou silu) téchto hodnot

i1 ar — B a1 + By
_, 51 = y )\1 = ;
m(k1 +1) 1+ B 1— 0
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kde b = bz + iby je tzv. Burgersiuv vektor (¢ast 2.3 v [19], ¢ast 2.1 v [10]), k1 = 3 — 41
pro rovinnou deformaci nebo k; = (3 — v1)/(1 + v1) pro rovinnou napjatost a aq, 31 jsou
tzv. Dundursovi parametry [21], jejichz tvar je nasledujici

pa(k1 +1) — (k2 +1) pa(k1 — 1) — (k2 — 1)

N T D Tt ) T mm D a2
Komplexné sdruzené c¢leny ziskame na zakladé této notace
F(z) = F(2),
tedy
Pis(2.0) = ¢1:(z.0) = —Tlog(z = ), ) (4.23)
Tlen) = Q) = ki loglz = 0) + T2+ (1.20)

Poznamka: Pokud se dislokace (piipadné osaméld sila) nachazi ve spodni poloviné télesa
M,, pak staci vyse uvedené vztahy preindexovat (1 — 2)
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Kapitola 5

Integralni rovnice - stanoveni
soucinitele intenzity napéti

V této kapitole se postupné dopracujeme k tvaru integralni rovnice a z jejiho feSeni jsme
schopni stanovit soucinitel intenzity napéti K;. K ziskdni integralni rovnice vyuzijeme
tzv. Bueckneriv princip a modelovani trhliny pomoci metody spojité rozlozenych dislokaci
a faktu, ze dislokaci jsme schopni dobfe popsat a stanovit napt. pole posunuti, které
tato dislokace v materialu vyvola. Pro jednoduchost budeme uvazovat rovinny problém
pruchozi trhliny v zatizeném homogenim prostiedi dle obrazku 5.1(a). Veskery text, vztahy
a poznatky této kapitoly lze nalézt v [10] a [11].

5.1 Bueckneruv princip a metoda spojité rozlozenych
dislokaci

Buecknerav princip
Umoznuje nam ziskat feseni tlohy (obr. 5.1(a)) superpozici dvou feseni iloh (obr. 5.1(b,c))
e tloha (b) - homogenni neporusené prostiedi zatizené v nekoneénu

e uloha (c) - nezatizené prostiedi s trhlinou, na jejiz licech jsou predepsand tzv. ko-
rekénd napéti, ktera jsou stejné velkd, ale opacné orientovand, nez napéti pusobici
v misté trhliny v tdloze (b)

Metoda spojité rozlozenych dislokaci

Umoznuje nam stanovit korekéni napéti pomoci vkladani nadbytecného materialu mezi
lice trhliny. VloZeny materidl je pouze matematickym modelem (redlnd trhlina je sa-
moziejmeé prazdnd), ktery slouzi k stanoveni kore¢nich napéti a soucasné similuje rozevient
trhliny.

Vkladany material si muzeme predstavit jako kombinaci nekonecné tenkych pasu
- nosicu soustfedné deformace a zpusob vkladani je zobrazen na obrazku 5.2. Prvni
pas zac¢ina v jednom vrcholu trhliny a pokracuje az do nekonec¢na nebo ke vzdélenému
okraji (5.2(a)). Vlozeni dostate¢ného mnozstvi pasu (5.2(b)) a nésledné odebrani pasiu
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Obrazek 5.1: Bueckneruv princip

na vhodnych mistech (5.2(c)) vede k pozadované konfiguraci simulujici trhlinu. Kazdy
pas vlozeného materidlu vnasi do télesa relativni posuv db a generuje tim urcité napéti.
Matematické Teseni pro toto napéti od jednoho pasu muze byt pouzito jako Greenova
funkce dlohy (c) a napéti generované vyslednym posuvem od vSech pasu ziskdme jed-
noduse souctem nebo integraci této Greenovy funkce.

Pas vlozeného materidlu je vlastné analogii dobfe znamé hranové dislokace a v fadé
vlastnosti se shoduje s hranovou dislokaci, kterd vznikd jako defekt krystalové mfizky (viz
napf. ptiloha B v [19]). Fyzikalné zddné poruchy nevznikaji - jednd se jen o matematicky
nastroj umoznujici zavést self-konzistentni stav napéti v télese (tj. odpovidajici vliozené
soustiedéné deformaci a okrajovym podminkdm).

5.2 Dislokace

V roviné muzeme dislokaci modelovat jako polonekonecny zarez libovolné trajektorie do
kterého vlozime nebo naopak z néj vyjmeme pas materidlu o konstantni Sifce a opét
spojime materidl dohromady. Konstatni sitka pasu je znama jako tzv. Burgersuv vektor
b. Dilezitou vlastnosti hranové dislokace je, ze napéti, které zptusobuje svoji pritomnosti,
je nezavislé na orientaci zafezu a zavisi pouze na slozkach Burgersova vektoru (b, b,).

Zpusoby vytvoreni hranové dislokace - na obriazku 5.3 jsou znazornény dva
zpusoby vytvoreni hranové dislokace s Burgersovym vektorem b = b,. V obou pripadech
je indukovano stejné pole napéti a posuvu.

e piipad (a) - je veden fez materidlem podél osy y, do kterého vlozime tenky pés
materidlu o tloustce b, a nasledné materidl opét spojime (obr.5.3(a))

e piipad (b) - je veden fez materidlem podél osy x, materidl pod fezem posuneme ve
sméru osy x o b, a nasledné material opét spojime (obr.5.3(b))

36



0]

Jld i

c) d)

Obrazek 5.2: Tlustrace vlozeného materidlu pomoci vkladani a vyjimani tenkych pasu

Obrazek 5.3 ilustruje také znaménkovou konvenci zavedenou pro Burgersuv vektor b
Dundursem [21], kterou zavedl, aby nedochézelo k nejednoznacnosti. Jako leva strana se
oznacuje strana fezu, kterd lezi nalevo od fezu pozorovaného z jadra dislokace a znaci se
znaménkem (-). Pravd strana se ziskd analogicky a znaci se znaménkem (+). Znaménko
slozky b, Burgersova vektoru b urcuje krivka obchézejici koten dislokace z libovolného
bodu levé hrany fezu do jemu odpovidajictho bodu pravé hrany tezu, tj. po ukonceni
obéhu kiivky se dostane nespojitost posunuti ve sméru osy = co do velikosti a orientace
shodné se slozkou b,

by = u(+) — u(—). (5.1)

Pole napéti zptisobené dislokaci

Me¢jme nekonecéné téleso obsahujici hranovou dislokaci v pocatku s Burgersovym vektorem
b = (b;, b,), pak napéti indukované v bodé (x,y) je ddno vztahy

rlwy) = s {n [hE )] h [SE -]} 6
oz, y) = % {bx :%(ﬁ _ yQ)} + b, [%(Sﬁ + yQ)} } 7 (5.3)
Ouy(T,y) = % {bx :3—4@2 _ y2)} + by, [%(ﬁ _ y2)] } , (5.4)

kde p je modul pruznosti ve smyku a x je konstanta, ktera nabyva hodnoty k = 3 — 4v
pro rovinnou deformaci nebo kK = 3_—,’j pro rovinnou napjatost, konstanta v oznacuje

1+
Poissonovo &fslo a 72 = 22 + 42
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Obrazek 5.3: Zpusoby vytvoreni hranové dislokace: (a) pomoci vlozeni materidlu (climb),
(b) pomoci posunuti v ose x (glide)

FFHEF +  F
—a § a

£+ 0§

Obréazek 5.4: Trhlina modelovand pomoci hranovych dislokaci

X

5.3 Integralni rovnice

Nyni si odvodime tvar integralni rovnice s vyuzitim poznatku z predchozich sekci. Ulohu
pruchozi trhliny s délkou trhliny 2a v zatizeném homogenim prosttedi (obr. 5.1) rozdélime
pomoci Buecknerova principu na dveé tlohy:

1. tloha - stanoveni napéti &;;(z,y) v mistech trhliny v materidlu pii absenci trhliny
(obr. 5.1(b))

2. tloha - stanoveni korekéniho napéti 7;;(z, ), které je indukované pomoci vlozeného
materidlu mezi lice trhliny (obr. 5.1(c))

Ze superpozice plyne, ze vysledné napéti o;; dostaneme souctem téchto dvou uloh, tedy
oij(2,y) = i(x, y) + Ti;(x, y). (5.5)

Za podminky, ze okrajové podminky jsou splnény.
Ozna¢me normaélové napéti N(x) a smykové napéti S(z) pusobici v misté trhliny.

Protoze plati 7,,(z,0) = op0(z) a Guy(2,0) = 0 Vy, tak okrajové podminky mizeme
zapsat takto

N(z) = 0yy(2,0) = o0,,(7,0)+07,(2,0)=0, |z|<a (5.6)
S(x) = 04y(x,0) = 04y(x,0) =0. lz] < a (5.7
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Prvni tlohu tedy méame vytfesenou a zbyva iloha druhé - stanoveni korekéniho napéti.
Jak jiz bylo feceno, tak korekéni napéti muze byt stanoveno pomoci vkladéani materidlu
mezi lice trhliny a tento vkladany materiél je mozné chapat jako hranové dislokace (viz
¢asti 4.1 a 4.2). Uvazujme tedy trhlinu modelovanou pomoci spojité rozlozenych dislokact
s Burgersovym vektorem b = (0, b,) viz. obrézek 5.4. Infinetisimélni isek tohoto rozlozent,
napi. mezi body [£,0] a [ + 0&,0] lze charakterizovat jedinou izolovanou dislokaci s ne-
konecné malym Burgersovym vektorem db,

dby = B,(£)d¢, (5-8)

kde B,(€) je hustota dislokaci v bodé €. Napéti, které tato dislokace generuje je déno
rovnicemi (5.2) - (5.4), kde proménou z je tieba nahradit vyrazem x — £ a polozit b, = 0

ay=0
dis gy 2 06§ 2u By(§)
vy (m70)_7r(/i+1)x—§ _7T(/i+1)x—§5€' (5.9)

Napéti o,, generované spojitym rozdélenim dislokaci podél délky trhliny pak ziskdme
—dis

integraci napéti o,,° pres délku trhliny
_ _2u “ By(¢)
Tyy(x,0) = Tt 1) /_a - gdf, (5.10)
kde pro hustotu dislokace plati
db, (&
B, (&) = —gé ) (5.11)

Je ziejmy tzky vztah mezi rozevienim trhliny g(z) a hustotou dislokace v bodé B, (§).
Nutno podotknout, ze g(—a) = 0 a pro vlozené dislokace se zdpornym Burgesovym vek-
torem —b, muzeme rozevieni trhliny pro x > —a vyjadrit ve tvaru

ox) = - [ By(eae, (5.12)

nebo ag(6)
g
B,(¢) = —29S) 1
(6 = - (5.13)
Dosadime-li rovnici (5.10) do rovnice (5.6) dostaneme vyraz
K+ 1 1 [ B,(€)
- gy = [ =S 14
2 0, (T) w/ax—édf’ (5.14)

coz je tzv. singuldrni integrdlni rovnice pruniho druhu obsahujici Cauchy jddro (x — &)™™'
(objevuje se ve vsech rovinnych tlohach s trhlinou) a neznamou hustotu dislokace B, (),
pricemz integral v této rovnici je nutné brat ve smyslu jeho hlavni hodnoty (éédst 2.2 v [11]).
Z matematickych duvodu je vyhodné tuto rovnici normalizovat na interval (—1,1). Této
normalizace doséhneme substituci, ktera pro obecny pripad intervalu (a,b) ma tvar

26 = (b—a)s+ (b+a),
20 = (b—a)t+ (b+a). (5.15)
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Pro nas interval trhliny (—a,a) tedy plati a = —a,b = a a substituce (5.15) pak nabyva
tvaru
£ = as, T = as. (5.16)

Singuldrni integralni rovnice (5.14) ptejde po substituci (5.16) na tvar

1 (*B
F(t) = —/ ﬁds, It < 1, (5.17)
™), t—s
kde .
K+ o
F(t)=-— 2 a0 (t). (5.18)

Reseni této integralni rovnice (5.17) je mozné odvodit na zédkladé Muscheligviliho teorie
[26]. Z jeho teorie vyplyva, ze feseni hustoty dislokace B, (s) je tfeba hledat jako soucin
tzv. fundamentdlniho TeSeni w(s) a neznamé ohranicené funkce ¢, (s)

By() = w(s)6,(s), w(s) = <. (5.19)

Resenf rovnice (5.17) je pak ddno vyrazem

B,(t) = w(t) /1 w(j((:)_ st Cuw(t), (5.20)

kde C' je libovolna konstanta, ktera se urci z podminky nulového rozevieni koncu trhliny
g(—a) = g(+a) = 0. (5.21)

Podminka (5.21) s rovnici (5.12) dava tzv. podminku konzistence

a 1
| Buee= [ Bysias o (5.22)
—a -1
ze které se uréi nezndmd konstanta C' ve vztahu (5.20).

Stanoveni soucinitele intenzity napéti

Pomoci By (§) lze stanovit nejen rozevieni trhliny g(x) (5.12), ale i soucinitel intenzity
napéti v koncovych bodech trhliny. Nejprve stanovime rozevieni trhliny pomoci vztahu
(2.20) takto

k+1

g(r) = uy(r,+7m) — uy(r, —m) = . KI\/;. (5.23)

Derivaci (5.23) dle r ziskdme gradinet rozevieni trhliny v koncovych bodech trhliny, ktery
je imérny souciniteli intenzity napéti

dg(r)_/f—i—l K;
dr  2p 2rr

40

(5.24)



Pro pravou stranu kofene trhliny, r je méfeno v zaporném sméru x plati dg(r)/dr =
+B,(r) ar =a—x = a(l —t) a soucinitel intenzity napéti ve vrcholu trhliny ¢ = +1 je

pak vztazen k
( ) Hl[ a(l —t)By( \/7% +1). (5.25)

Obdobnou tvahou se stanovi i sou¢initel intenzity napéti v druhém vrcholu trhliny a spo-
le¢né jej muzeme zapsat ve tvaru

K()i\/w_a

cby(il) (5.26)

Poznémka' Integrélm’ rovnice v této kapitole byla odvozena pro rovinnou ﬁlohu S prﬁchozi

......

vvvvvv

jiz nelze hledat v uzaviené formeé a je nutné pouzit vhodnych numerickych metod.
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Kapitola 6

Trhlina kolma k bi-materialovému
rozhrani

V této kapitole nejdiive stanovime na zdkladé poznatku z predchozich kapitol singularni
integralni rovnici prvniho druhu pro konkrétni tlohu trhliny koneéné délky v bi-materidlu
a nasledné ukazeme feSeni této rovnice pomoci prevodu na soustavu N-rovnic o N-
neznamych. Pouzité vztahy a poznatky této kapitoly lze nalézt v [10], [12], [14], [15],
[19], [26] a [27].

6.1 Stanoveni integralni rovnice

Uvazujme rovinnou ulohu trhliny kolmé k bi-materidlovému rozhrani délky 2a dle obrazku
6.1. Pro tuto ilohu nemtuzeme pouzit integralni rovnici 5.14. Singularni integralni rovnice
prvniho druhu nyni nabyva obecné tohoto tvaru

g(t):/_ B(s)tisdsqt/_ Bls)K(s,t)ds |t < 1, (6.1)

1 1

kde K(s,t) je kvadraticky integrovatelnd funkce v proménné s, ¢g(t) je néjaka ohranicena
funkce a B(s) je hledand nezndmé funkce hustota dislokace. Prvni integral v (6.1) je
singularni a je nutno ho uvazovat ve smyslu jeho hlavni hodnoty (viz. ¢ast 2.2 v [11]).

Resen{ této rovnice jiz nelze hledat v uzaviené formé a je nutno pouzit numerickych
metod. Obecny ptistup k feseni singularni integralni rovnice prvniho druhu zde nebudeme
rozebirat. Lze jej nalézt napt. v [27]. Zde naopak bude uvedeno konkrétni stanoveni a fe-
Seni singularni integralni rovnice prvniho druhu pro tlohu dle obrazku 6.1. K jejimu
stanoveni budeme v podstaté kopirovat postup uvedeny v kapitole 4. Cilem je tedy nalezeni
tvaru integralni rovnice a jeji pfevod na soustavu N-rovnic o N-neznamych, jak uvidime
dale.

Na zdkladé Buecknerova principu (obr. 5.1) rozdélime nasi ulohu na dvé samostatné
ulohy:

1. 1loha - stanoveni napéti ., (z,y) v mistech trhliny v materidlu pi absenci trhliny
(obdoba obr. 5.1(b))

2. tloha - stanoveni korekéntho napéti &, (z, y), které je indukované pomoci vlozeného
materidlu mezi lice trhliny (obdoba obr. 5.1(c))
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Obrazek 6.1: Trhlina kolma k bi-materidlovému rozhrani

1. uloha je fesena pomoci metody koneénych prvku (MKP), konkrétné v komerénim
systému ANSYS. Ziskand napéti v konkrétnich mistech trhliny jsou co do velikosti stejna,
ale opacné orientovana jak korekéni napéti, ktera tvoii levou stranu rovnice 6.1.

2. 1loha je feSena pomoci metody spojité rozlozenych dislokaci, ktera nam omoznuje na
zékladé znamého napéti 7, od jedné dislokace (charakterizované Burgersovym vektorem
b) stanovit pomoci integrace pres délku trhliny napéti &,, generované trhlinou. Tim
dostavame pravou stranu rovnice (6.1).

Predpokladejme, ze jiz zname teSeni prvni ulohy. Ke stanoveni singularni integralni
rovnice prvniho druhu je tedy klicové stanoveni napéti 7., od jedné dislokace. V tieti
kapitole jsme jiz ukazali, jak lze ziskat napéti a posuvy pomoci funkci napjatosti (tzv.
Muscheligviliho komplexni potencidly) a rovnéz jsme jiz ukézali tvary téchto potencialu
pro dislokaci v bi-materidlu, ¢ehoz ted vyuzijeme.

Napéti ., od jedné dislokace tedy ziskame z rovnice 4.8 takto

g% = Re[2® (2, () — 20 (2,¢) — Uy (2, Q)]. (6.2)

rr

K jeho stanoveni tedy potfebujeme znét derivace komplexnich potencialu ¢4 (z, (), 11(z, ()
(4.11, 4.12).

Kompletni odvozeni zde nebude uvedeno a je mozné ho nalézt v dodatku A. Ukazeme
zde jen konkrétni tvary komplexnich funkei ¢i(z,(),%1(2, (). Poukazme jesté na sku-
tecnost, ze trhlina kolma k bi-materidlovému rozhrani je modelovana pomoci dislokaci
s Burgersovym vektorem b = (b,,0), coz znamend, ze konstanty v; a 7, (4.21) nabyvaji
hodnot

z,ulbx _ Z,ulbm

rm+1) T o

M= 7_‘_(/{/1_’_1)7

tedy plati
1=~ (6.4)
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Tvary komplexnich potencidlu ¢;(z, (), ¥1(z, () pak nabyvaji téchto tvaru

e1(2,¢) = %( In(z —¢) + 6 i:g—lb (6.5)
i(2,¢) = <k‘1ln(z—C)+ —|—1+51Ziki%1) (6.6)
012(2 — ()

e + A1 In(z —C)) ,

kde konstanty ki, A1, d; nabyvaji hodnot dle vztahu (4.21).
Derivaci ¢1(z, (), ¥1(2, () podle proménné z a dosazenim do (6.2) ziskdme napéti od
jedné dislokace ve tvaru

_dis _ R kht2 Z-C 3h(k-D+N
0, = R {’71( ¢ Goop T ¢ + (6.7)
01(3C+ 2z(k1 —5)+2(=k1 +2)  261((—2)(Z—2)
(=P )

Déle dosadime z = = +iy,Z = 2 — iy,( = &+ in,{ = £ — in do rovnice (6.7), polozime
x = &, dosadime 7, z rovnice (6.3) a naslednymi tpravami ziskdme konecny tvar napéti
od jedné dislokace

Flis — by (_ ki+1 30k —1)+ N + (6.8)
T +1) \ y—n y+n
01(3n +2kiy — Ty)  4d1y(n — y))
(y+mn)? (y +n)?
Nyni nahradime v rovnici (6.8) Burgersuv vektor b, na zakladé rovnice (5.8) vyrazem
db, = B,(n)dn, (6.9)
kde B,(n) je hustota dislokace v bodé 7. Integraci ptes délku trhliny dostavame 7,
—pi (ks +1) [ B, hrta 361 (k1 — 1) + A
5. pia (s )/ (U)dnJr [ / B.(n) (_ i =D+
(k1 +1) Joa y—n m(k1+1) Jha y+n
01 (3n+ 2ky — 7 46 -
(y+mn) (y+n)

coz je singularni integralni rovnice pro trhlinu kolmou k bi-materidlovému rozhrani. Tuto
rovnici jesté znormalizujeme z intervalu (h — a,h + a), kde h zna¢i vzdélenost stiedu
trhliny od bi-materidlového rozhrani substituci dle vztahu (5.15) na interval (—1,1). V na-
Sem pripadé tato substituce nabyva tvaru

n=as+h y=at+h. (6.11)

Singuldrni integralni rovnice prvniho druhu pak pomoci (6.11) a predpokladu, ze zndme
feSeni prvni ulohy prejde na tvar

 —p(ki+1) 1 By(s) m ! 301 (ky — 1) + N\
ow(l) = — T /_1 s B D /_18”(5)a <_ at+s)+2h
01(3as — 2h + 2kyat — Tat)  461(at + h)(a(s —t))
* (a(t + s) + 2h)? ~ (a(t +5) 4 2h)3 ) ds (6.12)
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kde 0,,(t) = —6,(x,y) v mistech trhliny materidlu pfi absenci trhliny (viz 1. tloha).

Nyni mame hledany tvar integralni rovnice pro tilohu trhliny kolmé k bi-materialovému
rozhrani, ale jak uz bylo feceno, tak feseni této rovnice (6.12) nelze vyjadrit v uzavieném
konecném tvaru, ale musi se hledat jen v pfedem zvoleném stupni priblizeni (aproximace).
Rovnici (6.12) fesime prevodem na soustavu N-rovnic o N-neznamych, kde N znaéi stupen
aproximace. Zpusob prevodu je ukazan v dalsi ¢ésti.

6.2 Reseni integralni rovnice

K ziskani vlastniho feseni integralni rovnice (6.11) vyuzijeme nahrazeni hledané hustoty
dislokace vztahem (5.19), ktery ukdzal Muschelisvili [26], tedy pro nas ptipad

1
Ba(s) = w(s)ga(s), w(s) Vi (6.13)
kde w(s) je tzv. fundamentélni feSeni integralni rovnice a ¢,(s) je néjakd nezndméd ohra-
nicend funkce.
Poznamka: V obecném piipadé tj. pro feseni rovnice (6.1) je fundamentélni feseni ve
tvaru
w(s) = (1= s)" (L +s)™,

kde exponent A\, Ay je tzv. exponent singularity, ktery muze nabyvat hodnot z intervalu

(—1,1). V nasem piipadé plati Ay = Ay = —\ = —1/2. Vice o této problematice v [27].
Déle vyuzijeme dvoji aproximace pomoci tzv. Cebysevovijch polynomi 1. druhu [15],

kde vyuzijeme jejich vlastnosti, ze jsou ortogonalni na intervalu (—1, 1) s vdhou 1/(v/1 — x2)

0
VL@@ o7

kde T; znaci Cebyseviv polynom 1. druhu stupné .
1. aproximace - se tyka funkce ¢,(s), kterou vyjadiime pomoci Cebysevovych poly-

nomu 1. druhu takto
N

a(s) = > Tils)ci, (6.15)

i=1
kde ¢; jsou neznamé konstanty, které dostaneme jako teSeni soustavy N-rovnic o N-
neznamych.

2. aproximace - se tykd nesingularniho integralu v rovnici (6.12), konkrétné ¢lenu,
ktery muzeme oznacit jako K(s,t) dle znaceni v rovnici (6.1).

_3(51 (k’l - 1) + )\1 51 (3(18 —2h + 2k‘1at — 7at)
a(t+s) + 2h (a(t +s) +2h)?

K(s,t) = a (

_ ddi(at + h)(a(s — t))) _ ZTj(S)dj(t), (6.16)

(a(t + s) +2h)3
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kde d;(t) jsou konstanty urcené ze vztahu

d;(t) = NL—H Z K (cos <7T](\fk—_:1§)) ,t> cos (%_;15)) . (6.17)

k=1

Poznamka: Standartné se aproximace pomoci Cebysevovych polynomi 1. druhu zapisuje

] N-1
r) = 3¢+ Zl Tj(x)c;,
]:

kde konstanty c¢; se urci nasledovné

- 25 (o () ) (260

Z podminky konzistence (5.22) vSak plyne, ze konstanta ¢y = 0 a tak ji do aproximace
ani nezahrnujeme. Pieindexovéni sumace z N — 1 na N ve vztazich (6.15, 6.16) je jiz jen
formalitou.

Nyni aplikujeme vyse zminéné aproximace (6.15, 6.16) na singuldrni integralni rovnici
(6.12) a dostdvame

—/Ll k1—|—1

Ti(s
(k1 + 1) / mt—s Z

H1 1
* (k1 + 1) /_1 W;Ti(s)ci;@@)dﬂwds

Nesingularni integral v (6.18) fesime pomoci vlastnosti ortogonality Cebysevovych
polynomu 1. druhu, tedy dle vztahu (6.14) a singuldrni integral vyfesime pomoci nésle-
dujiciho vztahu (viz vztahy 7.29, 7.73 v [27])

() =

Jeids + (6.18)

[t Tn(s) ~T(=3)T(3)
m)aVI= s2(t — S)ds B T Una(t), (6.19)

kde Tn(s) je Cebyvéevﬁv polynom 1. druhu stupné N, F(—%), F(%) je tzv. Gamma funkce
[14] a Un_1(t) je Cebysevuv polynom 2. druhu stupné N — 1 v bodé ¢ [14].

Nyni tedy méame vSe potiebné k prevedeni singularni integralni rovnice prvniho druhu
pro piipad trhliny kolmé k bi-materidlovému rozhrani (6.12) na soustavu N-rovnic o N-
neznamych. Pro jeji vyTeSeni si zvolime stupen aproximace NV, materidlové charakteristiky
popisujici materialy M1 a M2 tedy pq, v, pio, v2, kde p je modul pruznosti ve smyku, v
predstavuje Poissonovo ¢islo, poloviéni délku trhliny a , vzdalenost stredu trhliny od
bi-materidlového rozhrani h, ode¢teme napéti o,,(t) v N-bodech ¢;...ty, vypocitime
hodnoty koeficientu d;(t) v téchto bodech a rovnéz vypocitame hodnoty Cebysevovych
polynomu 2. druhu Ux_1(t) v téchto bodech.
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Naptiklad pro N = 3 dostdavame

(kDT (=5) T (3)
Uxx(tl) = 71'(/{1 n 1) (Ug(t1)01 + Ul(tl)Cg + Uz(t1>03) +
H1

T g ) (i) + eada(tn) + eada(t)

e
Uxx(tg) = 7T</€1 n 1) (Ug(tg)cl + U1 (tg)CQ + UQ(tg)Cg) +
M1

S 1y @dts) + cada(ta) + cada(t).

Po vyteseni soustavy N-rovnic o N-neznamych ziskavame N-konstant c¢; a pomoci
vztahu (6.15) ziskame funkci ¢, (s) a pomoci této funkce a vztahu (5.26) muzeme vyjadrit
soucinitel intenzity napéti K (£1) v krajnich bodech trhliny ve tvaru

K;(+1) = £v/7a

21
P 1@(11). (6.20)
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Kapitola 7
Reseni problému

V této kapitole ukazeme jednotlivé vypoctové modely, které byly pouzity ke stanoveni
soucinitele intenzity napéti K; trhliny kolmé k bi-materidlovému rozhrani pro ruzné kon-
figurace materialu My, M,. Nejdrive budou uvedeny modely potiebné k ziskani vysledku
pomoci metody spojité rozlozenych dislokaci (¢ast 7.2 a 7.3), kterd je jaddrem této prace.
Odvozeni této metody je ukézano v predchozich kapitolach. Poté bude ukazan model ke
stanoveni soucinitele intenzity napéti K pomoci metody kone¢nych prvku (¢ast 7.4), ktery
pouzijeme k overeni vysledku stanovenych pomoci metody spojité rozlozenych dislokaci.

7.1 Formulace problému a stanoveni cili

Uvazujme rovinou ulohu zatizené trhliny kolmé k bi-materidlovému rozhrani dle obrazku
7.1. Trhlina je délky 2a a vzdalenost jejiho stfedu od rozhrani je h. Materidly My, M, jsou
homogenni linearné elastické a jsou charakterizovany prislusnymi moduly pruznosti E7, F»
a Poissonovymi ¢isly 14, v5. Uvazujeme ptipad rovinné deformace a tilohu provedeme pro
nasledujici 4 kombinace materialu

£y

1. kombinace s oznac¢enim = %, kde materialy M7, M5 volime takto

M, : E; =200000MPa, vi =03 My: Ey=>50000MPa, vy=0.3,

2. kombinace s oznacenim g—; = %, kde materialy My, M5 volime takto

M, : E; =200000MPa, 11 =03 My: E;=100000MPa, vy=0.3,

3. kombinace s oznacenim g—; = %, kde materialy M, Ms volime takto

M,: E; =200000MPa, v, =03 My: Ey=150000MPa, vs=0.3,

4. kombinace s oznacenim £ = 1

Bt = 35, kde materialy M;, M, volime takto

M,: E;=3500MPa, vy =035 My: FEy=70000MPa, vy,=0.2.
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Obrazek 7.1: Trhlina kolma k bi-materidlovému rozhrani

Cilem je stanoveni soucinitele intenzity napéti K; pro ilohu danou dle obrazku 7.1
pro vSechny 4 kombinace materidli s oznacenim g—; pomoci metody spojité rozlozenych
dislokaci a nasledné jej porovnat s hodnotami soucinitele intenzity napéti K; stanovenymi
pomoci metody MKP.

K vyfteseni této tilohy potfebujeme znét levou stranu rovnice (6.12), tedy slozky napéti
0.2(t), které fesime na neporuseném zatizeném télese. Tuto tilohu vyfesime pomoci MKP
a to konkrétné pomoci komercniho softwaru ANSYS.

7.2 Vypoctovy model - stanoveni napéti o,,(t)

Redeni rovnice (6.12) se provede jejim pievedenfm na soustavu N-rovnic o N-neznamych
(viz kapitola 5). Zvolime si tedy stupen aproximace N, ktery vede na odecet napéti o, (t)
v N-bodech t;, kdei=1... N.

Stupen aproximace N jsme volili dvoji a to N =4 a N = 10. Body pro odecet napéti
042(t) t; volime jako kofeny Cebysevovych polynomi 2. druhu stupné N Uy tedy

)
t, = ,=1...N. Nl
; COS(N+1>, 1 (7.1)

Hodnoty t; jsou voleny takto zamérné, protoze idealné pokryvaji interval délky trhliny
(—1,1).

K vlastnimu vypoctu napéti 0., (t) jsme pouzili ndsleduji vypoctovy model v programu
ANSYS. K snadnému opakovani vypoctu bylo zhotoveno makro SXX01-3.mac. V tomto
modelu volime parametry materialu My, Ms, tedy moduly pruznosti E;, F» a Poissonova
¢isla v1, 15 a jejich hodnoty volime tak, jak bylo zobrazeno v ¢asti 6.1. Déale volime stupen
aproximace N = 4 nebo N = 10, kterému odpovida i stejny pocet bodu t; ze vztahu
(7.1) pro odecteni napéti 0,,(t). Posledni parametr, ktery volime je vzdalenost h, urcujici
vzdélenost sttedu trhliny od bi-materidlového rozhrani (viz obrazek 7.1). Vzdélenost h
nemuzeme volit libovolné, ale s ohledem na poloviéni délku trhliny a = 8mm a vysku
télesa v = 200mm (viz obrazek 7.2) volime h z intervalu (8mm, 192mm). Vzdélenost h
volime postupné tak, jak uvadi tabulka 7.1
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vzdélenost h[mm]
80 | 50 [ 20 [ 10 [ 9 | 85 | 81 |8.05

Tabulka 7.1: volba vzdalenosti h

v

K, L

Mo

d

Obrazek 7.2: MKP-model-geometrie Obrazek 7.3: Linearni ctytuzlovy prvek
télesa

Vypocet provedeme tak, ze zvolime danou kombinaci materialu s ozna¢enim %, stupen
aproximace N a pro kazdé h z tabulky 7.1 stanovime napéti o,,(t) ve vSech piislusnych
bodech dle vztahu (7.1).

Model geometrie

Uloha stanoveni napéti o,,(t) se provadi na neporuseném zatizeném télese. Jednd se
o tlohu rovinnou s nekonecnymi délkovymi rozmeéry. Nekonecné téleso nelze samoziejmé
modelovat a rozméry MKP-modelu pro vypocet napéti o,,(t) musime volit jako koneéné
tak, aby dostatecné vérohodné nahradily nekonecné téleso. Navic tloha je symetricka
vzhledem k ose y, proto modelujeme pouze polovinu télesa. Model geometrie télesa je
schématicky znazornén na obrazku 7.2 a jeho rozméry jsou v = 200mm, ¢ = 8mm,

d = 300mm.

Koneénoprvkova sit

Pro tvorbu konecnoprvkové sité jsme pouzili rovinny linearni ¢tyfuzlovy prvek s oznacenim
v programu ANSYS jako PLANE182 a jeho trianguldrni variantu (obrézek 7.3) s nasta-
venim pro rovinnou deformaci. Koneénoprvkova sit se méni dle vzdélenosti stiedu trhliny
od bi-materialového rozhrani h a piiklad konecnoprvkové sité je uveden na obrazku 7.4.

Okrajové podminky a zatizeni

Na pravé strané télesa jsou predepsany nulové posuvy u, = 0 ve sméru osy x, které
modeluji symetrii télesa podle osy y. V pravém hornim rohu télesa je z duvodu statické
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Obrézek 7.4: Konetnoprvkova sit s okr. podminkami a zatiZenim

urcitosti zamezeno posuvu v jednom uzlu u, = 0 ve sméru osy y. Okrajové podminky
jsou znézornény na obrazku 7.4.

Silové zatizeni télesa 09 = 100MPa je zobrazeno na obrazku 7.4 a je stejné jako zatizeni
0% (obréazek 7.1). V. ANSYSu je toto zatizeni modelovano pomoci zaporného tlaku (piikaz
pressure) a je automaticky prepocitdno do jednotlivych uzlu.

7.3 Vypoctovy model - metoda spojité rozlozenych
dislokaci

Poté, co jiz zname hodnoty napéti o, (t) v piislusnych bodech ¢; uréenych dle vztahu (7.1),
muzeme snadno vyresit singularni integralni rovnici (6.12) dle postupu v kapitole 5. Tedy
prevedenim singuldrn{ integralni rovnice (6.12) na soustavu N-rovnic o N-neznamych.

Resen této soustavy rovnic a nasledné stanovenf soucinitele intenzity napéti K v kraj-
nich bodech trhliny pak provedeme pomoci komeréniho programu MAPLE. Vstupni pa-
rametry jsou stejné jako v ¢asti 6.2. Nejdfive zvolime piislusnou kombinaci materialu g—;
uvedenou v ¢asti 6.1, tedy moduly pruznosti Ey, Fy a Poissonova ¢isla vy, v5, poté stupen
aproximace N = 4 nebo N = 10 a vzdélenost stfedu trhliny od bi-materidlového rozhrani
h, jejiz velikost volime podle tabulky 7.1, ale v metrech.

Postup vypoctu uvadét nebudeme (viz. kapitole 5), pouze si zde ukazeme nékteré grafy
aproximace nesingularniho ¢lenu K (s,t) (6.16) integralni rovnice pomoci Cebysevovych
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polynomu 1. druhu (obrazek 7.5 a 7.6). Tato aproximace neni obecné nutnd, ale zkracuje
dobu vypoctu. V pripadé, ze bychom chtéli uvazovat trhlinu, ktera se dotyka rozhrani,
tak by nesingularni integrél v rovnici (6.12) jiz nemél analytické feSeni a aproximace je
pak nejschudnéjsim fesenim (viz [11])

Grafy jsou stanovené pro stupen priblizeni N = 10 (obrazek 7.5) a N = 4 (obrazek 7.6)
a pro ruzné body stanovené dle vztahu (7.1) a to vzdy symetricky vzhledem ke stiedu
trhliny. Kombinace materialu byla pro ukazku volena g—; = % g—; = % a vzdalenost
h = 8.05mm, tedy nejmensi vzdalenost h pro kterou jsme provadéli vypocty. Z grafu je
patrné, ze aproximace pomoci Cebysevovych polynomi 1. druhu pro stupei aproximace
N =10 je zcela postacujici a ma problémy pouze pro bod trhliny ¢; nachazejici se v tésné
blizkosti rozhrani. Stupen ptiblizeni N = 4 vykazuje dle ocekavani vetsi rozdily mezi
aproximovanou funkei a puvodni, ale i zde je aproximace velmi pfesna.

7.4 Vypoctovy model - stanoveni K; pomoci MKP

Dosazené vysledky pomoci metody spojité rozlozenych dislokaci 1ze ovérit a porovnat
s vysledky dosazenymi pomoci MKP v programu ANSYS.

K vlastnimu vypoc¢tu soucinitele intenzity napéti K; bylo v programu ANSYS sta-
noveno makro KSXXB.magc, které umoznuje snadné opakovani vypoctu. Vstupnimi hod-
notami jsou materialové charakteristiky popisujici danou kombinaci materiala, viz. ¢ast
6.1, tedy moduly pruznosti F, Fs a Poissonova ¢isla vy, 15 a vzdélenost stiedu trhliny od
bi-materidlového rozhrani h.

Vypocet souéinitle intenzity napéti K; provedeme pro danou kombinaci materidlu
a kazdé h z tabulky 7.1.

Model geometrie

Podobné jako v tloze v casti 6.2 fesime stanoveni soucinitele intenzity napéti K; jako
ulohu rovinnou s konénymi délkovymi rozmeéry a symetrii dle osy . Trhlinu nemodelujeme
pomoci rozevieni, ale pouze pomoci okr.podminek (vice o stanoveni soucinitele intenzity
napéti pomoci MKP lze najit napt. v [28]). Model geometrie télesa je tedy stejny jako
na obrazku 7.2, ale jeho rozmeéry jsou nyni stanoveny v metrech v = 0.2m, a = 0.008m,

d = 0.3m a to z duvodu, ze chceme vysledny soucinitel intenzity napéti K; v jednotkach
1
MPa - mz.

Koneénoprvkova sit

Pro tvorbu konecnoprvkové sité jsme pouzili rovinny kvadraticky osmiuzlovy prvek s oz-
nacenim v programu ANSYS jako PLANE183 a jeho triangularni variantu obrazek 7.7
s nastavenim pro rovinnou deformaci, viz. obrazek 7.7. K feSeni singularnich problému
s exponentem singularity A = 1/2 nabizi ANSYS piikaz KSCON, ktery vytvoii kolem zvo-
leného bodu (koncentratoru) singularni prvky, coz jsou trianguldrni prvky s posunutymi
uzly P a N do 1/4 délky hrany OI a OJ, viz. obréazek 7.7. Konecnoprvkova sit se mén{
dle vzdélenosti stiedu trhliny od bi-materidlového rozhrani h a piiklad konecnoprvkové
sité je uveden na obrazku 7.9 a detail konecnoprvkové sité okolo vrcholu trhliny je na
obrazku 7.8.
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Obrézek 7.5: Aproximace nesinguldrniho jadra integralni rovnice pomoci Cebysevovych

polynomu 1. druhu pro N = 10
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Obrézek 7.6: Aproximace nesinguldrniho jadra integrélni rovnice pomoci Cebysevovych
polynomu 1. druhu pro N =4
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Obrézek 7.7: Kvadraticky osmiuzlovy — Obrazek 7.8: Koneénoprvkova sit okolo
prvek vrcholu trhliny
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U
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Obrazek 7.9: kone¢noprvkova sit s okr. podminkami a zatiZzenim
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Okrajové podminky a zatizeni

Na pravé strané télesa jsou predepsany nulové posuvy u, = 0 ve sméru osy x, které
modeluji symetrii télesa podle osy y. V misté, kde se nachazi trhlina neni predepsand
zadna okrajova podminka a tim je trhlina modelovana. Navic v pravém hornim rohu
télesa je z duvodu statické urcitosti zamezeno posuvu v jednom uzlu u, = 0 ve sméru osy
y. Okrajové podminky jsou zndzornény na obrazku 7.8.

Silové zatizeni télesa og = 100MPa je zobrazeno na obrazku 7.8 a jeho velikost je
stejnd jako zatizeni o5° (obrazek 7.1). V. ANSYSU je toto zatizeni modelovdno pomoci
zéaporného tlaku (piikaz pressure) a je automaticky prepocitano do jednotlivych uzlu.
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Kapitola 8

Diskuse

V této kapitole ilustrujeme na konkrétnich piipadech bi-materialu a geometrie trhliny
vzhledem k bi-materidlovému rozhrani presnost metody spojité rozlozenych dislokaci
vzhledem k vysledkim ziskanych metodou MKP.

Vypocty byly provedeny pomoci vypoctovych modeli uvedenych v predchozi kapitole,
pro zvolenou kombinaci materialu g—; (viz ¢ast 6.1), stupen aproximace N a vzdélenost
stfedu trhliny od bi-materidlového rozhrani h volenou z tabulky 7.1. Vysledné soucinitele
intenzity napéti K; byly vyneseny do néasledujicich 4 grafi spole¢né s vysledky ziskanych
pomoci MKP (obrazek 8.1-8.4).

Kazdy graf je tedy stanoven pro jednu kombinaci materialua % a obsahuje vzdy tri
krivky popisujici soucinitel intenzity napéti K; trhliny kolmé bi-materidlovému rozhrani
(obrazek 7.1). Na ose y jsou vyneseny hodnoty normovaého soucinitele intenzity napéti K.
Na Ose z jsou vyneseny hodnoty podilu a/h, tedy podil poloviéni délky trhliny a a vzdale-
nosti sttedu trhliny od bi-materidlového rozhrani h (obrézek 7.1). K¥ivky popisujici priubéh
soucinitele intenzity napéti K; jsou rozdélené barevné a toto rozdéleni je respektovano
pro vSechny 4 grafy. Modra krivka odpovida vysledkum ziskanych pomoci metody spojité
rozlozenych dislokaci se stupném aproximace N = 4. Cervena kiivka odpovid4 vysledkiim
ziskanych stejnou metodou se stupném aproximace N = 10 a zelena kiivka popisuje
vysledky stanovené pomoci MKP.

Srovnani vysledkt

Grafy 8.1-8.3 odpovidaji pripadu, kdy se trhlina st do poddajnéjsiho materidlu (E; > Es)
a pro tento piipad ma hodnota soucinitele intenzity napéti K; narustat se snizujici se
vzdalenosti vrcholu trhliny od rozhrani (a/h — 1). Tento predpokladany prubéh je splnén
u vSech tif kombinaci materialu g—; a pro obé metody vypoctu soucinitel intenzity napéti
K (spojité rozlozenych dislokaci, MKP). Z porovnani vysledku ziskanych pomoci metody
spojité rozlozenych dislokaci pro stupném aproximace N = 10 a pomoci MKP plyne, ze
vysledky se témeér shoduji. K nepatrnému rozdilu dochazi pouze v tésné blizkosti rozhrani
a to ve vSech tfech pripadech. Predpokladali jsme, ze metoda MKP bude mit v bodech
blizkych bi-materidlového rozhrani vétsi problémy se stanovenim soucinitele napéti, tedy
ze rozdil mezi jednotlivymi metodami bude vétsi. Vysledky ziskané pomoci metody spojité
rozlozenych dislokaci pro stupném aproximace N = 4 vykazuji vétsi nepresnost v blizkosti
rozhrani v porovnani s metodou MKP a tento rozdil je zpusoben nedostate¢nym stupném
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aproximace N nesinguldrniho ¢lenu K(s,t) (6.16) pomoci CebySevovych polynomit 1.
druhu (obrazek 7.5 a 7.6).

Graf 8.4 odpovidé piipadu, kdy se trhlina §iff do tuzsiho materidlu (E; < Es) a pro
tento pripad ma hodnota soucinitele intenzity napéti K klesat se snizujici se vzdalenosti
vrcholu trhliny od rozhrani (a/h — 1). Tento predpokladany prubéh je splnén pro obé
metody vypoctu soucinitele intenzity napéti K;. Z porovnani vysledku ziskanych po-
moci metody spojité rozlozenych dislokaci a pomoci MKP plynou stejné zavéry jako v
predchozim odstavci. Metoda spojité rozlozenych dislokaci se stupném aproximace N = 10
se témeér shoduje s vysledky ziskanymi pomoci MKP a k nepatrnému rozdilu dochézi
pouze v tésné blizkosti rozhrani. Pro stejnou metodu se stupném aproximace N = 4
dochézi v blizkosti rozhrani k velké neptesnosti. Tento rozdil je zpusoben nepfesnosti
aproximace ¢lenu K (s,t) (6.16) nesinguldrniho integralu pomoci Cebysevovych polynomi
1. druhu (obrézek 7.5 a 7.6) v bodech t; (body odectu napéti o,,(t)) velmi blizkych bi-
materidlovému rozhrani.
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Z.aver

Predkladana diplomova prace si kladla za cil vyjadrit soucinitel intenzity napéti trhliny

kone¢né délky v blizkosti bi-materidlového rozhrani pomoci metody spojité rozlozenych

dislokaci. Nezbytnou soucasti prace bylo seznamit se s teoretickymi zaklady metody spo-

jité rozlozenych dislokaci a popis dislokace v bi-materidlu pomoci komplexnich potencialu.
Téchto cilu bylo dosazeno nasledovneé:

e Na zakladé dostupné literatury byla nastudovéna a zpracovana potfebnd teorie.
Konkrétné tedy zakladni pojmy lomové mechaniky, chovani trhliny sitici se z jed-
noho materidlu do druhého, vyjadieni pole napéti a posuviu pomoci komplexnich
potencialu pro dislokaci v bi-materidlu, metoda spojité rozlozenych dislokaci a sta-
noveni a Teseni singularni integralni rovnice 1. druhu.

e Problém vyjadfeni soucinitele intenzity napéti trhliny konecné délky v blizkosti
bi-materidlového rozhrani pomoci metody spojité rozlozenych dislokaci jsme pro-
vedli pro 4 ruzné konfigurace bi-materidlu a relativni polohy trhliny kolmé k bi-
materidlovému rozhrani. K ovéreni vysledku soucinitele intenzity napéti jsme pouzili
metodu koneénych prvku (MKP) a vysledky vynesli do grafu a porovnali.

e Ze srovnani vysledku soucinitele intenzity napéti ziskanych pomoci metody spojité
rozlozenych dislokaci pro stupen aproximace N a pomoci metody MKP plyne, ze
v piipadé dostatecného stupné aproximace N = 10 jsou rozdily mezi jednotlivymi
metodami zanedbatelné.

e 7 tohoto pohledu pusobi metoda spojité rozlozenych dislokaci velmi tézkopadneé
a zbytecné oproti metodé MKP. Jeji vyhodou je ale snadnd opakovatelnost oproti
MKP, kde pro kazdou zménu délky trhliny ¢i vzdéalenosti trhliny od rozhrani musime
ménit koneénoprvkovou sit, ale hlavni sila a vyhoda této metody nastdva v okamziku,
kdy se ¢elo trhliny dostane na rozhrani dvou materiali. V tomto piipadé se méni
exponent singularity A = 1/2 na néjaké redlné ¢islo z intervalu A € (0, 1) a tloha
stanoveni soucinitele intenzity napéti K; se méni na tlohu stanoveni zobecnéného
soucinitele intenzity napéti H;, kde i predstavuje jeden z moédu zatézovani. Tato
uloha jiz nelze Fesit pouze pomoci MKP a musi se vyuzit jinych pristupu k ziskani
zobecnéného soucinitele intenzity napéti H;. Jednim z téchto piistupt je metoda
spojité rozlozenych dislokaci, kde lze s vyhodou vyuzit popisu dislokace pomoci
komplexnich potencidlu.

Zavérem je mozné fici, ze se podarilo splnit zadané cile prace a urc¢ité by bylo zajimavé
rozsitit tuto praci o problematiku trhliny sitici se pres rozhrani dvou homogenich izot-
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ropnich materialu, kde k feseni bude vyuzita metoda spojité rozlozenych dislokaci a popisu
dislokace pomoci komplexnich potencidli.
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Seznam symbolu a zkratek

G,G;, G [J/m? Hnaci sila trhliny

G. [J/m? Houzevnatost materidlu

K, K;, K1, K;(£1) [MPam'/?] Soucinitel intenzity napéti (obecné, pro i-ty méd
zatézovani, pro méd I, v krajnich bodech trhliny)

K., K. [MPam!/2] Lomova houZevnatost, lomova houZevnatost za

podminky rovinné deformace

e [m] Kritickd hodnota rozevieni trhliny

J1e [J] Kritickd hodnota J-integralu

11y [J] Celkova potencialni energie télesa bez trhliny

W [J] Energie napjatosti télesa bez trhliny

L [J] Potencialni energie vnéjsich sil

r [J] Disipace energie pti vzniku trhliny

E, [J] Celkové mnozstvi energie

I [J] Celkova potencialni energie télesa s trhlinou

W [J] Energie napjatosti télesa s trhlinou

S [m?] Plocha prumétu trhliny

Wr [J] Zména energie napjatosti télesa v dusledku vzniku
trhliny

a, B [m Rozmeéry trhliny dle obrazku 2.1

o [Pa Tahové napéti, vnéjsi zatizeni v nekonecnu

0% [J/m?] Mérna povrchova energie materidlu

of [Pal Lomové napéti

e [m Kritickd délka trhliny

Ves [J/m? Efektivni{ povrchovd energie

Vol [J/m?] Povrchové energie spotifebovand v plastické zoné

wy [J/m?] Mérnd energie lomu

R [J/m?] Odpor télesa proti rustu trhliny

111,111 Moédy zatézovani

A Laplaceuv operator

Tijs Onzy, Ony, Oy | P8 Slozky tenzoru napéti(obecné, konkrétné)

Uy, Uy [m] Slozky posuvi

U Airyho funkce napéti

r [m] Vzdalenost od kotene trhliny

7 °] Uhel natoceni od kofene trhliny

[y 11, 2 [MPal Modul pruznosti ve smyku

E.E\, E, [MPa] Modul pruznosti v tahu
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R, K1, k2

V,V1, 2

Dy

Y

E [MPa
I Il fIII

ij0Jij 0 Jig

M17M2

H, H; [MPam' ]

)‘7 )\la)\Z

fij

«, 67 aq, /617 042,/82
p(2), x(2)

k1,71, A1, 0
b, b, b,
&ijao-x:r(t)

Q

Q

s
<
Q
8
8
el
Le.0..®,

IS
E,

Konstanta urcujici stav rovinné deformace nebo na-
pjatosti

Poassonovo c¢islo

Funkce zohlednujici tvar eliptické trhliny
Korekéni funkcee zavisejici na okrajovych podminkach
Modifikovany modul pruznosti

Funkce zavisejici na médu zatezovani (pro K;)
Materidl horni a dolni poloviny télesa

Zobecnény soucinitel intenzity napéti pro mod I
Charakter(exponent) singularity

Znédmé ohranicené funkce (souvisejici s Hy)
Dundursovy parametry

Komplexni potencidly

Jednoduse souvislé téleso

Derivované komplexni potencialy

komplexni potencialy pro dislokaci v bi-materidlu
Derivované komplexni potencialy pro dislokaci v bi-
materidlu

Konstanty pro dislokaci v bi-materidlu
Burgersuv vektor

Posuv pravé, resp. levé strany fezu

Napéti v mistech trhliny pii absenci trhliny
Korekéni napéti (obecné, konkrétné)

Normalové napéti, smykové napéti

Vnéjsi zatizeni v nekonecnu 5.1

Infinetisiméalni Burgersuv vektor

Hustota dislokaci

Napéti generované dislokaci

Rozevieni trhliny

Modifikované vnéjsi zatizeni

Fundamentdlni reseni

neznama ohranic¢ena funkce

Kvadraticky integrovatelna funkce

Né¢jaka ohranicena funkce (vnejsi zatizeni)
Polovina délka trhliny

Vzdélenost stiedu trhliny od bi-materidlového roz-
hrani

Stupén aproximace (pfiblizeni)

Cebyseviv polynom 1. fédu stupné i, resp. N
Hledané konstanty

Znéme konstanty dle vztahu (6.17)

Cebyseviv polynom 2. fédu stupné N — 1

Body odectu napéti

Gamma funkce

Rozméry télesa v MKP modelech

70



o [Pa] Vnéjsi zatizeni télesa dle obrazku 7.4

LELM Linenearné elastickd lomova mechanika
EPLM Elasto-plasticka lomova mechanika
COD Kritické rozevieni trhliny
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Priloha A

Trhlina kolma k bi-materialovému
rozhrani - odvozeni

Trhlina kolm4 k bi-materidlovému rozhrani, jejiz obecnd rovnice je ddana vztahem (6.1) je
feSena v kapitole 5. Zde budou uvedeny detaily odvozeni, které se v kapitole 5 nevyskytuji.

Stanoveni singuldrni integralni rovnice prvniho druhu vychazi ze znalosti napéti o,
od jedné dislokace. Toto napéti stanovime takto (viz kapitola 3)

oo Re[2q)1(zv C) - Eq)/l (Z’ C) - \111(27 C)]

K jeho stanoveni tedy potfebujeme znét tvary koplexnich potencidlu ¢4 (z, (), ¥1(z, (),
které byly jiz ukdzény v kapitole 3 (vztahy 4.11-4.24) a jejich derivace. Navic pro trhlinu
kolmou k bi-materidlovému rozhrani plati vztah (6.3), z kterého plyne

1=
Pak singularni ¢leny ¢14(z, (), ¥15(2, () nabyvaji hodnot
¢15(2,¢) = —mn(z - (), ~
Y1s(2,() = m (k‘lln(z —¢)+ (z E ¢ - 1))
a imagindrni ¢leny ¢y;(z, (), ¥1:(z, () nabyvaji hodnot
01(2,¢) = om <—k‘1 In(z — () — (C : z + 1>) ;
. o 512(k51 — 1) _ 512(2 — C) T
?/111(270 = N ( (Z—Z) (2—2)2 +)\111’l(2 C)) .

Souc¢tem singuldrniho a imaginarniho ¢lenu ziskdme tvary komplexnich potencidlu ¢4 (z, (),

wl(za C)

R G R AN C‘g—l}),
¢

i(z,¢) = m (k:lln(z—C)JrZ_C ¢

T Gt S RS

(z—¢)?

N————
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Derivované komplexnich potencialy pak maji tyto tvary

Ao = (_zicm {_él——zlﬁé—_gﬁb’

(N ]

/ B ¢ O1(ky — 1)+ M\
ed = (Gl gt g
01 (—C —zk1 +32)  262(C — 2)
e A

Nyni se vyuzije znaceni dle vztahu (4.5) a dosazenim do (6.2) ziskdme napéti od jedné
dislokace

i kh+2  z—-C 36(ky—1)+ X\
dis 1 1{h1
o Re — — — = +
g - el (S
01(3C + z(k1 —5) + Z(—k1 + 2)) . 201(C—2)(z — z)> }
(z—¢)? (z—¢)?

Déle dosadime z = x+iy,zZ = z — iy, ( = E+in,( = € —in do piedchozi rovnice, polozime
r = ¢ a ze vztahu (6.3) vezmeme imagindrni konstantu i. Pak pro jednotlivé cleny plati

+

Cikli42) k2
z—( y—mn’
i(z— () 1

(z = ()? y—n

z2—( y+n
i01(3¢ + 2(ky —5) +Z(=k1 +2) 6:1(3n+ 2Ky — Ty)
(z—¢)? (y+n)?
i20,((—2)Z—2) _  40wy(n—y)
(2 = Q) (y+n)?*

Napéti od jedné dislokace 6% pak s vyuzitim vztahu (6.3) ma nasledujici tvar

_dis bz ( ki+1 36(ki—1)+ N
Ore = - — —+
m(k1 + 1) y—n y+n
5d%+ﬂhy—ﬁﬂ_4&Mn—w>
(y +n)? (y +n)?

Dalsi postup ke stanoveni singularni integralni rovnice je uveden v kapitole 5.
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