
VYSOKÉ UČENÍ TECHNICKÉ V BRNĚ 
B R N O UNIVERSITY OF T E C H N O L O G Y 

F A K U L T A S T R O J N Í H O INŽENÝRSTVÍ 

ÚSTAV M E C H A N I K Y T Ě L E S , M E C H A T R O N I K Y A 
B I O M E C H A N I K Y 

F A C U L T Y OF MECHANICAL ENGINEERING 
INSTITUTE OF SOLID M E C H A N I C S , M E C H A T R O N I C S AND 
BIOMECHANICS 

APLIKACE MATEMATICKÉ TEORIE DISLOKACÍ NA 
PROBLÉM TRHLINY V BLÍZKOSTI 
BI-MATERIÁLOVÉHO ROZHRANÍ 

AN APLICATION OF THE MATHEMATICAL DISLOCATION T H E O R Y TO THE P R O B L E M OF THE 
C R A C K IN THE VICINITY OF THE BI-MATERIAL INTERFACE 

D I P L O M O V Á P R Á C E 

M A S T E R ' S THESIS 

A U T O R P R Á C E B e . P E T R P A D Ě L E K 

A U T H O R 

V E D O U C Í P R Á C E d o c . Ing . T O M Á Š P R O F A N T , P h . D . 

S U P E R V I S O R 

B R N O 2013 





Vysoké učení technické v Brně, Fakulta strojního inženýrství 

Ustav mechaniky těles, mechatroniky a biomechaniky 
Akademický rok: 2012/2013 

ZADÁNÍ DIPLOMOVÉ PRÁCE 

student(ka): Bc . Petr Padělek 

který/která studuje v m a g i s t e r s k é m navazuj íc ím s tud i jn ím programu 

obor: I n ž e n ý r s k á mechanika a biomechanika (3901T041) 

Ředitel ústavu V á m v souladu se zákonem ě.l 11/1998 o vysokých školách a se Studijním a 
zkušebním řádem V U T v Brně určuje následující téma diplomové práce: 

Apl ikace m a t e m a t i c k é teorie dis lokací na p r o b l é m trhl iny v bl ízkost i b i -

ma te r i á lového r o z h r a n í 

v anglickém jazyce: 

A n aplication of the mathematical dislocation theory to the p r o b l é m of the crack in the 
vicinity of the bi-material interface 

Stručná charakteristika problematiky úkolu: 

Metoda spojitě rozložených dislokací je jeden z několika analyticko-numerických nástrojů 
nabízející řešení některých úloh lomové mechaniky. Přednost této metody spočívá v její 
jednoduchosti a schopnosti přesně vyjádřit součinitel intenzity napětí trhliny příp. další členy 
Williamsova asymptotického rozvoje napětí před čelem trhliny. Cílem uchazeče bude aplikovat 
metodu spojitě rozložených dislokací na úlohu lineární lomové mechaniky trhliny konečné délky 
nacházející se v blízkosti bi-materiálového rozhraní. 

Cíle diplomové práce: 

1. Seznámit se a aplikovat metodu komplexních potenciálů v rovinné pružnosti na problém 
dislokace v blízkosti bi-materiálového rozhraní. 
2. Seznámení se s teoretickými základy metody spojitě rozložených dislokací. 
3. Pomocí metody spojitě rozložených dislokací vyjádřit součinitele intenzity napětí trhliny 
konečné délky v blízkosti bi-materiálového rozhraní. 



Seznam odborné literatury: 

Muschelishvili,N.I. 1953. Some basic problems of the mathematical theory of elsticity. trans, by 
J.R.M.Radok, Noordhoff, Groningen. 
Hi l l s ,D .A. ,Ke l ly ,P .A . ,Da i ,D .N.&Konsur sky ,A .M. 1996. Solution of crack problems - the 
distributed dislocation technique, kluwer academic publisher, Neterland. 

Vedoucí diplomové práce: doc. Ing. Tomáš Profant, Ph.D. 

Termín odevzdání diplomové práce je stanoven časovým plánem akademického roku 2012/2013. 

V Brně, dne 19.11.2012 

L.S . 

prof. Ing. Jindřich Petruška, CSc. 
Ředitel ústavu 

prof. R N D r . Miroslav Doupovec, C S c , dr. h. c. 
Děkan fakulty 



Abstrakt 
P ř e d k l á d a n á diplomová práce se zabývá p rob lémem stanovení součinitele intenzity napě t í 
trhliny konečné délky v blízkosti b i -mater iá lového rozhran í metodou spoj i tě rozložených 
dislokací. P r áce je rozdělena do několika částí . P r v n í část je teoret ická a obsahuje základní 
pojmy lomové mechaniky, chování trhliny na b i -mater iá lovém rozhraní , s tanovení sin
gulární integrální rovnice metodou spoji tě rozložených dislokací s využ i t ím Bueckne-
rova principu a komplexních potenciá lů a nás ledné s tanovení součinitele intenzity napět í . 
D r u h á část je aplikace teorie na konkré tn í konfiguraci trhliny konečné délky vůči bi-
mater iá lovému rozhran í a ve t ř e t í část i je provedeno řešení t é t o úlohy pro různé konfigu
race b i - ma te r i á lu metodou spoji tě rozložených dislokací a s rovnání s výsledky získanými 
pomocí metody konečných p rvků ( M K P ) . 

klíčová slova 
Součinitel intenzity napět í , metoda spoji tě rozložených dislokací, trhlina, b i -mater iá l 

Abstract 
The presented diploma thesis deals with a problem of the determination of the stress in
tensity factor of the finite length crack in the vicinity of the bi-material interface solved by 
the distributed dislocation technique. The work is divided into several parts. The first part 
is theoretical and includes basic concepts of the fracture mechanics, the crack behaviour 
at the bi-material interface, the formulation of the singular integral equation by virtue 
of the distributed dislocation technique, the Bueckner's principle, complex potentials and 
consequently the determination of the stress intensity factor. The second part is the the
ory application to the specific configuration of the crack of the finite length wi th respect 
to the bi-material interface and in the third part, there is carried out the solution of this 
problem for various configurations of the bi-material solved by the distributed dislocation 
technique and its comparison wi th the results obtained from the F E analysis. 
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Úvod 

Skutečnost , že reálné konstrukce obsahují vždy ost ré vady nebo trhliny, k teré mohou 
způsobi t , že dojde k porušení při menš ím nominá ln ím napě t í , než je mez kluzu, je po
važována za obecně platnou. Vědní disciplína, k t e rá se zabývá popisem chování t rhl in 
(nukleace, iniciace a šíření) v mater iá lech se nazývá lomová mechanika. 

Lomová mechanika je jedna z nejmladších vědních disciplín mechaniky těles a ma
ter iálového inženýrství . Významněj i se začala rozvíjet v období d ruhé světové války 
v důsledku značného poč tu havár i í lodí t ř ídy Liberty k ř ehkým lomem. Počá tky lomové 
mechaniky sahaj í již do roku 1907, kdy se Gury V . Kolosov zabývá ve své d iser tační práci 
studiem napjatosti eliptického otvoru [1]. Za zakladatele lomové mechaniky je považován 
A . A . Griffith, k t e rý roku 1920 zformuloval k r i t é r ium pro posouzení stability trhliny 
v ideálně k řehkém mate r i á lu [2]. Ve své práci vycházel z práce Charlese Inglise, k terý 
zkoumal průchozí trhlinu v nekonečné tažené s těně. Griffithova práce neměla z d ů v o d u 
uvažování ma te r i á lu neschopného plast ické deformace velký význam. O rozšíření na ma
ter iály schopné plastické deformace se nezávisle na sobě postarali E . Orowan [3] a G . R. 
Irwin. V roce 1957 G . R. Irwin zavádí koncepci součinitele intenzity napě t í [4], k t e r á je 
dnes nejvíce používanou koncepcí v l ineárně elastické lomové mechanice ( L E L M ) . Další 
rozvoj lomové mechaniky vedl ke vzniku elasto-plast ické lomové mechaniky ( E P L M ) , kde 
v ý z n a m n ý m i p růkopníky jsou Wells, Cottrel l a Barenblatt [5], k teř í nezávisle na sobě přišli 
s koncepcí kri t ického rozevření trhliny (COD) a Rice [6], k t e rý zavedl koncepci J- integrálu. 

Lomová mechanika popisuje pomocí jednoho nebo více p a r a m e t r ů napjatost a defor
maci před čelem trhliny. J e d n í m z těch to p a r a m e t r ů je součinitel intenzity napě t í K, 
který určuje pole napě t í a posuvů v okolí vrcholu trhliny v homogenn ím izotropním 
lineárně elast ickém mater iá lu . Určení součinitele intenzity napě t í K je možné různými 
metodami. V součastnost i jsou nejpoužívanější metody numerické využívající metodu 
konečných p rvků ( M K P ) . Je to např . tzv. p ř ímá metoda , metody založené na energe
tických kritéri ích nebo metoda posunu tých uzlových b o d ů (tyto metody lze nalézt např . 
v [7], [8]). J iný p ř í s tup je využi t í metod analyt icko-numerických, mezi k teré p a t ř í i metoda 
spoji tě rozložených dislokací. 

Cílem předk ládané diplomové práce je s tanovení součinitele intenzity napě t í trhliny 
konečné délky v blízkosti b i -mater iá lového rozhran í metodou spoj i tě rozložených dislokací. 
Stanovení součinitele intenzity napě t í je ukázáno na konkré tn í konfiguraci trhliny konečné 
délky vůči b i -mater iá lového rozhraní . Pro tuto úlohu je ukázáno s tanovení s ingulární in
tegrá ln í rovnice a její řešení. Singulární integrální rovnici z ískáme využi t ím Buecknerova 
principu [9], [10], metody spoji tě rozložených dislokací [10], [11] a popisu dislokace po
mocí komplexních potenciálů[12], [13]. K řešení s ingulární integrální rovnice využijeme 
Cebyšeovy polynomy a jejich vlastnosti [14], [15]. Výpoč tová část práce obsahuje řešení 
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součinitele intenzity napě t í trhliny konečné délky v blízkosti b i -mater iá lového rozhraní 
metodou spoj i tě rozložených dislokací pro různé konfigurace b i -mater iá lu a pro srovnání 
je uvedeno i řešení stejné úlohy pomoc í M K P s využ i t ím metody posunu tých uzlových 
bodů . 
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Kapitola 1 

Problémová situace 

Tato úvodn í kapitola se zabývá vy tvořen ím sys tému p o d s t a t n ý c h veličin, analýzou pro
blémové situace a formulací problému. Jde o zvážení a rozvržení postupu řešení problému, 
rozhodnut í o tom, co je pro řešení p rob lému důležité a co je možné zanedbat. Více o té to 
problematice je možné nalézt v [16]. 

Dle [17] je t rhl ina oblast v tělese, kde došlo k porušení soudržnost i u s m ě r n ě n ý m šířením 
z jednoho nukleačního mís ta . Trhl ina v tělese je nežádoucí jev, k t e rý může vést k destrukci 
tělesa a reálné konstrukce vždy obsahují ostré vady nebo trhliny a proto je důležité pro sta
novení životnost i konstrukce s výsky tem těchto vad poč í ta t . Vědní obor, k t e rý se zabývá 
popisem chování t rhl in v mater iá lech se nazývá Lomová mechanika a k tomu využívá 
různých analyt ických, numerických a kombinovaných metod. 

A n a l ý z a p r o b l é m o v é situace 

Výsledkem analýzy problémové situace je vytvoření dos ta tečné pozna tkové a zkušenostní 
báze pro formulaci p rob lému [16]. Informační báze je v t é to práci tvořena předevš ím zdroji 
literatury, uvedené v přeh ledu použi té literatury. 

1.1 Formulace problému a stanovení cílů 
Podle definice problému dle [16] je problém subjektem naformulované to p o d s t a t n é z pro
blémové situace, co vyžaduje řešení. P rob l ém tedy můžeme definovat takto 

P r o b l é m : Stanovení součinitele intenzity napě t í trhliny konečné délky v blízkosti b i -
mater iá lového rozhraní . 

Cí le : 

1. Seznámit se a aplikovat metodu komplexních potenc iá lů v rovinné pružnos t i na 
problém dislokace v blízkosti b i -mater iá lového rozhraní . 

2. Seznámení se s teoret ickými základy metody spoji tě rozložených dislokací. 

3. Pomoc í metody spoji tě rozložených dislokací vyjádři t součinitele intenzity napě t í 
trhliny konečné délky v blízkosti b i -mater iá lového rozhraní . 
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N a základě těch to cílů mus íme stanovit dílčí p roblémy a to s tanovení komplexních po
tenciá lů pro dislokaci v b imate r iá lu (kapitola 4), s tanovení součinitele intenzity napě t í trh
liny konečné délky v blízkosti b i -mater iá lového rozhran í pomocí metody spoji tě rozložených 
dislokací (kapitola 5 a 6) a pro ověření věrohodnos t i výsledků s tanovení součinitele in
tenzity napě t í trhliny konečné délky v blízkosti b i -mater iá lového rozhran í pomocí M K P 
(kapitola 7). 

D a n ý prob lém je velice obsáhlý a proto k jeho vyřešení mus íme zavést u rč i tá omezení, 
k te rá složitost p rob lému redukují . 

O m e z e n í : Uvažujeme pouze rovinnou úlohu; platnost l ineárně elastické lomové me
chaniky ( L E L M ) ; mater iá l je homogenní , izotropický, l ineárně elastický; dokonalá adheze 
mezi mater iá ly , zatěžovací m ó d I a nulové objemové síly. 

1.2 Systém pods ta tných veličin 
Systém p o d s t a t n ý c h veličin je množ ina všeho p o d s t a t n é h o , co souvisí s řešením daného 
problému na př ís lušném objektu. Sys tém p o d s t a t n ý c h veličin lze považovat za a b s t r a k t n í 
objekt se sys témovými vlastnostmi. Vy tvá ř íme tak na objektu soustavu několika pod
množin. Více lze nalézt v [16]. 

Objektem (entitou) je nekonečné rovinné bi-mater iá lové těleso obsahující t rhlinu v blíz
kosti bi-mater iá lové rozhran í (např. obrázek 6.1). 

P o d m n o ž i n a 50 - v e l i č i n y p o p i s u j í c í o k o l í entity 

Nejsou definovány, tedy p o d m n o ž i n a 50 = 0. 

P o d m n o ž i n a 51 - geometrie a topologie entity 

P o d s t a t n ý m i veličinami t é t o podmnož iny 51 jsou rozměry hranice tělesa tvořící zkou
manou entitu, poloha trhliny vůči b i -mater iá lovému rozhraní , délka trhliny a vzdálenost 
trhliny od rozhraní . 

P o d m n o ž i n a 52 - vazby a interakce entity s o k o l í m 

Ent i ta může bý t za těžována silově (měkké zatěžování) nebo deformačně ( tvrdé zatěžování) 
a toto zatěžování je způsobeno p ros t ředn ic tv ím vazeb. Ve vazbách by mělo docházet k mi
n imáln ím z t r á t á m energie. V práci je uveden p ř ípad trhliny kolmé k b i -mater iá lovému 
rozhraní s t a h o v ý m zat ížením působíc ím ve směru vodorovném s rozhran ím. 

P o d m n o ž i n a 53 - aktivace entity s o k o l í m 

Ent i ta je ak t ivována p ros t ředn ic tv ím zat ížení a to b u ď silovým (je p ředepsána silová 
soustava) nebo deformačním (jsou předepsány posuvy). Podle směru zat ížení trhliny 
rozlišujeme t ř i m ó d y zatížení , m ó d I - rozevírání , m ó d II - smyk, m ó d III - s tř ih. Obecné 
zat ížení se dostane kombinací základních módů . V práci je uveden p ř ípad trhliny kolmé 
k b i -mater iá lovému rozhraní , k t e rá je ak t ivována silovým zat ížením v m ó d u I. 

16 



P o d m n o ž i n a £ 4 - o v l i v ň o v á n í entity s o k o l í m 

Není definováno, tedy p o d m n o ž i n a 54 = 0. 

P o d m n o ž i n a S5 - o b o r o v é vlastnosti entity 

Ent i t a je tvořena d v ě m a izotropickými, l ineárně elast ickými mate r iá ly M\ a M2 mezi 
k te rými je dokonalá adheze v mís tě spojení ( rozhraní) . K popisu těch to mate r i á lů po t řebu
jeme zná t Youngův modul pružnos t i v tahu Ei, E2 p ř ípadně ve smyku fii, fi2 a Poissonovo 
číslo z/!,z/2. Další podstatnou veličinou popisující vlastnosti entity je součinitel intenzity 
napě t í K v na šem př ípadě Ki. 

P o d m n o ž i n a 5*6 - procesy a stavy 

Procesy probíhaj ící v ent i tě (objektu) posuzujeme na úrovni mechaniky kontinua. E n 
t i ta obsahuje trhlinu a k popisu chování trhliny je klíčovou veličinou součinitel intenzity 
napě t í K v na šem př ípadě Kj. Pomoc í součinitele intenzity napě t í jsme schopni vyjádři t 
i p růběhy napě t í a posuvů před čelem trhliny. 

P o d m n o ž i n a S7 - projevy entity 

Projevem entity je šíření trhliny, k te ré m ů ž e b ý t s tabi ln í (trhlina se nešíří, pokud neroste 
zá těžná síla) nebo nes tabi ln í (trhlina se šíří samovolně) . Síření trhliny n a s t á v á v př ípadě , 
že součinitel intenzity napě t í dosáhne své mezní hodnoty tzv. lomové houževnatos t i . 
V našem př ípadě tedy Kj = Kc. Pokud je Kj < Kc t rhl ina se nešíří nebo se šíří sta
bilně (v př ípadě cyklického zatěžování) . V př ípadě , že šířící se trhlina dosáhne rozhraní 
mater iá lů , tak k posouzení chování trhliny po t řebu jeme zná t zobecněný součinitel inten
zity napě t í H v našem př ípadě Hj a bohužel neexistuje univerzální kr i té r ium, k te ré by 
rozhodlo, zda se na rozhran í trhlina zastaví , zda dojde k ohybu trhliny nebo k pron iknut í 
trhliny do d ruhého mater iá lu . 

P o d m n o ž i n a S8 - d ů s l e d k y p r o j e v ů 

Důsledkem šíření trhliny, pokud nedojde k jej ímu zastavení , je lom, tedy rozpad tělesa na 
dvě či více části . L o m tělesa je v dr t ivé většině reálných úloh nežádoucí jev a může mí t 
katastrofální následky. 
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Kapitola 2 

Základní pojmy lomové mechaniky 

V té to kapitole vysvět l íme s t ručně základní pojmy lomové mechaniky a její př ís tupy. Na
lezneme zde základní rozdělení lomové mechaniky, Grimthovo kr i té r ium a s n ím související 
hnací sílu trhliny, po jednán í o s tabi l i tě šíření trhliny, určení napě t í a deformace v okolí 
trhliny a s ní související tzv. m ó d y zatěžování a nakonec s tanovení součinitele intenzity 
napět í . Veškeré pojmy, vztahy a poznatky t é to kapitoly je možno nalézt v [8], [18], [17]. 

2.1 Lomová mechanika 
Reálné konstrukce vždy obsahují os t ré vady nebo trhliny, k te ré mohou způsobi t , že dojde 
k porušení při menš ím nominá ln ím napě t í , než je mez kluzu. Vědní obor, k te rý se zabývá 
popisem chování t rhl in v mater iá lech se nazývá lomová mechanika. Lomová mechanika 
popisuje pomoc í jednoho nebo více p a r a m e t r ů napjatost a deformaci p řed čelem trhliny 
a umožňuje přenos naměřených dat ze zkušebních vzorků na reálné konstrukce. D á v á n á m 
odpovědi na o tázky týkající se: zbytkové pevnosti, krit ické velikosti trhliny, p o č t u cyklů 
do krit ické velikosti trhliny, volby vhodného mate r i á lu atd. 
R o z d ě l e n í l o m o v é mechaniky: 

1. L i n e á r n í e l a s t i c k á l o m o v á mechanika ( L E L M ) : vychází z l ineárně elastické me
chaniky kontinua, tedy mezi n a p ě t í m a p ře tvořen ím p ředpok ládáme l ineární závislost 
(platnost Hookova zákona) . Její platnost je tedy omezena pouze na př ípady, kdy ve
likost plast ické oblasti p řed čelem trhl in můžeme zanedbat (např. [17] uvádí , že plas
t ická oblast nesmí p řesáhnou t 2% t loušťky tě lesa) . L E L M poskytuje dva př í s tupy 
k posouzení trhliny: 

• energetický p ř í s tup (Grimthovo kr i té r ium, hnac í síla trhliny G s krit ickou hod
notou Gc houževna tos t mater iá lu) 

• napěťový p ř í s tup (součinitel intenzity napěť í K s krit ickou hodnotou Kic lo
mová houževna tos t za p o d m í n k y rovinné deformace) 

2. E l a s t o - p l a s t i c k á l o m o v á mechanika ( E P L M ) : použ ívá se tam kde již nelze 
použí t koncept L E L M . Vzhledem ke komplikovanosti probíhaj ících nev ra tných dějů 
se k posouzení trhliny používají h lavně koncepce založené na energetických kritéri ích 

• koncepce kri t ického rozevření trhliny ( C O D ) s krit ickou hodnotou Sc 

• koncepce J- in tegrálu s kritickou hodnotou Jjc 
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2.2 Griffithovo kr i tér ium 
A . A . Griffith, k te rý je považován za zakladatele lomové mechaniky zformuloval v roce 
1920 kr i t é r ium pro posouzení stability trhliny v ideálně k řehkém mate r i á lu (sklo) [2]. 
Vycházel z energetické bilance tělesa s trhlinou a p o d m í n k y nestability trhliny. 

E n e r g e t i c k á bilance, p o d m í n k a nestability trhliny: 

Uvažujme nejprve zat ížené těleso bez trhliny, jehož celková potenciá ln í energie n 0 je 

n 0 = W 0 + L , (2.1) 

kde Wq je energie napjatosti tělesa bez trhliny a L je potenciá ln í energie vnějších sil 
(L<0). 

Př i vzniku trhliny dochází k disipaci energie T a celkové množs tv í energie v soustavě 
Ec lze vyjádři t jako 

£ c = n + r = w + L + r, (2.2) 

kde n je celková potenciá ln í energie tělesa s trhlinou a W je energie napjatosti tělesa 
s trhlinou. 

Podle 1. zákona termodynamiky (zákon zachování energie) je celkové kvantum energie 
v t e rmodynamické soustavě a v jej ím okolí stálé. P ř i p řechodu z nerovnovážného do 
rovnovážného stavu tedy nedochází ke změně celkové energie a p la t í 

^ - ^ + ^ - 0 (23) 
ds ~ ds + ds ~ u ' { 2 - ó } 

kde S je plocha p r ů m ě t u trhliny. Z rovnice (2.3) plyne základní rovnice podmínky nesta
bility trhliny ve tvaru 

díl d(W + L) dT . t . 
= = — . (2.4) 

dS dS dS 1 ' 

Griffithovo k r i t é r i u m : 

Vyjdeme z vyjádření celkové potenciá ln í energie tělesa s trhlinou II 

U = W + L. (2.5) 

Dosadíme rovnici (2.1) a získáme 

n = n 0 + w - w0 = n 0 - (w0 - w) = n 0 - wT, (2.6) 

kde Wt je změna energie napjatosti tělesa v důs ledku vzniku trhliny. Griffith využil 
Inglisovu napěťovou analýzu pro t aženou nekonečnou s těnu s průchozí trhlinou (obr.2.1). 
k terý pro ni odvodil 

na2a2B l n , 
WT = — — , (2.7) 

kde a, B jsou rozměry trhliny, a je t ahové napě t í a E Youngův modul pružnost i . V př ípadě 
centrá lní trhliny je S = 2aB, kde B je konstanta a tak p la t í dS = 2Bda. 
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Obrázek 2.1: Nekonečná s těna s průchozí trhlinou 

Pro ideálně k řehký mate r iá l pak Griffith uvažoval, že disipační energie T je spo t ř ebována 
pouze na vznik nových ploch 

r = 21S = A-faB, (2.8) 

kde 7 je m ě r n á povrchová energie mater iá lu . 
Pokud aplikujeme rovnici (2.6) na rovnici (2.4) získáme podmínku nestability trhliny 

ve tvaru 

dS dS dS' K ' J 

Nyní dosadíme rovnice (2.7) a (2.8) do výše uvedené rovnice (2.9) a z ískáme p o d m í n k u 
nestability trhliny ve tvaru 

2 
7TíT n 

~- 27, (2.10) E 
odtud pak snadno dos t áváme lomové napětí a f 

« = °f = \l2-^. (2.11! 

Z rovnice (2.11) snadno získáme kritickou délku trhliny ac 

a = a c = 2 ^ . (2.12) 

Pro kterou plat í : 

a < ac je uvolněná energie při r ů s tu trhliny menš í než energie p o t ř e b n á k vytvoření 
nových lícních ploch a pokud nebude př iváděna další energie z vnějšku, nedojde 
k rů s tu trhliny, 

a > ac je trhlina schopna růs tu na úkor uvolňované energie. 
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Grimthova práce p la t í pouze pro ideálně křehké těleso, což byl důvod, proč inženýrská 
komunita dlouho nevěnovala t é t o teorii větší pozornost. Až Irwin a Orowan nezávisle na 
sobě modifikovali Grifl i thův výraz pro mater iá ly , k te ré jsou schopné plastické deformace. 
Modifikovaný výraz m á tvar 

_ 2 l e f E 

r2 
(2.13) 

kde 7e/ je tzv. efektivní povrchová energie 7e/ = 7 + 7Pz- Př ičemž 7P; >> 7 a reprezentuje 
skutečnost , že energie spo t řebovaná v plast ické zóně při vytvoření p ř í růs tku lomové plochy 
je u reálných mate r i á lů o několik ř á d ů vyšší než energie 7. Pokud budeme uvažovat další 
možnost i disipace energie související s plastifikací, viskoelastickými a viskoplast ickými 
jevy, je možno Griffithovo kri terium psát v obecném tvaru 

2Euf 

°f = \ ^ - L > (2-14) 
Tí(t 

kde u)f je m ě r n á energie lomu. 

2.3 Koncepce hnací síly trhliny 
N a Griffithovu koncepci bezpros t ředně navazuje Irwin s koncepcí hnac í síly trhliny. Vychází 
z p o d m í n k y nestability trhliny (2.9) 

_ d n _ dT 

Tuto rovnici přeznačíme 

G = " ^ * = 3 5 G - R, (2.15, 

kde levá strana G je n a z ý v á n a hnací síla trhliny nebo t aké rychlost uvolňování áeformační 
energie [J/m 2] a p r avá strana R charakterizuje odpor tělesa proti růstu trhliny [J/m 2] , tj. 
energii, kterou je t ř e b a dodat k vytvoření lomové plochy jednotkové velikosti. P o t ř e b n á 
energie je d o d á v á n a prac í vnějších sil nebo část í energie napjatosti, uvolňované při r ů s t u 
trhliny. 

Z t r á t a stability trhliny nastane v okamžiku, kdy hnac í síla trhliny G dosáhne své 
kritické hodnoty Gc, kterou nazýváme houževnatost materiálu a obecnou podmínku ztráty 
stability trhliny je pak možno psá t ve tvaru 

G = R = GC. (2.16) 

Později spolupracovník Irwina Kies zjistil při z zkouškách vzorků s t rhl inami z akrylové 
pryskyřice, že krit ické napě t í pro danou trhlinu závisí pouze na GCE a d r u h á odmocnina 
tohoto součinu je dnes z n á m á jako lomová houževnatost Kc. 
P o z n á m k a : Hnací síla trhliny se značí p í smenem G na počest Grifl i tha a obdobně lomová 
houževna tos t nese písmeno K na počest Kiese. 
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Obrázek 2.2: P r ů b ě h y R-křivek 

2.4 Stabilita šíření trhliny 
Veličiny G a R rozhoduj í o dalš ím chování trhliny. Je-li splněna p o d m í n k a (2.16), trhlina 
bude růs t . O stabi l i tě r ů s t u rozhoduje to, jak se bude měni t hnac í síla G a odpor R 
v závislosti na změně velikosti trhliny. Obrázek 2.2 znázorňuje p růběhy G a, R pro p ř ípad 
nekonečné tažené s těny (obr. 2.1) pro dvě odl išná mater iá lová chování. P r ů b ě h hnac í síly 
trhliny G je zde l ineárně závislý na délce trhliny při kons t an tn ím zatížení . 

P r v n í p ř ípad (obr.2.2(a)) představuje ideálně křehký mater iá l . Zde je odpor proti r ů s tu 
trhliny kons tan tn í , nezávislý na délce trhliny. Tomuto p růběhu se bliží i př ípady, kdy v ob
lasti čela trhliny můžeme hovořit o rovinné deformaci. D r u h ý p ř ípad (obr.2.2(b)), k te rý je 
typický při větší plastifikaci u čela trhliny a pro p ř ípady rovinné napjatosti. Odpor proti 
růs tu trhliny R m á vzrůstaj ící charakter a ke s tab i ln ímu růs tu dojde až od urči té prahové 
hodnoty hnac í síly trhliny G. 
Stabilita š íření : 

1. p ř ípad a) 

• zat ížení na úrovni <j\ - nedojde k šíření trhliny 

• zat ížení na úrovni o<i - dojde k šíření trhliny (iniciace nes tabi ln ího růs tu ) , 
houževna tos t ma te r i á lu je zde j ednoznačně definována 

2. p ř ípad b) 

• zat ížení na úrovni <j\ - nedojde k šíření trhliny 

• zat ížení na úrovni o<i - dojde k ma lému n á r ů s t u trhliny mající ale s tabi lní 
charakter 

• zat ížení na úrovni 03 - dojde k nes tab i ln ímu šíření trhliny, houževna tos t ma
ter iá lu je zde j ednoznačně definována 

P o z n á m k a : Více o s tabi l i tě šíření t rhl in lze nalézt v [8], [18] 
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I 
M ó d I M ó d II M ó d III 

Obrázek 2.3: Módy zatěžování 

2.5 Napět í a deformace v okolí trhliny 
Př i studiu pole napě t í a deformací v oblasti trhliny se rozlišují t ř i základní typy defor
mování při porušování , tzv. módy zatěžováni, k teré hra j í důleži tou roli při posuzování 
t rhl in z hlediska koncepce součinitele intenzity napět í . 

M ó d y z a t ě ž o v á n í : 

• m ó d I - r o z e v í r á n í - vyvolává ho napě t í působící kolmo na rovinu trhliny (obr. 2.3 
mód I). Je nejčastějším a nejnebezpečnějš ím př ípadem, kdy dochází k urychlování 
šíření trhliny 

• m ó d II - smyk - vyvolává ho napě t í působící v rovině rovnoběžné s rovinou trhliny 
a kolmé na její čelo (obr.2.3 m ó d II). 

• m ó d III - s t ř i h - vyvolává ho napě t í působící v rovině rovnoběžné s rovinou trhliny 
a současně rovnoběžné s čelem trhliny (obr.2.3 m ó d III). 

Lomová mechanika vychází z mechaniky kontinua a k popisu napjatosti v okolí vrcholu 
trhliny využívá klasickou teorii pružnost i . Uvažujme rovinnou úlohu pružnost i . Výpoče t 
rozložení napě t í v okolí vrcholu trhliny vychází z p ředpok ladu , že jsou splněny rovnice 
rovnováhy a kompatibility, k te ré jsou v př ípadě nulových objemových sil ve tvaru 

do~xx do~Xy 

dx dy 

dx dy 
A ( C T X : R + Oyy) 

kde oxxi o~xyi o~yy jsou složky tenzoru napětí & symbol A značí Laplaceův operátor. Jak 
je uvedeno např . v [19], tak tuto soustavu rovnic a dané okrajové p o d m í n k y je možno 

= 0, 

= 0, (2.17) 

= 0, 
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převést na rovnici 

= <ru d4U čřu_ _ 
dx4 dx2dy2 dy4 

kde funkce U (x, y) je biharmonická a nazývá se Airyho funkce napětí Pro složky tenzoru 
napě t í axx,axy = ayxiayy p la t í (věta 1.1 v [19]) 

_ d2U d2U _ d2U 
a x x ~ W 0xy~~~fody °yy~~dx^' ( } 

Muschelišvili dokázal , že jakoukoli biharmonickou funkci U (x, y) je možno vyjádři t pomocí 
dvou holomorfních funkcí komplexní p roměnné z = x + iy (viz. [19], [13]). N a jeho práce 
navázal Westergaard, k te rý dokázal , že v řadě p ř ípadů lze vystači t při řešení rovinné úlohy 
s jedinou holomorfní funkcí komplexní p roměnné , k t e rá je svázána s Ai ryho funkcí j i s tým 
vztahem, odl i šným pro každý z m ó d ů I, II, III . (Podrobnosti zde nebudeme rozvádět -
jsou uvedeny např . v [18]). 

Tato práce se bude zabývat pouze m ó d e m I a proto si uvedeme vztahy pro napě t í 
a posuvy v blízkosti trhliny pouze pro m ó d I. Pro blízké okolí čela trhliny v izot ropním 
lineárně elast ickém mater iá lu , kdy r « a (a délka trhliny) Westergaard odvodil (avšak 
pro rovnoosou napjatost v nekonečnu) 

aJŤřa 6 ( 6 36 
axx = cos- 1 — sin-sin— 

V2^ 2 V 2 2 
o-JŤm 6 / . 6 . 36 

avv = —; cos- 1 + sm-sm— • . 
y/Wr 2 V 2 2 ; 

cr-v/Ťra 6 6 36 
axv = cos-sin-cos—, (2.20) 

x y ^fWr 2 2 2 ' K J 

a^/Ťrä HT 6 
ux = \ —cos- (K — cos6). 

2fj, V 2tt 2 v ; ' 

vy™ r r . $ 
uv = \ —sin- (K — cos6). 

y 2/x V 2tt 2 v ; ' 

kde a označuje vnější zat ížení v nekonečnu, 6 je úhel na točen í od kořene trhliny (obr.2.4), 
r je vzdálenost od kořene trhliny (obr.2.4), /x je modul pružnos t i ve smyku a K je konstanta, 
k te rá n a b ý v á hodnoty K = 3 — Av pro rovinnou deformaci nebo K = | ^ pro rovinnou 
napjatost. Konstanta v označuje Poissonovo číslo. 

Vz tahy pro napě t í (2.20) obsahují člen 1/y/ř a pro r —> 0 roste napě t í do nekonečna, 
což je fyzikálně nesmysl a proto napě t í nemůže v tomto př ípadě sloužit jako stavová 
veličina pro popis stability trhliny. 
P o z n á m k a : Muschelišviliho řešení rovnice (2.18) pomoc í holomorfních funkcí není jediný 
způsob, jak získat pole napě t í a posuvů v blízkosti čela trhliny. J iný velmi z n á m ý způsob 
je Will iamsovo řešení. Wi l l iams hledal řešení rovnice (2.18) ve tvaru nekonečné řady 

U(x,y) = Y,Akrx*fk(6). (2.21) 
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Obrázek 2.4: Napě t í působící na element, poloha elementu je určena polárn ími 
souřadnicemi (r, 6) 

2.6 Součinitel intenzity napět í 
Napě t í u kořene trhliny není v h o d n ý m parametrem pro popis chování trhliny (pro po
pis p o d m í n k y její stability a jejího rů s tu ) . Jinak je tomu s veličinou zvanou součinitel 
intenzity napětí Součinitel intenzity napě t í je podstatnou veličinou pro lomovou mecha
niku. V lineárně p r u ž n é m mate r i á lu určuje nejen napjatost a deformaci v ma lém okolí 
vrcholu trhliny, ale i její tvar a otevření . Dále pak velikost plast ické oblasti a uvolněnou 
energii v důsledku šíření trhliny. Jeho koncepce je využ ívána nejen při s ta t ické, ale i dyna
mické iniciaci trhliny, při j ednosměrném i cyklickém zatěžování . V př ípadě homogenního 
izotropního l ineárně elastického mate r i á lu ho značíme Ki, kde index i odpovídá jednomu 
z m ó d ů zatěžování I, II nebo III. Obecný vztah pro m ó d I definoval Irwin pro př ípad 
nekonečné roviny takto 

Ki = l im V2Ťřřayy(r, 6) (2.22) 

Pokud položíme v rovnici (2.22) 9 = 0, pak získáme 
Ki = o\PhTa (2.23) 

S pomocí poslední rovnice (2.23) můžeme i vyjádři t pole napě t í a posuvů (2.20) v blízkosti 
čela trhliny. Uvedeme pouze napě t í axx 

Ki 0 A • ^ • 30 \ / n n t . 
axx = cos- 1 — sm-sm— . (2.24) 

V2ŤŤŤ- 2 V 2 2 J 1 ' 

O s t a t n í výrazy lze získat obdobně . 
Součinitel intenzity napě t í tedy definuje amplitudu singularity u čela trhliny. Nezávisí 

na r, 0 ani na elastických kons tan tách E, v. Vždy ale závisí na velikosti nominá ln ího napě t í 
a a odmocn ině z délky trhliny a. 

V př ípadě konečného tělesa n e m á součinitel intenzity napě t í j e d n o t n ý tvar. Tato práce 
se j im i nezabývá a proto uveďme jen jeden obecnější p ř ípad a to pro trhlinu v oblasti 
membránové napjatosti při m ó d ů I 

= (2.25) 
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kde $o je funkce zohledňující tvar eliptické trhliny a Y je korekční funkce závisející na 
okrajových podmínkách . Další tvary lze nalézt např . v [8] 

P o d m í n k a stability: 

O b d o b n ě jako v p ř ípadě posuzování stability trhliny pomoc í hnací síly G dochází ke 
z t r á t ě stability trhliny při dosažení j is té krit ické hodnoty Kc, kterou nazýváme lomová 
houževna tos t . Obecnou p o d m í n k u z t r á t y stability trhliny pro m ó d I je pak možno psá t 
ve tvaru 

Vztah mezi K a G : 

Bez odvození uveďme vztahy mezi součinitelem intenzity napě t í a hnac í silou trhliny (viz 
např . [8]) 

kde E' = E pro rovinnou napjatost & E' = E/(1 + v2) pro rovinnou deformaci. 

Princip superpozice: 

V lineárně elastické lomové mechanice ( L E L M ) p la t í princip superpozice a tak v p ř ípadě 
smíšeného m ó d u můžeme sčí tat př íspěvky od jednot l ivých módů . Např ík lad pro složky 
napě t í v okolí vrcholu trhliny lze psá t 

Kj = Kc. (2.26) 

(2.27) 

(J i j = 
\/2nr \/2nr y2Ťrr 

Tvary funkcí fy pro jednot l ivé m ó d y lze nalézt např . v [10]. 
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Kapitola 3 

Trhlina v okolí dvou elastických 
materiálů 

V t é t o kapitole posoudíme vl iv rozhran í na chování trhliny šířící se v jeho blízkosti 
(obr.3.1). Bez znalosti tohoto chování neexistuje možnost s tanovení kri téri í rozhodujících 
za jakých podmínek se trhlina zas taví (obr.3.1(a)), pronikne-li t rhlina přes rozhran í do 
d ruhého mate r i á lu M2 (obr.3.1(b)), nebo dojde-li k ohybu čela trhliny a k jej ímu dalš ímu 
šíření podél rozhran í d ruhého mate r i á lu M2 (obr.3.1(c)), nebo k ohybu a šíření zpět 
(obr.3.1 (d)). Dále budeme uvažovat trhlinu kolmou na rozhran í dvou mater iá lů , plat
nost L E L M , zatěžovací m ó d I, na rozhran í mezi mate r iá ly M\ a M2 uvažujeme dokonalou 
adhezi a mate r iá ly jsou modelovány jako homogenní , izotropní , l ineárně elastické. Veškerý 
text, vztahy a poznatky t é to kapitoly lze nalézt v [11] a [20]. 

V p ř ípadě trhliny šířící se kolmo na rozhran í dvou mate r i á lů je rozhodujícím faktorem 
ovlivňujícím součinitel intenzity napě t í Kj ( t ím i chování trhliny) poměr m o d u l ů pružnos t i 
Ei, E2 ma te r i á lů Mi, M2. Schématické p růběhy součinitelů intenzity napě t í Kj pro trhlinu 
kolmou na bi-mater iá lové rozhran í s vrcholem v blízkosti tohoto rozhran í je uveden na 
obrázku (obr.3.2) a plat í : 

• Ei < E2 - t rhl ina se šíří do tužš ího mater iá lu , Kj —> 0 

• Ei > E2 - t rhlina se šíří do poddajně jš ího mate r iá lu , Kj —> 00. 

Napě t í v blízkosti čela trhliny je pak popsáno vztahy (2.20) a s p ř ih lédnu t ím ke vztahu 
(2.28) jej můžeme zapsat ve tvaru 

V27rr 

Z obrázku (obr.3.2) je zřejmé, že teoret ické hodnoty součinitele intenzity napě t í Kj 
v nejtěsnější blízkosti b i -mater iá lového rozhran í přes távaj í mí t fyzikální v ý z n a m a je proto 
nu tné se zabývat p ř ípadem, kdy trhlina šířící se kolmo k rozhran í dosáhne právě tohoto 
rozhraní . V tomto př ípadě n a s t á v á kri t ický okamžik jak se trhlina může dále šířit nebo 
zastavit (obr.3.1). V př ípadě doteku trhliny rozhran í se měn í i vztahy popisující složky 
napě t í v okolí čela trhliny. Tedy vztah (3.1) přechází na vztah 

atJ = -^-U9,\,a,{3), (3.2) 

29 



M i 

a) b) c) d) 

Obrázek 3.1: Způsoby šíření trhliny kolmé k rozhran í dvou různých mate r i á lů 

Obrázek 3.2: Součinitel intenzity napě t í Kj trhliny v blízkosti b i -mater iá lového rozhraní 

kde Hi je tzv. zobecněný faktor intenzity napětí, (r, 9) jsou polárn í souřadnice s počá tkem 
ve vrcholu trhliny, a, (3 jsou tzv. Dundursovy parametry [21] a fy jsou známé ohraničené 
funkce (viz [22] ). Charatker singularity napě t í v okolí vrcholu trhliny se měn í z původn í 
hodnoty A = 1/2 na nějaké reálné číslo z intervalu A G (0,1), viz např . [23]. Zda jde 
o hodnotu menší nebo větš í než původn í A = 1/2 závisí na tom, zda se trhlina šíří z tuž
šího mate r i á lu do měkčího nebo naopak. Z tohoto důvodu součinitel intenzity napě t í Kj 
dle původn í definice (2.22) z t rác í smysl a zavádí se zobecněný faktor intenzity napě t í Hj 
(3-2). 

Existuje ř a d a prac í zabývající se popisem zobecněného faktoru intenzity napět í , viz 
např . [23], [24], [25]. 

Z důvodu změny charakteru singularity A v okolí čela trhliny neexistuje univerzální 
kr i tér ium, k teré by rozhodlo o tom, zda se trhlina zas taví nebo zda dojde k jej ímu pro
n iknut í do d ruhého mate r i á lu nebo zda dojde k ohybu trhliny. Více o kritéri ích stability 
t rhl in je možno naleznout např . v [23]. 
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Kapitola 4 

Aplikace funkcí komplexní proměnné 
na teorii rovinné pružnosti 

V t é t o kapitole si nejdříve ukážeme, jak se daj í vyjádři t napě t í a posuvy pomocí tzv. 
komplexních potenciá lů a po té si ukážeme konkré tn í tvary komplexních potenciá lů pro 
dislokaci v b imater iá lu , k teré využijeme v dalších kapitolách. Veškerý text, vztahy a poz
natky t é t o kapitoly lze nalézt v [19] a [12]. 

4.1 Vyjádření různých výrazů pomocí funkcí napja
tosti 

Uvažujme rovinnou úlohu pružnost i . Jak již bylo řečeno (část 1.5), tak t é to úloze od
povídaj í rovnice rovnováhy a kompatibil i ty (2.17), k teré jsou v př ípadě nulových obje
mových sil ve tvaru 

d(Jxx dcXy q 
dx dy 

^ + ^ = 0, (4.1) 
ax dy 

A((TXX + Oyy) = 0. 

Řešení t é to soustavy rovnic (4.1) se p řevád í na řešení b iharmonické funkce U(x,y), k t e rá 
vyhovuje rovnici (2.18) 

AAU = h 2 1 = 0 (4.2) 
dx4 dx2dy2 dy4 

a navíc pro funkci U (x, y) p la t í 

_ d2U _ ^&U_ _<?U_ 
dy2 ' x y dxdy' v v dx2' 

K získání pole napě t í (crxx, axy, ayy) a jak uvidíme později i pole posuvů (ux, uy), tedy 
stačí zná t tvar Ai ryho funkce napě t í U (x, y). Hledání tvaru t é t o fukce bohužel není obecně 
úloha j ednoduchá . Muschelišvili dokázal , že Ai ryho funkci napě t í U (x, y) je možné vyjádři t 
pomocí dvou komplexních holomorfních funkcí ip(z), xiz) a tedy p la t í následující vě t a 
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V ě t a 4.1. Necht U(x,y) je biharmonická funkce (Airyho funkce) definovaná na jednoduše 
souvislém tělese T. Pak existují holomorfní funkce (p(z), x(z) v T takové, že 

U(x,y) = Re[ž<p(z)+X(z)}, (4.4) 

kde z = x + iy,ž = x — iy& definici j ednoduše souvislého tělesa T a holomorfní funkce 
najdeme v [19]. 

Předchozí vě ta ukazuje, jak vyjádři t Ai ryho funkci pomocí dvou komplexních holo-
morfních funkcí, ale neř íká nic o jejich konkrétních tvarech. Tvary funkcí ip(z),x(z) se 
mění pro každou úlohu a jejich nalezení může bý t poměrně složitou úlohou. Konkré tn í 
tvar těchto fuknkcí pro naši ú loha si ukážeme později . 

V y j á d ř e n í r ů z n ý c h v ý r a z ů p o m o c í funkc í napjatosti 

Následující definice objasňuje pojem funkce napjatosti 

Definice 4.1. Funkcemi napjatosti se rozumí funkce U(x,y),ip(z),x(z) a jejich derivace. 

Dále pro holomorfní funkce ip(z),x(z) (tzv. Muschelišviliho komplexní potenciály) 
zavedeme značení 

$(z) = <p'(z), 4,{z)=X\z), tt = V ' (z ) . (4.5) 

Nyní si ukážeme, jak se daj í získat složky tenzoru napě t í axx, axy, ayy a pole posuvů 
ux, uy p ř ímo pomocí funkcí napjatosti (bez nutnosti uži t í funkce U (x, y)). Vyjádření napě t í 
a posuvů vychází z věty 1.3 v [19] odkud úpravou získáme 

u. 

Uy 

0~xx 

ayy 

•ni 

Klf(z) — Z$(z) — 1p(z) 

Re[2$(z) -W(z) - *(z)] , 

Re[2$(z) +W(z) + V(z)], 

lm[W(z) + V(z)], 

(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 

(4.10) 

kde /j, je modul pružnos t i ve smyku a K je konstanta, k t e rá n a b ý v á hodnoty K = 3 — Au 
3-1/ pro rovinnou deformaci nebo K = f—- pro rovinnou napjatost. Konstanta v označuje 

Poissonovo číslo. 

4.2 Tvary komplexních potenciálů pro dislokaci v bi-
mater iá lu 

Trhlinu lze s výhodou modelovat pomocí dislokací a p rávě tohoto modelu (tzv. model 
spojitě rozložených dislokací) využívá i tato práce , jak uvid íme později . Abychom byl i 
schopni s dislokací dále pracovat a vyjádři t např . pole napě t í , tak musíme zná t tvary 
přís lušných komplexních potenciá lů , k te ré tuto dislokaci popisují . 
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M l 

Obrázek 4.1: Nekonečná rovina s dislokací 

Uvažujme nekonečnou rovinu tvořenou dvěma polorovinami z homogenního l ineárně 
elastického izotropního mate r i á lu M\ a M2 dle obrázku 4.1 s mater iá lovými charakteris
t ikami fj,i, V\ pro horn í polorovinu a /x 2, v2 pro dolní polorovinu, kde /z je modul pružnos t i 
ve smyku a v předs tavuje Poissonovo číslo. V horn í polorovině se nachází dislokace v £. 
Tvary komplexních potenciá lů ip(z, Q,ip(z, () pak jsou 

p i ( z ,C) = <Pu(z,t) + <Pu(z,0 (z e (4.11) 

Mz,0 = Mz,t)+Mz,0 (zeM,), (4.12) 

V2{z,C) = <Pu(z,C) + <P2i(z,0 {zeM2), (4.13) 

Mz,0 = Mz,0+Mz,0 (zeM2), (4.14) 

kde z = x + iy a ( = £ + Ž77. 
Členy s indexem s se nazývaj í s ingulární a jejich tvar je 

<Pu(z,t) = - 7 i l o g ( ^ - C ) , _ (4-15) 

^is(z,C) = - f c i Ť i l o g ^ - C ) + 7 i - ^ : + 7i - (4-16) 

Reprezentuj í řešení v nekonečném tělese v př ípadě , že oba mate r iá ly Mi, M2 jsou identické. 
Členy s indexem i se nazývaj í podobnos tn í (image) a jejich tvar je 

tpu(z,0 = 0 , ( ^ , 0 + z^ls(z,0), (4.17) 

ÍJU(Z,C) = -olz^@ls(zX) + z^ls(z,())+\ms(z,0, (4-18) 

Mz,0 = \i<Pu(z,C), (4-19) 

M*,0 = ^ i s ^ O + ^ i - A O V i s ^ O - (4.20) 

Reprezentuj í modifikaci kvůli p ř í tomnos t i rozdílného mate r i á lu ve spodní polovině ne
konečného tělesa M2. Konstanty £4,71, A i , 5i nabývaj í pro dislokaci (tyto vztahy kom

plexních potenciá lů lze použí t i pro osamělou sílu) t ěch to hodnot 

1 1 iJllb x " i  Ä \ ai+Pi (A 0 1 N 
fci = 1, 7i = - 7 — — t t , 5i = 1 i o ' A i = 1 S  . 4.21 

7T(/C i + 1) 1 + P l 1  P l 
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kde b = bx + iby je tzv. Burgersův vektor (část 2.3 v [19], část 2.1 v [10]), K\ = 3 — 4ui 
pro rovinnou deformaci nebo K\ = (3 — ^ i ) / ( l + vi) pro rovinnou napjatost a jsou 
tzv. Dundursovi parametry [21], jejichž tvar je následující 

= M 2 K + 1) " M l («2 + 1) ^ = M ^ l ~ 1) ~ Ml («2 ~ 1) ^ 
1 M2(«l + 1) + Ml( K 2 + 1)' ^ ( t l + 1) + Ml(«2 + 1) ' 

Komplexně sdružené členy získáme na základě t é to notace 

F(z) = F(ž), 

tedy 

<pu(z,Q = y i » ( ^ 0 = - 7 i l o g ( « - C ) , ( 4 - 2 3 ) 

_ C 
^ i s ( ^ C ) = ^ , C ) = - f e i 7 i l o g ( ^ - C ) + 7 i ^ + 7 i - (4-24) 

P o z n á m k a : Pokud se dislokace (př ípadně osamělá síla) nachází ve spodní polovině tělesa 
M 2 , pak stačí výše uvedené vztahy přeindexovat (1 —> 2) 
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Kapitola 5 

Integrální rovnice - stanovení 
součinitele intenzity napětí 

V té to kapitole se p o s t u p n ě dopracujeme k tvaru integrálni rovnice a z jejího řešení jsme 
schopni stanovit součinitel intenzity napě t í Kj. K získání integrální rovnice využijeme 
tzv. Buecknerův princip a modelování trhliny pomocí metody spojitě rozložených dislokací 
a faktu, že dislokaci jsme schopni dobře popsat a stanovit např . pole posunut í , k teré 
tato dislokace v mate r i á lu vyvolá. Pro jednoduchost budeme uvažovat rovinný problém 
průchozí trhliny v za t íženém homogením pros t řed í dle obrázku 5.1(a). Veškerý text, vztahy 
a poznatky t é t o kapitoly lze nalézt v [10] a [11]. 

5.1 Buecknerův princip a metoda spojitě rozložených 
dislokací 

B u e c k n e r ů v princip 

Umožňuje n á m získat řešení úlohy (obr. 5.1(a)) superpozicí dvou řešení úloh (obr. 5.1(b,c)) 

• ú loha (b) - homogenní neporušené pros t řed í zat ížené v nekonečnu 

• ú loha (c) - nezat ížené pros t řed í s trhlinou, na jejíž lícech jsou p ředepsaná tzv. ko
rekční napětí, k t e r á jsou stejně velká, ale opačně orientovaná, než napě t í působící 
v mís tě trhliny v úloze (b) 

Metoda s p o j i t ě r o z l o ž e n ý c h d i s l o k a c í 

Umožňuje n á m stanovit korekční napě t í pomoc í vk ládání nadby tečného mate r i á lu mezi 
líce trhliny. Vložený mate r iá l je pouze m a t e m a t i c k ý m modelem (reálná trhlina je sa
mozřejmě p r á z d n á ) , k te rý slouží k s tanovení korečních napě t í a současně similuje rozevření 
trhliny. 

Vk ládaný mate r iá l si můžeme předs tav i t jako kombinaci nekonečně tenkých pásů 
- nosičů soust ředné deformace a způsob vk ládání je zobrazen na obrázku 5.2. P r v n í 
pás začíná v jednom vrcholu trhliny a pokračuje až do nekonečna nebo ke vzdálenému 
okraji (5.2(a)). Vložení dos ta tečného množs tv í pásů (5.2(b)) a nás ledné odebrán í pásů 
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Obrázek 5.1: Buecknerův princip 

c) 

na vhodných místech (5.2(c)) vede k požadované konfiguraci simulující trhlinu. Každý 
pás vloženého mate r i á lu vnáš í do tělesa re la t ivní posuv ôh a generuje t í m urč i té napět í . 
Matemat ické řešení pro toto napě t í od jednoho pásu může bý t použi to jako Greenova 
funkce úlohy (c) a napě t í generované výs ledným posuvem od všech pásů získáme jed
noduše souč tem nebo integrací t é t o Greenovy funkce. 

P á s vloženého mate r i á lu je v las tně analogií dobře známé hranové dislokace a v řadě 
v las tnos t í se shoduje s hranovou dislokací, k t e rá vzniká jako defekt krystalové mřížky (viz 
např . př í loha B v [19]). Fyzikálně žádné poruchy nevznikají - j e d n á se jen o ma tema t i cký 
nás t ro j umožňující zavést self-konzistentní stav napě t í v tělese (tj. odpovídaj ící vložené 
soust ředěné deformaci a okra jovým p o d m í n k á m ) . 

5.2 Dislokace 
V rovině můžeme dislokaci modelovat jako polonekonečný zářez libovolné trajektorie do 
kterého vložíme nebo naopak z něj vyjmeme pás mate r i á lu o kons t an tn í šířce a opět 
spoj íme mate r iá l dohromady. K o n s t a t n í šířka pásu je z n á m á jako tzv. Burgersův vektor 
b. Důleži tou v las tnos t í h ranové dislokace je, že napě t í , k te ré způsobuje svojí p ř í tomnost í , 
je nezávislé na orientaci zářezu a závisí pouze na složkách Burgersova vektoru (bx, by). 

Z p ů s o b y v y t v o ř e n í h r a n o v é dislokace - na obrázku 5.3 jsou znázorněny dva 
způsoby vytvoření hranové dislokace s Burgersovým vektorem b = bx. V obou př ípadech 
je indukováno stejné pole napě t í a posuvů. 

• p ř ípad (a) - je veden řez ma te r i á l em podél osy y, do k te rého vložíme t enký pás 
mate r iá lu o t loušťce bx a nás ledně mater iá l opět spoj íme (obr.5.3(a)) 

• p ř ípad (b) - je veden řez ma te r i á l em podél osy x, ma te r iá l pod řezem posuneme ve 
směru osy x o bx a nás ledně mate r iá l opět spoj íme (obr.5.3(b)) 
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c) d) 

Obrázek 5.2: Ilustrace vloženého mate r i á lu pomocí vk ládán í a vyj ímání t enkých pásů 

Obrázek 5.3 ilustruje t aké znaménkovou konvenci zavedenou pro Burgersův vektor b 
Dundursem [21], kterou zavedl, aby nedocházelo k nejednoznačnost i . Jako levá strana se 
označuje strana řezu, k t e r á leží nalevo od řezu pozorovaného z j á d r a dislokace a značí se 
znaménkem (-). P r a v á strana se získá analogicky a značí se z n a m é n k e m (+). Znaménko 
složky bx Burgersova vektoru b určuje křivka obcházející kořen dislokace z libovolného 
bodu levé hrany řezu do jemu odpovídaj íc ího bodu pravé hrany řezu, tj. po ukončení 
oběhu kř ivky se dostane nespojitost posunu t í ve směru osy x co do velikosti a orientace 
shodná se složkou bx 

bx = u(+)-u(-). (5.1) 

Pole n a p ě t í z p ů s o b e n é d i s l o k a c í 

Mějme nekonečné těleso obsahující hranovou dislokaci v p o č á t k u s Burgersovým vektorem 
b = (bx, by), pak napě t í indukované v b o d ě (x,y) je dáno vztahy 

o-xx(x,y) 

o-xy(x,y) 

2// 
7T{K + 1) 

2/x 
7T(K + 1) 

2/x 
7T(K + 1) 

•(3x2 + y2 

[x -y 

y i 2 2\ 
~AX - v ) 

X x 2 - y 2 ) 

X (3x 2 + y 2 )] } 

X x 2 - y 2 ) 

(5.2) 

(5.3) 

(5.4) 

kde \i je modul pružnos t i ve smyku a K je konstanta, k t e rá n a b ý v á hodnoty K = 3 — Au 
pro rovinnou deformaci nebo K 
Poissonovo číslo a r 2 = x2 + y2. 

3-1/ 
i+ 

^ pro rovinnou napjatost, konstanta v označuje 
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Obrázek 5.4: Trhl ina modelovaná pomoc í hranových dislokací 

5.3 Integrální rovnice 
Nyní si odvodíme tvar integrální rovnice s využ i t ím p o z n a t k ů z předchozích sekcí. Úlohu 
průchozí trhliny s délkou trhliny 2a v za t íženém homogením pros t řed í (obr. 5.1) rozdělíme 
pomocí Buecknerova principu na dvě úlohy: 

1. ú loha - s tanovení napě t í äij(x,y) v mís tech trhliny v mate r i á lu př i absenci trhliny 
(obr. 5.1(b)) 

2. ú loha - s tanovení korekčního napě t í &ÍJ(X, y), k teré je indukované pomoc í vloženého 
mate r iá lu mezi líce trhliny (obr. 5.1(c)) 

Ze superpozice plyne, že výsledné napě t í Oij dostaneme souč tem těchto dvou úloh, tedy 

<TÍJ(X, y) = äij(x, y) + ä^x, y). (5.5) 

Za podmínky, že okrajové p o d m í n k y jsou splněny. 
Označme normálové napě t í N (x) a smykové napě t í S (x) působící v mís tě trhliny. 

P ro tože p la t í äyy(x,0) = cr^{x) a äxy(x,0) = 0 Vy, tak okrajové p o d m í n k y můžeme 
zapsat takto 

N(x) = ayy(x,0) = a™(x,0) + äyy(x,0) = 0, |x | < a (5.6) 

S (x) = axy(x,0) = äxy(x,0) = 0. |x | < a (5.7) 
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P r v n í úlohu tedy m á m e vyřešenou a zbývá ú loha d r u h á - s tanovení korekčního napět í . 
Jak již bylo řečeno, tak korekční napě t í může být stanoveno pomoc í vk ládán í ma te r i á lu 
mezi líce trhliny a tento vk ládaný mater iá l je možné chápa t jako hranové dislokace (viz 
části 4.1 a 4.2). Uvažujme tedy trhlinu modelovanou pomocí spoj i tě rozložených dislokací 
s Burgersovým vektorem b = (0, by) viz. obrázek 5.4. Infinetisimální úsek tohoto rozložení, 
např . mezi body [£, 0] a [£ + S£, 0] lze charakterizovat jedinou izolovanou dislokací s ne
konečně m a l ý m Burgersovým vektorem 5by 

5by = BV{Z)6£, (5.8) 

kde By(£) je hustota dislokaci v b o d ě £. Napět í , které tato dislokace generuje je dáno 
rovnicemi (5.2) - (5.4), kde proměnou x je t ř eba nahradit výrazem x — £ a položit bx = 0 

^ , 0 ) = ^ ^ = ^ ^ % (5.9) 

Napě t í Oyy generované spo j i tým rozdělením dislokací podél délky trhliny pak získáme 
integrací napě t í <rí. s přes délku trhliny 

kde pro hustotu dislokace pla t í 

B» ( í ) = ^ f . (5.1D 

Je zřejmý úzký vztah mezi rozevřením trhliny g(x) a hustotou dislokace v bodě By(£). 
Nutno podotknout, že g (—a) = 0 a pro vložené dislokace se z á p o r n ý m Burgesovým vek

torem —by můžeme rozevření trhliny pro x > —a vyjádři t ve tvaru 

g(x) = - / By(Z)d£, (5.12) 
J —a 

nebo 

BM = -ÍJf- (5-13) 

Dosadíme-li rovnici (5.10) do rovnice (5.6) dostaneme výraz 

- 1 f *®M. (5-14) 2fi ir J _ a x - Í 

což je tzv. singulární integrální rovnice prvního druhu obsahující Cauchy jádro (x — £)-1 

(objevuje se ve všech rovinných úlohách s trhlinou) a neznámou hustotu dislokace By(£), 
přičemž integrál v t é t o rovnici je n u t n é b rá t ve smyslu jeho hlavní hodnoty (část 2.2 v [11]). 
Z ma tema t i ckých důvodů je v ý h o d n é tuto rovnici normalizovat na interval (—1,1). T é t o 
normalizace dosáhneme subst i tucí , k t e rá pro obecný p ř ípad intervalu (a, b) m á tvar 

2£ = (b-á)s + (b + á), 

2x = {b- a)t + {b + a). (5.15) 
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Pro náš interval trhliny {—a, a) tedy p la t í a = —a, b = a a substituce (5.15) pak n a b ý v á 
tvaru 

£ = as, x = as. (5.16) 

Singulární integrální rovnice (5.14) přejde po substituci (5.16) na tvar 

F{t) = - ľ ^ - d s , \t\ < 1, (5.17) 
7T J _ 1 t — S 

kde 

Řešení t é to integrální rovnice (5.17) je možné odvodit na základě Muschelišviliho teorie 
[26]. Z jeho teorie vyplývá, že řešení hustoty dislokace By(s) je t ř e b a hledat jako součin 
tzv. fundamentálního řešení u (s) a neznámé ohraničené funkce 4>y(s) 

By(s)=u(s)<py(s), u>{s) = -j==. (5.19) 

Řešení rovnice (5.17) je pak dáno výrazem 

kde C je l ibovolná konstanta, k t e rá se určí z p o d m í n k y nulového rozevření konců trhliny 

g(-a) = g(+a) = 0. (5.21) 

P o d m í n k a (5.21) s rovnicí (5.12) dává tzv. podmínku konzistence 

j By{í)&í = j^By(s)ds = 0, (5.22) 

ze které se určí n e z n á m á konstanta C ve vztahu (5.20). 

S t a n o v e n í s o u č i n i t e l e intenzity n a p ě t í 

Pomocí By(£) lze stanovit nejen rozevření trhliny g(x) (5.12), ale i součinitel intenzity 
napě t í v koncových bodech trhliny. Nejprve s tanovíme rozevření trhliny pomoc í v z t a h ů 
(2.20) takto 

g{r) = uy{r, +tt) - uy(r, - t t ) = — ^ K ^ —. (5.23) 

Derivací (5.23) dle r z ískáme gradinet rozevření trhliny v koncových bodech trhliny, k terý 
je ú m ě r n ý součiniteli intenzity napě t í 

M Í = (5.24) 
dr 2(j, ^hTr 

40 



Pro pravou stranu kořene trhliny, r je měřeno v zápo rném směru x p la t í ág{r)/ár = 
+By(r) a r — a — x — a(l — ť) a součinitel intenzity napě t í ve vrcholu trhliny t — +1 je 
pak vz tažen k 

l im = \ ^ [ ^ ^ t ) B y { t ) } = ^ ( + 1 ) . (5.25) 

Obdobnou úvahou se s tanoví i součinitel intenzity napě t í v d r u h é m vrcholu trhliny a spo
lečně jej můžeme zapsat ve tvaru 

Kz(±l) = ±y/^-^-<j>y{±\). (5.26) 
K " T " 1 

P o z n á m k a : In tegrální rovnice v t é to kapitole byla odvozena pro rovinnou úlohu s průchozí 
trhlinou v za t íženém homogen ím prost ředí . V př ípadě složitější geometrie tělesa s trhlinou 
nebo při existenci nehomogenit n a b ý v á integrální rovnice složitějšího tvaru a její řešení 
již nelze hledat v uzavřené formě a je nu tné použí t vhodných numerických metod. 
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Kapitola 6 

Trhlina kolmá k bi-materiálovému 
rozhraní 

V té to kapitole nejdříve s tanovíme na základě p o z n a t k ů z předchozích kapitol s ingulární 
integrální rovnici p rvn ího druhu pro konkré tn í úlohu trhliny konečné délky v b i -mater iá lu 
a nás ledně ukážeme řešení t é to rovnice pomocí p řevodu na soustavu 7V-rovnic o N-
neznámých. Použi té vztahy a poznatky t é t o kapitoly lze nalézt v [10], [12], [14], [15], 
[19], [26] a [27]. 

6.1 Stanovení integrální rovnice 
Uvažujme rovinnou úlohu trhliny kolmé k b i -mater iá lovému rozhraní délky 2a dle obrázku 
6.1. Pro tuto úlohu nemůžeme použí t integrální rovnici 5.14. Singulární integrální rovnice 
prvn ího druhu nyní n a b ý v á obecně tohoto tvaru 

g(t)= í B{s)-l—ds+ í B{s)K{s,t)ds \t\ < 1, (6.1) 
7 - i t — s J _ 1 

kde K(s,t) je kvadraticky integrovatelná funkce v p roměnné s, g(t) je nějaká ohraničená 
funkce a B(s) je h l edaná n e z n á m á funkce hustota dislokace. P r v n í integrál v (6.1) je 
s ingulární a je nutno ho uvažovat ve smyslu jeho hlavní hodnoty (viz. část 2.2 v [11]). 

Řešení t é t o rovnice již nelze hledat v uzavřené formě a je nutno použí t numerických 
metod. Obecný p ř í s tup k řešení s ingulární integrální rovnice prvn ího druhu zde nebudeme 
rozebírat . Lze jej nalézt např . v [27]. Zde naopak bude uvedeno konkré tn í s tanovení a ře
šení s ingulární integrální rovnice prvn ího druhu pro úlohu dle obrázku 6.1. K jej ímu 
s tanovení budeme v p o d s t a t ě kopírovat postup uvedený v kapitole 4. Cílem je tedy nalezení 
tvaru integrální rovnice a její p řevod na soustavu 7V-rovnic o 7V-neznámých, jak uvidíme 
dále. 

N a základě Buecknerova principu (obr. 5.1) rozdělíme naši úlohu na dvě s amos ta tné 
úlohy: 

1. ú loha - s tanovení napě t í äxx(x,y) v mís tech trhliny v mate r i á lu při absenci trhliny 
(obdoba obr. 5.1(b)) 

2. ú loha - s tanovení korekčního napě t í axx(x, y), k te ré je indukované pomocí vloženého 
mate r iá lu mezi líce trhliny (obdoba obr. 5.1(c)) 
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Obrázek 6.1: Trhl ina kolmá k b i -mater iá lovému rozhraní 

1. ú loha je řešena pomoc í metody konečných p rvků ( M K P ) , konkré tně v komerčním 
sys tému A N S Y S . Získaná napě t í v konkrétních místech trhliny jsou co do velikosti stejná, 
ale opačně or ientovaná jak korekční napět í , k t e rá tvoř í levou stranu rovnice 6.1. 

2. ú loha je řešena pomoc í metody spoji tě rozložených dislokací, k t e r á n á m omožňuje na 
základě známého napě t í axx od jedné dislokace (charakter izované Burgersovým vektorem 
b) stanovit pomocí integrace přes délku trhliny napě t í axx generované trhlinou. T í m 
d o s t á v á m e pravou stranu rovnice (6.1). 

P ředpokláde jme , že již známe řešení p rvn í úlohy. K e s tanovení s ingulární integrální 
rovnice prvn ího druhu je tedy klíčové s tanovení napě t í axx od jedné dislokace. V t ře t í 
kapitole jsme již ukázali , jak lze získat napě t í a posuvy pomoc í funkcí napjatosti (tzv. 
Muschelišviliho komplexní potenciály) a rovněž jsme již ukázali tvary těchto potenc iá lu 
pro dislokaci v b i -mater iá lu , čehož teď využijeme. 

Napě t í axx od jedné dislokace tedy získáme z rovnice 4.8 takto 

K jeho s tanovení tedy po t řebujeme zná t derivace komplexních potenciá lů (pi(z, C,),ipi(z, () 
(4.11, 4.12). 

Komple tn í odvození zde nebude uvedeno a je možné ho nalézt v dodatku A . Ukážeme 
zde jen konkré tn í tvary komplexních funkcí Poukažme ješ tě na sku
tečnost , že trhlina kolmá k b i -mater iá lovému rozhraní je mode lována pomocí dislokací 
s Burgersovým vektorem b = (bx,0), což znamená , že konstanty 71 a 7yl (4.21) nabývaj í 
hodnot 

(6.2) 

ifiih 'x ifiih 'x (6.3) 7 i 

tedy pla t í 

7 i - 7 i • (6.4) 
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Tvary komplexních potenc iá lů (pi(z, Q,ipi(z, () pak nabývaj í t ěch to tva rů 

ViM) = 7 i í - l n ( ^ - C ) + í i í - f c i l n ( ^ - Č ) - ^ | - l 
V L z-C 

(6.5) 

M*,Q = 7 i (h Hz - C) + ^ + 1 + Ô l Z {

z

h _ _ 1 } + (6.6) 

kde konstanty fci, A i , <5i nabývaj í hodnot dle vztahu (4.21). 
Derivací (pi(z, (), ipi(z, () podle p roměnné z a dosazením do (6.2) získáme napě t í od 

jedné dislokace ve tvaru 

* ~ = R e \ 7 l r ^ č " ( ^ č F — z ~ i — ( } 

ď1(3C + ^ ( f c i - 5 ) j - ^ ( - f c 1 + 2)) 2 ^ - * ) _ ( * - * ) 

(z - Č) 2 (* - Č) 3 

Dále dosadíme z = x + iy, ž = x — iy, ( = £ + %r\, ( = £ — ir\ do rovnice (6.7), položíme 
x = £, dosadíme 71 z rovnice (6.3) a nás lednými úpravami získáme konečný tvar napě t í 
od j edné dislokace 

-dis A * A / fci + 1 3<Si(fci - 1) + Ai 
<T = —7 - T h (O.í 

TT(KI + 1) V y - Í7 y + r? 

ďi(3?7 + 2fciy - 7y) _ 4ďiž/(77 - y) 
(y + rj)2 (y + r])3 

Nyní n a h r a d í m e v rovnici (6.8) Burgersův vektor bx na základě rovnice (5.8) výrazem 

5bx = Bx(rj)Srj, (6.9) 

kde Bx{rj) je hustota dislokace v b o d ě r\. Integrací přes délku trhliny dos t áváme oxx 

-AtiCfci + 1) fh+a BM /xi [h+a ( 3ji(fci - 1) + A i 
^ = — 7 — T - / dr7 + — — - / Bx(rj) • + 

7T(KI + 1) A-a 3/ — »7 T ( « I + 1)A-O V 1/ + ^ 

ďi(37y + 2 f c i y - 7 ž / ) 46^(7]-y)\ 

+ — t e T ^ W ^ F ) á v ' ( 6 ' 1 0 ) 

což je singulární integrální rovnice pro trhlinu kolmou k bi -mater iá lovému rozhraní . Tuto 
rovnici ješ tě znormalizujeme z intervalu (h — a,h + a), kde h značí vzdálenost s t ředu 
trhliny od bi-mater iá lového rozhran í subs t i tuc í dle vztahu (5.15) na interval (—1,1). V na
šem př ípadě tato substituce n a b ý v á tvaru 

n = as + h y = at + h. (6-H) 
Singulární integrální rovnice p rvn ího druhu pak pomoc í (6.11) a p ředpok ladu , že známe 
řešení p rvn í úlohy přejde na tvar 

W 7r(Ki + l ) / _ ! Í - S 7r(/Ci + 1) ^ \ o( í + s) + 2/l 
5 i ( 3 a s - 2 / i + 2 f c i a í - 7 a í ) 4<Ji(aí + /i)(a(s - t))\ 

+ {a{t + s) + 2h)2 (a(t + s) + 2hf ) ' ( ^ 
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kde crxx(t) = —äxx(x,y) v místech trhliny mate r i á lu při absenci trhliny (viz 1. ú loha) . 
Nyní m á m e h ledaný tvar integrální rovnice pro úlohu trhliny kolmé k b i -mater iá lovému 

rozhraní , ale jak už bylo řečeno, tak řešení t é t o rovnice (6.12) nelze vyjádři t v uzavřeném 
konečném tvaru, ale mus í se hledat jen v p ř e d e m zvoleném stupni přiblížení (aproximace). 
Rovnici (6.12) řešíme p řevodem na soustavu 7V-rovnic o N-neznámých, kde TV značí s t upeň 
aproximace. Způsob převodu je ukázán v další části . 

6.2 Řešení integrální rovnice 
K získání v las tn ího řešení integrální rovnice (6.11) využijeme nahrazen í h ledané hustoty 
dislokace vztahem (5.19), k te rý ukázal Muschelišvili [26], tedy pro náš p ř ípad 

Bx(s) = u(s)(f)x(s), u(s) = 1 , (6.13) 
V 1 — s 

kde UJ(S) je tzv. fundamentá ln í řešení integrální rovnice a <px(s) je nějaká n e z n á m á ohra
ničená funkce. 
P o z n á m k a : V obecném př ípadě tj. pro řešení rovnice (6.1) je fundamentá ln í řešení ve 
tvaru 

oo(s) = (l-s)Xl(l + s)x\, 

kde exponent A i , A2 je tzv. exponent singularity, k t e rý může nabýva t hodnot z intervalu 
(—1,1). V našem př ípadě p la t í A i = A2 = —A = —1/2. Více o t é t o problematice v [27]. 

Dále využijeme dvojí aproximace pomocí tzv. Cebyševových polynomů 1. druhu [15], 
kde využijeme jejich vlastnosti, že jsou or togonální na intervalu (—1,1) s váhou 1 /(y/l — x2] 

= 0 i 

Ä = \ i = i / 0 , (6.14) 
1 v 1 — x2 2 

= 71 Í = j = 0 

kde Tj značí Cebyševův polynom 1. druhu s tupně i. 
1. aproximace - se t ý k á funkce <f>x(s), kterou vyjádř íme pomocí Cebyševových poly

n o m ů 1. druhu takto 
N 

= ^2TÍ(S)CÍ, (6-15) 
i=l 

kde q jsou neznámé konstanty, k teré dostaneme jako řešení soustavy N-rovnic o 7V-
neznámých. 

2. aproximace - se t ý k á nes ingulárního integrálu v rovnici (6.12), konkré tně členu, 
k terý můžeme označit jako K(s,t) dle značení v rovnici (6.1). 

/ 3<$i(fci - 1) + A i 51{3as-2h + 2klat-lať) 
^ S ) t ) ~ a \ a(t + s) + 2h + (a( í + s) + 2h)2 

4<Ji(aí + h)(a(s - *)) 
(a(t + s) + 2hf , j = i 
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kde dj{t) jsou konstanty určené ze vztahu 

fe=i 

P o z n á m k a : Š t a n d a r t n é se aproximace pomocí Čebyševových po lynomů 1. druhu zapisuje 

j A T - l 

kde konstanty q se určí následovně 

Z p o d m í n k y konzistence (5.22) však plyne, že konstanta CQ = 0 a tak j i do aproximace 
ani nezahrnujeme. Pře indexování sumace z TV — 1 na TV ve vztazích (6.15, 6.16) je již jen 
formalitou. 

Nyní aplikujeme výše zmíněné aproximace (6.15, 6.16) na singulární integrální rovnici 
(6.12) a dos t áváme 

axx(t) = "ff(fcl + 1}
 ľ - j = ± r : E Tt{s)cAs + (6.18) 

7TÍ/Ci + 1) J _ i V I - S 2 í - S ^ 

+ 7T(/Ci + 

«i + i ) y _ i v 7 ! ^ ^ - s) 

' — 1 i=l 7 = 1 

Nesingulární integrál v (6.18) řešíme pomocí vlastnosti ortogonality Čebyševových 
po lynomů 1. druhu, tedy dle vztahu (6.14) a singulární integrál vyřešíme pomoc í násle
dujícího vztahu (viz vztahy 7.29, 7.73 v [27]) 

- / p. WZ 7 d s = ^JV-i( í ) , (6-19) 
vr y _ i A / 1 - s 2 ( í - s) 7T 

kde Tjv(s) je Cebyševův polynom 1. druhu s tupně TV, r ( — | ) , T ( | ) je tzv. Gamma funkce 
[14] a ř7jv-i(£) je Cebyševův polynom 2. druhu s tupně J V  1 v bodě í [14]. 

Nyní tedy m á m e vše po t ř ebné k převedení s ingulární integrální rovnice prvn ího druhu 
pro p ř ípad trhliny kolmé k bi -mater iá lovému rozhran í (6.12) na soustavu 7V-rovnic o N-
neznámých. Pro její vyřešení si zvolíme s t upeň aproximace N, mater iá lové charakteristiky 
popisující ma te r i á ly Ml a M 2 tedy /xi , ̂ i , /X2, kde \i je modul pružnos t i ve smyku, v 
představuje Poissonovo číslo, poloviční délku trhliny a , vzdálenost s t ředu trhliny od 
bi-mater iá lového rozhran í h, odeč teme napě t í axx{t) v 7V-bodech í i . . . ÍAT, vypoč í t áme 
hodnoty koeficientů dj(t) v těchto bodech a rovněž vypoč í t áme hodnoty Čebyševových 
po lynomů 2. druhu t / jv- i( í ) v těchto bodech. 
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Napřík lad pro N — 3 dos t áváme 

7T(/Ci + 1) 

/ ; ' ( c id i ( í i ) + c 2 d 2 ( í i ) + c 3 d3( í i ) ) , 
2(KI + 1) 

tT«(ťs) = M h +

(

1 ) T } , P T ( ^ (ž/o(*3)Cl + £ / l ( t 3 ) c 2 + ^ ( t 3 ) c 3 ) + 
7T(/Ci + 1) 

/ ; ' ( c i d i ( í 3 ) + c 2 d 2 ( í 3 ) + c3d3(t3)). 2(«i + 1) 

Po vyřešení soustavy iV-rovnic o iV-neznámých z ískáváme iV-konstant q a pomocí 
vztahu (6.15) získáme funkci 4>x(s) a pomoc í t é to funkce a vztahu (5.26) můžeme vyjádři t 
součinitel intenzity napě t í Kj(±l) v krajních bodech trhliny ve tvaru 

Kj(±l) = ± V S ř 5 - ^ A ( ± l ) . (6.20) 
K + 1 
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Kapitola 7 

Řešení problému 

V t é to kapitole ukážeme jednot l ivé výpočtové modely, k teré byly použi ty ke s tanovení 
součinitele intenzity napě t í Kj trhliny kolmé k b i -mater iá lovému rozhraní pro různé kon
figurace mate r i á lů M i , M 2 . Nejdříve budou uvedeny modely po t ř ebné k získání výsledků 
pomocí metody spoji tě rozložených dislokací (část 7.2 a 7.3), k t e rá je j á d r e m t é t o práce. 
Odvození t é t o metody je ukázáno v předchozích kapitolách. P o t é bude ukázán model ke 
s tanovení součinitele intenzity napě t í Kj pomoc í metody konečných p rvků (část 7.4), k te rý 
použijeme k ověření výsledků s tanovených pomocí metody spoji tě rozložených dislokací. 

7.1 Formulace problému a stanovení cílů 
Uvažujme rovinou úlohu zat ížené trhliny kolmé k b i -mater iá lovému rozhraní dle obrázku 
7.1. Trhl ina je délky 2a a vzdálenost jejího s t ředu od rozhran í je h. Mater iá ly Mi, M2 jsou 
homogenní l ineárně elastické a jsou charakter izovány př ís lušnými moduly pružnos t i Ex, E2 
a Poissonovými čísly vi,V2- Uvažujeme p ř ípad rovinné deformace a úlohu provedeme pro 
následující 4 kombinace mate r i á lů 

1. kombinace s označením J | = | , kde mate r iá ly M i , M 2 volíme takto 

M i : Ex = 200000MPa, vx = 0.3 M 2 : E2 = 5 0 0 0 0 M P a , v2 = 0.3, 

2. kombinace s označením J | = | , kde mate r iá ly M i , M 2 volíme takto 

M i : Ex = 200000MPa, vx = 0.3 M 2 : E2 = lOOOOOMPa, v2 = 0.3, 

3. kombinace s označením = | , kde mate r iá ly M i , M 2 volíme takto 

M i : Ex = 200000MPa, vx = 0.3 M 2 : E2 = 150000MPa, v2 = 0.3, 

4. kombinace s označením = ^ , kde mate r iá ly M i , M 2 volíme takto 

M i : P i = 3 5 0 0 M P a , z/x = 0.35 M 2 : P 2 = 7 0 0 0 0 M P a , z/2 = 0.2. 
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Obrázek 7.1: Trhl ina kolmá k bi -mater iá lovému rozhraní 

Cílem je s tanovení součinitele intenzity napě t í Ki pro úlohu danou dle obrázku 7.1 
pro všechny 4 kombinace mate r i á lů s označením J | pomoc í metody spoji tě rozložených 
dislokací a následně jej porovnat s hodnotami součinitele intenzity napě t í Kj s tanovenými 
pomocí metody M K P . 

K vyřešení t é to úlohy po t řebu jeme zná t levou stranu rovnice (6.12), tedy složky napě t í 
o~xx(t), k te ré řešíme na neporušeném za t íženém tělese. Tuto úlohu vyřešíme pomoc í M K P 
a to konkré tně pomoc í komerčního softwaru A N S Y S . 

7.2 Výpočtový model - stanovení napět í a x x ( t ) 

Řešení rovnice (6.12) se provede jej ím převedením na soustavu 7V-rovnic o 7V-neznámých 
(viz kapitola 5). Zvolíme si tedy s tupeň aproximace N, k t e rý vede na odečet napě t í <Jxx(t) 
v 7V-bodech ti, kde i — 1... N. 

Stupeň aproximace TV jsme voli l i dvojí a to TV = 4 a TV = 10. Body pro odečet napě t í 
o~xx(ť) ti volíme jako kořeny Cebyševových po lynomů 2. druhu s tupně N U n tedy 

u = C 0 S { ň T i ) > i = 1 - - N - t 7 - 1 ) 

Hodnoty U jsou voleny takto záměrně , protože ideálně pokrývaj í interval délky trhliny 

( -1 ,1)-
K v las tn ímu výpoč tu napě t í axx{t) jsme použili následují výpoč tový model v programu 

A N S Y S . K snadnému opakování výpoč tu bylo zhotoveno makro SXX01-3.mac. V tomto 
modelu volíme parametry mate r i á lu M\, M-i, tedy moduly pružnos t i E\,Ľ2 a Poissonova 
čísla V\, z/2 a jejich hodnoty volíme tak, jak bylo zobrazeno v části 6.1. Dále volíme s t upeň 
aproximace TV = 4 nebo TV = 10, k te rému odpovídá i s tejný počet b o d ů ti ze vztahu 
(7.1) pro odečtení napě t í axx{t). Poslední parametr, k t e rý volíme je vzdálenost h, určující 
vzdálenost s t ředu trhliny od bi-mater iá lového rozhran í (viz obrázek 7.1). Vzdálenost h 
nemůžeme volit libovolně, ale s ohledem na poloviční délku trhliny a = 8mm a výšku 
tělesa v = 200mm (viz obrázek 7.2) volíme h z intervalu (8mm, 192mm). Vzdálenost h 
volíme p o s t u p n ě tak, jak uvád í tabulka 7.1 
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Výpoče t provedeme tak, že zvolíme danou kombinaci ma te r i á lů s označením s tupeň 
aproximace TV a pro každé h z tabulky 7.1 s tanovíme napě t í crxx(ť) ve všech přís lušných 
bodech dle vztahu (7.1). 

Mode l geometrie 

Úloha s tanovení napě t í o~xx(t) se provádí na neporušeném za t íženém tělese. J e d n á se 
o úlohu rovinnou s nekonečnými délkovými rozměry. Nekonečné těleso nelze samozřejmě 
modelovat a rozměry M K P - m o d e l u pro výpočet napě t í o~xx(t) mus íme volit jako konečné 
tak, aby dos ta tečně věrohodně nahradily nekonečné těleso. Navíc ú loha je symetr ická 
vzhledem k ose y, proto modelujeme pouze polovinu tělesa. Model geometrie tělesa je 
schémat icky znázorněn na obrázku 7.2 a jeho rozměry jsou v = 200mm, a = 8mm, 
d = 300mm. 

K o n e č n o p r v k o v á síť 

Pro tvorbu konečnoprvkové sítě jsme použili rovinný l ineární čtyřuzlový prvek s označením 
v programu A N S Y S jako P L A N E 1 8 2 a jeho t r i angu lá rn í variantu (obrázek 7.3) s nasta
vením pro rovinnou deformaci. Konečnoprvková síť se mění dle vzdálenost i s t ředu trhliny 
od bi -mater iá lového rozhran í h a př íklad konečnoprvkové sítě je uveden na obrázku 7.4. 

O k r a j o v é p o d m í n k y a z a t í ž e n í 

N a pravé s t raně tělesa jsou předepsány nulové posuvy ux = 0 ve směru osy x, k teré 
modelují symetrii tělesa podle osy y. V p r a v é m horn ím rohu tělesa je z důvodu stat ické 
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Obrázek 7.4: Konečnoprvková síť s okr. podmínkami a za t ížením 

urči tost i zamezeno posuvu v jednom uzlu uy = 0 ve směru osy y. Okrajové p o d m í n k y 
jsou znázorněny na obrázku 7.4. 

Silové zat ížení tělesa a® = lOOMPa je zobrazeno na obrázku 7.4 a je stejné jako zat ížení 
axx (obrázek 7.1). V A N S Y S u je toto zat ížení modelováno pomocí záporného t laku (příkaz 
pressure) a je automaticky přepoč í táno do jednot l ivých uzlů. 

7.3 Výpočtový model - metoda spojitě rozložených 
dislokací 

Poté , co již známe hodnoty napě t í crxx(ť) v př ís lušných bodech íj určených dle vztahu (7.1), 
můžeme snadno vyřešit s ingulární integrální rovnici (6.12) dle postupu v kapitole 5. Tedy 
převedením singulární integrální rovnice (6.12) na soustavu iV-rovnic o N-neznámých. 

Řešení t é t o soustavy rovnic a nás ledné s tanovení součinitele intenzity napě t í Kj v kraj
ních bodech trhliny pak provedeme pomoc í komerčního programu M A P L E . V s t u p n í pa
rametry jsou stejné jako v části 6.2. Nejdříve zvolíme přís lušnou kombinaci ma te r i á lů | | 
uvedenou v části 6.1, tedy moduly pružnos t i E1,E2 a Poissonova čísla z/ 1 ; u2, po t é s tupeň 
aproximace N = 4 nebo TV = 10 a vzdálenost s t ředu trhliny od bi-mater iá lového rozhraní 
h, jejíž velikost volíme podle tabulky 7.1, ale v metrech. 

Postup výpoč tu uvádě t nebudeme (viz. kapitole 5), pouze si zde ukážeme některé grafy 
aproximace nesingulárního členu K(s,t) (6.16) integrální rovnice pomocí Cebyševových 
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po lynomů 1. druhu (obrázek 7.5 a 7.6). Tato aproximace není obecně nu tná , ale zkracuje 
dobu výpočtu . V př ípadě , že bychom chtěli uvažovat trhlinu, k t e r á se do týká rozhraní , 
tak by nesingulární integrál v rovnici (6.12) již neměl analyt ické řešení a aproximace je 
pak nej schůdnějším řešením (viz [11]) 

Grafy jsou s tanovené pro s tupeň přiblížení TV = 10 (obrázek 7.5) a A ľ = 4 (obrázek 7.6) 
a pro různé body s tanovené dle vztahu (7.1) a to vždy symetricky vzhledem ke s t ř edu 
trhliny. Kombinace ma te r i á lu byla pro ukázku volena f| = f a l | = 2 o a vzdálenost 
h = 8.05mm, tedy nejmenší vzdálenost h pro kterou jsme prováděl i výpočty. Z grafů je 
pa t rné , že aproximace pomoc í Čebyševových po lynomů 1. druhu pro s tupeň aproximace 
iV = 10 je zcela postačující a m á problémy pouze pro bod trhliny ti nacházející se v těsné 
blízkosti rozhraní . S tupeň přiblížení N = 4 vykazuje dle očekávání vetší rozdíly mezi 
aproximovanou funkcí a původní , ale i zde je aproximace velmi přesná . 

7.4 Výpočtový model - stanovení Kj pomocí M K P 
Dosažené výsledky pomocí metody spoji tě rozložených dislokací lze ověřit a porovnat 
s výsledky dosaženými pomocí M K P v programu A N S Y S . 

K v las tn ímu výpoč tu součinitele intenzity napě t í Ki bylo v programu A N S Y S sta
noveno makro K S X X B . m a c , k teré umožňuje snadné opakování výpoč tu . Vs tupn ími hod
notami jsou mater iá lové charakteristiky popisující danou kombinaci mate r iá lů , viz. část 
6.1, tedy moduly pružnos t i E1,E2 a Poissonova čísla ui,u2 a vzdálenost s t ředu trhliny od 
bi -mater iá lového rozhran í h. 

Výpoče t součinitle intenzity napě t í Kj provedeme pro danou kombinaci ma te r i á lů 
a každé h z tabulky 7.1. 

Mode l geometrie 

Podobně jako v úloze v části 6.2 řešíme s tanovení součinitele intenzity napě t í Kj jako 
úlohu rovinnou s končnými délkovými rozměry a symetr i í dle osy y. Trhl inu nemodelujeme 
pomocí rozevření, ale pouze pomoc í okr .podmínek (více o s tanovení součinitele intenzity 
napě t í pomocí M K P lze naj í t např . v [28]). Model geometrie tělesa je tedy stejný jako 
na obrázku 7.2, ale jeho rozměry jsou nyní stanoveny v metrech v = 0.2m, a = 0.008m, 
d = 0.3m a to z důvodu, že chceme výsledný součinitel intenzity napě t í Kj v j edno tkách 
M P a • m l 

K o n e č n o p r v k o v á síť 

Pro tvorbu konečnoprvkové sítě jsme použili rovinný kvadra t ický osmiuzlový prvek s oz
načen ím v programu A N S Y S jako P L A N E 1 8 3 a jeho t r i angulá rn í variantu obrázek 7.7 
s nas t aven ím pro rovinnou deformaci, viz. obrázek 7.7. K řešení s ingulárních p rob lémů 
s exponentem singularity A = 1/2 nabíz í A N S Y S příkaz K S C O N , k te rý vytvoř í kolem zvo
leného bodu (koncent rá toru) s ingulární prvky, což jsou t r i angulá rn í prvky s p o s u n u t ý m i 
uzly P a N do 1/4 délky hrany Ol a OJ, viz. obrázek 7.7. Konečnoprvková síť se mění 
dle vzdálenost i s t ředu trhliny od bi -mater iá lového rozhran í h a př íklad konečnoprvkové 
sítě je uveden na obrázku 7.9 a detail konečnoprvkové sítě okolo vrcholu trhliny je na 
obrázku 7.8. 
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Obrázek 7.7: Kvadra t ický osmiuzlový Obrázek 7.8: Konečnoprvková síť okolo 
prvek vrcholu trhliny 

ELEMENTS 

Obrázek 7.9: konečnoprvková síť s okr. podmínkami a zat ížením 
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O k r a j o v é p o d m í n k y a z a t í ž e n í 

N a pravé s t raně tělesa jsou předepsány nulové posuvy ux = 0 ve směru osy x, k teré 
modelují symetrii tělesa podle osy y. V mís tě , kde se nachází trhlina není p ředepsaná 
žádná okrajová podmínka a t í m je trhlina modelována . Navíc v p r a v é m horn ím rohu 
tělesa je z důvodu stat ické urči tost i zamezeno posuvu v jednom uzlu uy = 0 ve směru osy 
y. Okrajové p o d m í n k y jsou znázorněny na obrázku 7.8. 

Silové zat ížení tělesa o"o = lOOMPa je zobrazeno na obrázku 7.8 a jeho velikost je 
s te jná jako zat ížení a^x (obrázek 7.1). V A N S Y S U je toto zat ížení modelováno pomocí 
záporného t laku (příkaz pressure) a je automaticky přepoč í táno do jednot l ivých uzlů. 
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Kapitola 8 

Diskuse 

V t é t o kapitole ilustrujeme na konkrétních př ípadech b i -mater iá lu a geometrie trhliny 
vzhledem k bi -mater iá lovému rozhraní přesnost metody spoj i té rozložených dislokací 
vzhledem k výs ledkům získaných metodou M K P . 

Výpoč ty byly provedeny pomoc í výpočtových modelů uvedených v předchozí kapitole, 
pro zvolenou kombinaci ma te r i á lů jjr (viz část 6.1), s t upeň aproximace N a vzdálenost 
s t ředu trhliny od bi -mater iá lového rozhran í h volenou z tabulky 7.1. Výsledné součinitele 
intenzity napě t í Kj byly vyneseny do následujících 4 grafů společně s výsledky získaných 
pomocí M K P (obrázek 8.1-8.4). 

Každý graf je tedy stanoven pro jednu kombinaci ma te r i á lů | | a obsahuje vždy tř i 
kř ivky popisující součinitel intenzity napě t í Kj trhliny kolmé b i -mater iá lovému rozhraní 
(obrázek 7.1). N a ose y jsou vyneseny hodnoty normovaého součinitele intenzity napě t í Kj. 
N a Ose x jsou vyneseny hodnoty podí lu a/h, tedy podíl poloviční délky trhliny a a vzdále
nosti s t ředu trhliny od bi -mater iá lového rozhran í h (obrázek 7.1). Kř ivky popisující p růběh 
součinitele intenzity napě t í Kj jsou rozdělené ba revně a toto rozdělení je respektováno 
pro všechny 4 grafy. M o d r á křivka odpov ídá výs ledkům získaných pomoc í metody spoji tě 
rozložených dislokací se s t u p n ě m aproximace N = 4. Červená křivka odpovídá výs ledkům 
získaných stejnou metodou se s t u p n ě m aproximace N = 10 a zelená křivka popisuje 
výsledky s tanovené pomocí M K P . 

S r o v n á n í v ý s l e d k ů 

Grafy 8.1-8.3 odpovídaj í p ř ípadu , kdy se trhlina šíří do poddajně jš ího mate r i á lu (Ei > E2) 
a pro tento p ř ípad m á hodnota součinitele intenzity napě t í Kj n a r ů s t a t se snižující se 
vzdálenost í vrcholu trhliny od rozhran í (a/h —> 1). Tento p ředpok ládaný p r ůběh je splněn 
u všech t ř í kombinací ma te r i á lů | £ a pro obě metody výpoč tu součinitel intenzity napě t í 
Kj (spoji tě rozložených dislokací, M K P ) . Z porovnán í výsledků získaných pomocí metody 
spoji tě rozložených dislokací pro s t u p n ě m aproximace N = 10 a pomocí M K P plyne, že 
výsledky se t éměř shodují . K n e p a t r n é m u rozdílu dochází pouze v těsné blízkosti rozhraní 
a to ve všech t řech př ípadech. Předpokláda l i jsme, že metoda M K P bude mí t v bodech 
blízkých bi-mater iá lového rozhran í větš í p roblémy se s tanovením součinitele napě t í , tedy 
že rozdíl mezi jednot l ivými metodami bude větší . Výsledky získané pomoc í metody spoji tě 
rozložených dislokací pro s t u p n ě m aproximace N = 4 vykazují větší nepřesnost v blízkosti 
rozhraní v porovnán í s metodou M K P a tento rozdíl je způsoben nedos t a t ečným s t u p n ě m 
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aproximace TV nesingulárního členu K(s,t) (6.16) pomocí Čebyševových po lynomů 1. 
druhu (obrázek 7.5 a 7.6). 

Graf 8.4 odpovídá p ř ípadu , kdy se trhlina šíří do tužšího mate r i á lu (E\ < E2) a pro 
tento p ř ípad m á hodnota součinitele intenzity napě t í Ki klesat se snižující se vzdálenost í 
vrcholu trhliny od rozhran í (a/h —> 1). Tento p ředpok ládaný p r ůběh je splněn pro obě 
metody výpoč tu součinitele intenzity napě t í Kj. Z porovnán í výsledků získaných po
mocí metody spoji tě rozložených dislokací a pomoc í M K P plynou stejné závěry jako v 
předchozím odstavci. Metoda spoji tě rozložených dislokací se s t u p n ě m aproximace TV = 10 
se t éměř shoduje s výsledky získanými pomocí M K P a k n e p a t r n é m u rozdílu dochází 
pouze v těsné blízkosti rozhraní . Pro stejnou metodu se s t u p n ě m aproximace TV = 4 
dochází v blízkosti rozhran í k velké nepřesnost i . Tento rozdíl je způsoben nepřesnost í 
aproximace členu K(s,t) (6.16) nesingulárního integrálu pomoc í Čebyševových po lynomů 
1. druhu (obrázek 7.5 a 7.6) v bodech ti (body odeč tu napě t í axx{t)) velmi blízkých bi-
mater iá lovému rozhraní . 
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Obrázek 8.1: i í r -kombinace mate r i á lu = t 
-C/2 ^ 

Součinitel intenzity napětí K, - trhlina 
kolmá na rozhraní E 1 /E 2=2/l 

3,8 n 1 1 1 1 1  

2 -| 1 1 1 1  
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 

a/h 

Obrázek 8.2: ^ - k o m b i n a c e mate r i á lu J | = | 
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Obrázek 8.4: ^ - k o m b i n a c e mate r i á lu -f1 = ^ 
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Závěr 

P ř e d k l á d a n á diplomová práce si kladla za cíl vyjádři t součinitel intenzity napě t í trhliny 
konečné délky v blízkosti b i -mater iá lového rozhran í pomocí metody spoji tě rozložených 
dislokací. Nezbytnou součást í práce bylo seznámit se s teore t ickými základy metody spo
j i tě rozložených dislokací a popis dislokace v b i -mater iá lu pomoc í komplexních potenciá lů . 

Těch to cílů bylo dosaženo následovně: 

• N a základě dos tupné literatury byla n a s t u d o v á n a a zpracována p o t ř e b n á teorie. 
Konkré tně tedy základní pojmy lomové mechaniky, chování trhliny šířící se z jed
noho mate r i á lu do druhého , vyjádření pole napě t í a posuvů pomoc í komplexních 
potenciá lů pro dislokaci v b i -mater iá lu , metoda spoji tě rozložených dislokací a sta
novení a řešení s ingulární integrální rovnice 1. druhu. 

• P rob l ém vyjádření součinitele intenzity napě t í trhliny konečné délky v blízkosti 
b i -mater iá lového rozhran í pomocí metody spoji tě rozložených dislokací jsme pro
vedli pro 4 různé konfigurace b i -mater iá lu a re la t ivní polohy trhliny kolmé k bi-
mater iá lovému rozhraní . K ověření výsledků součinitele intenzity napě t í jsme použili 
metodu konečných p rvků ( M K P ) a výsledky vynesli do grafů a porovnali. 

• Ze srovnání výsledků součinitele intenzity napě t í získaných pomocí metody spoji tě 
rozložených dislokací pro s tupeň aproximace TV a pomocí metody M K P plyne, že 
v p ř ípadě dos ta tečného s tupně aproximace TV = 10 jsou rozdíly mezi jednot l ivými 
metodami zanedbate lné . 

• Z tohoto pohledu působí metoda spoji tě rozložených dislokací velmi těžkopádně 
a zbytečně oproti m e t o d ě M K P . Její výhodou je ale s n a d n á opakovatelnost oproti 
M K P , kde pro každou změnu délky trhliny či vzdálenost i trhliny od rozhran í mus íme 
měni t konečnoprvkovou síť, ale hlavní síla a v ý h o d a t é t o metody n a s t á v á v okamžiku, 
kdy se čelo trhliny dostane na rozhran í dvou mater iá lů . V tomto př ípadě se mění 
exponent singularity A = 1/2 na nějaké reálné číslo z intervalu A G (0,1) a ú loha 
s tanovení součinitele intenzity napě t í Ki se měn í na úlohu s tanovení zobecněného 
součinitele intenzity napě t í Hi, kde i p ředs tavuje jeden z m ó d ů zatěžování . Tato 
úloha již nelze řešit pouze pomoc í M K P a musí se využí t j iných p ř í s tupů k získání 
zobecněného součinitele intenzity napě t í Hi. J e d n í m z těchto p ř í s tupů je metoda 
spoji tě rozložených dislokací, kde lze s výhodou využí t popisu dislokace pomocí 
komplexních potenciá lů . 

Závěrem je možné říci, že se podař i lo splnit zadané cíle práce a urči tě by bylo zaj ímavé 
rozšířit tuto práci o problematiku trhliny šířící se přes rozhran í dvou homogeních izot-
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ropních mater iá lů , kde k řešení bude využ i ta metoda spoji tě rozložených dislokací a popisu 
dislokace pomocí komplexních potenciá lů . 
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Seznam symbolů a zkratek 

G, Gi, Gj [J/m 2] 
Gc [J/m 2] 

[ M P a m 1 / 2 

Kc,KIc [ M P a m 1 / 2 

5C 
[m] 

Jlc [J] 
n 0 [J] 

[J] 
L [J] 
r [J] 

[J] 
n [J] 
w [J] 
s [m2] 
WT [J] 

a, B [m] 
a [Pa] 

1 [J/m 2] 
a.f [Pa] 
C'c [m] 

lef [J/m 2] 

lpi [J/m 2] 
Uf [J/m 2] 
R [J/m 2] 
I, II, III 
A 

&XXi ®Xyi ®yy [Pa] 
^x i tťy [m] 
u 
r [m] 
e [°] 

[MPa] 
E, Ei, E2 [MPa] 

Hnací síla trhliny 
Houževnatos t ma te r i á lu 
Součinitel intenzity napě t í (obecně, pro i-tý mód 
zatěžování , pro m ó d I, v krajních bodech trhliny) 
Lomová houževna tos t , lomová houževna tos t za 
p o d m í n k y rovinné deformace 
Kri t ická hodnota rozevření trhliny 
Kri t ická hodnota J- in tegrálu 
Celková potenciá ln í energie tělesa bez trhliny 
Energie napjatosti tě lesa bez trhliny 
Potenciá ln í energie vnějších sil 
Disipace energie při vzniku trhliny 
Celkové množs tv í energie 
Celková potenciá ln í energie tělesa s trhlinou 
Energie napjatosti tě lesa s trhlinou 
Plocha p r ů m ě t u trhliny 
Změna energie napjatosti tělesa v důsledku vzniku 
trhliny 
Rozměry trhliny dle obrázku 2.1 
Tahové napě t í , vnější zat ížení v nekonečnu 
Měrná povrchová energie mate r i á lu 
Lomové napě t í 
Kri t ická délka trhliny 
Efektivní povrchová energie 
Povrchová energie spo t řebovaná v plastické zóně 
Měrná energie lomu 
Odpor tělesa proti r ů s tu trhliny 
Módy zatěžování 
Laplaceův operá to r 
Složky tenzoru napě t í (obecně , konkré tně) 
Složky posuvů 
Ai ryho funkce napě t í 
Vzdálenost od kořene trhliny 
Uhel na točen í od kořene trhliny 
M o d u l pružnos t i ve smyku 
M o d u l pružnos t i v tahu 
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K, Ki, Kí 

V,Vi,V2  

$0 
Y 
E' 
fi fii fiii 

Mi,M2 

H, H j 
A, A i , A2 

fij 
a, ß, a>i, ßi, a2, ß2 

x{z) 
T 

${z),il>{z)Mz) 
<Pi(z,(),ipi(z,() 

^(z,c),M^O 

b, bx,by  

« ( + ) , « ( - ) 

[MPa] 

[ M P a m 1 - A ] 

0~xx (t) 
0~xx 

N (x), S (x) 
00 
yy 

5by 

By, Bx, Bs 

yy 1 xx 

g(x),g(r) 
F(t) 
u>(s) 

<Py(s),(px(s) 

K(s,t) 
git) 
a 
h 

N 
Ti,TN(t) 
Ci 

d j (t) 
UN-i(t) 
t, ti 

r(-!),n 
v, d 

[Pa] 
[Pa] 
[Pa] 
[Pa] 

[Pa] 

[Pa] 

[mj 
[ml 

m 

Konstanta určující stav rovinné deformace nebo na
pjatosti 
Poassonovo číslo 
Funkce zohledňující tvar eliptické trhliny 
Korekční funkce závisející na okrajových p o d m í n k á c h 
Modifikovaný modul pružnos t i 
Funkce závisející na m ó d u zatěžování (pro KÍ) 
Mater iá l horn í a dolní poloviny tělesa 
Zobecněný součinitel intenzity napě t í pro m ó d I 
Charakter (exponent) singularity 
Známé ohraničené funkce (související s Hj) 
Dundursovy parametry 
Komplexní potenciá ly 
Jednoduše souvislé těleso 
Derivované komplexní potenciá ly 
komplexní potenciá ly pro dislokaci v b i -mater iá lu 
Derivované komplexní potenciá ly pro dislokaci v bi-
mate r iá lu 
Konstanty pro dislokaci v b i -mater iá lu 
Burgersův vektor 
Posuv pravé , resp. levé strany řezu 
Napě t í v mís tech trhliny při absenci trhliny 
Korekční napě t í (obecně, konkrétně) 
Normálové napě t í , smykové napě t í 
Vnější zat ížení v nekonečnu 5.1 
Infinetisimální Burgersův vektor 
Hustota dislokací 
Napě t í generované dislokací 
Rozevření trhliny 
Modifikované vnější zat ížení 
F u n d a m e n t á l n í řešení 
neznámá ohran ičená funkce 
Kvadrat icky integrovatelná funkce 
Nějaká ohran ičená funkce (vnější zatížení) 
Polovina délka trhliny 
Vzdálenost s t ředu trhliny od bi-mater iá lového roz
hran í 
Stupeň aproximace (přiblížení) 
Cebyševův polynom 1. ř á d u s tupně i, resp. iV 
Hledané konstanty 
Známe konstanty dle vztahu (6.17) 
Cebyševův polynom 2. ř á d u s tupně TV — 1 
Body odeč tu napě t í 
Gamma funkce 
Rozměry tělesa v M K P modelech 
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o~o [Pa] Vnější zat ížení tělesa dle obrázku 7.4 
L E L M Lineneárně elastická lomová mechanika 
E P L M Elas to-plas t ická lomová mechanika 
C O D Krit ické rozevření trhliny 
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Příloha A 

Trhlina kolmá k bi-materiálovému 
rozhraní - odvození 

Trhlina kolmá k b i -mater iá lovému rozhraní , jejíž obecná rovnice je d á n a vztahem (6.1) je 
řešená v kapitole 5. Zde budou uvedeny detaily odvození, k te ré se v kapitole 5 nevyskytuj í . 

S tanovení s ingulární integrální rovnice prvn ího druhu vychází ze znalosti napě t í axx 

od jedné dislokace. Toto napě t í s tanovíme takto (viz kapitola 3) 

äfx

s = Re[2^(z,C) -ž$'Áz,0 - *i(*,C)]-

K jeho s tanovení tedy po t řebu jeme zná t tvary koplexních potenc iá lu (pi(z, (), ipi(z, (), 
které byly již ukázány v kapitole 3 (vztahy 4.11-4.24) a jejich derivace. Navíc pro trhlinu 
kolmou k b i -mater iá lovému rozhraní p la t í vztah (6.3), z k te rého plyne 

7 i = - 7 i -

Pak s ingulární členy (pu(z, C,),ipis(z, () nabývaj í hodnot 

<Pis(z,() = - 7 i l n ( ^ - C ) , 

^is(z,C) = 7 i ( k i H z - 0 + ( - ^ + l 

a imaginárn í členy (fiu(z, Q, ipu(z, C) nabývaj í hodnot 

ipu{z,C) = <Ji7i (^-h \n(z - Č) - (^j—= + 1 

$\i(z,Q = 7 i — ^ } =— h Ai ln(z — Q 
V [z-Q {z- Q 

Součtem singulárního a imaginárn ího členu získáme tvary komplexních potenciá lů <pi(z, (), 
vÁz.O 

<Pi{z,0 = 7 i - l n ( z - C ) + 5i ln(z - C) - ^ — ^ - 1 
2 - C 

l M * , C ) = 7 i f fci ln(z - C) + ^ 7 + 1 + S l Z { h I 1 } + 

+ l M , _ 0 ) . 
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Derivované komplexních potenciá ly pak máji tyto tvary 

1 
¥>í(*>0 = 7i 

V"i(z,0 = 7i 

ý'i(z,() = 7i 

1 

fcl 

: * - o ( * - o 

fci - i C - 2 
=r + 

fci - 2 2(C - z) 
j z - o 2 (z - cy 
C | s1(k1-i)_+x1 | 

( * -C) 

(* - cy (z - cy 

Nyní se využije značení dle vztahu (4.5) a dosazením do (6.2) získáme napě t í od j edné 
dislokace 

ďl-H R e ^ 7 i 
fci+ 2 ž - C 3<5i(fci - 1) + Aj 

z-c (z-cy z-C + 
^i(3C + ^ ( f c i - 5 ) _ + ž ( - f c i + 2)) | 2 5 1 ( C - z ) ( ž - z ) 

(* - C)s (* - C)J 

Dále dosadíme z = x + iy, z = x — iy, ( = £ + ir), ( = £ — %r\ do předchozí rovnice, položíme 
x = £ a ze vztahu (6.3) vezmeme imaginárn í konstantu i. Pak pro jednot l ivé členy p la t í 

i(fci +2) 

z-C_ 
i(ž-Q 
(z - C)2  

i(3ďi(fci - 1) + Ai) 

^ i ( 3 C + ^(fci - 5 ) + ž ( - f c i +2) 

(* - Č) 2 

i261({ - z)(ž - z) 

(z ~ Č) 3 

fci + 2 
y - 7 7 ' 

1 

y - 7 7 

3ďi(fci - 1) + A i 

y + r] 

51(3r] + 2k1y-7y) 

(y + r])2  

4Siy(y-y) 

(y + v)3 

Napě t í od jedné dislokace cr^f pak s využ i t ím vztahu (6.3) m á následující tvar 

— dis 
^ xx 

Hibx 
7r(/Ci + 1) 

fci + 1 3 5 i ( f c i - l ) + A i 

y - 7 7 

+ 

y + r] 
51 (377 + 2fci7/ - 7y) 45iy(77 - y) 

+ 

(y + v)2 (y + v)3 

Další postup ke s tanovení s ingulární integrální rovnice je uveden v kapitole 5. 
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