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ABSTRAKT

Ciel’om diplomovej práce bolo vytvorit’ neurónovú siet’, ktorá po zadańı určených
vstupných parametrov, vráti priebeh mernej tuhosti jedného páru zubov čelného ozu-
beného súkolesia. Ako tréningová množina pre neurónovú siet’ slúžil súbor výsledkov prie-
behov tuhosti určených výpočtovým modelovańım, konkrétne pomocou metódy konečných
prvkov. Dielč́ım ciel’om práce preto bolo vytvorenie výpočtového modelu pre źıskanie
daných priebehov. Za vstupné parametre boli zvolené počet zubov hnacieho i hnaného
kolesa a zat’aženie súkolesia. Po vytvoreńı výpočtového modelu a ukončeńı série výpočtov
nasledovalo vytvorenie neurónovej siete, pričom bola zvolená viacvrstvová architektúra
siete s adaptačným algoritmom so spätným š́ıreńım chyby. Podarilo sa vytvorit’ dostatočne
výkonnú neurónovú siet’, ktorá je schopná určit’ priebehy tuhosti pre naučené vzory i ne-
naučené vzory ležiace v intervale vstupných údajov. Vytvorenú neurónovú siet’ je možné
využit’ na určenie priebehu mernej jednopárovej tuhosti čelného ozubeného súkolesia v roz-
sahu určených vstupných parametrov.

KL’ÚČOVÉ SLOVÁ

Tuhost’ ozubenia, čelné ozubené súkolesie, umelá neurónová siet’, metóda konečných prv-
kov.

ABSTRACT

The aim of this master’s thesis is to build artificial neural network that is able to calculate
varying single tooth-pair mesh stiffness of spur gear for given input parameters. The trai-
ning set for this network was determined by computational modelling by finite element
method. Therefore, creating of computational model and mesh stiffness calculating were
a partial aim of this thesis. Input parameters for stiffness calculation were number of
driving and driven gear teeth and gear loading. Creating of computational model and
performing series of simulations was followed by creating artificial neural network. Multi-
layer neural network with backpropagation training was chosen as a type of the network.
Created neural network is sufficiently efficient and can determine varying mesh stiffness in
input set range for learned input parameters and for values of parameters that are not inc-
luded in training set as well. This neural network can be used for varying single tooth-pair
mesh stiffness estimation in input set range.
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2.2 Ciele práce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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5.2.2 Model materiálu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
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1 Úvod
Ozubené kolesá sú jedny z najdôležiteǰśıch strojných súčast́ı pre prenos mechanickej ener-
gie a pohybu v mnohých strojoch a zariadeniach. Pochopenie ich správania je preto
vel’mi dôležité [1]. S prudkým zväčšovańım technologickej zdatnosti spoločnosti sa zvyšujú
i požiadavky ovplyvňujúce správanie ozubených súkoleśı. Aj kvôli zvyšovaniu rýchlosti
ozubených prevodov je dôležité skúmat’ ich dynamické vlastnosti. Premenlivá tuhost’ ozu-
benia výrazne vplýva na dynamické správanie ozubeného súkolesia, je zdrojom vibrácíı
a hluku, môže byt’ pŕıčinou rôznych negat́ıvnych aj pozit́ıvnych dôsledkov. V praxi je
dôležité minimalizovat’ hluk a zachovat’ čo najstabilneǰśı chod ozubeného prevodu [2].

Tuhost’ ozubenia je kvantitat́ıvnym vyjadreńım deformácie zubov ozubenia, ide o po-
mer zat’aženia a deformácie. Deformácia ozubenia má nelineárny priebeh, závislý na mno-
hých parametroch a je premenlivá v priebehu záberu. Analytické určenie deformácie,
a teda i tuhosti ozubenia, je z dôvodu zložitosti tvaru zubov vel’mi obtiažne. Tuhost’ ozu-
benia je možné určit’ experimentálne i pomocou metódy konečných prvkov. Obe metódy
sú však pomerne náročné na čas či vybavenie pre realizáciu experimentu [2]. Viacero au-
torov sa pokúšalo vyjadrit’ priebeh tuhosti ozubenia v priebehu záberu, pričom vychádzali
z tzv. strednej mernej tuhosti či maximálnej tuhosti jedného páru ozubenia, ktorej výpočet
určuje norma ČSN ISO 6336-1. Ďaľśı autori riešili problematiku premenlivej tuhosti ozu-
benia numerickými metódami, ktoré však nezohl’adňuje vplyv zat’aženia [3]. Určenie pre-
menlivej tuhosti ozubenia počas záberu s vplyvom zat’aženia je teda problémová situácia.
Ciel’om tejto práce je preto vytvorenie neurónovej siete, ktorá po zadańı určených vstup-
ných parametrov, vrátane zat’aženia, vráti priebeh tuhosti počas záberu. Tento priebeh
bude primárne určený numerickým modelovańım a jeho výsledky budú slúžit’ ako trénin-
gová množina pre neurónovú siet’.
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2 Formulácia problému a ciele práce

2.1 Formulácia problému

Pre vyriešenie problémovej situácie je v rámci tejto práce potrebné vytvorenie algo-
ritmu na určenie priebehu jednopárovej tuhosti ozubenia počas záberu, pomocou metódy
konečných prvkov, pre určené vstupné parametre, ktoré tuhost’ ovplyvňujú. Následne
bude zahájená séria výpočtov, ktorých výsledky budú slúžit’ ako tréningová množina pre
neurónovú siet’. Naučená neurónová siet’ po zadańı vstupných parametrov vráti priebeh
premenlivej tuhosti ozubenia počas záberu.

2.2 Ciele práce

Pre riešenie daného problému je potrebné vyriešit’ nasledujúce dielčie ciele:

• Vytvorit’ parametrický model geometrie čelného ozubeného súkolesia.
• Stanovit’ rozsah parametrov vstupujúcich do výpočtu tuhosti ozubenia.
• Metódou konečných prvkov vypoč́ıtat’ priebeh tuhosti zubového záberu pre stano-

vené parametre.
• Vytvorit’ neurónovú siet’, ktorá vráti priebeh tuhosti súkolesia so zadanými vstup-

nými parametrami. Ako tréningová množina bude slúžit’ súbor výsledkov źıskaných
predchádzajúcimi výpočtami.
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3 Súčasný stav poznania

3.1 Mechanické prevody

Mechanické prevody slúžia na vytvorenie kinematickej a silovej väzby medzi hnaným
a hnaćım hriadel’om a k zaisteniu plynulého toku výkonu pri predṕısanej transformácii jeho
prvkov, a to zmene uhlovej rýchlosti a odpovedajúcej zmene točivého momentu. Slúžia
na prenos a rozvod otáčavého pohybu i mechanickej energie. Počas prenosu sa teda môže
menit’ obvodová rýchlost’ i zmysel otáčania hnaného hriadel’a. Všeobecne sa mechanický
prevod skladá najmenej z dvoch kolies, hnacieho a hnaného, ktoré sú spojené s hnaćım
a hnaným hriadel’om. Všeobecne sa pohyb medzi hriadel’mi prenáša bezprostredným doty-
kom kolies (prevody s priamym prenosom pohybu) alebo prevodovým členom ako remeň,
ret’az či lano (prevody s nepriamym prenosom pohybu) [1].

3.1.1 Prevody ozubenými kolesami

Ozubené prevody tvoria najrozš́ıreneǰśı a najvýznamneǰśı druh prevodových mechaniz-
mov. Fungujú na prinćıpe záberu (prenosu śıl tlakom) s bezprostredným dotykom spoluza-
berajúcich členov. Dvojica ozubených kolies, súkolesie, je najjednoduchšia a základná sta-
vebná jednotka pre zložiteǰsie mechanizmy. Súkolesie je tvorené z hnacieho a hnaného kola,
menšie sa označuje pastorok, väčšie koleso. Úlohou tejto dvojice je vytvorenie kinematickej
a silovej väzby medzi relat́ıvne bĺızkymi hriadel’mi pri požadovanej transformácii úhlovej
rýchlosti a otáčavého momentu pri zachovańı čo najvyššej mechanickej účinnosti [1].

Zmena otáčavého pohybu medzi dvoma hriadel’mi je charakterizovaná prevodovým
pomerom i, ktorý pri č́ıselnom značeńı spoluzaberajúcich kolies 1 pre hnacie a 2 pre
hnané, je kinematicky definovaný vzt’ahom [1] [4]:

i12 =
ω1

ω2

[-] (3.1)

kde:

ω1, ω2 sú uhlové rýchlosti spoluzaberajúcich kolies [s−1]

Ozubené kolesá sa všeobecne rozdel’ujú podl’a dvoch hl’ad́ısk, a to podl’a vzájomnej po-
lohy ośı oboch kolies a podl’a tvaru bočnej krivky zubov. Bočná krivka zubu je priesečnica
bočnej plochy zubu s rozstupnou, valivou alebo inou súosou plochou ozubeného kola
rovnakého typu. Podl’a vzájomnej polohy ośı rozoznávame súkolisie pre osi rovnobežné,
rôznobežné a mimobežné. Pre rovnobežné osi sa využ́ıvajú čelné ozubené súkolesia s von-
kaǰśım alebo vnútorným ozubeńım, v pŕıpade rôznobežných ośı súkolesia kužel’ové, ktorých
uhol ośı býva najčasteǰsie 90◦. Pre mimobežné osi sa použ́ıvajú súkolesia skrutkové,
závitovkové (šnekové) a hypoidné.

Podl’a bočnej krivky zubov rozlǐsujeme čelné súkolesia so zubami priamymi, šikmými,
oblúkovými, š́ıpovými alebo kužel’ové súkolesia so zubami priamymi, šikmými, zakri-
venými a š́ıpovými.
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Ozubené prevody by mali sṕlňat’ nasledujúce požiadavky:

• konštantný prevodový pomer,
• nezávislost’ prevodového pomeru na tolerovaných výrobných odchýlkach od teore-

ticky presnej vzdialenosti ośı hriadel’ov,
• jednoduchost’ nástrojov a strojov na výrobu, kontrola i výroba ozubenia lacná

a presná,
• straty treńım a opotrebenie zubov majú byt’ čo najmenšie.

Tieto požiadavky vplývajú na vol’bu profilu zubového boku. V súčasnosti sa použ́ıvajú
najmä evolventné ozubenia, v špeciálnych pŕıpadoch i cykloidné alebo kruhové. Evol-
ventné i cykloidné profily zabezpečujú stálost’ prevodového pomeru. Evolventné profily
navyše nie sú citlivé na odchýlky od teoretickej vzdialenosti ośı. Opotrebenie a straty
treńım sú nižšie pri cykloidnom boku, no rozdiel nie je pŕılǐs významný a vhodnou vol’bou
korekcie evolventného ozubenia je možné tento rozdiel zńıžit’. Navyše výroba je jedno-
duchšia v pŕıpade evolventného tvaru boku zubu, aj preto tento druh ozubenia výrazne
prevažuje nad ostatnými [4].

Ciel’om tejto práce je stanovit’ priebeh tuhosti páru zubov čelného ozubeného súkolesia
s priamymi evolventnými zubami. Preto sa v nasledujúcom texte zameriame na proble-
matiku tohto druhu ozubenia.

3.2 Čelné súkolesie s priamymi zubami

Čelné súkolesia s priamymi zubami a evolventným profilom vychádzajú z teórie rovinného
ozubenia, ktorá predstavuje súbor základných poznatkov o kinematike, geometrii a zábe-
rových vlastnostiach rovinných profilov [1].

3.2.1 Teória rovinného ozubenia

Ozubené kolesá s priamymi zubami predstavujú hmotnú realizáciu teoretického rovinného
ozubenia. Základný zákon ozubenia je vyjadrený kinematickou väzbou medzi dvoma
stredmi otáčania O1 a O2, ktorú je možné vytvorit’ záberom dvoch vhodne tvarovaných
profilov - palcov (obr. 3.1). Spoluzaberajúce profily majú v spoločnom bode Y spoločnú
dotyčnicu t a spoločnú normálu n. Bod Y pŕıslušný k členu 1 má absolútnu rýchlost’

v1 = O1Y · ω1, bod pŕıslušný k členu 2 má rýchlost’ v2 = O2Y · ω2 [1].

Požiadavka trvalého záberu je vyjadrená závislost’ou medzi geometrickými paramet-
rami spoluzaberajúcich profilov v bode dotyku a okamžitým prevodovým pomerom i. Pre
zachovanie stáleho dotyku je nutné, aby elementárne posunutia oboch profilov v smere
spoločnej normály boli rovnaké. To je splnené pre v1n = v2n = vn.

Vyjadrenie rýchlost́ı v1n a v2n a využitie úmernosti na lúčoch zväzku vedie k rozš́ıreniu
vzt’ahu (3.1) na:

i12 =
ω1

ω2

=
O2N2

O1N1

=
O2P

O1P
[-] (3.2)

kde P je pól relat́ıvneho pohybu profilov a jeho absolútna rýchlost’ je rovnaká pre člen
1 i 2. Pre plynulý záber dvoch profilov je nevyhnutné, aby spoločná normála v bode ich
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Obr. 3.1: Rovinné ozubenie [1]

vzájomného dotyku prechádzala v každom okamžiku pólom relat́ıvneho pohybu P . Re-
lat́ıvny pohyb profilov je možné kinematicky nahradit’ valeńım dvoch polodíı, teda kriviek
pevne spojenými s rotujúcimi palcami, ktoré sa dotýkajú v póle P . V technickej praxi
sa využ́ıvajú profily so špeciálnym tvarom, najčasteǰsie evolventným, ako bolo uvedené
v kapitole 3.1.1. Ich spoločná normála pret́ına spojnicu stredov stále v rovnakom bode,
a preto je pól pohybu P nehybný. Polodiové krivky potom nadobúdajú podobu valivých
kružńıc s polomerom rw1 a rw2, a teda vyjadrenie prevodového pomeru i vo vzt’ahu (3.3)
je možné rozš́ırit’ o vzájomný pomer valivých kružńıc i=rω2/rω1.

Ostrý uhol, ktorý zviera spoločná normála v bode dotyku s priamkou vedenou pólom
P kolmo na spojnicu stredov sa označuje ako uhol záberu αw. V pŕıpade evolventných
profilov je počas celého záberu uhol αw konštantný.

Bod dotyku Y sa v priebehu záberu posúva po spoluzaberajúcich profiloch a zároveň
voči nehybnej základnej rovine. Trajektória bodu Y v tejto rovine sa nazýva čiara záberu.
Pri konštantnom uhle záberu (evolventné ozubenie) je čiarou záberu priamka, ide teda
o priamku záberu.

Z rozloženia absolútnych rýchlost́ı v1 a v2 do spoločnej normály a dotyčnice (obr. 3.1)
vyplýva, že v pŕıpade v1n = v2n sú zložky v smere dotyčnice vo všeobecnosti rozdielne,
a teda plat́ı v1t 6= v2t. Medzi profilami dochádza k vzájomnému pohybu, tzv. sklzu, ktorý
je charakterizovaný sklzovou rýchlost’ou vk:

vk = PY · (ω1 + ω2) (3.3)

Sklzová rýchlost’ je pri rovnomernom otáčańı palcov priamo úmerná vzdialenosti bodu
dotyku a pólu pohybu. Pri vzájomnom pohybe profilov dochádza medzi palcami k čistému
valeniu iba v pŕıpade dotyku v póle, kedy Y ≡ P a vk = 0 [1].
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3.2.2 Evolventa a evolventný tvar profilu zubu

Evolventné ozubené koleso je charakteristické tým, že v čelnom reze (kolmom na osu
kolesa) sú zubové profily evolventy kružnice a boky zubov tzv. evolventné skrutkové plo-
chy [2].

Obr. 3.2: Evolventa [4]

Evolventa je z hl’adiska geometrie rovinná krivka, pret́ınajúca kolmo všetky dotyčnice
kružnice, ktorá je zároveň jej evolutou, teda množinou stredov krivosti evolventy.
V pŕıpade ozubenia nazývame túto kružnicu základná a označujeme ju indexom b. Jed-
noznačné určenie evolventy je možné jediným parametrom, a to polomerom základnej
kružnice rb. Evolventu je možné źıskat’ ako trajektóriu bodu, ako obálku vytvorenú priam-
kovým úsekom alebo ako obálku vytvorenú inou evolventou. Pri výpočtoch niektorých
rozmerov ozubenia i teoretickej konštrukcii sa použ́ıva analytické vyjadrenie evolventy.
Pre určenie jej všeobecného bodu je výhodné použit’ polárne súradnice. Uhol ε (obr. 3.2)
predstavuje polárny uhol bodu B, r sprievodič bodu B a α je uhol tlaku pre bod B. Vzt’ah
medzi uhlami ε a α sa urč́ı zo zákona vytvárania evolventy bezsklzovým odvalovańım tvo-
riacej priamky t po základnej kružnici kb. Odvalený oblúk na tejto kružnici ĀC a úsečka
BC na tvoriacej priamke musia mat’ rovnakú d́lžku. Z obrázku 3.2 vyplýva:

ĀC = ĀD + C̄D = BC (3.4)

BC = rb · tanα ; ĀD = rb · ε ; C̄D = rb · α (3.5)

rb · tanα = rb · ε+ rb · α (3.6)

pričom po dosadeńı 3.6 do 3.5 dostávame funkciu tlakového uhla α

ε = tanα− α = invα (3.7)

ktorú označujeme ako invα a určuje polárny uhol ε bodu na evolvente [4].
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3.2.3 Geometrické prvky ozubenia

Geometrickým základom evolventných kolies sú axoidy v tvare kruhových valcov. Roz-
stupná, hlavová a pätná plocha sú súosé kruhové valcové plochy. V axiálnom smere sú
tieto válce omedzené čelnými rovinami, ktorých vzdialenost’ určuje š́ırku ozubeného venca
b. Tento charakteristický rozmer rozširuje geometriu z poṕısanej teórie rovinného ozube-
nia do priestoru reálnych kolies. Kružnica sa meńı na valec s š́ırkou b, priamka záberu je
nahradená rovinným pásom záberu, bočný profil zubu bočnou plochou atd’. [1].

Obr. 3.3: Ozubené súkolesie [5]

Pre plynulý otáčavý pohyb valivých kružńıc je potrebné, aby po ich obvode bol
rozložený systém združených profilov, teda zubov. Počet zubov z je základným paramet-
rom ozubeného kolesa. Vzdialenost’ medzi rovnol’ahlými bokmi susedných zubov, ktorá je
meraná na oblúku rozstupovej kružnice sa nazýva rozstup zubov p. Obvod valivej kružnice
muśı byt’ z-násobkom zvoleného rozstupu p. Valivá kružnica sa potom nazývá rozstupná
a jej polomer sa označuje r, resp. priemer d . Rozstup p sa určuje ako istý konečný násobok
π, teda:

p = m · π [mm] (3.8)

kde m (mm) je modul ozubenia, ktorý je možné chápat’ ako istú úsečku, teda ako z-tý
diel priemeru d. Modul je je nutné prispôsobit’ normalizovanej rade podl’a normy a určuje
všetky rozmery ozubeného kolesa. Pre priemer rozstupnej kružnice plat́ı vzt’ah:

d = m · z [mm] (3.9)

Okrem charakteristického rozstupu p je významný i rozstup na základnej kružnici kb
s polomerom rb definovaný ako:

pb = p · db
d

= p · cos α [mm] (3.10)

Hrúbka zubu s a š́ırka medzery e, ktoré sú zároveň d́lžkami oblúkov na rozstupnej
kružnici sú zviazané vzt’ahom:

s+ e = p [mm] (3.11)
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Na rozstupovej kružnici k (priemer d) je rozstup rovný rozstupu normalizovaného
výrobného nástroja a uhol profilu evolventy rovný uhlu profilu α výrobného nástroja. Je
totožná s valivou kružnicou a rozdel’uje zub s výškou h na dve časti, na hlavu s výškou ha
a pätu s výškou hf . Základná kružnica kb (priemer db) je evolúta jednoznačne určujúca
evolventu. Kružnica obmedzujúca vonkaǰśı obrys ozubeného venca sa nazýva hlavová
kružnica ka, na rozdiel od pätnej kružnice kf , ktorá obmedzuje vnútorný obrys ozubeného
venca. Hlava zubu je teda čast’ zubu medzi rozstupovou a hlavovou kružnicou. Päta zubu
je vymedzená pätnou a rozstupovou kružnicou. Záberová priamka u je priamka, po ktorej
sa pri pohybe súkolesia pohybuje bod záberu a je to spoločná dotyčnica k základným
kružniciam oboch kolies súkolesia. Rozdiel medzi polomerom hlavovej kružnice jedného
kolesa a pätnej kružnice druhého kolesa sa nazýva hlavová vôl’a c. Vzdialenost’ ośı a je
d́lžka úseku strednice medzi bodmi O1O2, teda vzdialenost’ ośı spoluzaberajúcich kolies.

Pre hlavné rozmery ozubených kolies súkolesia s priamymi zubami a základným pro-
filom ozubenia platia vzt’ahy:

m =
d

z
=
p

π
(3.12) db = d · cos α (3.13)

ha = m (3.14) hf = m+ c = 1, 25 ·m (3.15)

h = ha + hf = 2, 25 ·m (3.16) c = 0, 25 ·m (3.17)

da = d+ 2 · ha = m · (z + 2) (3.18) df = d− 2 · hf = m · (z − 2, 5) (3.19)

a =
d1 + d2

2
=
m

2
· (z1 + z2) (3.20)

3.2.4 Združenost’ ozubených kolies

Obr. 3.4: Združené kolesá [1]

Ozubené kolesá sa označujú ako združené, ak sú
spolu schopné zabezpečit’ trvalý a plynulý záber
pri i = konst. Dva evolventné profily sú vždy
združené, bez ohl’adu na priemery základných
kružńıc. Združenost’ dvoch evolventných kolies je
podmienená náväznost’ou záberu po sebe nasle-
dujúcich dvoj́ıc profilov (zubov), a to s okamžikmi
prekrývania, teda ked’ sú v zábere súčasne
dva páry (obr. 3.4). Táto situácia môže nastat’

v pŕıpade, že vzdialenost’ AB susedných rov-
nol’ahlých profilov meraná na spoločnej normále
je u oboch kolies rovnaká, teda plat́ı AB =

Ȧ1B1 = Ȧ2B2. Ked’že oblúky Ȧ1B1 a Ȧ2B2 zod-
povedajú rozstupom na základných kružniciach
pb1 a pb2, je možné vyjadrit’ podmienku združenosti dvoch evolventných kolies ako rov-
nost’ ich základných rozstupov, tj. pb1 = pb2 = pb, kde pb je spoločný rozstup na základnej
kružnici [1].

Všetky evolventné kolesá s rovnakým modulom m a uhlom záberu α, teda kolesá
vyrobené rovnakým nástrojom sú združené, a to bez ohl’adu na počet zubov z.
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3.2.5 Podmienky záberu

Obr. 3.5: Podmienky záberu [1]

Zubový bok kolesa 1 vonkaǰsieho ozu-
benia je tvorený evolventou, ktorá
je vytvorená odvalovańım tvoriacej
priamky po základnej kružnici ko-
lesa 1. Pri výškovo neobmedzených
evloventných profiloch prebieha záber
v celej d́lžke úsečky N1N2 (obr. 3.5).
Vzhl’adom k faktu, že evolventy oboch
kolies končia na svojich základných
kružniciach kb1 a kb2, bude pod
týmito kružnicami zubný bok tvo-
rený prechodovou krivkou. Táto pre-
chodová krivka v pŕıpade bežného
ozubenia prechádza d’alej zaobleńım
Qf = 0, 38 · m do pätnej kružnice.
Z druhej strany sú evolventné pro-
fily obmedzené hlavovými kružnicami
prislúchajúcich kolies. Zubový záber
bude realizovaný na tvoriacej priamke, a teda tvoriaca priamka bude súčasne dráha záberu
evolventného ozubenia. Množina bodov, v ktorých dochádza k záberu sa teda nazýva
dráha záberu a je obmedzená priesečńıkmi hlavových kružńıc s tvoriacou priamkou, teda
bodmi E a F . Záber zač́ına v bode E, kde sa profil hnacieho kolesa prvýkrát dotkne
profilu hnaného kolesa a záber je ukončený v bode F . Dráha záberu je teda vymedzená
priesečńıkmi záberovej priamky s hlavovými kružnicami kolies. Na obr. 3.6 je poloha spo-
luzaberajúcich bokov na začiatku a konci záberu vyznačená čiarkovane [1].

Dĺžku záberovej úsečky gα podl’a obr. (3.6) je možné vyjadrit’ ako:

gα = EF = EP + PF (3.21)

kde:
PF = N1F −N1P = rb1 · (tanαa1 − tanα) (3.22)

EP = N2F −N2P = rb2 · (tanαa2 − tanα) (3.23)

αa1 a αa2 sú uhly profilu vo vrcholových bodoch bokov, teda na hlavových kružniciach
kolies a sú vyjadrené vzt’ahom:

cos αa1,2 =
db1,2
da1,2

(3.24)

Dráhy záberu ozubených kolies na rozstupných kružniciach od začiatku do konca

záberu sa nazývajú oblúky záberu. Oblúk Q̇1G1, prislúchajúci kolesu 1, má rovnakú d́lžku

ako oblúk Q̇2G2, prislúchajúci kolesu 2. Dĺžka oblúku záberu je viazaná s d́lžkou záberovej
úsečky vzt’ahom:

Q̄G = ĔbFb ·
r

rb
=

EF

cos α
(3.25)
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Pre zachovanie neprerušovaného a kl’udného záberu muśı byt’ splnená podmienka, aby
bol oblúk záberu väčš́ı než rozstup. Skôr než sa jeden spoluzaberajúci zubový pár dostane
zo záberu, muśı už byt’ v zábere druhý zubový pár. Okamžik, kedy sa k záberu boku
zubu I, ktorý je v záberovej oblasti, pripája záber boku zubu II je zobrazený na obr. 3.6.
V tomto okamžiku zač́ına etapa dvojpárového záberu, ktorá pokračuje do bodu, v kto-
rom bok I vychádza zo záberu. Následne bok II zostáva v záberovej oblasti sám až do
polohy patriacej pôvodne boku I, teda než bok III dosiahne začiatku záberu. Bok II
spolu s bokom III dokončuje záber a celý dej sa opakuje. Na rozdelenie úseku záberu na
jednopárovú a dvojpárovú oblast’ je vhodné použit’ body U a V , pre ktoré plat́ı:

EV = FU = pb (3.26)

Obr. 3.6: Záberové pomery [1]

Ako kvantitat́ıvna charakteristika pre hodnotenie záberových pomerov sa zavádza
súčinitel’ záberu profilu:

εα =
Q̄G

p
=
EF

pb
[-] (3.27)

Pre nekorigované čelné súkolesie je možné εα vyjadrit’ ako:

εα =
ga
pb

=

»
d2a1 − d2b1 +

»
d2a2 − d2b2 − 2a · sinα

2π ·m · cosα
[-] (3.28)

kde:

da1,2 sú priemery hlavových kružńıc kolesa a postorku [mm]
db1,2 sú priemery základných kružńıc kolesa a postorku [mm]
a je osová vzdialenost’ súkolesia [mm]
m je modul ozbuenia [mm]
α je uhol záberu [◦]
ga je d́lžka záberovej úsečky [mm]
pb je základný rozstup [mm]

Súčinitel’ záberu vyjadruje priemerný počet zubov v zábere, a teda muśı byt’ väčš́ı
ako 1, pričom typické hodnoty bývajú εα > 1, 2 [4]. Ked’že obe evolventy končia na
základných kružniciach, záber nemôže pokračovat’ za bodmi N1 a N2, v ktorých sa tvoriaca
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priamka dotýka základných kružńıc. Správnost’ záberu je teda obmedzená podmienkou,
že sa záberové koncové body môžu nanajvýš zhodovat’ s bodmi N1 a N2. V pŕıpade nespl-
nenia tejto podmienky dochádza k takzvanej interferencii. Je to jav, pri ktorom dochádza
ku koĺızii dvoch spoluzaberajúcich zubov. Interferencia nastáva mimo združených čast́ı
profilov, teda ked’ hlava jedného zubu zasahuje pri zábere do neevolventej časti boku
zubu (prechodovej krivky) druhého kolesa. Rozoznávame prevádzkovú interferenciu, ku
ktorej dochádza pri zábere súkolesia a výrobnú interferenciu, ktorá nastáva pri výrobe
kolesa pri jeho zábere s nástrojom. V pŕıpade výroby ozubenia odvalovaćım spôsobom je
interferencia eliminovaná v priebehu procesu výroby, kedy nástroj odstráni prekážajúci
materiál. Dochádza však k podrezaniu boku zubu, ktoré zoslabuje jeho pätu. Tento jav je
rovnako nežiadúci ako interferencia.

Minimálny počet zubov kolesa, pri ktorom nedochádza pri výrobe k podrezaniu boku
zubu, je možné určit’ zo vzt’ahu:

zmin =
2h∗a

sin2 α
(3.29)

kde:

h∗a je súčinitel’ výšky hlavy zubu [-]
α je uhol záberu [◦]

V pŕıpade základného profilu, kde h∗a = 1, a pri α = 20◦ je minimálny počet zubov:

zmin =
2 · 1

sin2 20◦
= 17, 1

.
= 17

3.2.6 Silové pomery

Obr. 3.7: Silové pomery [1]

Ozubené súkolesie popri prenose rotačného po-
hybu prenáša taktiež výkon P . Pri uhlových
rýchlostiach kolies ω1 a ω2 pôsob́ı na ko-
lesách točivý moment Mt1 a Mt2. Pri uvažovańı
ideálneho ozubenia bez trenia, je možné
prenášaný výkon P vyjadrit’ ako [1]:

P = Mt1 · ω1 = Mt2 · ω2 (3.30)

Nominálny točivý moment Mt1 sa privádza
na koleso 1 vo forme silovej dvojice. V mieste
dotyku spoluzaberajúcich zubov je možné
vzájomné pôsobenie ozubených kolies vyjadrit’

silou FN v strednom priečnom reze na priamke
záberu (obr. 3.7). Vel’kost’ tejto sily vyplýva
z momentovej podmienky rovnováhy pre koleso
1 v tvare:

Mt1 = FN · rb1 = FN · r1 · cosα (3.31)

kde:

Mt1 je moment prenášaný kolesom 1 [N m]
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FN je normálová sila [N]
rb1 je základná kružnica kolesa 1 [m]

Vzt’ah (3.31) muśı byt’ splnený bez ohl’adu na počet zubov v zábere. V pŕıpade dvoj-
párového záberu je sila FN výslednicou śıl F I

n a F II
n prenášaných pármi I a II. Zo silovou

dvojicou Mt1 bude v rovnováhe opät’ dvojica śıl (dve sily FN rovnakej vel’kosti a opačného
zmyslu uložené do stredu O1). Sila FN lež́ı na priamke záberu, preto je v l’ubovolnom
stykovom bode kolmá na zubové profily. Vzhl’adom k tomu, že pôsob́ı na konštantnom
ramene rb, je pri zachovańı stálosti krútiaceho momentu nemenná v každom stykovom
bode počas celej dráhy záberu.

Pre sledovane vonkaǰśıch silových pomerov je výhodné posunút’ silu FN do pólu po-
hybu P , ktorý je zároveň valivým bodom a tam ju rozložit’ na obvodovú zložku Ft
v dotyčnicovom smere k valivej kružnici a radiálnu zložku Fr v radiálnom smere. Pre
zložky platia vzt’ahy:

Ft = FN · cosα (3.32)

Fr = FN · sinα = Ft · tanα (3.33)

Ked’že vonkaǰśı moment Mt je v rovnováhe iba s dvojicou Ft r1, obvodovú silu je možné
vyjadrit’ priamo:

Ft =
Mt1

r1
(3.34)

Vzt’ahy pre zložky sily FN sú na základe prinćıpu akcie a reakcie platné aj pre ko-
leso 2. Momentová podmienka rovnováhy, pri zanedbańı trećıch śıl v ozubeńı, má potom
následovný tvar:

Mt2 = FN · rb2 = Ft · r2 = i ·Mt1 (3.35)

Vnútorné silové pomery

Obr. 3.8: Vnútorné silové pomery [1]

Počas záberu ozubenia dochádza k strie-
daniu jednopárového a dvojpárového úseku.
Rozdelenie sily FN počas dvojpárového záberu
záviśı predovšetkým na presnosti ozubenia, na
mernej ohybovej tuhosti dvoj́ıc zubov a na ich
vel’kosti. Merná tuhost’ c [N mm−1 µm−1] od-
povedá normálovej sile, ktorá by v dotyko-
vom mieste spoluzaberajúcich zubov s š́ırkou
1 mm vyvolala v svojom smere celkové posu-
nutie 1 µm. Vel’kost’ tuhosti c záviśı na tvare
a vel’kosti zubov, na materiáli kolies aj na po-
lohe čiary dotyku. Meńı sa v priebehu záberu,
pričom najväčšiu hodnotu dosahuje v zábere
v okoĺı pólu P , najnižšiu na začiatku alebo
konci záberu. Záberovej tuhosti ozubenia sa
podrobneǰsie venuje kapitola 3.9. Pri ideálne
presnom súkoleśı s absolútne tuhými členmi, by
dvojpárový záber prebiehal v oblasti EU a V F .
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Delenie sily FN medzi súčasne zaberajúce dvojice zubov I a II by bolo rovnomerné, tj.
F I
n = F II

n = 0, 5 · FN . Išlo by teda o ustálený priebeh sily FN , prenášanej l’ubovol’nou
dvojicou pri jej priechode záberovou oblast’ou (obr. 3.8).

V pŕıpade teoreticky presného ozubenia s poddajnými zubami by delenie sily FN
záviselo na okamžitých záberových merných tuhostiach spoluzaberajúcich dvoj́ıc zubov,
teda na cI a cII . Pri predpoklade rovnakých celkových posunut́ı je možné jednotlivé sily
F I
n a F II

n určit’ z rovńıc:
F I
n + F II

n = FN (3.36)

F I
n/F

II
n = cI/cII (3.37)

V pŕıpade reálneho súkolesia s nepresnost’ami v ozubeńı a s poddajnými zubami sú si-
lové pomery podstatne komplikovaneǰsie. Každá zubová dvojica predstavuje individuálny
pŕıpad. Záber zubov býva sprevádzaný rázmi, ktoré vedú k pŕıdavnému dynamickému
zat’aženiu Fdyn, k nerovnomernému pohybu a kmitaniu kolies, k zvýšenej hlučnosti a pod.

3.3 Deformácia a tuhost’ ozubenia

Premenná tuhost’ ozubenia vnáša do chodu ozubenia parametrický zdroj budenia a je
pŕıčinou rady negat́ıvnych i pozit́ıvnych dôsledkov. Modelovanie tuhosti ozubenia prešlo
dlhoročným vývojom. V prvých prácach publikovaných v pät’desiatych rokoch bola v mo-
deloch ozubených prevodov uvažovaná konštantná, tzv. ekvivalentná, tuhost’ ozubenia.
Tieto práce väčšinou vychádzajú z klasickej teórie pružnosti a uvažujú zub ako votknutý
nosńık. Z dôvodu, že tuhost’ jedného páru zubov sa v priebehu záberu výrazne meńı,
boli vyvinuté viaceré modely tuhosti ozubenia. V poslednej dobe je otázka záberovej tu-
hosti ozubenia stále v popred́ı záujmu a je riešená pomocou numerických metód alebo
s použit́ım najnovšej meracej techniky [6].

Obr. 3.9: Deformácia zubov [2]

Počas zubového záberu dochádza vplyvom pôsobenia normálovej sily F k deformácii
jednotlivých zubov zubového páru. Deformácia samostatného zubu je ilustrovaná na
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obr. 3.9 a) hrubou čiarou. Celková deformácia v normálnom smere δi, kde index i označuje
koleso 1 resp. 2, je zložená z deformácie ohybovej, šmykovej a dotykovej [2].

Deformáciu páru zubov je možné chápat’ podl’a predstavy zobrazenej na obr. 3.9 b).
Tenká čiara naznačuje pár zubov v nezat’aženom stave, ktorý sa dotýka na priamke záberu
v bode X. Vplyvom zat’aženia zubov sa jednotlivé profily myslene deformujú o deformáciu
δ1,2 a pretnú záberovú priamku v bodoch X1,2. Tento deformovaný tvar je naznačený
čiarkovanou čiarou. Pre opätovný dotyk v bode X, ako k tomu dochádza v skutočnosti,
sa musia jednotlivé kolesá pootočit’ o uhly ϕ1,2.

Celková deformácia páru zubov δ je definovaná ako:

δ = δ1 + δ2 = δF1 + δF2 + δH (3.38)

kde:

δ1,2 je celková deformácie jednotlivých zubov [µm]
δF1,2 je ohybová a šmyková deformácia [µm]
δH je dotyková deformácia [µm]

3.3.1 Tuhost’ jedného páru zubov

Tuhost’ jednotlivých zubov, v pŕıpade priameho ozubenia, je definovaná ako podiel
š́ırkového zat’aženia páru zubov a celkovej deformácie daného zubu v normálnom smere.
Tuhost’ jednotlivých zubov vyjadruje vzt’ah (3.39).

c1,2 =
w

δ1,2
[N mm−1 µm−1] (3.39)

kde:

w je š́ırkové zat’aženie zubov [N m−1]
δ je celková deformácie jednotlivých zubov [µm]

Výslednú tuhost’ jedného páru zubov (jednopárovú) si je možné predstavit’ ako sériové
spojenie dvoch pruž́ın s tuhost’ami jednotlivých zubov c1,2 = w/δ1,2 (obr. 3.10), čo je
možné vyjadrit’ vzt’ahom (3.40). V praxi sa š́ırkové zat’aženie zubov w vyjadruje v N mm−1,
deformácia sa spravidla vyjadruje v µm a teda výsledná tuhost’ v N mm−1 µm−1.

1

c
=

1

c1
+

1

c2
(3.40)

kde:

c1,2 sú tuhosti jednotlivých zubov [N mm−1 µm−1]

Tuhost’ a deformácia páru zubov je po dráhe záberu premenná. Najväčšia deformácia
zubu nastáva pri pôsobeńı sily na vrchole zubu z dôvodu vel’kej ohybovej deformácie. Ty-
pický priebeh ohybových deformácíı δF1,2, dotykovej deformácie δH aj celkovej deformácie
je znázornený na obr. 3.10. Zároveň je tu zobrazená aj odpovedajúca jednopárová tuhost’

priameho ozubenia v závislosti na dráhe záberu. K maximálnej hodnote jednopárovej
tuhosti dochádza približne v polovici d́lžky priamky záberu a označuje sa c′.

Tuhost’ jedného páru zubov čelného súkolesia je závislá na tvare zubov, ktorý je ovplyv-
nený predovšetkým počtom zubov, uhlom záberu a použitými korekciami. Tuhost’ nezáviśı
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Obr. 3.10: Jednopárová tuhost’ a celková tuhost’ [2]

na vel’kosti zubov, teda ani na module ozubenia. Pre štandardné ozubenie je možné ma-
ximálnu hodnotu jednopárovej tuhosti určit’ podl’a normy ČSN ISO 6336-1 [17]. Typická
hodnota je c′ = 14 až 16 N mm−1 µm−1. Priebeh tuhosti počas dráhy záberu je pre rôzne
parametre ozubenia podobný a je zobrazený na obr. 3.10 a).

3.3.2 Výsledná tuhost’ priameho ozubenia

V priebehu záberu priameho ozubenia dochádza k striedaniu jednopárového (úsek UV)
a dvojpárového úseku (úsek EU a VF). Pri dvojpárovom úseku spolu súčasne zaberajú
dva páry zubov I a II, čo si je možné predstavit’ ako paralelné spojenie dvoch pruž́ın
(obr. 3.10 b)). Typický priebeh výslednej tuhosti c zobrazuje obr. 3.10, ktorá je vyjadrená
ako súčet dielč́ıch tuhost́ı podl’a vzt’ahu:

c = cI + cII (3.41)

kde:

cI,II sú tuhosti jednotlivých párov zubov [N mm−1 µm−1]
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3.4 Neurónové siete

Pojem neurónová siet’ je z hl’adiska metód umelej inteligencie chápaný ako umelá
neurónová siet’, teda Artificial Neural Netwrok (ANN). Tento názov bol odvodený
od základného prinćıpu metódy napodobňovania štruktúry a procesov na skutočnej
neurónovej sieti človeka. Umelo vytvorené neurónové siete je možné považovat’ za
výpočtové modely skutočných neurónových siet́ı. Pre pochopenie podstaty ANN je vhodné
analyzovat’ štruktúru, funkciu a prvky neurónovej siete človeka [7].

3.4.1 Biologický neurón

L’udská nervová sústava je zložitý biologický systém, ktorý je neustále predme-
tom výskumu. Pre formuláciu matematického modelu ANN budú uvedené iba zjed-
nodušené prinćıpy nervovej sústavy u človeka. Základným prvkom nervovej sústavy, teda
i neurónovej siete je nervová bunka, neurón. Ide o samostatné špecializované bunky, ktoré
slúžia na zber, prenos a uchovanie informácíı, ktoré sú potrebné pre realizáciu životných
funkcíı l’udského organizmu [7][8]. Štruktúru neurónu schematicky znázorňuje obr. 3.11.

Obr. 3.11: Štruktúra neurónu [9]

Neurón je prispôsobený na prenos signálov tak, že okrem vlastného tela (somatu), má
vstupné i výstupné prenosové kanály, dendrity a axon. Axon je d’alej rozvetvený na radu
vetiev, tzv. terminálov, ktoré sú zakončené blanou stýkajúcou sa s výbežkami dendritov
iných neurónov. Na prenos informácíı sú určené medzineurónové rozhrania, tzv. synapa-
sie. Synapsie sú z funkčného pohl’adu možné rozdelit’ na inhibičné, ktoré neurón utlmujú
a excitačné, ktoré naopak umožňujú š́ırenie vzruchu v nervovej sústave. Informácie sú
š́ırené vd’aka membráne obal’ujúcej somu i axon, ktorá je schopná generovat’ elektrický
impulz. Tieto impulzy sú následne prenášané z axonu na dendrity iných neurónov pomo-
cou synaptických brán, ktoré svojou priepustnost’ou určujú intenzitu podráždenia d’aľśıch
neurónov. Po dosiahnut́ı určitej prahovej hodnoty, tzv. prahu, tieto podráždené neuróny
samy generujú impulz a zabezpečujú tak š́ırenie pŕıslušnej informácie. Synaptická prie-
pustnost’ sa po každom prechode signálu meńı, čo umožňuje existenciu pamät’ovej schop-
nosti neurónov. Prepojenie neurónov sa taktiež počas života organizmu vyv́ıja, počas
učenia sa vytvárajú nové pamät’ové stopy, pŕıpadne pri zabúdańı sa synaptické spoje
prerušujú [8].
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3.4.2 Umelé neurónové siete (ANN)

Umelú neurónovú siet’ je možné považovat’ z hl’adiska systémového pojatia podl’a [7] ako
funkčný model skutočnej l’udskej neurónovej siete. Tento model je možné rozložit’ na 4
d’aľsie dielčie modely, a to na model štruktúry, vlastnost́ı a procesov neurónov i synapsíı,
priestorovej štruktúry siete a procesu jej učenia.

Model prenosu signálu neurónom
Základom matematického modelu ANN je formálny neurón, ktorý má vo

všeobecnosti n reálnych vstupov, ktoré modelujú dendrity a určujú vstupný vektor
X = (x1, . . . , xn). Tieto vstupy sú ohodnotené synaptickými váhami tvoriacimi vektor
W = (w1, . . . , wn). Jednoduchý model prenosu signálu neurónom je na obr. 3.12. Mate-
maticky je možné prenos signálu neurónom vyjadrit’ ako:

y(t) = f

[
n∑
i=1

wi(t)xi(t)−Θ(t)

]
(3.42)

kde:

x1, . . . , xn vstupné signály do neurónu
w1, . . . , wn koeficienty synaptických váh
Θ(t) prahová úroveň signálu aktivujúca neurón
f prenosová funkcia neurónu
y(t) výstupný signál neurónu
t čas

Obr. 3.12: Model prenosu signálu neurónom [7]

Pri excitácii synapsie nadobúda koeficient synaptickej váhy kladnú hodnotu, pri in-
hib́ıcii synapsie zápornú hodnotu. Medzi najpouž́ıvaneǰsie prenosové funkcie v ANN sa
v súčastnosti použ́ıvajú najmä:

• Dvojhodnotová funkcia f (obr. 3.13a), ktorá je definovaná ako

f =

 1 ak x > Θ

0 pro x < Θ .

• Sigmoidálna funkcia (obr. 3.13b) vyjadrená vzt’ahom:

f(x) = f
Ä
1 + e−ax

ä−1
0 ≤ f(x) ≤ 1 (3.43)

31



Michal Planka

• Hyperbolická funkcia (obr. 3.13c) poṕısaná vzt’ahom:

f(x) = f
Ä
1− e−ax

ä Ä
1 + e−ax

ä
− 1 ≤ f(x) ≤ 1 (3.44)

Obr. 3.13: Prenosové funkcie [7]

Model prenosu signálu synapsiou

Obr. 3.14: Podstatné veličny modelu
prenosu signálu synapsiou [7]

Signálové procesy prebiehajúce na synapsiách
je možné považovat’ za informačné rozhranie, do
ktorého signály vstupujú vstupnými a vystupujú
výstupnými bránami. V pŕıpade ANN sa pracuje
v najväčšej miere so zjednodušeným modelom pre-
nosu signálu synapsiou, u ktorých sa za podstatné
veličny považujú nasledujúce entity:

• prenosová funkcia fij,
• koeficient synaptickej váhy wij,
• doba synaptického oneskorenia ∆tij.

Model štruktúry neurónovej siete
V l’udských neurónových siet’ach majú neuróny viaceré priestorové usporiadania, tvz.

topológie, v pŕıpade neurónových siet́ı označované ako architektúra siete. V ANN sa
využ́ıva vel’ké množstvo modelov architektúr siet́ı. Medzi najvýznamneǰsie patria:

• viacvrstvové neurónové siete,
• rekurentné siete,
• siete s premennou architektúrou.

Model funkcie neurónovej siete
Model funkcie neurónovej siete je možné chápat’ ako transformáciu T , resp. ako zo-

brazenie vstupného signálu X = (x1, . . . , xm) na výstupný signál Y = (y1, . . . , yn) podl’a
predpisu:

Y = T (X) (3.45)

3.4.3 Viacvrstvové neurónové siete so spätným š́ıreńım

Neurónové siete je možné použit’ na riešenie vel’kého množstva úloh z oblasti klasifikácie,
predikcie, optimalizácie a pod. Z matematického hl’adiska ide o aproximáciu funkcie. Naj-
rozš́ıreneǰśım typom neurónovej siete použ́ıvaným na tento účel je predovšetkým viac-
vrstvová neurónová siet’ s dopredným š́ıreńım a s adaptačným algoritmom back-propaga-
tion (BP), čo znamená spätné š́ırenie [10]. Preto sa v nasledujúcom texte obmedźıme na
definovanie základného prinćıpu a pojmov súvisiacich s týmto typom ANN.
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3.4.3.1 Viacvrstvové neurónové siete

Viacvrstvová neurónová siet’ je špeciálnym pŕıpadom acyklickej ANN, v ktorej je možné
neuróny vždy disjunktne rozdelit’ do vrstiev, ktoré sú usporiadané tak, že spojenia
neurónov vedú vždy len z nižš́ıch vrstiev do vyšš́ıch [8]. Skladá sa z vstupnej vrstvy,
ktorá je tvorená vstupnými neurónmi, výstupnej vrstvy zloženej z výstupných neurónov
a z určitého počtu skrytých vrstiev, ktoré obsahujú skryté neuróny. Architektúru ta-
kejto siete je preto možné zadat’ počtom neurónov v každej vrstve v porad́ı od vstupnej
k výstupnej [8].

Charakteristikou toho typu siete je, že teoreticky ku každému zobrazeniu Y = T (X)
je možné pri dostatočnej mohutnosti siete (danej počtom skrytých vrstiev) vytvorit’ siet’

s takými parametrami, že zobrazenie je realizované s určitou požadovanou presnost’ou [7].
Pri tvorbe architektúry siete je problematické určit’ počet skrytých neurónov. Pre správne
zvolenie počtu skrytých vrstiev a neurónov neexistuje univerzálne pravidlo. Preto sa
odporúča metóda, pri ktorej sa navrhne úvodný počet vrstiev a neurónov a sleduje sa
správanie siete. Pri nedostatočnej výkonnosti siete sa počet vrstiev, pŕıpadne neurónov
zvyšuje až do okamžiku, kedy je výkonnost’ siete možné požadovat’ za dostačujúcu [11].

3.4.3.2 Metóda Back-propagation (BP)

V pŕıpade viacvrstvovej doprednej siete typu Back-propagation ide o učenie siete
s učitel’om. Učeńım ANN sa rozumie adaptácia vlastnost́ı štruktúry siete pre dosiahnutie
požadovaného zobrazenia T (X). Pri spôsobe učenia siete s učitel’om vychádzame z predpo-
kladu existencie tzv. tréningovej množiny, ktorá je tvorená dvojicami vstupný-výstupný
vektor. Učenie ANN sa realizuje predovšetkým úpravou synaptických váh siete, čo je
možné realizovat’ viacerými metódami. V pŕıpade metódy BP sa využ́ıva gradientná
metóda, ktorá vychádza z vhodnej defińıcie tvz. chybových funkcíı, ktoré sú závislé na
parametroch siete. Gradientné metódy hl’adajú také hodnoty synaptických váh, aby mini-
malizovali chybovú funkciu. Základný prinćıp adaptačného algoritmu BP je teda určovanie
takých hodnôt synaptických váh wij siete, ktoré postupne znižujú hodnotu zvolenej chy-
bovej funkcie E [7].

Algoritmus spätného š́ırenia chyby sa skladá z troch etáp:

• dopredné š́ırenie vstupného signálu tréningového vzoru,
• spätné š́ırenie chyby,
• a aktualizácia váhových hodnôt na spojeniach.

Počas dopredného š́ırenia signálu je ku každému vstupnému neurónu priradený
vstupný signál a sprostredkuje sa jeho prenos ku všetkým neurónom vnútornej vrstvy.
Každý neurón vo vnútornej vrstve urč́ı svoju aktiváciu a pošle tento signál všetkým
neurónom vo výstupnej vrstve. Následne všetky neuróny výstupnej vrstvy určia svoju
aktiváciu, ktorá odpovedá skutočnému výstupu daného neurónu. Ide teda o odozvu
neurónovej siete na vstupné podnety, danú excitáciou nerónov vstupnej vrstvy. Proces sta-
novenia synaptických váh je realizovaný adaptáciou neurónovej siete. Do algoritmu učenia
vstupuje tzv. tréningová množina T , ktorá sa skladá z p vektorov vstupných údajov αv
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a im odpovedajúcim p vektorov požadovaných odoziev γv. Vstupné vektory obsahujúce n
parametrov a výstupné vektory obsahujúce m parametrov je možné vyjadrit’ nasledovne:

αv = (αv1, . . . , α
v
n) , γv = (γv1 , . . . , γ

v
m) , 1 ≤ v ≤ p

Usporiadané dvojice (αv, γv) potom tvoria tréningovú množinu T :

T =
¶Ä
α1γ1

ä
, . . . , (αpγp)

©
(3.46)

a vektory skutočných odoziev siete pri danej kofigurácii váh w tvoria množinu:

βv = (βv1 , . . . , β
v
m) (3.47)

Tieto vektory skutočných odoziev sú funkciou vstupných údajov, ktorá je vyjadrená trans-
formačnou funkciou ϕw:

βv = ϕw(αv). (3.48)

Počas spätného š́ırenia, v ktorom sa realizuje prepočet váh wij, sa hl’adá taká konfigurácia
týchto váh, aby sa minimalizovala chybová funkcia Ew, ktorá má tvar:

Ew =
p∑
v=1

Ev
w =

1

2

p∑
v=1

m∑
j=1

Ä
βvj − γvj

ä2
(3.49)

Proces adaptácie ANN je teda rovnocenný procesu hl’adania takej funkcie ϕw, ktorá čo
najpresneǰsie realizuje transformáciu:

ϕw(αv) ∼= (γv).

Obr. 3.15: Schéma gradientnej metódy [8]

Pre učenie sa v základnom modele
použ́ıva už zmieňovaná gradientná metóda.
Pre znázornenie procesu učenia je na
obr. 3.15 schematicky znázornená chybová
funkcia E(w), kde na ose x je premietnutý
vektor váh w. Proces zač́ına náhodne zvole-
nou konfiguráciou w(0), pri ktorej je chyba
siete pravdepodobne vel’ká. Pri adaptácii
zostroj́ıme v tomto bode w(0) ku grafu chy-
bovej funkcie dotyčnicový vektor ∂E

∂w

Ä
w(0)

ä
a posunieme sa v smere tohto vektoru sme-
rom dole o ε. Pri dostatočne ńızkej hodnote
ε tak źıskame novú konfiguráciu w(1) = w(0) + ∆w(1), pre ktorú je chybová funkcia menšia
ako v pŕıpade w(0). Tento proces sa opakuje pre w(1), tak že plat́ı E(w(1)) ≥ E(w(2)) atd’.,
až sa limitne dostaneme do lokálneho minima chybovej funkcie [8].
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4 Analýza problému a systém
podstatných velič́ın

Pred samotným návrhom riešenia problémovej situácie určenia záberovej tuhosti ozubenia
je potrebné analyzovat’ danú problémovú situáciu. Pôjde teda o výber podstatných velič́ın,
ktoré významne ovplyvňujú chovanie skúmaného ozubeného súkolesia s dôrazom na tie,
ktoré ovplyvňujú hodnoty tuhosti ozubenia v priebehu záberu. Tieto veličiny je výhodné
rozdelit’ do kategóríı podl’a ich charakteru [12].

Prvky okolia
Ozubené súkolesia sú súčast’ou prevodových mechanizmov, uložené sú na hriadeli,

ktorý je uložený v skrini, ráme alebo stojane. Tieto prvky vytvárajú podstatnú čast’

okolia ozubených kolies. Do okolia sa zarad’uje i mazivo slúžiace na mazanie ozubených
kolies. Vzhl’adom k zvolenej úrovni riešenia tejto práce však nebudú prvky okolia zahrnuté
do riešenia problému.

Topolóia a geometria objektu
Topológia ozubeného súkolesia predstavuje vzájomné usporiadanie ozubených kolies

v priestore. Vzdialenost’ ośı ozubených kolies je definovaná osovou vzdialenost’ou, ktorá
zaviśı na polomeroch rozstupných kružńıc kolies, zároveň sa vzájomná poloha ozubených
kolies meńı počas dráhy záberu. Geometria ozubeného súkolesia je daná tvarom zubov
a tvarom disku ozubeného kolesa. Tvar zubov evolventného ozubenia je riadený počtom
zubov kolesa, uhlom záberu a použitými korekciami a modifikáciami zubového profilu.
Vel’kost’ ozubených kolies je riadená vel’kost’ou modulu ozubenia.

Väzby medzi objektami a väzby s okoĺım
Väzba s okoĺım predstavuje väzbu medzi hriadel’om a ozubeným kolesom, ktorá slúži

na prenos pohybu a mechanickej energie a je realizovaná uložeńım kolesa na hriadeli.
Vzájomná väzba medzi jednotlivými zubami ozubených kolies funguje na prinćıpe prenosu
śıl tlakom.

Aktivácia sústavy
Sústava je aktivovaná zat’ažeńım hnacieho kolesa točivým momentom, ktorý interak-

ciou s hnaným kolesom prenáša na toto koleso mechanickú energiu a spôsobuje pohyb
oboch členov.

Ovplyvnenie sústavy okoĺım
Tuhost’ uloženia kolies na hriadeli a uloženie hriadel’a v ráme ovplyvňuje vzájomnú

polohu ozubených kolies počas záberu a teda i tuhost’ ozubenia. Plynulost’ toku a vel’kost’

mechanickej energie prenášanej z okolitých objektov na vstupný člen prevodového mecha-
nizmu významne vplýva na tuhost’ ozubenia ako aj interakcia výstupného členu s okoĺım.
Druh použitého maziva i parametre mazacej vrstvy na povrchu zubov ovplyvňuje hodnotu
tuhosti zubového páru.

Vlastnosti sústavy
Medzi vlastnosti štruktúry ozubených kolies patria najmä charakteristiky materiálu

použitého na výrobu ozubených kolies, spôsob výroby ozubených kolies, pŕıtomnost’ vád
či porúch vzniknutých prevádzkou ozubených kolies.

Procesy a stavy sústavy
Hlavným procesom pri zábere ozubených kolies je prenos mechanickej energie a ro-
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tačného pohybu. Záber jedného páru zubov súkolesia je možné rozdelit’ na viacero fáz.
Začiatkom záberu sa rozumie prvý dotyk hnaného a hnacieho zubu, ide o tzv. fázu nábehu,
záber pokračuje vzájomnou interakciou zubov, teda vzájomným pohybom a prenosom
sily. Vzájomný pohyb zubov je kombináciou pohybu valivého a klzného až do polohy
zubov, kedy bod kontaktu dosiahne valivý bod súkolesia. V tomto momente ide o čisté
odval’ovanie zubových profilov. Následne sa meńı zmysel vzájomnej relat́ıvnej rýchlosti
profilov zubov a záber pokračuje opät’ pohybom valivo-klzným a konč́ı v momente, kedy sa
zuby dotýkajú posledný krát. Klzný pohyb zubových profilov vyvoláva medzi jednotlivými
zubami treciu silu. Ked’že vo valivom bode nedochádza ku klznému pohybu, trecia sila
tu má nulovú hodnotu. Po prekonańı toho bodu opät’ pôsob́ı medzi zubami trecia sila,
no s opačnou orientáciou [4].

Prejavy a stavy sústavy
Poṕısané procesy prebiehajúce na súkoleśı spôsobujú silové pôsobenie na jednotlivé

zuby súkolesia. Pôsobeńım týchto śıl dochádza k deformácii zubov, ktorú je kvantitat́ıvne
možné vyjadrit’ tuhost’ou ozubenia. Deformácia a teda ani tuhost’ ozubenia nie je počas
záberu konštantná, ale periodicky sa meńı, čo pôsob́ı ako periodický zdroj budenia.

Dôsledky prejavov a chovanie sústavy
Premenlivá hodnota tuhosti ozubenia má množstvo pozit́ıvnych ale i negat́ıvnych

dôsledkov. Môže ı́st’ o zdroj hluku, zmenu záberových pomerov, zmenu plynulosti chodu,
zdroj budenia torzného kmitania hriadel’ov a pod.

Zahrnutie všetkých horeuvedených velič́ın v rámci riešenia tejto práce je z dôvodu
nadradených reštrikcíı len t’ažko realizovatel’né. Pre zachovanie ostrosti riešenia problému
a zachovania prijatel’ného rozsahu práce boli zvolené vybrané veličiny vstupujúce do pro-
cesu riešenia. Bude vytvorený rovinný model súkolesia s priamymi evolventnými zubami
a bežným, teda nekorigovaným profilom. Súkolesie bude aktivované zat’ažeńım hnacieho
kolesa točivým momentom. Kontakt medzi jednotlivými zubami bude modelovaný bez
vplyvu trenia. Riešenie nebude zahŕňat’ rýchlost’ otáčania súkolesia ani vplyv zotrvačných
śıl a dynamických javov.

Vstupné veličiny budú zadávané ako deterministické, v skutočnosti sú však hodnoty
zat’aženia aj rozmerov stochastickými veličinami.

Ďaľśım krokom je analýza problému vytvorenia umelej neurónovej siete a výber pod-
statných velič́ın ovplyvňujúcich správanie tejto neurónovej siete. K tým patŕı najmä vol’ba
architektúry neurónovej siete, topológia siete, matematický model neurónu či zvolený al-
goritmus pre učenie siete.
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5 Postup na určenie tuhosti páru
zubov

Určenie premenlivej záberovej tuhosti ozubeného súkolesia je priamy pŕıčinný problém.
Teda vstupom do algoritmu riešenia sú geometria objektu, vlastnosti prvkov štruktúry
objektu, väzby objektu na okolie, aktivácia objektu. Výstupom z algoritmu sú odozvy
na tieto pŕıčiny. Priamy pŕıčinný problém je najvhodneǰsie riešit’ modelovańım. V nasle-
dujúcej kapitole sa zameriame na vytvorenie algoritmu pre určenie záberovej tuhosti a na
vytvorenie modelu ozubeného súkolesia v zábere.

5.1 Vol’ba metódy

Určenie záberovej tuhosti ozubeného súkolesia je možné viacerými metódami. Analy-
tické určenie tuhosti ozubenia je vel’mi obtiažne z dôvodu zložitého tvaru zubov. Ďaľsou
možnost’ou je využitie experimentálneho modelovania, čo je však vel’mi náročné z hl’adiska
finančného i časového [2]. Pre riešenie daného problému bude využité výpočtové modelo-
vanie, konkrétne numerické modelovanie pomocou metódy konečných prvkov (d’alej iba
MKP). Ide o efekt́ıvnu a modernú metódu umožňujúcu náročné simulácie. Medzi hlavné
dôvody pre zvolenie danej metódy patŕı dostupnost’ softvérového i hardvérového vybave-
nia. Ako výpočtový program bol zvolený softvér Ansys s parametrickým programovaćım
jazykom APDL. Výpočtový model bol v rámci programu Ansys vytvorený pomocou sek-
vencie pŕıkazov s parametrickými vstupmi, tzv. makro súborom (d’alej iba makro).

5.2 Vytvorenie výpočtového modelu

Pri vytvárańı výpočtového modelu je dôležité zohl’adnit’ pomerne vel’ký súbor skutočnost́ı,
aby daný model čo najlepšie reprezentoval skutočnost’ na danej úrovni riešenia problému.
Tvorbu celkového výpočtového modelu je potrebné rozložit’ na vytvorenie dielčich mo-
delov. Dôraz treba klást’ hlavne na dostatočne presný model geometrie, na kvalitu siete
konečných prvkov a vhodný výber prvkov, model materiálu či model zat’aženia a väzieb.

5.2.1 Model geometrie

V prvom kroku je potrebné vytvorit’ parametrický model geometrie jednotlivých ozu-
bených kolies súkolesia. Pre zabezpečenie správnosti výpočtu je dôležité klást’ dôraz na to,
aby model čo najlepšie vystihoval tvar ozubenia. V rámci tejto práce bol uvažovaný teore-
tický tvar ozubenia, bez zahrnutia výrobných nepresnost́ı či vád spôsobených prevádzkou
a opotrebovańım. Celková topológia by mala byt’ navrhnutá tak, aby bolo po výpočte
možné čo najefekt́ıvneǰsie źıskavat’ potrebné výsledky. Pre tvorbu modelu geometrie bolo
využité prostredie Ansys APDL.

Ked’že ciel’om tejto práce je určenie tuhosti v priebehu záberu pre určený rozsah
vstupných parametrov, ide o relat́ıvne vel’ký počet výpočtov. Preto je dôležité okrem
presnosti výpočtu dbat’ aj na jeho časovú náročnost’. Ked’že sa jedná o kontaktnú úlohu
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interakcie medzi dvoma zubmi ozubeného súkolesia bude potrebná relat́ıvne jemná siet’

v mieste kontaktu a teda i vel’ký počet prvkov. Model geometrie bude preto rovinný,
čo výrazne zńıži počet prvkov i čas výpočtu. Ciel’om práce je určenie záberovej tuhosti
jedného páru zubov, preto bude model ozubeného kolesa obsahovat’ jeden zub, čo je do-
stačujúce pre simuláciu záberu jedného páru zubov.

Obr. 5.1: Model geometrie kolesa

Model ozubeného kolesa bol rozdelený na dve časti, resp. plochy. Prvou je zub s pre-
chodovou oblast’ou do telesa ozubeného kolesa Pz a druhou je samotné teleso Pt (obr. 5.1).
Dôvodom rozdelenia je rôzna požadovaná vel’kost’ prvkov pre dané dve plochy. Prvým kro-
kom pri vytvárańı zubu ozubeného kolesa bolo vytvorenie evolventnej časti zubového pro-
filu E1,2, čoho bolo dosiahnuté vygenerovańım bodov (tzv. keypoint), ktoré boli následne
preložené rovinným splajnom. Body boli generované pomocou parametrického vyjadre-
nia evolventy v kartézskom súradnicovom systéme so stredom v ose ozubeného kolesa
v čelnom reze. Pre súradnice bodov evolventy x, y plat́ı vzt’ah [2]:

x = rb(cos t+ t sin t)

y = rb(sin t− t cos t)
(5.1)

kde:

x, y sú súradnice bodov evolventy [mm]
rb je polomer základnej kružnice [mm]
t je parameter reprezentujúci vel’kost’ polárneho uhlu bodu evolventy [rad]

Ako bolo uvedené v kapitole 3.2, evolventná čast’ profilu zubu zač́ına na základnej
kružnici a konč́ı na kružnici hlavovej. Podl’a tejto skutočnosti bol vymedzený interval,
v ktorom prebiehal parameter t. Vytvorený evolventný profil bol následne odzrkadlený
podl’a osi symetrie zubu do polohy rešpektujúcej š́ırku zubu na rozstupnej kružnici. Nasle-
dovalo vytvorenie hlavovej krivky H, teda výseku hlavovej kružnice, obmedzeného evol-
vetnými bokmi profilu zubu. Poslednou čast’ou tvorby zubu bolo vytvorenie prechodovej

38



Diplomová práca

krivky P1,2. Profil zubu plynule prechádza z bodu evolventy na základnej kružnici úsečkou
smerujúcou do stredu ozubeného kolesa a následne plynulým zaobleńım s polomerom
Qf = 0, 38 ·m do pätnej kružnice. Prechod evolventy do hlavovej kružnice bol vytvorený
bez uvažovania zaoblenia špičky hlavy zubu.

Druhú plochu modelu geometrie ozubeného kolesa tvoŕı teleso kolesa s hladkou kru-
hovou dierou D, ktorá predstavuje dieru na osadenie hnacieho alebo hnaného hriadel’a.

Po vytvoreńı modelu oboch ozubených kolies súkolesia boli jednotlivé kolesá umiest-
nené tak, aby rešpektovali osovú vzdialenost’ a vzájomné natočenie na začiatku záberu.

5.2.2 Model materiálu

Vel’mi rozš́ıreným materiálom na výrobu ozubených kolies je konštrukčná ocel’. Pri vý-
počtoch bude uvažovaný homogénny izotropný lineárne pružný model materiálu, ktorý
je možné poṕısat’ dvoma nezávislými parametrami, a to modulom pružnosti v t’ahu E
a Poissonovým pomerom µ. Použité hodnoty materiálových konštánt pre konštrukčnú
ocel’ uvádza tabul’ka 5.1.

Tabul’ka 5.1: Materiálové konštanty

Modul pružnosti E [MPa] 2.1× 105

Poissonov pomer µ [-] 0.3

5.2.3 Vytvorenie siete konečných prvkov

Vytvorenie kvalitnej siete konečných prvkov je dôležitá súčast’ tvorby výpočtového mo-
delu. Vo všeobecnosti plat́ı, že č́ım je siet’ husteǰsia, tým sa spresňuje riešenie problému.
S počtom prvkov však rastie i výpočtový čas.

Pre zńıženie počtu použitých prvkov je vhodné použit’ nerovnomernú hustotu siete,
teda v potrebných miestach modelu geometrie použit’ husteǰsiu, v iných redšiu siet’. V pr-
vom kroku je výhodné navrhnút’ kvalitat́ıvne rozloženie hustoty siete a pred samotným
výpočtom vykonat’ analýzu závislosti výsledkov riešenia na vel’kosti prvkov siete (v anglic-
kej literatúre mesh convergence study). Model geometrie ozubeného kolesa bol rozdelený
na dve časti, a to na zub s prechodovou oblast’ou do disku, ktorá vyžaduje použitie hus-
teǰsej siete a na samotný disk, kde bola použitá hrubšia siet’.

V rámci samotnej zubovej časti ozubeného kolesa boli taktiež použité rozdielne vel’kosti
prvkov. Najjemneǰsiu siet’ vyžaduje čast’ zubu, v ktorej dochádza ku kontaktu so spoluza-
berajúcim zubom. Ked’že riešenie kontaktných problémov je výrazne nelineárny proces,
pŕılǐs hrubá siet’ v mieste kontaktu môže viest’ k problémom s konvergenciou výpočtu. Na-
opak pŕılǐs hustá siet’ v pŕıpade nelineárneho riešenia mnohonásobne zvyšuje čas výpočtu.
Ďaľsou oblast’ou, ktorá má výrazný vplyv na tuhost’, resp. ohybovú deformáciu zubu
v zábere, je prechod zubu do disku ozubeného kolesa, kde bola taktiež použitá husteǰsia
siet’. Pre nastavenie hustoty siete v rámci programu Ansys APDL bolo použité predṕısanie
vel’kosti prvku na čiary geometrického modelu, pre zvyšok plochy zubu bola nastavená
jednotná vel’kost’ prvku. Nakol’ko bola použitá metóda vol’nej tvorby siete, bola nastavená
i rýchlost’ rastu prvkov od čiar s predṕısanou vel’kost’ou prvku do plochy zubu.
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Vel’kost’ prvkov na kontaktnom povrchu vk (obr. 5.2) bola zvolená ako riadiaci para-
meter vel’kosti ostatných prvkov plochy zubu, ktoré sú od nej závislé podl’a uvedených
vzt’ahov:

• vel’kost’ prvkov na prechodových krivkách vp = 2, 5 · vk,
• vel’kost’ prvkov predṕısaná na plochu zubu vz = 5 · vk.

Obr. 5.2: Nastavenie vel’kosti prvkov

Pre disk ozubeného kolesa bola nastavená jednotná vel’kost’ prvkov, závislá od priemeru
disku, pričom boli nastavené i parametre prechodu siete zo zubovej časti do disku. Vel’kost’

prvkov disku ozubeného kolesa bola zvolená ako vd = 0.025 · df , kde df je priemer pätnej
kružnice.

Výsledná vel’kost’ prvkov na kontaktnom povrchu vk bola určená analýzou závislosti
výsledkov na hustote siete, ktorej sa venuje kapitola 6.2.

Vol’ba typu prvkov
Pre celý model ozubeného súkolesia, s výnimkou kontaktných prvkov, bol použitý

rovinný 8-uzlový prvok s kvadratickou bázovou funkciou označovaný ako PLANE183.
Tento typ prvku bol zvolený pre lepšie poṕısanie geometrického modelu zubu a deformácie
zubu v porovnańı s prvkom s lineárnou bázovou funkciou.

Ked’že v rámci tejto práce je použitý rovinný model ozubeného súkolesia, a teda i ro-
vinné prvky, je potrebné nastavit’ podmienky ich správania. Pri výpočtoch rovinného
modelu ozubeného súkolesia je možné použit’ podmienky rovinnej napätosti či rovinnej
deformácie. Podmienky rovinnej napätosti sú využ́ıvané pre analýzu telies, ktorých je-
den rozmer je mnohonásobne menš́ı (ideálne bĺıžiaci sa k nule), než ostatné rozmery
a zat’aženie pôsob́ı rovnomerne v rovine jeho väčš́ıch rozmerov. Podmienky rovinnej de-
formácie sú zase použitel’né pre teleso, ktorého jeden rozmer je mnohonásobne väčš́ı než
ostatné (ideálne bĺıžiaci sa k nekonečnu) a zat’aženie je rovnomerne rozložené po tomto
najväčšom rozmere. V technickej praxi sú teda podmienky rovinnej napätosti použ́ıvané
pre tenké dosky, plechy a pod. a podmienky rovinnej deformácie pri riešeńı úloh dlhých
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telies ako válce s rovnomerne rozloženým zat’ažeńım po d́lžke a pod [14]. V rámci tejto
práce sú pre model ozubeného súkolesia použité podmienky rovinnej deformácie, a to pri
uvažovańı dostatočnej š́ırky ozubených kolies a rovnomerne rozloženého zat’aženia po š́ırke
zubu.

5.2.4 Model záberu ozubeného súkolesia

V rámci riešenia problému určenia tuhosti ozubenia je potrebné modelovat’ vzájomný
záber páru zubov. Reálnu spojitú interakciu medzi jednotlivými zubami súkolesia, teda si-
muláciu zubového záberu, je však numerickým modelovańım vel’mi obtiažne realizovatel’né.
Preto bol spojitý záber súkolesia rozdelený do postupnosti kvazistatických rovnovážnych
stavov, tzv. krokov. Záber páru zubov zač́ına v momente, kedy sa zub hnaného kolesa
prvý krát dostane do kontaktu so zubom hnaného kolesa. Následne sú aplikované okrajové
a väzbové podmienky. Hnaćı člen je zat’ažený točivým momentom a je nastavené zame-
dzenie posuvu voči jeho stredu. Hnanému členu je zamedzené otáčanie a posuv voči jeho
stredu, medzi zubami súkolesia je vytvorený kontakt. Vyriešeńım tejto situácie, teda vy-
tvoreńım rovnovážneho stavu medzi jednotlivými kolesami, dochádza k vyriešeniu prvého
kroku záberu. Pokračovanie záberu je realizované pootočeńım hnaného kolesa o určitý
malý uhol v smere otáčania súkolesia a opätovné ustálenie do rovnovážneho stavu. Os-
tatné okrajové podmienky zostávajú nezmenené. Riešeńım celého záberu je teda sled
takýchto rovnovážnych stavov. Posledný krok (koniec záberu) nastáva v situácii, kedy sa
hnacie koleso posledný krát dotýka hnaného kolesa.

Pohyb súkolesia počas záberu je riadený natočeńım hnaného kolesa voči jeho stredu.
Zat’aženie, teda silové okrajové podmienky sú aplikované na hnacie koleso. Celkovo sa
hnané koleso počas simulácie celého záberu pootoč́ı o uhol αrot2, ktorý je možné určit’

zo vzt’ahov uvedených v kapitole 3.2.5, konkrétne zo súčinitel’a záberu profilu εα a počtu
zubov z2 podl’a vzt’ahu:

αrot2 =
2 · εα · π

z2
[rad] (5.2)

V rámci programu Ansys bol výpočet rozdelený do dvoch zát’ažných krokov (load-
step), ktoré boli d’alej rozdelené na kroky výpočtu (substep). V prvom zát’ažnom kroku
(loadstep 1) boli na ozubené kolesá v počiatočnej poźıcíı aplikované nasledujúce okrajové
podmienky:

• na hnacie koleso točivý moment Mt1 a zamedzenie posuvu stredu kolesa,
• na hnané koleso zamedzenie posuvu i natočenia stredu kolesa.

Prvý zát’ažný krok bol rozdelený na dal’̌sie 3 kroky výpočtu pre aktiváciu kontaktu zu-
bov a k aplikovaniu plného zat’aženia točivým momentom. V druhom zát’ažnom kroku
(loadstep 2) zostali okrajové podmienky pre hnacie koleso nezmenené, hnanému kolesu
bolo predṕısané natočenie voči stredu o uhol αrot2. Výpočet druhého zát’ažného kroku bol
rozdelený na 30 krokov výpočtu, teda v každom kroku je hnané koleso pootočené o uhol
αrot2/30 .
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5.2.5 Model zat’aženia a vzájomnej väzby ozubených kolies

Pri zábere ozubeného súkolesia je prenášaná mechanická energia a otáčavý pohyb z hna-
cieho na hnané koleso pomocou väzby spoluzaberajúcich zubov. Vo výpočtovom modele
je potrebné modelovat’ zat’aženie hnacieho člena, teda prenos točivého momentu z hna-
cieho hriadel’a na koleso, vzájomnú interakciu zubov ozubeného kolesa a prenos točivého
momentu z hnaného kolesa na hriadel’.

Zat’aženie točivým momentom je možné modelovat’ v programe Ansys viacerými spô-
sobmi. V rámci tejto práce bol využitý tzv. surface-based constraint, konkrétne force-dis-
tributed constraint. Ide o spojenie definovaného povrchu, respekt́ıve zvolených uzlov siete,
s tzv. riadiacim uzlom (pilot node) [13]. Okrajové podmienky boli aplikované na riadiaci
uzol, z ktorého sú tieto aplikované podmienky následne distribuované do kontaktných prv-
kov požadovaného povrchu. Riadiaci uzol bol vytvorený v strede diery ozubeného kolesa,
následne naň bol aplikovaný točivý moment a bolo mu zabránené v posuve v oboch sme-
roch čelnej roviny ozubeného kolesa. Vnútorný algoritmus programu Ansys vytvoŕı väzbu
medzi riadiacim uzlom a definovaným povrchom diery ozubeného kolesa. Táto väzba
následne prenáša okrajové podmienky z riadiaceho uzlu na zvolený povrch. Natočenie
hnaného kolesa voči jeho stredu a zamedzeniu posuvu stredu bolo taktiež realizované
pomocou riadiaceho uzlu, analogicky ako v pŕıpade hnacieho kolesa.

Na riešenie kontaktu medzi zubami súkolesia bol vytvorený kontaktný pár prislúcha-
júcich evolvetných čast́ı zubových profilov. V rámci systému Ansys bol z hl’adiska výberu
kontaktných ent́ıt nastavený typ kontaktu povrch na povrch a podl’a vzájomného chovania
povrchov typ poddajný-poddajný. Kontakt je modelovaný pomocou špeciálnych typov
kontaktných prvkov, ktoré pokrývajú povrchy telies na miestach, ktoré počas zat’ažovania
môžu pŕıst’ do styku. Jeden kontaktný povrch zubového páru bol pokrytý prvkami typu
TARGET a prislúchajúci povrch druhého zubu prvkami typu CONTACT. Táto dvojica
prvkov spolu tvoŕı kontaktný pár.

Na riešenie kontaktnej úlohy bola zvolená rozš́ırená Lagrangeova metóda (Augmented
Lagrangian), ktorá je vhodná pre riešenie úloh so zmenami stavov kontaktných dvoj́ıc
[13]. Zároveň je menej citlivá na vol’bu kontaktnej tuhosti oproti pokutovej metóde. Túto
kontaktnú tuhost’ je však možné korigovat’ tzv. faktorom kontaktnej tuhosti. Primárne je
nastavený na hodnotu 1. Pri zvýšeńı faktoru dochádza k menšiemu prestupu kontaktných
povrchov, no zároveň sa zvyšuje čas výpočtu a môže dôjst’ k problémom s konvergenciou
výpočtu. Ked’že deformácia ozubenia sa pohybuje v rádoch mikrometrov, prestup povr-
chov zubových profilov ovplyvňuje hodnotu vypoč́ıtanej deformácie i tuhosti ozubenia.
Overeniu vplyvu kontaktnej tuhosti na vel’kosti prestupu povrchov sa venuje kapitola 6.4.

Na začiatku každého kroku výpočtu (s výnimkou prvého) dochádza k oddialeniu
kontaktných povrchov z dôvodu natočenia hnaného kolesa. Pre zachovanie konvergencie
výpočtu bola preto aktivovaná automatická úprava úvodnej medzery či penetrácie povr-
chov, ktorá numericky koriguje vzniknutú úvodnú medzeru medzi kontaktnými povrchmi
a dochádza k aktivácii kontaktného páru.

Vol’ba typu kontaktných prvkov
Na kontaktnom povrchu zubu hnacieho kolesa bol použitý 3-uzlový prvok CONTA172

kvôli kompatibilite s prvkom PLANE183, ktorý obsahuje stredové uzly. Kontaktný povrch
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zubu hnaného kolesa bol pokrytý prvkami TARGE169, ktoré sú kompatibilné s prvokom
CONTA172.

5.2.6 Určenie deformácie a tuhosti zubov z výpočtového modelu

Po ukončeńı výpočtu je potrebné z výsledkov analýzy určit’ deformáciu a tuhost’ ozubenia.
Na źıskanie týchto údajov bol vytvorený makro súbor, ktorý z výsledkov analýzy určil pre
každý pŕıpad vstupných parametrov tuhost’ a deformáciu daného súkolesia. Tuhost’ zu-
bov jednotlivých súkoleśı bola určovaná vyhodnoteńım každého z krokov výpočtu záberu
súkolesia. Výsledky jednotlivých krokov boli priebežne ukladané v rámci programu Ansys
a následne exportované do textového súboru prislúchajúcemu danému súkolesiu. Určenie
tuhosti bolo realizované kombináciou výsledkov z výpočtového modelu a teoretických zna-
lost́ı i vzt’ahov platných pre záber čelného ozubené súkolesia s priamymi zubami.

Obr. 5.3: Deformácia zubu

Deformácia zubu δ bola vyhodnocovaná podl’a situácie naznačenej v obr. 5.3. Ze-
lenou farbou je zobrazený nezat’ažený zub, červenou farbou je naznačená deformácia
samotného zubu. Vo výpočtovom modele dochádza okrem deformácie samotného zubu
i k obvodovej deformácii disku ozubeného kolesa. Po zat’ažeńı sa zub dostane do stavu zo-
brazeného modrou čiarou. Vel’kost’ obvodovej deformácie bola vyjadrená uhlom natočenia
ϕd priesečńıka osi zubu a pätnej kružnice Dd, voči stredu otáčania kolesa O. Deformácia
zubu δ v normálnom smere, teda deformácia na priamke záberu, bola vyhodnocovaná
z vel’kosti posuvu bodu D0 v smere záberovej priamky. V MKP modele bod D0 repre-
zentuje najbližš́ı uzol k priesečńıku priamky záberu a krivky boku zubu. V rámci si-
mulácie záberu v použitej analýze dochádza k rotácii kolesa okolo svojho stredu otáčania
z východzej polohy, a preto nie je možné źıskat’ posuv bodu D0 vrámci jedného kroku
výpočtu priamo z výsledkovej databázy. Posuvy uzlov sú totiž vyhodnocované voči
pôvodnej polohe a geometrii modelu na začiatku záberu.

Deformácia samotného zubu δ bez uvažovania obvodovej deformácie disku bola źıskaná
ako d́lžka strany pomyselného trojuholńıka 4D0D1O (obr. 5.3), kde bod D0 reprezentuje
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bod dotyku nezat’aženého zubu, D1 je bod dotyku po zat’ažeńı a deformácii samotného
zubu a bod O reprezentuje stred otáčania ozubeného kolesa. Pomocou śınusovej vety je
možné po určeńı d́lžky strany |D0O|, uhlu ϕδ a uhlu ϕp vypoč́ıtat’ δ podl’a vzt’ahu (5.3).
Pre źıskanie týchto parametrov bol vytvorený polárny systém súradńıc so stredom v strede
otáčania ozubeného kolesa O. Uhol ϕδ bol určený ako rozdiel celkového uhlu natočenia
ϕδd bodu D0 voči ose kolesa a uhlu natočenia bodu disku ozubeného kolesa ϕd, t.j.
ϕδ = ϕδd − ϕd. Dĺžka strany |D0O| = rD0 je rovná vzdialenosti bodu D0 od stredu
ozubeného kolesa a uhol ϕp bol určený pomocou geometrických vzt’ahov platných pre
danú situáciu.

δ = rD0
sinϕδ
sinϕp

(5.3)

Tuhost’ jednotlivých zubov c1,2 bola určená podl’a vzt’ahu:

c1,2 =
w

δ1,2
[N mm−1 µm−1] (5.4)

kde:

w je š́ırkové zat’aženie zubov [N mm−1]
δ1,2 je celková deformácie jednotlivých zubov [µm]

Výpočet bol realizovaný pre podmienky rovinnej deformácie, kde sa silové zat’aženie
vzt’ahuje na jednotku rozmeru, v našom pŕıpade teda na 1 mm [13]. Š́ırkové zat’aženie
zubov w bolo určené ako:

w =
FN
1

[N mm−1] (5.5)

kde:

FN je vel’kost’ pôsobiacej normálovej sily [N]

Výsledná jednopárová tuhost’ ozubenia c bola určená podl’a vzt’ahu (3.40).

5.2.7 Použité softvérové a hardvérové vybavenie

Pre riešenie výpočtového modelu bol použitý simulačný nástroj Ansys Mechanical APDL
17.0. Samotné riešenie prebiehalo na osobnom poč́ıtači s nasledujúcim parametrami:

• CPU - 4 jadrový procesor s frekvenciou 3 GHz,
• RAM - operačná pamät’ 12 GB.
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6 Riešenie výpočtového modelu
Riešeńım výpočtového modelu je simulácia záberu čelných ozubených kolies a následné
určenie premenlivej tuhosti jedného páru zubov ozubenia počas tohto záberu. V predchá-
dzajúcej kapitole bola pozornost’ venovaná vytvoreniu výpočtového modelu. Pre samotný
výpočet je potrebné určit’ rozsah vstupných parametrov ozubeného súkolesia, vel’kost’ prv-
kov siete, či nastavit’ parametre kontaktu zubov súkolesia.

6.1 Vol’ba vstupných parametrov ozubeného súkolesia

a zat’aženia

Ako bolo uvedené v kapitole 3.9, tuhost’ jedného páru zubov čelného súkolesia s priamymi
zubami záviśı najmä na tvare zubov, ktorý je ovplyvnený počtom zubov kolesa, uhlom
záberu, š́ırkou ozubenia či použit́ım korekcíı a modifikácíı profilu. Zároveň je ovplyvnená
i výrobnými nepresnost’ami a vadami vzniknutými opotrebeńım. Ked’že deformácia zubu
nie je lineárny dej, záviśı aj na vel’kosti zat’aženia [2].

Pre výpočet bol použitý rovinný model ozubeného súkolesia s priamymi zubami
s bežným, t.j. nekorigovaným evolventným ozubeńım. Geometria použitého súkolesia je
definovaná modulom m, počtom zubov z1,2 hnacieho a hnaného kolesa, uhlom záberu α,
výškou hlavy zubu ha, výškou päty zubu hf , polomerom zaoblenia prechodovej krivky Qf

a polomerom diery pre hriadel’ rd.

Za premenné vstupné parametre geometrie súkolesia boli zvolené:

• počet zubov hnacieho kolesa z1 v rozsahu 20 až 50 zubov s krokom 5,
• počet zubov hnaného kolesa z2 v rozsahu 20 až 50 zubov s krokom 5.

Zat’aženie súkolesia bolo riadené vel’kost’ou momentu Mt1 pôsobiaceho na hnacie koleso,
ktorý je možné vyjadrit’ z vel’kosti obvodovej zložky sily Ft a polomeru rozstupnej kružnice
hnacieho kolesa r1 podl’a vzt’ahu (3.34). Polomer rozstupnej kružnice záviśı od počtu zubov
kolesa, ktorý sa pre každý výpočet meńı. Preto bol ako vstupný parameter zat’aženia
zvolená vel’kost’ pôsobiacej obvodovej zložky sily. Pomerná tuhost’ páru zubov je definovaná
pre zat’aženie vzt’ahujúce sa na jednotku š́ırky ozubeného kolesa. Hodnota zat’aženia je
vyjadrená ako š́ırkové zat’aženie wt, určené z vel’kosti sily Ft obdobne ako vo vzt’ahu (5.5).
Rozsah hodnôt pôsobiaceho zat’aženia wt bol zvolený nasledovne:

• 50 až 150 N mm−1 s krokom 50 N mm−1,
• 300 až 600 N mm−1 s krokom 150 N mm−1.

Vel’kost’ deformácie zubu δ ani tuhost’ c nezáviśı na vel’kosti ozubených kolies, preto je
nezávislá i na module m [2] [15]. Vrámci riešenia vytvoreného výpočtového modelu boli
však pre výpočet zvolené dve hodnoty modulu ozubenia m z dôvodu pomerne vel’kého
rozsahu zat’aženia, a to takto:

• pri zat’ažeńı 50 až 150 N mm−1 bol zvolený modul m= 2 mm,
• pri zat’ažeńı 300 až 600 N mm−1 bol zvolený modul m= 8 mm.

Pri zat’ažeńı modelu súkolesia silou neúmernou rozmerom kolesa dochádza k deformácii
celého ozubeného kolesa, ktorá meńı záberové pomery. Preto boli zvolené hodnoty modu-
lov tak, aby približne rešpektovali typické maximálne zat’aženie pre dané rozmery kolies.

45



Michal Planka

Celkovo bolo realizovaných 294 výpočtov pre zahrnutie všetkých kombinácíı vstupných
parametrov výpočtu.

Ostatné nemenné parametre ozubeného súkolesia vstupujúce do výpočtu sú uvedené
v tabul’ke 6.1.

Tabul’ka 6.1: Nemenné parametre kolies

Uhol záberu α=20 ◦

Výška hlavy zubu ha=m
Výška päty zubu hf=1.25·m

Polomer zaoblenia päty zubu Qf=0.38·m
Polomer diery pre hriadel’ rd=0.2·df

6.2 Nastavenie riešenia modelu

Spojitý záber ozubených kolies bol modelovaný ako postupnost’ kvazistatických rov-
novážnych stavov, preto bol nastavený statický typ analýzy. Riešenie záberu ozubených
kolies obsahuje okrem kontaktnej úlohy i d’aľsie nelineárne chovanie a to vel’ké posuvy.
Na začiatku každého kroku, s výnimkou prvého, dochádza k rotácii modelov ozubených
kolies ako tuhých telies. Z toho dôvodu je potrebné aktivovat’ uvažovanie efektu vel’kých
posuvov pomocou pŕıkazu NLGEOM,ON.

Na riešenie výpočtového modelu bol použitý priamy riešič, v programe Ansys označo-
vaný ako Sparse direct equation solver. Tento typ riešiča je vhodný pre kontaktné analýzy,
pri ktorých dochádza k zmenám kontaktných stavov počas riešenia. V našom pŕıpade
dochádza v každom kroku výpočtu k zmene jednotlivých kontaktných dvoj́ıc uzlov [13].

6.3 Vol’ba vel’kosti prvkov siete

Kvalitat́ıvne rozloženie hustoty siete bolo poṕısané v kapitole 5.2. Ďaľśım krokom je
určenie výslednej vel’kosti prvkov siete. Ako riadiaci parameter hustoty siete bola zvo-
lená vel’kost’ prvkov na evolventných častiach profilov zubov vk, na ktorých dochádza ku
kontaktu. Na ostatných častiach ozubeného kolesa je vel’kost’ siete závislá od riadiacej
vel’kosti prvku. Pre tento účel bola vykonaná analýza závislosti výsledkov analýzy od
hustoty siete. Sledovaný parameter bola hodnota záberovej tuhosti. V úvodnom kroku
bola určená vel’kost’ prvkov, pri ktorej výpočet konverguje a následne bola vel’kost’ prvkov
zmenšovaná a sledovaná závislost’ zmeny tuhosti na zmene vel’kosti prvkov. Siet’ je možné
považovat’ za dostatočne hustú, ak pri zmenšeńı vel’kosti prvkov nedochádza k významnej
zmene hodnoty výsledku.

Pre výpočet bolo zvolené jedno súkolesie s parametrami ozubenia m = 2 mm, počet
zubov oboch kolies z1,2 = 20 a zat’aženie wt = 150 N mm−1. Hodnota tuhosti ozubenia je
určená pre polohu kolies pri kontakte vo valivom bode. Porovnanie výsledkov je zobrazené
v tabul’ke 6.2.
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Tabul’ka 6.2: Vol’ba vel’kosti prvkov

Vel’kost’ prvku (vk) Tuhost’ Zmena Počet prvkov Čas výpočtu

[mm] [N/(mm µm)] [%] [-] [min]
0.2 16.90 - 2630 1.5
0.1 16.12 4.62 4256 2.4
0.05 15.61 3.16 10235 5.8
0.02 15.42 1.22 30334 17.4

Za výslednú vel’kost’ prvku na evolventnej časti zubu bola pre modul m = 2 mm
zvolená hodnota vk = 0, 02 mm, od ktorej závisia vel’kosti prvkov v ostatných častiach
modelu zubu. Pre modul m = 8 mm bola zvolená rovnaká hustota siete, a teda riadiaca
vel’kost’ prvku bola zväčšená v pomere modulov na 0,08 mm.

6.4 Vol’ba kontaktnej tuhosti

Faktor normálovej kontaktnej tuhosti FKN vplýva na konvergenciu a rýchlost’ výpočtu
i presnost’ riešenia ako bolo poṕısané v kapitole 5.2.5. Pre určenie tohto parametru bol
realizovaný výpočet pre dve rôzne hodnoty FKN. Parametre i zat’aženie ozubenia bolo
zhodné ako v pŕıpade výpočtu pre určenie vel’kosti prvkov v predchádzajúcej podkapi-
tole. Hodnota tuhosti ozubenia je taktiež vyhodnotená pre polohu kolies s kontaktom vo
valivom bode a výsledky sú zobrazené v tabul’ke 6.3.

Tabul’ka 6.3: Porovnanie výsledkov pre rôzne hodnoty FKN

FKN Tuhost’ Zmena Prestup povrchov Čas výpočtu

[-] [N/(mm µm)] [%] [mm] [min]
1 15.38 - 0.68× 10−5 18
10 15.40 0.13 0.67× 10−4 146

Ked’že zmena hodnoty FKN nemá výrazný vplyv na hodnotu vypoč́ıtanej tuhosti
a čas výpočtu mnohonásobne vzrástol, bude pre výpočet použitá hodnota FKN = 1.

6.5 Čas výpočtu

Celkovo trval výpočet všetkých 294 výpočtov 4 dni a 8 hod́ın.
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7 Prezentácia výsledkov riešenia
výpočtového modelu

Po vytvoreńı výpočtového modelu, určeńı parametrov vstupujúcich do výpočtu a para-
metrov samotného výpočtového modelu bolo spustené riešenie modelu. Ked’že výpočet
záberovej tuhosti bol realizovaný pre pomerne rozsiahly súbor vstupných parametrov
(294 kombinácii parametrov), bolo zvolené jedno súkolesie, na ktorom budú výsledky
výpočtového modelu prezentované a ktoré kvalitat́ıvne reprezentuje celý súbor výsledkov.
Konkrétne ide o súkolesie s modulom m = 2 mm, počtom zubov hnacieho členu
z1 = 20, hnaného členu z2 = 30 a zat’ažené momentom vyvolávajúcim š́ırkové
zat’aženie wt = 150 N mm−1.

7.1 Deformácia zubov

Pre určenie záberovej tuhosti ozubenia je potrebné určit’ deformáciu zubov v normálnom
smere v priebehu dráhy záberu. Ide o deformáciu samotného zubu v bode dotyku v smere
záberovej priamky. Graficky je deformácia zubov zobrazená na obr. 7.1 pre tri vzájomné
polohy kolies, a to na začiatku záberu, pri kontakte vo valivom bode a na konci záberu.

Obr. 7.1: Grafické znázornenie deformácie zubov [µm]
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Obrázok 7.2 zobrazuje priebeh deformácie zubu hnacieho kolesa δ1, hnaného kolesa
δ2 a celkovú deformáciu páru zubov δ v závislosti na súradnici dráhy záberu ξ. Poloha
kontaktného bodu zubového páru na dráhe záberu je vyjadrená pomernou dráhou záberu
ξ̄ = ξ/(pb εα).

Obr. 7.2: Deformácia zubov v priebehu záberu

7.2 Normálová sila

Ďaľśım parametrom potrebným pre určenie tuhosti ozubenia je vel’kost’ normálovej sily,
ktorá pôsob́ı v mieste dotyku páru zubov v smere priamky záberu. Pre výpočet tuhosti
bola použitá jednotná hodnota źıskaná analyticky zo vzt’ahu (3.31), teda z hodnoty mo-
mentu, ktorým bolo zat’ažené hnacie koleso, a z polomeru základnej kružnice. Analyticky
źıskaná hodnota sily bola porovnaná s hodnotou źıskanou z výpočtového modelu. Porov-
nanie priebehu je znázornené na obr. 7.3.

Obr. 7.3: Normálová sila
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7.3 Tuhost’ ozubenia

Po určeńı deformácie jednotlivých zubov v priebehu záberu bol vyhodnotený priebeh
tuhosti zubu hnacieho kolesa c1, hnaného kolesa c2 a celková tuhost’ páru zubov c. Priebeh
v závislosti na súradnici pomernej dráhy záberu zobrazuje obr. 7.4.

Obr. 7.4: Tuhost’ zubov

7.4 Aproximácia priebehu tuhosti

Z prezentovaných výsledkov výpočtového modelu je zrejmé, že vypoč́ıtaný priebeh tuhosti
zubového páru počas dráhy záberu nie je celkom hladký a plynulý. Dôvodom je najmä
diskretizácia ozubených súkoleśı a nelineárna povaha riešenia. Pre účely efekt́ıvneǰsieho
učenia neurónovej siete boli výsledky výpočtového modelu aproximované pre dosiahnutie
plynulého priebehu. Priebehy deformácíı jednotlivých zubov boli preložené polynomickou
funkciou a výsledná tuhost’ zubového páru bola následne určená z týchto upravených
hodnôt deformácie. Z obr. 7.5 je zrejmé, že rozdiel medzi pôvodnými a aproximovanými
výsledkami nie je výrazný, no môže zefekt́ıvnit’ učenie neurónovej siete. Drobné odchýlky
aproximovaných a pôvodných hodnôt priebehu tuhosti nie sú z pohl’adu využitia týchto
hodnôt významné.

Obr. 7.5: Aproximácia priebehu tuhosti
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8 Využitie neurónovej siete pre
určenie záberovej tuhosti

Po realizácii série výpočtov a určeńı záberovej tuhosti ozubenia pre daný diskrétny roz-
sah vstupných parametrov pomocou MKP nasleduje vytvorenie umelej neurónovej siete.
Táto neurónová siet’ slúži ako univerzálny aproximátor [16], ktorý po zadańı žiadaných
vstupných parametrov z intervalu, v ktorom ležia parametre vstupujúce do výpočtu MKP,
vráti priebeh tuhosti ozubenia. Pre tvorbu neurónovej siete bol použitý softvér Matlab
s aplikačnou knižnicou Neural Netwrok Toolbox.

8.1 Proces tvorby umelej neurónovej siete

Pred samotnou tvorbou neurónovej siete je potrebné určit’ model architektúry siete. Ako
model architektúry bola zvolená viacvrstvová neurónová siet’, ktorá sa skladá z vstup-
nej vrstvy, skrytých vrstiev a výstupnej vrstvy. Ako adaptačný algoritmus bola použitá
metóda Back-propagation, tzv. spätné š́ırenie chyby. Daný typ siete sa využ́ıva v približne
80 % všetkých aplikácíı neurónových siet́ı [8].

V prvom kroku bol vytvorený súbor vstupných a výstupných vektorov pre učenie siete,
tvz. tréningová množina. Ked’že výpočet záberovej tuhosti bol realizovaný pre tri skupiny
vstupných parametrov a priebeh tuhosti počas záberu bol rozdelený do 31 krokov, jeden
vstupný vektor do neurónovej siete obsahuje 4 údaje:

• počet zubov hnacieho kolesa z1,
• počet zubov hnaného kolesa z2,
• š́ırkové zat’aženie wt,
• pomernú súradnicu dráhy záberu reprezentujúcu krok výpočtu (1 až 31).

Výstupný vektor pre danú skupinu vstupných údajov obsahuje hodnotu jednopárovej tu-
hosti ozubenia pre dané parametre a v danej poźıcii počas dráhy záberu.
Na optimalizáciu váh siete je možné použit’ viacero optimalizačných metód. Lavenberg-
-Marquardtova metóda je všeobecne odporúčaná pre riešenie väčšiny problémov, preto
bola zvolená aj v našom pŕıpade. Ďaľśım krokom je určenie počtu skrytých vrstiev
s prislúchajúcim počtom skrytých neurónov, čo v praxi prestavuje výrazný problém.
Obvykle sa topológia voĺı heuristicky. Navrhne sa úvodná topológia s nižš́ım počtom
neurónov. Po adaptácii sa v pŕıpade vel’kej chyby siete pridajú skryté neuróny [8].
S rastúcim počtom skrytých vrstiev sa zvyšuje čas výpočtu, no použitie viacerých vrs-
tiev v pŕıpade komplexných problémov umožňuje efekt́ıvneǰsie riešenie. Počet skrytých
neurónov taktiež ovplyvňuje čas výpočtu, vyšš́ı počet umožňuje riešenie komplikovaných
problémov, no pŕılǐs vysoký počet spôsobuje efekt pretrénovania siete [11]. To znamená, že
siet’ pŕılǐs zovšeobecňuje tréningové vzory a pre nenaučené vzory dáva nepresné výsledky,
teda zle generalizuje. V takomto pŕıpade je potrebné zńıžit’ počet vstupných neurónov.
Kvalita generalizácie ANN sa počas procesu učenia vyjadruje chybou siete F k tzv. testo-
vacej množine, čo je čast’ vstupných údajov, ktorá sa nevyuž́ıva k adaptácii siete. V rámci
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softvéru Matlab je táto chyba definovaná ako stredná kvadratická chyba (mean square
error):

F = mse =
1

N

N∑
v=1

e21 =
1

N

N∑
v=1

(ti − ai)2 (8.1)

kde:

t je hodnota výstupu z tréningovej množiny
a je siet’ou určený výstup

Ďaľśım parametrom, ktorý výrazne ovplyvňuje výkonnost’ siete je kritérium ukončenia
procesu adaptácie. V našom pŕıpade bolo použité kritérium dosiahnutia zvolenej hod-
noty chyby siete F . Algoritmus automaticky počas učenia vyhodnocuje túto hodnotu
a po dosiahnut́ı požadovanej hodnoty chyby ukonč́ı proces učenia. Siet’ s ńızkou hodnotou
chyby śıce dobre popisuje vzory z tréningovej množiny, no môže spôsobit’ spolu s danou
topológiou siete už zmieňovaný efekt pretrénovania.

8.1.1 Určenie vhodnej topológie siete

Pre určenie vhodnej topológie siete bolo postupované nasledovne. Bola vytvorená úvodná
topológia siete s dvoma skrytými vrstvami a s 10 neurónmi v každej vrstve. Následne
bol zahájený proces učenia siete. Po naučeńı bola následne vyhodnotená výkonnost’ siete
z týchto parametrov:

• celková stredná kvadratická chyba Fc pre všetky kombinácie vstupných parametrov
• maximálna absolútna hodnota odchýlky požadovaných a siet’ou určených výstupov

∆max

• schopnost’ generalizácie

Pri nedostatočnej výkonnosti siete bol zvýšený počet neurónov v každej vrstve, pŕıpadne
bola zmenená hodnota chyby pre ukončenie adaptácie. V pŕıpade, že pŕılǐs vysoký počet
neurónov spôsoboval slabú schopnost’ generalizácie, bol počet vrstiev zvýšený o jednu,
opät’ s 10 neurónmi pre každú vrstvu. Tento proces bol opakovaný až do okamihu, kedy
bola daná topológia siete vyhodnotená ako dostačujúca. Pre overenie schopnosti genera-
lizácie siete boli realizované i dodatočné výpočty pre náhodne zvolené vstupné parametre,
ktoré nie sú obsiahnuté v tréningovej množine. Následne boli porovnané výsledky z MKP
analýzy a výsledky z ANN.

Po tomto procese bola zvolená topológia siete so štyrmi skrytými vrstvami a so 40
neurónmi v každej vrstve ([40, 40, 40, 40]), pričom sledované parametre výkonnosti pre
túto siet’ sú:

• Fc =2.75× 10−5 [(N mm−1 µm−1)2]
• ∆max=0.09 [N mm−1 µm−1]

8.2 Prezentácia výsledkov z neurónovej siete

V nasledujúcej časti sú prezentované výsledky naučenej neurónovej siete. Pre tento účel
sú vytvorené viaceré grafy prezentujúce správanie neurónovej siete. Schopnost’ neurónovej
siete aproximovat’ naučené vzory z tréningovej množiny je ilustrovaná na obr. 8.1, kde na
vodorovných osiach je počet zubov kolies (z1 pre hnacie, z2 pre hnané) a na zvislej ose
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je hodnota maximálnej jednopárovej tuhosti c′ počas záberu. Modré body reprezentujú
hodnoty z MKP výpočtu. Farebná plocha grafu reprezentuje rovnakú veličinu, pričom
hodnoty sú źıskané z naučenej neurónovej siete. Výsledky sú prezentované pre zat’aženie
wt=150 N mm−1.

Obr. 8.1: Porovnanie výsledkov MKP a ANN

Pre ukážku závislosti maximálnej hodnoty jednopárovej tuhosti c′ na zat’ažeńı slúži
obr. 8.2. Hodnoty tuhosti sú zobrazené pre zhodné počty zubov oboch kolies z1=z2.

Obr. 8.2: Porovnanie výsledkov MKP a ANN - zat’aženie
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Výsledky z neurónovej siete boli porovnané aj so 14 dodatočnými MKP výpočtami
pre náhodné vstupné parametre, ktoré ležia v intervale tréningovej množiny ale nezhodujú
sa so žiadnym členom tréningovej množiny. Graficky je rozdiel priebehov tuhosti zubov
zobrazený na obr. 8.3. V nadpise jednotlivých grafov sú uvedené parametre ozubenia,
maximálna percentuálna chyba a stredná kvadratická chyba (MSE) medzi výsledkom
určeným výpočtom MKP a neurónovou siet’ou.

Obr. 8.3: Porovnanie výsledkov z MKP a ANN - priebeh tuhosti

Porovnanie pre 10 zvyšných výpočtov je uvedené v tabul’ke 8.1.

Tabul’ka 8.1: Porovnanie MKP a ANN

Parametre súkolesia Max. chyba MSE
z1 z2 wt [N mm−1] [%] [(N mm−1 µm−1)2]
21 39 312 3.19 0.122
22 48 282 3.18 0.015
24 42 515 1.72 0.008
28 38 184 2.17 0.074
28 46 89 1.39 0.035
34 37 140 2.75 0.098
36 21 125 1.76 0.036
37 32 580 0.90 0.014
42 28 108 2.09 0.055
49 35 61 2.04 0.073
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9 Diskusia
Ciel’om tejto práce je vytvorenie neurónovej siete, ktorá po zadańı určených parametrov
súkolesia, vráti priebeh tuhosti zubového páru. Tréningovou množinou pre neurónovú
siet’ je súbor výsledkov, určených výpočtom, metódou konečných prvkov. Preto sa
najprv zameriame na analýzu výsledkov výpočtového modelu. Následne bude analyzo-
vaná výkonnost’ vytvorenej neurónovej siete a výsledky budú porovnané s normou a so
vzt’ahom pre určenie priebehu od autora Cai.

Výsledky výpočtového modelu sú uvedené v kapitole 7. Ked’že celkovo bolo reali-
zovaných 294 výpočtov a z kvalitat́ıvneho hl’adiska sú výsledky pre všetky kombinácie
vstupných parametrov podobné, na prezentáciu výsledkov bol zvolený jeden pŕıpad, ktorý
reprezentuje celý súbor výsledkov. Priebehy deformácíı jednotlivých zubov i celkovej de-
formácie páru zubov súhlasia s typickým priebehom uvádzaným v literatúre [2]. Pre
určenie tuhosti zubov je potrebné poznat’ hodnotu zat’aženia zubov v smere záberovej
priamky. Preto bola vyhodnotená vel’kost’ tejto sily z výpočtového modelu. V porovnańı
s analyticky určenou hodnotou, v súvislosti s tuhost’ou zubov, ide o nevýznamný roz-
diel. Priebeh jednopárovej tuhosti taktiež zodpovedá typickému priebehu, no je možné
sledovat’, že priebeh nie je celkom hladký a plynulý. Pre zvýšenie efektivity adaptácie
neurónovej siete boli priebehy deformácie zubov aproximované polynomickou funkciou
a výsledný priebeh tuhosti bol určený z týchto aproximovaných priebehov deformácie.
Rozdiel medzi aproximovanými a pôvodnými hodnotami tuhosti v priebehu záberu však
nie je z hl’adiska riešenia daného problému významný.

Ďaľśım krokom v riešeńı práce bolo vytvorenie neurónovej siete. Najproblematickeǰsou
čast’ou pri tvorbe neurónovej siete bolo určenie vhodnej topológie siete a určenie kritéria
pre zastavenie učenia siete. Vhodnej vo význame, aby vytvorená siet’ s dostatočnou pres-
nost’ou popisovala priebeh tuhosti pre naučené i nenaučené vzory. Vo všeobecnosti sa
potvrdilo, že č́ım presneǰsie sa siet’ nauč́ı interpretovat’ tréningové vzory, tým sa znižuje
schopnost’ generalizácie mimo tréningovú množinu. Preto bol hl’adaný kompromis medzi
uvedenými dvoma parametrami. Tohto bolo dosiahnuté vytvoreńım súboru neurónových
siet́ı s rôznymi topológiami a hodnotami kritéria ukončenia učenia. Z tohoto súboru bola
následne zvolená siet’ s najlepšou výkonnost’ou, vzhl’adom k riešenej problematike. Pre ove-
renie úrovne schopnosti siete určit’ priebeh záberovej tuhosti pre hodnoty vstupných para-
metrov, ktoré nie sú obsiahnuté v tréningovej množine, bolo vykonaných 14 dodatočných
výpočtov. Následne boli porovnané priebehy tuhost́ı určené neurónovou siet’ou a z modelu
MKP. Z tohto porovnania i z hodnôt maximálnej absolútnej chyby a strednej kvadratickej
chyby medzi výsledkami neurónovej siete a vzormi tréningovej množiny je možné danú
neurónovú siet’ považovat’ z hl’adiska riešenia problému za dostatočne výkonnú.

Závislost’ maximálnej tuhosti zubového páru počas záberu na počte zubov jednot-
livých kolies je možné sledovat’ na obr. 8.1. Vo všeobecnosti je možné konštatovat’, že so
zvyšujúcim počtom zubov rastie i tuhost’ ozubenia. Pre určité kombinácie počtu zubov
súkolesia je však možné sledovat’ i mierne poklesy hodnoty tuhosti s rastúcim počtom
zubov. Tento jav môže byt’ spôsobený najmä zložitým tvarom zubu a zmenami tvaru
v závislosti na počte zubov. S rastúcim zat’ažeńım hodnota tuhosti páru zubov opät’ ras-
tie (obr. 8.2).

Výsledky z neurónovej siete boli porovnané s hodnotami maximálnej jednopárovej
tuhosti určenej normou. Norma ČSN ISO 6336-1 [17] uvádza vzt’ah pre stanovenie teore-
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Obr. 9.1: Porovnanie výsledkov s normou

tickej jednotkovej tuhosti c′th. Tento vzt’ah bol odvodený pre plné čelné ozubené kolesá pri
mernom zat’ažeńı Ft/b= 300 N mm−1 (pre α = 20◦, ha = m, hf = 1.2 ·m a Qf = 0.2 ·m).
Výsledky źıskané z neurónovej siete (pre rovnaké zat’aženie) v porovnańı s hodnotou c′th
z uvedenej normy sú zobrazené na obr. 9.1. Z porovnania je zrejmé, že hodnoty tuhosti
źıskané vrámci riešenia tejto práce sú vo všeobecnosti vyššie ako hodnoty, ktoré určuje
norma. Pre výpočet tuhosti však boli v tejto práci použité rozdielne parametre geometrie
ozubenia, a to výška päty zubu hf a polomer prechodovej krivky Qf , čo môže prispiet’

k tomuto rozdielu.

Obr. 9.2: Porovnanie priebehu tuhosti

Určeniu priebehu jednopárovej tuhosti
počas záberu sa venuje publikácia [18]. Cai
v tejto práci odvodil vzt’ah pre aproximáciu
tuhosti pomocou známej hodnoty maximálnej
tuhosti jedného páru zubov c′ a súčinitel’a
záberu profilu εα. Priebeh tuhosti určený
v tejto práci bol pre parametre zhodné ako
v kapitole 7 porovnaný s priebehom podl’a Cai
(obr. 9.2), pričom je možné konštatovat’ dobrú
zhodu priebehov určených v rámci tejto práce
a podl’a Cai.

Počas riešenia tejto práce boli zavedené via-
ceré zjednodušenia. Pri výpočtovom modelo-
vańı bol použitý rovinný model, teda nebol
uvažovaný vplyv š́ırky jednotlivých kolies ani tvar telesa, nebol uvažovaný vplyv tre-
nia, mazacej vrstvy ani tuhosti uloženia kolies. Profil ozubenia bol uvažovaný bez korekcíı
a modifikácíı. Skúmanie vplyvu týchto faktorov na tuhost’ ozubenia môže slúžit’ ako námet
na d’aľsie práce. Zároveň je možné v rámci d’aľsieho skúmania vyšetrovat’ priebeh tuhosti
ozubenia pre väčš́ı rozsah vstupných parametrov a pre iné druhy ozubených súkoleśı.
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10 Záver
Ciel’om tejto diplomovej práce bolo vytvorenie umelej neurónovej siete, ktorá po za-
dańı určených vstupných parametrov urč́ı priebeh tuhosti jedného páru zubov čelného
ozubeného súkolesia. Ako tréningová množina slúžil súbor výsledkov zo série výpočtov
uskutočnených metódou konečných prvkov.

V úvodných častiach práce je pozornost’ venovaná teoretickému rozboru čelných ozu-
bených súkoleśı. Ide o zhrnutie poznatkov o geometrii, záberových vlastnostiach či silových
pomeroch pri zábere súkolesia. Tieto poznatky boli využité na vytvorenie výpočtového
modelu, resp. na tvorbu jeho dielč́ıch modelov. Zároveň je pozornost’ venovaná de-
fińıcii a dostupným poznatkom o tuhosti ozubenia. Teoretický úvod je zakončený stat’ou
o umelých neurónových siet’ach, so zretel’om na viacvrstvové siete so spätným š́ıreńım
chyby.

Pre výpočet priebehu tuhosti počas záberu bolo zvolené výpočtové modelovanie. Kon-
krétne numerické modelovanie pomocou metódy konečných prvkov. Pre tieto účely bol
vytvorený parametrický model súkolesia. V rámci tejto práce bola riešená tuhost’ jedného
páru zubov. Model každého z kolies preto obsahoval iba jeden zub. Model geometrie bol
vytvorený ako rovinný, so zretel’om na dostatočne presnú interpretáciu teoretického tvaru
ozubenia. Ako materiál ozubeného súkolesia bola uvažovaná konštrukčná ocel’. Siet’ bola
vytvorená ako nerovnomerná, so zhusteńım prvkov v oblasti kontaktných povrchov pro-
filov zubov i v miestach prechodu zubov do telesa kolies. Konečná vel’kost’ prvkov bola
určená analýzou závislosti výsledkov riešenia na hustote siete. Spojitý záber súkolesia
bol simulovaný ako postupnost’ kvazistatických rovnovážnych stavov. Záber páru zu-
bov bol teda rozdelený na konečný počet krokov riešenia. Hnacie koleso bolo zat’ažené
točivým momentom a pohyb súkolesia bol primárne riadený otáčańım hnaného kolesa
okolo svojho stredu. Interakcia medzi profilami zubov jednotlivých kolies bola realizovaná
nastaveńım kontaktu medzi prislúchajúcimi evolventnými čast’ami zubov. Okrem vol’by
algoritmu riešenia kontaktného problému bola pozornost’ venovaná aj vplyvu kontaktnej
tuhosti.

Po vytvoreńı výpočtového modelu boli zvolené parametre vstupujúce do výpočtu a ich
rozsah. Sú to počet zubov hnacieho a hnaného kolesa a zat’aženie súkolesia. Celkovo bolo
realizovaných 294 výpočtov. Následne boli priebehy tuhost́ı źıskané z týchto výpočtov ap-
roximované pre zvýšenie efektivity učenia neurónovej siete. Nasledovala tvorba neurónovej
siete, pričom bol zvolený typ neurónovej siete, tzv. viacvrstvová siet’ so spätným š́ıreńım
chyby. Najnáročneǰsou čast’ou tvorby neurónovej siete bola vol’ba vhodnej topológie
a určenie vhodnej hodnoty ukončovacieho kritéria učenia. Riešenie tohto problému malo
za ciel’ vytvorit’ siet’, ktorá s dostatočnou presnost’ou určuje hodnoty tuhosti pre naučené
vzory a zároveň je schopná generalizácie pre vzory, ktoré nie sú obsiahnuté v tréningovej
množine. Pre overenie boli realizované dodatočné výpočty s náhodne zvolenými hodnotami
vstupných parametrov, ktoré ležia v rozsahu pôvodnej množiny vstupov, no nie sú v nej
obsiahnuté. Výsledná chyba siete v porovnańı s tréningovou množinou bola ńızka a rozdiel
medzi výsledkami z neurónovej siete a kontrolnými výpočtami je možné považovat’ za ak-
ceptovatel’ný. Výsledky z naučenej neurónovej siete boli porovnané s hodnotami źıskanými
z normy ČSN ISO 6336-1. Výsledky źıskané v rámci riešenia tejto práce dosahovali vyššie
hodnoty, no vzt’ah určený normou bol odvodený pre rozdielne geometrické parametre,
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čo mohlo spôsobit’ rozdielnost’ výsledkov. Priebeh tuhosti počas záberu bol porovnaný
s priebehom určeným podl’a [18], s relat́ıvne dobrou zhodou.

Z uvedeného je možné konštatovat’, že daná diplomová práca splnila všetky ciele,
ktoré boli definované pred samotným riešeńım. Výsledky tejto práce je možné využit’ pre
určenie maximálnej tuhosti jedného páru priamych zubov, ktorá je potrebná pre výpočet
faktoru dynamických śıl pri pevnostných výpočtoch, k určeniu výslednej tuhosti priameho
ozubenia, teda so zahrnut́ım jednopárového i dvojpárového úseku záberu [17]. Z výslednej
tuhosti je možné určit’ strednú hodnotu tuhosti všetkých zubov v zábere, ktorá sa využ́ıva
pre stanovenie faktorov čelného zat’aženia. Priebeh tuhosti počas záberu je možné využit’

ako vstup do modelovania sústav s ozubenými kolesami, kde pôsob́ı ako periodický zdroj
budenia [6]. Postup použitý v tejto práci je možné využit’ v d’aľśıch prácach pri skúmańı
tuhosti ozubenia.
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Zoznam skratiek a symbolov
Skratky

ANN Umelá neurónová siet’ (Artificial Neural Network)

BP Spätné š́ırenie (Backpropagation)

FKN Faktor normálovej tuhosti (Normal Stiffness Factor)

MKP Metóda konečných prvkov

MSE Stredná kvadratická chyba (Mean Squeare Error)

Symboly

a Osová vzdialenost’ [mm]

c Hlavová vôl’a [mm]

c Merná tuhost’ zubov [N mm−1 µm−1]

c′ Maximálna hodnota mernej tuhosti jedného páru zubov [N mm−1 µm−1]

c′th Teoretická jednotková tuhost’ [N mm−1 µm−1]

d Priemer rozstupnej kružnice [mm]

da Priemer hlavovej kružnice [mm]

db Priemer základnej kružnice [mm]

df Priemer pätnej kružnice [mm]

E Modul pružnosti v t’ahu [MPa]

e Š́ırka zubovej medzery [mm]

Ew Chybová funkcia

F Stredná kvadratická chyba siete k testovacej množine [podl’a veličiny]

f Prenosová funkcia neurónu

Fc Celková stredná kvadratická chyba siete [N mm−1 µm−1]2

Fdyn Pŕıdavné dynamické zat’aženie [N]

FN Normálová sila [N]

Fr Radiálna zložka sily [N]

Ft Obvodová zložka sily [N]

ga Dĺžka záberovej úsečky [mm]

h Výška zubu [mm]

ha Výška hlavy zubu [mm]

h∗a Súčinitel’ výšky hlavy zubu [-]

hf Výška päty zubu [mm]

i12 Prevodový pomer [-]

m Modul ozubenia [mm]

m Počet parametrov výstupného vektoru [-]

Mt Točivý moment prenášaný ozubeným kolesom [Nm]
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n Počet parametrov vstupného vektoru [-]

P Výkon prenášaný súkoleśım [W]

p Počet vektorov vstupných údajov [-]

p Rozstup [mm]

pb Základný rozstup [mm]

Qf Polomer zaoblenia prechodovej krivky [mm]

rd Polomer diery pre hriadel’ [mm]

rω Polomer valivej kružnice [mm]

s Hrúbka zubu [mm]

T Tréningová množina

t Parameter reprezentujúci vel’kost’ polárneho uhlu bodu evolventy [rad]

v Absolútna rýchlost’ bodu dotyku [m s−1]

vd Vel’kost’ prvkov predṕısaná na plochu disku ozubeného kolesa [mm]

vk Sklzová rýchlost’ [m s−1]

vk Vel’kost’ prvkov na kontaktnom povrchu zubov [mm]

vn Rýchlost’ bodu dotyku v smere normály n [m s−1]

vp Vel’kost’ prvkov na prechodovej krivke [mm]

vz Vel’kost’ prvkov predṕısaná na plochu zubu [mm]

W Vektor synaptických váh [podl’a veličiny]

w Š́ırkové zat’aženie zubov [N mm−1]

wt Š́ırkové zat’aženie zubov vyjadrené z obvodovej zložky sily [N mm−1]

X Vstupný vektor neurónovej siete [podl’a veličiny]

x, y Súradnice bodu evolventy [mm]

Y Výstupný signál [podl’a veličiny]

y(t) Výstupný signál neurónu [podl’a veličiny]

z Počet zubov [-]

Grécke symboly

α Uhol záberu [◦]

α Uhol tlaku bodu evolventy [rad]

αa Uhol profilu vo vrcholovom bode [◦]

αrot2 Uhol natočenie hnaného kolesa vo výpočtovom modele [rad]

βv Vektor skutočných odoziev [podl’a veličiny]

δ Deformácia zubu v normálnom smere [µm]

δF Ohybová a šmyková deformácia zubu [µm]

δH Dotyková deformácia zubu [µm]

∆max Maximálna absolútna hodnota odchýlky požadovaných

a siet’ou určených výstupov [N mm−1 µm−1]
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∆tij Doba synaptického oneskorenia [s]

ε Polárny uhol bodu evolventy [rad]

εα Súčinitel’ záberu profilu [-]

ϕ Uhol deformácie daného bodu modelu zubu [rad]

ϕw Funkcia realizujúca transformáciu

µ Poissonov pomer [-]

ω Uhlová rýchlost’ [s−1]

Θ(t) Prahová úroveň signálu aktivujúca neurón [podl’a veličiny]

ξ Súradnica dráhy záberu [mm]

Geometrické útvary

B Bod evolventy

D Diera telesa ozubeného kolesa

Dd Priesečńık osi zubu a pätnej kružnice

D0,1,2 Priesečńıky boku zubu s priamkou záberu

E Evolventná čast’ profilu zubu

E,U, V, F Charakteristické body záberovej úsečky

H Hlavová krivka zubu

k Rozstupová kružnica

ka Hlavová kružnica

kb Základná kružnica

kf Pätná kružnica

N Priesečńık čiary záberu a hlavovej kružnice kolesa

n Spoločná normála v bode dotyku zubov hnacieho a hnaného kolesa

O Stred otáčania kolesa

P Prechodová krivka zubu

P Pól relat́ıvneho pohybu

Pt Plocha telesa ozubeného kolesa

Pz Plocha zubu

r Sprievodič bodu evolventy

t Spoločná dotyčnica v bode dotyku zubov hnacieho a hnaného kolesa

t Tvoriaca priamka evolventy

u Priamka záberu

Y Spoločný bod dotyku zubov hnacieho a hnaného kolesa
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3.7 Silové pomery [1] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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