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Uvod

Proces, kdy z nékolika hodnot uréime jednu hodnotu reprezentativni na-
zyvame proces agregace. Numericky nastroj, ktery k tomu vyuzivame, nazyvame
agregacni funkce. Proces agregace je velmi stary. Uz od prvopocatkia méli lidé po-
tfebu néjakym zpusobem zjednodusovat ziskana data a vyvozovat z nich zaveéry.
At uz mluvime o prumérném poc¢tu ulovenych kust zvére za néjaké obdobi nebo
odhady vytéznosti poli. Vétsi zajem vSak agregacni funkce ziskaly az nedévno,
diky jejich aplikacim v informatice ¢i aplikované matematice. Intenzivni rozvoj
téchto odvétvi vyzadoval také rozvoj a uceleni agregacnich funkci. V dnesni dobé
jsou agregacni funkce vyuzivané zejména ve statistice jako nastroje pro vypocet
prumérnych teplot ¢i plati, ale také v riznych dalsich odvétvich jako ekonomika
¢i sociologie.

Jak dale zjistime, kazdé agrega¢ni funkce ma jiné vlastnosti a je tedy klicové
zvolit spravnou agregacni funkci, abychom ziskali uzite¢ny vysledek. Tato volba
neni jednoducha, jelikoz agregacnich funkeci je obrovské mnozstvi. V této praci se
budeme zabyvat pouze témi znaméjsimi.

Cilem prace je porovnat vlastnosti aritmetického primeéru s vlastnostmi
dalsich agrega¢nich funkci. Abychom tento cil splnili, nejprve si definujeme agre-
gacni funkce, kterymi se budeme ve zbytku prace zabyvat. Také uvedeme znamé
funkce, které jsou vSak agregac¢ni pouze na nékterych intervalech. UkaZzeme si,
jak definované funkce aplikovat na konkrétni priklady a nékteré doplnime grafem.
V navazujici ¢asti si uvedeme vlastnosti, které budeme u definovanych agregac-
nich funkci porovnavat. Ve tfeti ¢asti prace vytvorime seznam vlastnosti, které
kazda uvazovana agregacni funkce ma a naopak nema. V zavérecné casti se bu-
deme vice zabyvat aritmetickym priamérem, konkrétné jeho korektnim a naopak
nekorektnim vyuzitim v praxi.



1 Definice agregacnich funkci

V nésledujicich kapitoldch se budeme zabyvat agregacnimi funkcemi. To je
vSak velmi obsahlé téma, a tak se pro naSe ucCely omezime pouze na agregacni
funkce na Tetézcich, a to konkrétné na mnoziné redlnych ¢isel. Jelikoz mezi real-
nymi ¢isly (resp. jakoukoli neprazdnou podmnozinou realnych ¢isel) a intervalem
I = (0, 1) existuje izomorfismus, budeme ve vétsiné pripadi pouzivat druhé zna-
¢eni. Tedy pokud nebude uvedeno jinak, intervalem I rozumime uzavieny interval

(0,1).

Tento interval vSak nevolime ndhodné. Vzhledem k podminkam agrega¢nich
funkei, které si vzapéti uvedeme (konkrétné podminka zachovani krajnich bodu),
je volba intervalu (0,1) velmi pfirozend a neni tedy pirekvapenim, Ze pravé na
tomto intervalu je definovano nejvice agregac¢nich funkei.

U kazdé nové definované agregacni funkce si také uvedeme ptiklad. Pokud to
bude mozné, budeme uvazovat tytéz hodnoty u ruznych agregac¢nich funkci, aby
bylo ziejmé, jak se méni vysledky v zavislosti na uzitych agregacnich funkcich.
Ve vétsineé pripadu také agregacni funkci zobrazime graficky, abychom si také
udélali néjakou predstavu o tom, jak se méni hodnoty vysledné v zavislosti na
hodnotach zadanych. Tyto grafy dale vyuzijeme pfi rozhodovani, zda konkrétni
agregacni funkce ma ¢i nema urcité vlastnosti.

V prvni ¢asti této kapitoly budeme mluvit o n-arnich agregacnich funkcich
na intervalu I = (0,1), poté se zaméfime na t-normy a t-conormy, které jsou
pouze binarni, av8ak na stejném intervalu a v zavéru této kapitoly se zamérime na
agregacni funkce, které jsou sice n-arni, avsak na jiném intervalu, nez I = (0, 1).

Definice 1.1. Necht (7,<,0,1) je uspofddand mnozina a n € N. Zobrazeni
A:{0,1)" — (0,1) nazveme agregacni funkce na I, jestlize je neklesajici a za-
chovava krajni body, tedy pro kazdé x,y € (0, 1)" plati:

o x<y (tj. z1 <y1,...,2n < yn) = A(x) < Ay),

o A(0,...,0)=0AA(1,...,1)=1.



1.1 Aritmeticky primér

Definice 1.2. Necht n € N. Agregac¢ni funkci AM : (0,1)" — (0,1) nazveme
aritmeticky primeér, jestlize pro kazdé x € (0,1)" plati ! :
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Obrazek 1: Aritmeticky pramér (AM (z,y))
Priklad 1.1.

Zadani: Urcete aritmeticky prumér ¢isel: 0.1,0.25,0.3,0.9,0.95 a 0.99.

ReSeni: V tomto pripadé n = 6, tedy piedpis pro vypodet aritmetického priméru
vypada nasledovné:

T1t+xo+x34T4+tT5+T6
6 .

AM(I'lv T, X3, Ty, s, 1"6) =
Po dosazeni zadanych hodnot ziskame:

AM(0.1,0.25,0.3,0.9,0.95,0.99) = 01+0-20403409£0.954099 — 3.9 = () 632,

Zavér: Aritmeticky prumér zadanych hodnot je (po zaokrouhleni) 0.632.

L Aritmeticky priimér znaéime AM z anglického arithmetic mean.



1.2 Geometricky pramér

Definice 1.3. Necht n € N. Agrega¢ni funkci GM : (0,1)" — (0,1) nazveme
geometricky primeér, jestlize pro kazdé x € (0,1)" plat{ 2:

1.0

Obrazek 2: Geometricky pramér (GM (z,y))

Priklad 1.2.
Zadani: Urcete geometricky prumér hodnot 0.1,0.25,0.3,0.9,0.95 a 0.99.

ReSeni: V tomto pripadé je n = 6, tedy predpis pro vypocet geometrického
pruméru vypada nasledovné:

GM($1,$2,5173,174,375,556) = ($1 * XT3 -Tg-Ts '176)%-

2Geometricky priamér znaéime GM z anglického geometric mean.



Po dosazeni zadanych hodnot ziskame:

o=

GM(0.1,0.25,0.3,0.9,0.95,0.99) = (0.1 - 0.25- 0.3 - 0.9 - 0.95 - 0.99)
= (0.00635)3

= 0.43.

Zavér: Geometricky prumeér zadanych hodnot je (po zaokrouhleni) 0.43.

1.3 VAZeny aritmeticky primeér

Definice 1.4. Necht n € N a v € (0,1)" takové, ze Y v; = 1. Agrega¢ni funkci
i=1

WAM, : (0,1)" — (0,1) nazveme vdZeny aritmeticky pramér prislusny vektoru

v, jestlize pro kazdé x € (0,1)" platf 3:

WAMV(X) = Z Vi ;.
=1

Pozndmka 1.5. Na nasledujicich obrézcich si ukédzeme, jak se méni graf funkce
W AM, v zavislosti na volbé vektoru v.

Lo
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Obrézek 3: Vazeny aritmeticky primér piislusny vektoru v = (0.4, 0.6) (WAM, (z,v))

3Vazeny aritmeticky primér znaéime WAM z anglického weighted arithmetic mean.
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Obrézek 4: Vazeny aritmeticky primér piislusny vektoru u = (0.7,0.3) (WAMy(z,v))

Priklad 1.3.

Zadani: Urcete vazeny aritmeticky prumér hodnot: 0.1,0.25,0.3,0.9,0.95 a 0.99

pro vektory u = (0,0,1,0,0,0),v = (g, 3.5, %, 5-5) a w = (0.1,0.2,0.3,0.4,0,0).

Regeni:
1. Uréime WAM,, hodnot 0.1,0.25,0.3,0.9,0.95 a 0.99 pro vektor u = (0,0, 1,0,0,0).
Predpis WAM, pro u = (0,0,1,0,0,0) je nasledovny:
WAMy(x1, x2, x3, 24,25, 76) =0-21+0 20+ 1-23+0-24+0-25+0- z6.

V tomto pripadé jde o projekci tfetiho argumentu (viz Definice 1.14). Po
dosazeni zadanych hodnot ziskame:

WAM,(0.1,0.25,0.3,0.9,0.95,0.99) = 0-0.1 + 0-0.25 4+ 1-0.3 + 0- 0.9 + 0-0.95 + 0-0.99

=0.3.

2. Uréime WAM, hodnot 0.1,0.25,0.3,0.9,0.95 2 0.99 pro vektor v = (g, ¢, 5 %, ¢-%)-

« . v . © 12 0w s 1o 2 /111111
Predpls vazeného aritmetického priméru pifslusného vektoru v = (¢, 5, 6,55 55)
je nasledovny:

1 1 1 1 1 1
WAMV($1,$2,$3,$4,$5,$6) = 6'(1714—6'$2+a'$3+6'$4+6'l’5+6'1’6.



Vidime, ze pfedpis je v tomto pripadé stejny jako u aritmetického priumeéru
(viz Definice 1.2.). Po dosazeni zadanych hodnot ziskame:

01 025 03 09 095 0.99
WAM,(0.1,0.25,0.3,0.9,0.95,0.99) = —= + ==+ =+~ + —— + ——

= (0.632.

3. Ur¢ime WAM, hodnot 0.1,0.25,0.3,0.9,0.95 a 0.99 pro vektor
w = (0.1,0.2,0.3,0.4,0,0).

Predpis WAM,, pro w = (0.1,0.2,0.3,0.4,0,0) je nasledovny:
WAMW($1,$2,$3,$4,$5,$6) = 011’1 + 021’2 + 031’3 + 041’4 + 0'1’5 + 0'1’6.

Po dosazeni zadanych hodnot ziskame:

WAM,,(0.1,0.25,0.3,0.9,0.95,0.99) = 0.1- 0.1+ 0.2-0.25 + 0.3 - 0.3+
+04-0940-0.95+0-0.99
= 0.78.

Zavér: WAM, zadanych hodnot je 0.3, WAM, zadanych hodnot je 0.632 a
WAM,, zadanych hodnot je 0.78.

Pozndmka 1.6. Véazeny aritmeticky pramér pro vektor v € (0,1)", v = (2,..., 1)
odpovida aritmetickému pruméru (v8echny argumenty maji stejnou vahu). WAM,
pro vektor u € (0,1)",u; = 1, pro néjaké i a u; = 0 pro kazdé j takové, ze i # j

odpovida projekei i-té souradnice (viz dale).

1.4 Usporadany vaZzeny prumér

Definice 1.7. Necht n € N a v € (0, 1)" takovy, ze Y v; = 1,. Agregacni funkei
i=1

OWA, : (0,1)" — (0, 1) nazveme usporddany vdZeny pramér piislusny vektoru v,

jestlize pro kazdé x € (0,1)" plati * :
OWAy (x) = 3 vizp);
i=1

kde Za) S ce S T(n)-

4Uspofradany vazeny primér znacime OWA z anglického ordered weighted averaging function.

7



Pozndmka 1.8. WAM, neni symetrickda funkce (viz dale), ale jeho symetrizaci
ziskdame OWA,.

Priklad 1.4.

Zadani: Urcete usporadany vazeny prumér hodnot: 0.3,0.25,0.1,0.99,0.95 a 0.9
pro vektor v = (0.1,0.2,0.3,0.4,0,0).

Reseni: Predpis OWA, piislusného vektoru v = (0.1,0.2,0.3,0.4,0,0) je:
OWAV(:El, x9,%3,T4, L5, :EG) =0.1- (1) + 0.2- T(2) + 0.3- T(3) + 04- T(g) + 0- T(5) + 0- T(6)-
Abychom ze zadaného vektoru (xy, za, T3, x4, T5, x6) = (0.3,0.25,0.1,0.99,0.95,0.9)
ziskali usporadany vektor z predpisu uspofadaného vazeného priumeéru, uspoira-
dédme jeho soufadnice tak, aby platilo z() < --- < xp):
(IB(l), T(2), T(3),L(4); L(5)5 IB(G)) = (0.1, 0.25, 0.3, 0.9, 0.95, 0.99).
Po dosazeni do pfedpisu ziskame:

OWA(0.1,0.25,0.3,0.9,0.95,0.99) = 0.1-0.1 + 0.2-0.25 + 0.3-0.3 + 0.4-0.9 + 0-0.95 4 0-0.99

=0.78.

Zaveér: Vazeny uspordadany prumér zadanych hodnot pfislusny vektoru
v =(0.1,0.25,0.3,0.9,0.95,0.99) je 0.78.

Pozndmka 1.9. Na nasledujicim piikladu si ukazeme, jaky je rozdil mezi OWA,,
a WAM, co se tyce usporadanosti hodnot do nich dosazovanych. V pripadé ze
jsou hodnoty uspofadany, vysledné hodnoty budou stejné. V pripadé kdy tomu
tak neni, se vysledky lisi, v zéavislosti na tom, jakou vahu prifadi jednotlivym
hodnotam zadany vektor.

Priklad 1.5.

Zadani: Urcete vazeny prumér hodnot: 0.3,0.25,0.1,0.99,0.95 a 0.9 pro vek-
tor v =(0.1,0.2,0.3,0.4,0,0).

Reseni: Predpis WAM, piislugného vektoru v = (0.1,0.2,0.3,0.4,0,0) je:

WAMV($1,$2,$3,$4,$5,$6) =0.1- xr1 + 0.2- To + 0.3 T3 + 04- xry + 0- Ty + 0- Te,



Po dosazeni do predpisu ziskame:

WAM,(0.3,0.25,0.1,0.99,0.95,0.9) = 0.1-0.340.2-0.2540.3-0.1 4 0.4-0.99 4 0-0.95 + 0-0.9

= 0.506.

Zavér: Vazeny usporadany prumér zadanych hodnot piislusny vektoru
v = (0.1,0.25,0.3,0.9,0.95,0.99) je 0.506.

1.5 Maximum

Definice 1.10. Necht n € N. Agrega¢ni funkci MAX : (0,1)" — (0, 1) nazveme
mazimum na I, jestlize pro kazdé x € (0, 1)™ plati:

MAX (x) = max(x);

tj. vyslednou hodnotou je nejvétsi hodnota mezi x4, .. ., x,.

05
X

10

Obrazek 5: Maximum (MAX (z,y))



Priklad 1.6.

Zadani: Urcete maximum hodnot: 0.1;0.25;0.3;0.9,0.95 a 0.99.

ReSeni: Zadané hodnoty dosadime do pfedpisu z definice 2.8. a ziskame:
MAX(0.1;0.25;0.3;0.9,0.95; 0.99) = max(0.1;0.25; 0.3;0.9; 0.95;0.99) = 0.99.

Zavér: Maximum zadanych hodnot je 0.99.

1.6 Minimum

Definice 1.11. Necht n € N. Agrega¢ni funkci MIN : (0,1)" — (0, 1) nazveme
minimum na I, jestlize pro kazdé x € (0, 1)™ plati:

MIN (x) = min(x).
tj. vysledkem je nejmensi hodnota mezi x1,...,x,.

10

0.5,

10

Obréazek 6: Minimum (MIN(z,y))

10



Priklad 1.7.

Zadani: Urcete minimum hodnot: 0.1;0.25;0.3;0.9;0.95 a 0.99.

ReSeni: Zadané hodnoty dosadime do pfedpisu z definice 2.9. a ziskame:
MIN(0.1;0.25;0.3;0.9,0.95;0.99) = min(0.1; 0.25;0.3;0.9; 0.95; 0.99) = 0.1.

Zaveér: Minimum zadanych hodnot je 0.1.

1.7 Median

Definice 1.12. Agrega¢ni funkci MED : (0,1)" — (0,1) nazveme medidn,
jestlize pro kazdé x € (0,1)" plati:
o MED(xy,...,%o,-1) = (), pro lichy pocet argumenti;

T+ . w o
o MED(xy,...,x9) = w, pro sudy pocet argumentu.

Pozndmka 1.13. Pro lichy poc¢et argumentt (2k + 1) jde usporadanou projekci
k-tého argumentu a pro sudy pocet argumenti (2k) jde o aritmeticky prameér
k-tého a (k+1)-tého argumentu za predpokladu, Ze argumenty jsou sefazeny vze-
stupné (resp. sestupné). Vzhledem k tomu nebudeme zvlast fesit vlastnosti me-
didnu. Mnozinu jeho vlastnosti tvori priunik vlastnosti aritmetického priméru
a usporadané projekce (viz déle).

Priklad 1.8.

Zadani: Urcete medidn hodnot: 0.1,0.25,0.3,0.9,0.95 a 0.99.

ReSeni: V nasem pifpadé n = 2k = 6, tj. k = 3. Vyslednou hodnotou je tedy
aritmeticky primér x sy a x(4). JelikoZ zadané hodnoty jsou jiz usporddané, pred-

pis vypadéa nésledovneé:

__ z3+tx
MED($1,,I2,$3,I’4,CB5,I’6) - 32 o
Po dosazeni ziskame:

MED(0.1,0.25,0.3,0.9,0.95,0.99) = 23209 — 0.6.

Zavér: Median zadanych hodnot je 0.6.
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Priklad 1.9.

Zadani: Urcete medidn hodnot: 0.3,0.25,0.1,0.7,0.9,0.99 a 0.95.

ReSeni: V nasem pripadé n = 2k — 1 = 7, tj. k = 4. Vyslednou hodnotou je
usporadana projekce ¢tvrté soutfadnice (viz Definice 1.15.). Predpis tedy vypada
nésledovné:

MED(x1, %2, %3, T4, Ts, T6) = T(a)-

Jelikoz zadané hodnoty nejsou usporadané, nejprve je usporadame tak, aby pla-
tilo () < - <y

(IB(l), T(2), T (3), L(4); L(5), L(6)> IB(7)) = (0.1, 0.25, 0.3, 0.7, 0.9, 0.95, 0.99).
Po dosazeni do pfedpisu ziskame:
MED(0.1,0.25,0.3,0.7,0.9,0.95,0.99) = 0.7.

Zavér: Median zadanych hodnot je 0.7.

1.8 Projekce

Definice 1.14. Necht n,k € Nk < n. Agrega¢ni funkci P, : (0,1)" — (0,1)
nazveme projekce, jestlize pro kazdé x € (0, 1)" plati:

Pk(X) = Tk-

Priiklad 1.10.

Zadani: Urcete P5 hodnot: 0.1,0.9,0.95,0.25,0.3 a 0.99

ReSeni: Zadané hodnoty dosadime do piedpisu z definice 2.14. a ziskame:
P5(0.1,0.9,0.95,0.25,0.3,0.99) = 0.95.

Zavér: Projekce P3 zadanych hodnot je 0.95.
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1.9 Usporadana projekce

Definice 1.15. Necht n,k € N,k < n. Agregacni funkci Py, : (0,1)" — (0,1)
nazveme uspotddand projekce, jestlize pro kazdé x € (0, 1)™ plati:

Puy(x) = o).

Pozndmka 1.16. Usporadana projekce P;) odpovida agrega¢ni funkci minimum.
Usporadand projekce P,y odpovida agregac¢ni funkci maximum.

Priklad 1.11.
Zadani: Urcete P3) hodnot: 0.1,0.9,0.95,0.25,0.3 a 0.99.

Reseni: Jelikoz zadané hodnoty nejsou uspofadané, nejprve je usporadame tak,
aby platilo z(;) < --- < 5. Uspofadany vektor je tedy nasledovny:

(IB(l), Sl?(g), IB(g),{E(4), 2?(5), IB(G)) = (0.1, 0.25, 0.3, 0.9, 0.95, 0.99).

Nyni jsme tlohu prevedli na vypocet neusporadané projekce. Po dosazeni uspo-
rfadanych hodnot ziskidme:

P5(0.1,0.25,0.3, 0.9, 0.95,0.99) = 0.3.

Zavér: Usporadana projekce F(3) zadanych hodnot je 0.3.
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1.10 T-normy

Definice 1.17. Funkei T : (0,1)* — (0, 1) nazveme t-norma, jestlize pro kazdé
v,w,r,y € (0,1) plati ° :

o komutativita: T(x,y) = T(y,x);

e monotonnost: (v < w) A (x <y)=T(v,w) <T(x,y);
e asociatwita: T(w, T(z,y)) = T((T(w,x),y);

e neutrdlni prvek e = 1: T(x,1) = x.

Pozndmka 1.18. Z pozadovanych vlastnosti pfimo plyne, Ze vSechny t-normy jsou
agregacni funkce.

Definice 1.19. T-normu T}, : (0,1)* — (
t-norma, jestlize pro kazdé x = (z,y) € (0,1

1) nazveme minimdlni (Gédelova)

0,
)? plati:

Tmin (l’, y) = min(x, y)

Priklad 1.12.

Zadani: Urcete T,,,,, hodnot 0.3 a 0.75.

Reseni: Po dosazeni do predpisu z definice 1.19. ziskame:
T11in(0.3,0.75) = min(0.3,0.75) = 0.3.

Zavér: T,,;, hodnot 0.3 a 0.75 je 0.3.

5Oznaceni t-norma plyne z anglického triangular norm.
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Definice 1.20. T-normu Ty : (0,1)*> — (0,1) nazveme soucinovd t-norma,
jestlize pro kazdé x = (x,y) € (0, 1)? plati:

T(z,y) == -y.

Obrazek 9: Soucinova t-norma (T77(z,y))

Priklad 1.13.

Zadani: Urcete 111 hodnot 0.3 a 0.75.

Regeni: Po dosazeni do predpisu z definice 1.20. ziskdme:
177(0.3,0.75) = 0.3 - 0.75 = 0.225.

Zaveér: 111 hodnot 0.3 a 0.75 je 0.225.
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Definice 1.21. T-normu T, : (0,1)> — (0,1) nazveme ZLukasiewiczova
t-norma, jestlize pro kazdé x = (x,y) € (0,1)? plati:

Truk(z,y) = max(0,x +y — 1).

Obrazek 10: Lukasiewiczova t-norma (7r.x(z,y))

Priklad 1.14.

Zadani: Urcéete T, hodnot 0.3 a 0.75.

Reseni: Po dosazeni do predpisu z definice 1.21. ziskame:
T1uk(0.3,0.75) = max(0,0.3 + 0.75 — 1) = max(0,0.05) = 0.05.

Zaveér: T, hodnot 0.3 a 0.75 je 0.05.
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Definice 1.22. T-normu T : (0,1)2 — (0, 1) nazveme drastickd t-norma, jestlize
pro kazdé x = (z,y) € (0,1)? plati:

x pokud y =1
Tp(zr,y) =<y  pokudz =1
0 v ostatnich piipadech.

1.0

0.5,

0.0
10¢

Alxy :.0_5

Obrazek 11: Drasticka t-norma (Tp(z,y))

Priklad 1.15.

Zadani: Urcete Tp hodnot 0.3 a 0.75.

Reseni: Po dosazeni do predpisu z definice 1.22. ziskame:
Tp(0.3,0.75) = 0.

Zavér: Tp hodnot 0.3 a 0.75 je 0, protoze ani jeden argument neni roven 1.

Véta 1.1. Pro kazdou T-normu T plati:
TD(QS,ZU) S T(%y) S Tmzn(x7y)7

tj. Tp je nejmensi a Tpnin je nejuétsi t-norma na (0,1).
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Diikaz. Kazda t-norma T'(x,y) je konjunktivni, protoze:
o v <y:T(r,y) <T(z,1) = =min(z,y) = Tin(z,y).

tedy plati:

Nejmensi agregaéni funkce je A, (viz Definice 2.20.). Po zakomponovéani
neutralniho prvku ziskdme p¥imo drastickou t-normu. Plati tudiz, ze T je nejmensi
t-norma:

TD((II, y) < T({L’, y)

1.11 T-conormy

Definice 1.23. Funkeci S : (0, 1) — (0, 1) nazveme t-conorma, jestlize pro kazdé
v,w,x,y € (0,1) plati:

e komutativita: S(z,y) = S(y,x);

e monotonnost: (v < w) A (z <y)= S,w) < S(x,y);
e asociatiita: S(w, S(z,y)) = S((S(w,x),y);

e neutrdlni prvek e = 0: S(z,0) = x.

Pozndmka 1.24. T-conormy jsou dualni k t-normam, tedy pro kazdou t-normu 7’
na [ plati:

kde S(x,y) je t-conorma na I.
Pozndmka 1.25 (Princip duality). Pokud t-norma 7" mé urcitou vlastnost, pak

tuto vlastnost ma i t-conorma S k ni dualni. Respektive dualni vlastnost k vlast-
nosti puvodni (nap¥. konjunktivita a disjunktivita)

Definice 1.26. T-conormu S, : (0,1)? — (0,1) nazveme mazimdlni t-conorma,
jestlize pro kazdé x = (x,y) € (0,1)? plati:

Smaz(x,y) = max(z,y).
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Priklad 1.16.

Zadani: Urcete S,,,, hodnot 0.3 a 0.75.

Reseni: Po dosazeni do predpisu z definice 1.26. ziskame:
Siaz(0.3,0.75) = max(0.3,0.7) = 0.3.

Zaveér: S, hodnot 0.3 a 0.75 je 0.3.

Pozndmka 1.27. Maximalni t-conorma je dualni k minimalni t-normé t;.
Smaz (@, y) =1 = Thin(l —2,1 —y) =

=1-min(l —z,1—-y)=max(l - (1 —2),1 — (1 —y)) = max(z,y).

Definice 1.28. T-conormu Sy : (0,1)> — (0,1) nazveme pravdépodobnostni
suma, jestlize pro kazdé x = (z,y) € (0,1)? plati:

Sy(x,y) =v+y—ay.

0.0
10

Alm,y

o5

D.O-.

10

Obrazek 12: Pravdépodobnostni suma (Sy~(x,y))
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Priklad 1.17.

Zadani: Urcete Sy~ hodnot 0.3 a 0.75.

Reseni: Po dosazeni do predpisu z definice 1.28. ziskame:
55(0.3,0.75) = 0.3 4 0.75 — 0.3 - 0.75 = 0.825.

Zaveér: Sy~ hodnot 0.3 a 0.75 je 0.825.

Pozndmka 1.29. Pravdépodobnostni suma je dualni k sou¢inové t-normé. Plati
tedy:

Sz(x,y):l—TH(l—x,l—y):1—(1—x,1—y)=x+y—xy.

Definice 1.30. T-conormu Sy, : (0,1) x (0,1) — (0, 1) nazveme Lukasiewiczova
t-conorma (ohranicend suma), jestlize pro kazdé x = (x,y) € (0,1)? plati:

Spuk(z,y) = min(z + y, 1).

Obrazek 13: Lukasiewiczova t-conorma (T .x(z,y))
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Priklad 1.18.
Zadani: Urcéete Sr,; hodnot 0.3 a 0.75.
Reseni: Po dosazeni do predpisu z definice 1.30. ziskame:

S1ue(0.3,0.75) = min(0.3 +0.7,1) = 1.

Zaveér: S, hodnot 0.3 a 0.75 je 1.

Pozndmka 1.31. Lukasiewiczova t-conorma je dualni k F.ukasiewiczové T-normé

Plati tedy:

Srue(®,y) =1 —=Tru(l — 2,1 —y) =1 —max((1 —z)(1 —y),0)

=1—max(—z—y+1,0) =min(l — (—z —y+ 1,1 —0) = min(z + y, 1).

Definice 1.32. T-conormu Sp : (0,1) x (0,1) — (0,1) nazveme drastickd
t-conorma, jestlize pro kazdé x = (x,y) € (0,1)? plati:

y pokud x =0

Sp(z,y) =<z pokudy=0
1 v ostatnich piipadech.

A:x_-,':.u_s

0.0/

10

Obrazek 14: Drastické t-conorma (Sp(z,y))
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Priklad 1.19.

Zadani: Urcete Sp hodnot 0.3 a 0.75.

Reseni: Po dosazeni do predpisu z definice 1.32. ziskame:
Sp(0.3,0.75) = 1.

Zaveér: S, hodnot 0.3 a 0.75 je 1, protoze ani jeden z argumentti nenf roven 0.

Pozndmka 1.33. Drasticka s-norma je duélni k drastické t-normé. Plati tedy:

SD(x>y) =1- TD(l - X, 1 - y)

1.12 Dalsi agregac¢ni funkce

V této casti si ukazeme, Ze volba intervalu, na kterém mé byt funkce agre-
gacni je klicova. PTi Spatné volbé muze nastat problém jak v zachovani krajnich
bodu intervalu (viz Soucin), tak pii uzavienosti intervalu (viz Soucet).

1.12.1 Soudin

Definice 1.34. Agregacni funkci [] : (0,1)" — (0,1) nazveme soucin na I =
(0, 1), pokud pro kazdé x € (0,1)" plati ¢ :

Pozndmka 1.35. Pro n > 1 je soucin tak, jak je definovany v definici 1.34. agre-
gacni funkci pouze na intervalu (0, 1) (resp. uzavienych intervalech (0, co), (1, 00))
V pripadé, Ze je soucin definovan na jakémkoli jiném intervalu, podminka zacho-
vani krajnich bodu neni splnéna, a tak tuto funkci nemizeme oznacit za agregacni
(viz nasledujici piiklady). Pro n = 1 je soucin definovany na libovolném podin-
tervalu realnych ¢isel.

Pro vétsinu zde zminénych agregacnich funkei plati, Ze pro n = 1 je funkce rovna
identité. Existuji vSak také unarni agregacni funkce rizné od identity, jako na-
piiklad A(z) = 2% na I.

5Pro n = 2 jde o soudinovou t-normu.
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Priklad 1.20. Urcete soucin ¢isel: 0.1,0.2,0.3 a 0.9 na intervalu I = (0, 1).
P1i dosazeni do pfedpisu z definice 1.34. ziskame:
[](0.1,0.2,0.3,0.9) = 0,0054.

Nyni ovéfime platnost podminky zachovani krajnich bodu (viz Definice 1.1).

Podminka zachovani krajnich bodu je splnéna jak pro pocétecni, tak pro kon-
covy bod intervalu /. Funkci [] na I tedy muZeme oznacit jako agregacni (za
predpokladu Ze je splnéna podminka monotonnosti).

Priklad 1.21. Urcete souéin ¢isel: 1,2,3,4,5 na intervalu J = (1,5).
P1i dosazeni do pfedpisu z definice 1.34. ziskame:
T1(1,2,3,4,5) = 120.

Nyni ovéfime platnost podminky zachovani krajnich bodu (viz Definice 1.1).

Pro pocateéni bod je podminka splnéna, avSak pfi ovéfeni podminky pro bod
koncovy dochézime k tvrzeni, které je platné pouze pro n = 1. Funkci [] na J
muzeme oznacit jako agregacni pouze pokud jde o zobrazeni [] : (0,1) — (0, 1).
V jiném pfipadé se nejedna o agregacni funkci.
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1.12.2 Soucdet

Definice 1.36. Funkci A : (0,00)" — (0,00) nazveme soucet, jestlize pro kazdé
x € (0, 00)" plati:

Pozndmka 1.37. Funkci > nelze nazvat agrega¢ni na libovolném intervalu re-
alnych cisel. Problém nastéva jak v uzavienosti operace s¢itani na libovolnych
podmnozinach realnych ¢isel, tak v pozadavku zachovani krajnich bodua (viz De-
finice 1.1). Funkei ) | muzeme nazvat agregaéni pouze na uzavienych intervalech
(—00,0),(0,00) a (—00, c0). Touto funkei se nadale nebudeme piilis zabyvat, pro-
toZe neni agrega¢ni na nami zvoleném intervalu (0, 1). Nésledujicim prikladem si
demonstrujeme, kde muze nastat problém na intervalu I = (0, 1).

Priiklad 1.22. Urcete soucet ¢isel: 0.1,0.25,0.3,0.3,0.9,0.95 a 0.99.
Zadané hodnoty dosadime do pfedpisu z definice 1.36. a ziskame:
>2(0.1,0.25,0.3,0.3,0.9,0.95,0.99) = 3, 49.

Soucet zadanych hodnot je 3.49, coz neni hodnota z intervalu I = (0,1) a tu-
diz se nejedné o agregacni funkci na I.
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2 Definice vlastnosti agregac¢nich funkci

V této kapitole si definujeme vlastnosti agregac¢nich funkei, které si v dalsi
¢asti prace budeme postupné dokazovat u jednotlivych funkei. Prestoze vlastnosti
funkci budeme dokazovat pouze pro binarni ptripady, v této ¢asti si je definujeme
obecné pro n-arni funkce.

Definice 2.1. Necht n € N. Agrega¢ni funkci A : (0,1)" — (0,1) nazveme
monotonni na I pravé tehdy, kdyz pro kazdé x,y € (0,1)" plati:

x <y = A(x) < A(y).

Definice 2.2. Monotonni agregacni funkci A : (0,1)" — (0,1) nazveme ryze
monotonnina I pravé tehdy, kdyz pro kazdé x,y € (0,1)" apro kazdéi € {1,...,n}
plati:

i Sy N (X Fy) = AX) < Aly).

Definice 2.3. Monoténni agrega¢ni funkci A : (0,1)" — (0, 1) nazveme spojové
ryze monotonni na I pravé tehdy, kdyz pro kazdé x,y € (0,1)" a pro kazdé
i€ {l,...,n} plati:

Véta 2.1. KazZdd ryze monotonni agregacni funkce A na I je soucasné spojové
Tyze monotonni.

Diikaz. V pripadé, kdy x; < y; ziskdme pifimo druhou implikaci. V piipadé, kdy
x; = y; pro nékteré i (ne vSak vSechny), tak je leva strana implikace nepravdiva,
tedy je implikace pravdiva v kazdém piipadé. |

Priklad 2.1. Na nasledujicim piikladé si demonstrujeme, Ze obracené véta obecné
neplati.

Agrega¢ni funkce M AX je spojové ryze monotonni na I, pricemz dikaz si
uvedeme v dalsi ¢asti prace. Nyni si na konkrétnim prikladu ukazeme, Ze obecné
neni ryze monotonni.

Existuji totiz vektory x,y € (0,1)" takové, ze plati:

z, <y ANX#Yy,
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ale jiz neplati podminka:
Ay, .o xn) < Ayt -+ -5 Yn)-
Konkrétné pro vektory x = (0.1,0.1,0.5,0.7) a y = (0.1,0.3,0.5,0.7) plati:
(0.1,0.1,0.5,0.7) < (0.1,0.3,0.5,0.7) A (0.1,0.1,0.5,0.7) # (0.1,0.3,0.5,0.7),
ale jiz neplati:
MAX(0.1,0.1,0.5,0.7) < MAX(0.1,0.3,0.5,0.7);
0.7 £ 0.7.

Agregacni funkce M AX tedy je spojové ryze monoténni, ale neni ryze mono-
tonni.

Pozndmka 2.4. Vlastnost monotoénnosti (resp. ryzi monotoénnosti ¢i spojové ryzi
monoténnosti) muzeme v piipadé, kdy se omezujeme pouze na vlastnosti agregac-
nich funkei nahradit ozna¢enim funkce jako neklesajici (resp. rostouci ¢i spojové
rostouci). Opa¢né oznaceni nerostouci (resp. klesajici) je automaticky vylouceno
z davodu nutnosti splnéni podminek z Definice 1.1. (konkrétné podminky zacho-
vani krajnich bodu).

Definice 2.5. Agrega¢ni funkci A : (0,1)” — (0,1) na intervalu / nazveme,
senzitivni na I pravé tehdy, kdyz pro kazdé i € N, pro kazdé x € (0,1)" a pro
kazdé A # 0 takové, ze x + (0,...,0,),0,...,0) € I" plati "

A(x) £ A(x + (0,...,0,),0,...,0)).

Veéta 2.2. Necht A je rostouci agregacni funkce na I. A je také neklesajici
a senzitivni.

Driikaz. Je trivialni, ze pokud je funkce rostouci, pak je neklesajici.
Senzitivita plyne pfimo z pfedpisu ryzi monoténnosti. O

Pozndmka 2.6. Je ziejmé, Ze pokud agregac¢ni funkce A je na nékteré své Casti
konstantni, pak neni senzitivni. Specialné, méa-li anihilator (viz Definice 2.16.),
pak nenf senzitivni, protoze pokud vektor x z Definice 2.5. obsahuje anihilator a,
pak nastava rovnost v predpisu téze definice, coz vede ke sporu.

"Vlastnost senzitivity muZeme také najit pod oznacenim cancelativity nebo reducibility on
each place.
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Definice 2.7. Necht A : (0, 1)" — (0,1) je agregacni funkce a = € (0,1) je prvek
agregacni funkce A. Prvek x nazveme idempotentni, jestlize plati:

Definice 2.8. Agrega¢ni funkce A : (0, 1)" — (0,1) je idempotentnina I, jestlize
jsou v8echny jeji prvky idempotentni. Tedy pokud pro kazdé x € (0, 1) plati:

Az,...x) ==x.
Definice 2.9. Necht n € N. Agregac¢ni funkce A : (0,1)" — (0, 1) je symetrickd,
jestlize pro kazdé i,j € [n] a kazdé x;, z; € (0,1) plati ®:

Axr, oy Ty o X)) = AT, o Ty Ty, X))

Pozndmka 2.10. Tato vlastnost ndm zabezpecuje to, Ze libovolna zména potadi
argumentli nam nezméni vysledek operace.

Definice 2.11. Necht n € N. Agregac¢ni funkce A : (0,1)" — (0, 1) je asociativni,
jestlize pro kazdé x € (0, 1)" plati:

A(A(x1, o 1), ) = Az, A(za, ..., ).

Pozndmka 2.12. Pravé zminéna definice neni zcela korektni, nebot v uvazovaném
vyrazu se vyskytuji dvé rizné arity dané agregacni funkce. Tato definice je defi-
novana pro tzv. rozsitené agregacni funkce, jenz lze definovat pro libovolnou aritu
(napt. AM, MAX,MIN). Pro nas ucel budeme uvazovat pouze binarni funkce,
pro které je tato definice korektni.

Definice 2.13. Necht n € N. Agregacni funkci A : (0,1)" — (0,1) nazveme
spojitou v bodé xy, jestlize pro kazdé x,xq € (0, 1)™ plati:

lim A(x) = A(x,).

X—XQ

Definice 2.14. Prvek e € [ nazveme neutrdlni prvek agregacni funkce A : (0,1)™ — (0, 1)
na I, jestlize pro kazdé i € N,i < n a kazdé x € (0, 1)" takové, ze x; = e plati:

A(l’l, e ,,I’n) = A(l’l, ey Li1, Lj 1y - - - ,,I’n).

8Vlastnost symetri¢nosti agrega¢nich funkei se v binarnich piipadech ¢asto oznacuje jako
komutativita (resp. neutralita ¢i anonymita pro linearni funkce).
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Pozndmka 2.15. Také v tomto piipadé nardazime na problém s aritou funkce,
ktery lze vyTesit stejné jako v predchozi pozndmce. Pro linearni piipad je definice
neutralniho prvku uvedena v definici t-normy (viz Definice 1.17.).

Definice 2.16. Prvek a € [ nazveme anihildtor agregacni funkce A : (0,1)™ — (0, 1)
na I, jestlize pro kazdé x € (0, 1)™ plati:

A(l’l, ey Li 1, Ay L1y - - - ,,I’n) = Q.

Pozndmka 2.17. Anihilator se v pripadé binarnich funkci oznacuje jako agresivni
prvek.

Definice 2.18. Necht A : (0,1)" — (0,1) a B : (0,1)" — (0,1) jsou agregatni
funkce na I. Rekneme, Ze A je mensi nebo rovna B (zna¢ime A < B) (resp. A je
vétsi nebo rovna B (znacime A > B)), jestlize pro kazdé x € (0, 1)" plati:

A(x) < B(x);

resp. A(x) > B(x).

Pozndmka 2.19. Agrega¢ni funkce A je menSi nebo rovna B, jestlize jsou uspo-
rfadané po slozkéch.

Definice 2.20. Necht A : (0,1)" — (0,1) je agregacni funkce na intervalu I. Rek-
neme ze At je nejvétsi (resp. A, je nejmensi) na I, jestlize pro kazdé x € (0, 1)
plati:

k = (0,...
Ar(z.y) = {0 pokud x = (0,...,0)

1 v ostatnich pripadech.

1 pokud x = (1,...,1)

resp. A (x,y) =
p- A(zy) {0 v ostatnich piipadech.

Véta 2.3. Necht' A: (0,1)" — (0, 1) je agregacni funkce na I. Pro kazZdé A plati:
Al (zy, . my) <Az, x,) < Av(zg, .., xy).

Driikaz. Dikaz plyne piimo z definice 2.20. O
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Pozndmka 2.21. Nékteré z jiz diive predstavenych agregacnich funkei muzeme
timto zpusobem sefadit nasledovneé:

Al (x) <TI(x) < MIN(x) < AM(x) < MAX(x) < At(x).

Dvojice Pr a P, nebo Pr a AM, nebo P, a AM jsou nesrovnatelné, takze
je nemuzeme zahrnout do vyse uvedené posloupnosti, ale plati:

MIN (x) < Pi(x) < MAX (x),

MIN(x) < P,(x) < MAX (x).

Definice 2.22. Necht A : (0,1)" — (0, 1) je agregacni funkce na I. Rekneme Ze
A je konjunktivni na I, jestlize pro kazdé x € (0,1)" plati:

0 < A(x) < MIN(x).
Definice 2.23. Necht A : (0,1)" — (0,1) je agregacni funkce na I. Rekneme Ze
A je disjunktioni na I, jestlize pro kazdé x € (0, 1)" plati:
MAX(x) < A(x) < 1.
Definice 2.24. Necht A : (0,1)" — (0,1) je agregacni funkce na I. Rekneme 7e
A je vnitrni na I, jestlize pro kazdé x € (0,1)" plati:
MIN(x) < A(x) < MAX (x).

Véta 2.4. Necht A : (0,1)" — (0,1) je agregacni funkce. A je idempotentnt,
prdavé tehdy kdyz je vnitind.

Diikaz. Nejprve dokazeme platnost implikace (=)
A je vnitini neklesajici funkce, plati tedy nerovnosti:
min(zy,...,r,) < Az, ..., z) <max(xy,...,T,).

Funkce MIN a M AX jsou idempotentni (tedy min(z, ...,z) = r amax(z, ..., )
Nerovnosti tedy muzeme prepsat jako:

< Az,...,x) <.
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Odtud primo ziskame:

coz je piimo definice idempotence.
Nyni dokdzeme platnost implikace (<).
Necht min(zy,...,2,) = z; a max(xy,...,x,) = ;. Plati tedy:
(@iyooosmi) < (1,0, 20) < (xj,...,25).
7 predchozich nerovnosti plyne:
Alwg, .. x) < Az, ..o x) < Az, ..., x5).

Z predpokladu ze A je idempotentni, ndm plyne:

Po uprave:
min(xy, ..., x,) < Az, ..., 7,) <max(zy,...,T,);
MIN(zy,...,z,) < Az, ... 2n) S MAX (21, ..., 2p).

Tyto nerovnosti jsou pfimo definici vnitini funkce. O

Definice 2.25. Necht A : (0,1)" — (0,1) a B : (0,1)" — (0,1) jsou agregatni
funkce na I a n € N. Rekneme, ze A je distributivni vzhledem k B zleva (resp.
zprava), jestlize pro kazdé x € (0, 1)" plati:
A(zy, B(xa, ..., 2,)) = B(A(xy, 22), A(x1, 23), . . ., A(T1,2,));
resp. A(B(z1,...,%n_1),%n) = B(A(x1, x,), A(T2, ), . ., A(Tp_1, Tp)).
Definice 2.26. Necht A : (0,1)" — (0,1) a B : (0,1)" — (0,1) jsou agrega¢ni

funkce na I. Rekneme 7ze A je distributivni vzhledem k B, jestlize je distributivni
zleva i zprava.
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Pozndmka 2.27. S vlastnosti distributivity se ¢asto setkdvame v teorii okruhi,
kde distributivita nasobeni vzhledem ke s¢itani je axiomem okruhu.

Definice 2.28. Necht A : (0,1)" — (0,1) je agregacni funkce na I a n € N.
Rekneme Ze A je autodistributioni na I zleva (resp. zprava), jestlize pro kazdé
x € (0,1)™ plati:
Az, Az, ...y 20)) = A(A(21, 22), A1, 23), . . ., A1, 20));
resp. A(A(z1, ..., 20 1),2n) = A(A(x1, ), A(T2, 20), - s A(Tpe1, ).

Definice 2.29. Necht A : (0,1)" — (0,1) je agregacni funkce na I. Rekneme Ze
A je autodistributivni na I, jestlize je autodistributivni zprava i zleva.

Pozndmka 2.30. V8imnéme si, ze autodistributivita je pouze specialni piipad dis-
tributivity, kde A = B.

Definice 2.31. Necht A : (0,1)" — (0, 1) je agrega¢ni funkce na I an € N. Rek-
neme, ze A je bisymetrickda na I, jestlize pro vSechny ¢tvercové matice M € [™*"
a kazdé x € I plati:

A(A(ZL'H, e ,l’ln), e ,A(Inl, e ,l‘nn)) = A(A(l’n, e ,xnl), e ,A((L’ln, c. ,l’nn))

Pozndmka 2.32. Vlastnost bisymetrie nam umoznuje zaménit poradi agregace
sloupci a Fadki, ale pouze u ¢tvercovych matic. Také plati, ze kazda symetricka
a asociativni agrega¢ni funkce je i bisymetricka (viz |7])

Véta 2.5. Necht A je idempotentni a bisymetrickd agregacni funkce na I, pak A
je autodistributivni.

Diikaz. Jelikoz je A bisymetricka, pak pro kazdé x = (211, T12, Ta1, T2) € (0, 1)*
plati:

A(A(ﬂfm 1712)7 A(Z'Qh $22)) = A(A(wm 3721)7 A(l'm, 3522))-
Nyni uvazujme x; = x2.

A(A(Cﬂn,ﬂfll), A($21,$22)) = A(A(Cﬂn,xm), A(fﬂu,fﬂzz))-

32



Z toho, ze A je idempotentni plyne:
A(iﬁn, A(iﬁzl,xzz)) = A(A($11>$21)> A($11>$22)),

coz je piimo predpis autodistributivity. O

Definice 2.33. Necht A : (0,1)" — (0,1) je agrega¢ni funkce na I. Rekneme ze
A je aditivni na 1, jestlize pro kazdé x,y € (0, 1)" plati:

Alx+y) = Ax) + Aly).
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3 Vlastnosti agregac¢nich funkci
V této sekci ukazeme, které agregac¢ni funkce maji jaké vlastnosti popripadé
na protipfikladech ukazeme jaké vlastnosti nemaji. Dikazy budeme provadét pro

binarni piipady, tedy pro n = 2. Ve vétsiné piipadi by obdobny postup platil
i pro n a nebudeme jej tedy uvadét.

3.1 Aritmeticky primeér
Véta 3.1. Necht AM je aritmeticky prameér na I (viz Definice 1.2.), pak plati:
e je ryze monotoénni
Diikaz. Predpokladejme, ze plati (z; < y;) A (X #y).
Ze zadanych podminek ziskédme:
(1 < y1) A (2 < yo2) nebo (x1 < y1) A (Y1 < Yn)-

Bez Gjmy na obecnosti budeme uvazovat pouze prvni piipad (druhy pripad
by nastal v pfipadé opacného oznaceni). Nerovnosti seteme a upravime:

T+ 22 < Y1+ Yo

T1+x2 Yyityo.
2 < 2 )

AM(,ZEl, ,1’2) < AM(yl, yg)

Tato nerovnost plati pro libovolné z;,y; € (0,1),7 € {1,2} spliujici pod-
minky (z; <y;) a (x #y).

Plati tedy implikace:

(i Sw) V(x #y) = AM(x) < AM(y).
e je spojoveé ryze monoténni

Diikaz. Spojova ryzi monoténnost piimo plyne z ryzi monoténnosti (viz
Véta 2.1.). 0
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e je senzitivni

Diikaz. Vlastnost senzitivity plyne piimo z vlastnosti ryzi monoténnosti
(viz Véta 2.2.). O

e je idempotentni

Diikaz. Pro kazdé z € (0,1) plati:

e je symetricka

Diikaz. JelikoZ s¢itani realnych ¢isel je komutativni, pak pro kazdé x = (z,y) € (0, 1)
plati:

e neni asociativni

Driikaz. Dikaz provedeme nalezenim protipiikladu.

Predpokladejme, ze AM je asociativni. Pak pro kazdé x = (z,y, 2) € (0,1)?
plati:

AM (z, AM (y, z)) = AM(AM (x,y), 2).

Po dosazeni do predpisu z definice 2.2. ziskame:

AM(a, 2) = AM (232, 2);

2




Nyni uvazujme hodnoty (z,y, z) = (0.1,0.2,0.3). Po dosazeni ziskdme:

0.1_’_042:\:2043 B 0‘1:&2042_’_0.3.
2 - 2 ’

0.175 # 0.225.
Agrega¢ni funkce AM tedy neni asociativni. O
e je spojita
Diikaz. Viz graf (Obrazek 1). O

e nema neutralni prvek

Diikaz. Predpokladejme, ze AM ma neutralni prvek e € (0,1). Pak pro
kazdé x € (0, 1) plati:

AM(z,e) = AM(e,x) = x.

Po dosazeni do predpisu z definice 2.2. ziskame:

rte __

7C =T
Tato rovnost vSak plati pouze v piipadé, kdy e = =z, coz je ve sporu
s pfedpokladem ze neutralni prvek je jediny pro vSechna x € (0,1). AM
tedy nemé neutralni prvek. O

e nema anihilator

Diikaz. Predpokladejme, ze AM ma anihilator. Pak existuje a € (0, 1) ta-
kové, Ze pro kazdou dvojici (a,z) € (0,1)? plati:

AM(a,x) = AM(z,a) = a.

Po dosazeni do predpisu z definice 2.2. ziskame:

Tato rovnost vSak nastava pouze v pripadé a = x, coz je ve sporu s pied-
pokladem Ze anihilator je jediny pro v8echna z € (0,1). AM tedy nema
anihilator. m
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neni konjunktivni

Driikaz. Dikaz provedeme nalezenim protipiikladu.

Predpokladejme, ze AM je konjunktivni. Pak pro kazdé x = (z,y) € (0,1)?
plati:

0 < AM(z,y) < MIN(z,y).
Po dosazeni do predpisu z definice 2.2. ziskame:
0< ETJ“y < min(z,y).
Nyni uvazujme hodnoty (z,y) = (0.1,0.2). Po dosazeni ziskame:
0 < 21302 < min(0.1,0.2);

0<0.15 £ 0.1,

neni disjunktivni

Driikaz. Dikaz provedeme nalezenim protipiikladu.

Predpokladejme, ze AM je disjunktivni. Pak pro kazdé x = (z,y) € (0,1)?
plati:

MAX (z,y) < AM(z,y) < 1.
Po dosazeni do predpisu z definice 2.2. ziskame:
max(z,y) < T2 <1
Nyni uvazujme hodnoty (z,y) = (0.1,0.2). Po dosazeni ziskame:
max(0.1,0.2) < 2402 < 7,

0.2 £0.15 < 1.
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e je vnitini

Diikaz. Tuto vlastnost nam zajistuje fakt, ze AM je idempotentni (viz Véta
2.4.). O

e je autodistributivni

Diikaz. Autodistributivita plyne z idempotence a bisymetrie (viz Véta 2.5.)
O

e je bisymetricka
Diikaz. Pro kazdé x = (z11, T12, To1, To2) € (0, 1) plati:

z11+212 +121+122
2 2

AM(AM (211, 212), AM (91, T9)) = AM (1552, 2az222) — 5 =

— Ti+wio To1tToe _ 11 12 21 T2 __ T11 21 12 T2 __
_4+4_4+4+4+4_4+4+4+4_

z11+®21 | Z12+Z92
— Ti1+®oy + Tip+T22 __ 7t — AM(E11+I21 E12+I22) —
4 4 2 2 ’ 2

= AM(AM (x11,T21), A(T12, T22)).
Plati tedy:
AM(AM (11, 212), AM (221, T92)) = AM(AM (x11, x21), A(x12, T22)).
AM je tudiz bisymetricka. O
e je aditivni
Diikaz. Pro kazdé x = (z1,22),y = (y1,y2) € (0,1)? plati:
AM(x +y) = AM (21 +yr, 2+ yp) = 2GR = 9L B 4 2 4 B =
=Lpf2p U e e N — AM(x) + AM(y).

Plati tedy:

AM(x+y) = AM(x) + AM(y).
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3.2 Geometricky primeér

Véta 3.2. Necht GM je geometricky primér na I (viz Definice 1.3.), pak plati:

e neni ryze monoté4nni

Driikaz. Dikaz provedeme nalezenim protipiikladu.

Predpokladejme, ze GM je ryze monotoénni. Pak pro kazdé x = (xy, ),
y = (y1,2) € (0,1)? plati:

(5 < ) A (x £ y) = GM(x) < GM(y).
Nyni uvazujme hodnoty (x1,22) = (0,0) a (y1,y2) = (0,0.1). Prestoze plati:
(0,0) < (0,0.1) A (0,0) # (0,0.1),
tak jiz neplati:
GM(0,0) < GM(0,0.1);
(0-0)2 < (0-0.1)3;
0 £ 0.

G M tedy neni ryze monoténni.

e je spojové ryze monotoénni

Diikaz. Necht x = (z1,22),y = (y1,92) € (0,1)2, x; < y;, 1 € {1,2}. Pak
pro kazdé x,y plati:

Ty -T2 <Y1 - Y2
(21 22)7 < (91~ 12)7;
GM (x1,29) < GM(1,92).

Nerovnosti jsou zachovany, protoZe se pohybujeme na intervalu (0, 1). Plati
tedy:

x; <y = GM(x1,29) < GM(y1,92).
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e neni senzitivni

Driikaz. Dikaz provedeme nalezenim protipiikladu.

Predpokladejme, Ze GM je senzitivni. Pak pro kazdé x = (z,y) € (0,1)? a
kazdé X\ € (0, 1) plati:

GM(z,y) # GM(x + \,y).
Po dosazeni do predpisu z Definice 1.3. ziskame:
(z-9)2 # ((z+2) - )%,
Nyni uvazujme hodnoty x = (0.1,0) a A = 0.1. Po dosazeni ziskdme:
(0.1-0)2 # ((0.140.1) - 0)2;
0% 0.
G M tedy neni senzitivni. O

e je idempotentni

Diikaz. Pro kazdé z € (0,1) plati:

v=v1?=(z-2)7 = GM(z,z).

O
e je symetricky
Dikaz. Pro kazdé x,y € (0, 1) plati:
GM(z,y)=(x-y) =z y=y-x=(y-2)F = GM(y, ).
Plati tedy:
GM(z,y) = GM (y, z).
O
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e neni asociativni
Driikaz. Dikaz provedeme uvedenim protipiikladu.

Predpokladejme, Ze GM je asociativni. Pak pro kazdé x = (z,y, 2) € (0,1)?
plati:

GM(z,GM(y,z)) = GM(GM(z,y), 2).
Po dosazeni do predpisu z definice 2.3. ziskame:
GM(x,(y-2)?)) = GM((z - y)?),);

(z-(y-2)2))7 = ((z-9)?) - 2)5.

D=

Nyni uvazujme hodnoty (z,y, z) = (0.1,0.2,0.3). Po dosazeni ziskdme:

N

(0.1-(0.2-0.3)2)2 = ((0.1-0.2)2 - 0.3)2;

(0.6)T = ((0.2)2 - 0.3)7;

0.88 # 0.366.
G M tedy neni asociativni. O
e je spojity
Diikaz. Viz graf (Obrazek 2). O

e nema neutralni prvek

Diikaz. Predpokladejme, Zze G M mé neutralni prvek. Pak existuje e € (0, 1)
tak, ze pro kazdé = € (0, 1) plati:

GM(x,e) = x.
Po dosazeni predpisu z definice 2.3. ziskdme:
(z-€)2 =z
Tato rovnost vSak nastava pouze pro pripad kdy x = e, coz je ve sporu
s pfedpokladem ze neutralni prvek je jediny pro vSechny x € (0,1). GM

tedy nemé neutralni prvek. O
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ma anihilator a =0
Diikaz. Pro kazdé z € (0,1) plati:
0=x-0=(z-0)2 = GM(x,0).
GM tedy méa anihilator a = 0. |

neni konjunktivni

Driikaz. Dikaz provedeme nalezenim protipiikladu.

Predpokladejme, ze GM je konjunktivni. Pak pro kazdé x = (z,y) € (0,1)?
plati:

0 <GM(x,y) < min(x,y);
0< (z-y)2 < min(z,y).
Nyni uvazujme hodnoty (z,y) = (0.1,0.9). Po dosazeni ziskame:
0<(0.1-0.9)2 < min(0.1,0.9);
0<0.3¢0.1.

GM tedy neni konjunktivni. O
neni disjunktivni
Diikaz. Dukaz provedeme nalezenim protiprikladu.
Predpokladejme, ze GM je disjunktivni. Pak pro kazdé x = (z,y) € (0,1)?
plati:
max(z,y) < GM(x,y) < 1;
max(z,y) < (z-y)2 < 1.
Nyni uvazujme hodnoty (z,y) = (0.2,0.8). Po dosazeni ziskame:
max(0.2,0.8) < (0.2 0.8)2 < I;
0.8 £ 04<1.

GM tedy neni disjunktivni. O
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e je vnitini

Diikaz. Tuto vlastnost nam zajistuje fakt, ze GM je idempotentni (viz Véta
2.4.). O

e je autodistributivni
Diikaz. Pro kazdé x = (z,y,2) € (0,1)? plati:
GM(z,GM(y,2)) = GM(x, (y- 2)%) = (x - (y - 2)7)2 = (2 -y - 2)7 =
() (@ D) = CM(( )} (2 2)}) = GM(GM(x,y), GM(z, 2)).
Plati tedy:
GM(x,GM(y,2)) = GM(GM (z,y), GM (x, 2)).

GM je tedy autodistributivni zleva. Autodistributivitu zprava bychom
dokazali obdobné. O

e je bisymetricky
Diikaz. Pro kazdé x = (z11, T12, T21, T22) € (0, 1) plati:
GM(GM (211, 012), GM (221, 022)) = GM((1y - 5512)%> (z1 - 1522)%) =

)% = (£E11 * 12 T21 '$22)i =

=

((2?11 '2?12)% : (£B21 'iEzz)

1
2 =

= (£E11 * X211 T12 $22)i = (($11 '$21)% : ($12 : $22)%)
= GM((iEn : 5521)%7 (1512 : 5522)% = GM(GM(iEu,iEzl), GM($12> 1522))-
Plati tedy:

GM(GM((IIH, {L’lg), GM((L’Ql, {L’gg)) = GM(GM((IIH, {L’gl), GM((IIlg, {L’gg)).
O
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e neni aditivni

Driikaz. Dikaz provedeme nalezenim protipiikladu.

Predpokladejme, Ze GM je aditivni, pak pro viechna x,y € (0,1)? plati:
GM(x+y)=GM(x)+ GM(y).

Po dosazeni do predpisu z definice 2.3. ziskame:

GM (x1 + y1, 22 + y2) = GM (21, 22) + GM (Y1, y2);

[SIE
D=

(21 + 1) - (22 +92))7 = (21 22)7 + (31 - 92)7;
Nyni uvazujme hodnoty (x1,z2) = (0.1,0.2) a (y1,42) = (0.3,0.4), Po dosa-
zeni ziskdme:

D=

(0.4-0.6)2 = 0.2% + 0.123;
0.242 = 0.2z + 0.122.

0.49 # 0.79

3.3 Vazeny aritmeticky primér

Véta 3.3. Necht WAM, je vdzZeny aritmeticky prameér na I (viz Definice 1.4.),
pak plati:

e je ryze monotoénni

Driikaz. Necht pro kazdé x,y € (0,1)? a kazdy vektor v = (v, v2), v1+vy = 1
plati:

(i Sy) N(xX#Y).

(1 < 1) A (22 < o).
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Tyto nerovnosti seéteme (druhy pfipad by jsme ziskali opa¢nym oznace-
nim), a vynasobime vektorem v = (v, v5):

1+ T2 < Y1+ Yo
V121 + V2 X2 < Vp-Y1+ V2 Y2
2 2
Yovim < D vl
i=1 i=1
WAM, (x) < WAM,(y).
Plati tedy:

(x; <y) N (x#y) = WAM,(x) < WAM,(y).

e je spojové ryze monotoénni

Diikaz. Spojova ryzi monoténnost piimo plyne z ryzi monoténnosti (viz
Véta 2.1.). Ryzi monotonnost je dokdzana vyse. O

e je senzitivni

Diikaz. Senzitivita pfimo plyne z ryzi monoténnosti (viz Véta 2.2.). Ryzi
monoténnost je dokdzana vyse. O

e je idempotentni
Diikaz. Necht v = (vy,v2) € (0,1)% vy + v, = 1. Pro kazdé x € (0,1)? plati:

r=1-z=(v1+wv) - z=v- -x+vy-x=WAM,(z,x).

e neni symetricky

Driikaz. Dikaz provedeme nalezenim protipiikladu.

Predpokladejme, ze WADM, je symetrickd a v € (0,1)%, vy + v, = 1. Pak
pro kazdé x = (z,y) € (0,1)? plati:

WAM(x,y) = WAM,(y, x).

45



Po dosazeni z predpisu definice 1.4. ziskdme:
V- X+ VY =01 Y+ Vg-.

Uvazujme nyni hodnoty (z,y) = (0.1,0.2) a (v;,v2) = (0.1,0.9). Po
dosazeni ziskame:

0.1-014+02-09=0.1-02+0.9-0.1;
0.19 # 0.11.

Agrega¢ni funkce WADM, tedy neni symetricka.

e neni asociativni

Driikaz. Dikaz provedeme nalezenim protipiikladu.

Predpokladejme, ze WAM, je asociativni a v € (0, 1)% v; + vy = 1. Pak pro
kazdé x = (z,y,2) € (0,1)? plati:

WAM, (z, WAM,(y, z)) = WAM,(WAM,(z,y), 2).
Po dosazeni do predpisu z definice 2.4. ziskame:
WAM,(z,v1 -y + v - 2) = WAMy(vy - x 4+ vg -y, 2);
vicxFve- (v ry+v-z)=v-(v1-x+ve-y)+ U2z

Nyni uvazujme hodnoty v = (0.1,0.9) a x = (0.3,0.5,0.7). Po dosazeni
ziskame:

0.1-0.3+09-(0.1-05+0.9-0.7)=0.1-(0.1-0.3+0.9-0.5) +0.9-0.7;

0.642 # 0.678.
Agregacni funkce WAM, tedy neni asociativni. O
e je spojity
Diikaz. Viz graf. O
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e nema neutralni prvek

Dikaz. Predpokladejme, 7ze WAM, mé neutralni prvek e € (0,1),
v € (0,1)2 v; + vy = 1. Pak pro kazdé z € (0,1) plati:

WAM, (x,€e) = x.
Po dosazeni do predpisu z definice 2.4. ziskame:

V1T + V€ =1.

Tato rovnost vSak nastava pouze v piipadé, kdy v. = (1,0) a v tomto
piipadé je e libovolné coz je také spor. WAM, tedy nema neutralni prvek.
V pripadé, kdy x = (e, z) je postup obdobny. O

e nema anihilator

Diikaz. Predpokladejme, ze WAM, méa anihilator a € (0,1),v € (0,1)%
v1 + v = 1. Pak pro kazdé x € (0, 1) plati:

WAM, (z,a) = a.
Po dosazeni do predpisu z definice 2.4. ziskame:
V- T+ vy a = a.

Tato rovnost v8ak nastava pouze v pripadé, kdy v = (0,1). WAM, tedy
nemd anihilator. V piipadé, kdy x = (a,x) je postup obdobny. O

e neni konjunktivni

Driikaz. Dikaz provedeme uvedenim protipiikladu.

Predpokladejme, ze WAM, je konjunktivni, v € (0,1)% v; + v, = 1. Pak
pro kazdé x = (z,y) € (0,1)? plati:

0 < WAM,(x,y) < min.
Po dosazeni do predpisu z definice 2.4. ziskame:

0<v-z+wv-y <min(zx,y).
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Nyni uvazujme v = (0.1,0.9) a x = (0.1,0.2):
0<0.1-0.140.9-0.2 < min(0.1,0.2);

0<0.19 £ 0.1,

e neni disjunktivni

Driikaz. Dikaz provedeme uvedenim protipiikladu.

Predpokladejme, ze WAM, je disjunktivni, v € (0,1)% v; + vo = 1. Pak
pro kazdé x = (z,y) € (0,1)? plati:

max(z,y) < WAM,(x,y) < 1.
Po dosazeni do predpisu z definice 1.4. ziskame:
max(z,y) <vi-r+uvy-y <1
Nyni uvazujme v = (0.5,0.5) a x = (0.1,0.2):
max(0.1,0.2) < 0.5-0.1 + 0.5 0.2 < 1;

0.2 £ 0.15 < 0.1.

e je vnitini

Diikaz. To ze WADM, je vnitini plyne z toho, Ze je idempotentni (viz Véta
2.4.). O

e je autodistributivni

Driikaz. Vlastnost autodistributivity plyne z toho, ze W AM je idempotentni
a bisymetricky (viz Véta 2.5.). O
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e je bisymetricky
Diikaz. Necht v € (0,1)%,v; + vy = 1. Pro kazdé x € (0,1)? plati:
WAM,(WAM,(x1,x2), WAMy (23,24)) = WAM(v1-21 + v3- T2, v1-T3 + V2 -24) =
=v1-(v1-@1 + v2-@2) + v2- (V1-T3 + V2 T4) = V]-T1 + V1-V2- T2 + V2 VLT3 + V3 Ty =
=021y + V1 V2 T3 + V2V To + V5-xy = v1-(V1-T1 + V2 x3) + V2 (V1T + Vy Ty) =
= WAM, (v1 21 + vo-x3,v1 T + vo-xg) = WAM,(WAM, (21, x3), WAM (22, 24)).
Plati tedy:

WAMV(WAMV($1, :Eg), WAMV($3, :E4)) = WAMV(WAMV($1, :Eg), WAMV($2, :E4))

Il
e je aditivni
Diikaz. Necht x = (21, 22),y = (y1,42), v = (v1,v5) € (0,1)2. Pak plati:
WAM, (x) + WAM (V) =v1 - 21+ vy - To + 01 - Y1 + Vg - Yo =
= vi(21 4+ 1) + va(w2 +y2) = WAM(x +y). .

3.4 Usporadany vazeny prameér

Pozndmka 3.1. Vzhledem k tomu, Ze jedinym rozdilem mezi vaZzenym aritmetic-
kym primérem a usporddanym vazenym prumérem je uspoiadanost argumenti,
je ziejmé Ze vSechny vlastnosti, které ma WAM,, bude mit také OWA,. Nebu-
deme je tedy dokazovat znovu a zaméfime se pouze na vlastnosti, které WAM,
nema. V pripadé vlastnosti, které nemé ani jeden z vaZzenych pruméri a v pfipadé
protipitkladu pro WAM, jsme vyuZili jiz uspofadany vektor x € (0, 1)? nebudeme
jej uvadét znovu.

Véta 3.4. Necht OWA, je usporddany vdZeny primeér na I (viz Definice 1.7.),
pak plati:

e je ryze monotoénni

Dikaz. Viz WAM,. O
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e je spojoveé ryze monoténni

Dikaz. Viz WAM,,. O
e je senzitivni

Dikaz. Viz WAM,. O
e je idempotentni

Dikaz. Viz WAM,,. O
e je symetricky

Diikaz. Symetrie plyne piimo z toho, Ze zadany vektor x € (0,1)? z defi-

nice 1.7. nejprve usporadame, tedy potradi argumenti ptivodniho vektoru je

libovolné. O
e neni asociativni

Drikaz. Protipiiklad viz asociativita WAM,,. |
e je spojita

Dikaz. Viz WAM,. O

e nema neutralni prvek

Diikaz. Predpokladejme, Ze OWA, ma neutralni prvek e € (0,1),v € (0, 1)
v + vy = 1. Pak pro kazdé x € (0,1) plati:

OWAy(z,¢e) = z.
V pripadé, ze © < e, tato rovnost plati pouze pro v = (1,0) a v opaé-

ném piipadé tato rovnost plati pouze pro vektor v = (0,1). OWA, tedy
nemd neutralni prvek. Pro x = (e, x) je postup obdobny.
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e nema anihilator

Diikaz. Predpokladejme, ze OWA, méa anihilator a € (0,1), v € (0,1)%
v1 + v = 1. Pak pro kazdé x € (0, 1) plati:

OWAy(z,a) = a.

V piipadé, ze © < a, tato rovnost plati pouze pro v = (0,1) a v opaé-
ném piipadé tato rovnost plati pouze pro vektor v = (1,0). OWA, tedy
nemd neutralni prvek. Pro x = (e, x) je postup obdobny. O

e neni konjunktivni

Driikaz. Protipiiklad viz konjunktivita WAM,,. O
e neni disjunktivni

Driikaz. Protipiiklad viz disjunktivita WAM,,. O
e je vnitini

Diikaz. To ze je OWA, vnitini plyne z toho, Ze je idempotentni (viz Véta
2.4.). O

e je autodistributivni

Driikaz. Vlastnost autodistributivity plyne z toho, ze WAM, je idempo-
tentni a bisymetricky (viz Véta 2.5.). O

e je bisymetricky
Dikaz. Viz WAM,. O
e je aditivni

Dikaz. Viz WAM,. O
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3.5 Maximum

Véta 3.5. Necht MAX je mazimum na I (viz Definice 1.10.), pak plati ®:

e neni ryze monoté4nni

Diikaz. Dikaz provedeme uvedenim protiptikladu. Je-li M AX ryze mono-
tonni, pak pro kazdé x,y € (0,1)? plati:

(x; <y) AN (x#y) = MAX(x) < MAX(y).

Uvazujme (x1,2z2) = (0.1,0.3) a (y1,¥2) = (0.2,0.3). Tyto hodnoty spl-
nuji podminku (z; < y;) A (x #y), ale po dosazeni ziskame:

MAX (x1,29) < MAX (y1,92);
MAX(0.1,0.3) < MAX(0.2,0.3);
0.3 £ 0.3,

MAX tedy neni ryze monotonni. O
e je spojové ryze monotoénni

Diikaz. Pro kazdé x,y € (0,1)? takové, Ze z; < y; pro kazdé i € [n], plati:

1. 21 < Vyr < yo:
MAX((L’l,(L’g) =Ty < Y2 = MAX(y1>y2)'

Tato nerovnost plati diky podmince z; < y;, Vi € {1,2}.
2. ;1 <29 VY > Y

MAX (21, 29) = 9 < yy = MAX (y1,Y2).

Tato nerovnost plati diky podmince x5 < yo < ¥;.

9Pro n = 2 agregacni funkce M AX odpovida maximélni t-conormé, proto budeme vyuzivat
dale poznatki o t-conorméch. Vlastnosti maximalni t-conormy nebudeme dokazovat zv1ast.
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3. 11 >ToVy <Yo:
MAX (x1,25) = 21 < yo = MAX (y1,y2).

Tato nerovnost plati diky podmince x; < z9 < ¥

4. 11 >To VY > Yo
MAX((L’l,(L’g) =11 <Y1 = MAX(y1>y2)'

Tato nerovnost plati diky podmince z; < y;, Vi € {1,2}.

Plati tedy:

T, < Y; = MAX(,ZEl,l’g) < MAX(yl,yg)

neni senzitivni

Driikaz. Dikaz provedeme uvedenim protipiikladu.

Predpokladejme,ze MAX je senzitivni. Pak pro kazdé x = (z,y) € (0,1)?
a kazdé A # 0,x + (0,\) € (0, 1) plati:

MAX(x) # MAX(x+ (0, ).
Po dosazeni do predpisu z definice 2.6. ziskame:

max(xy, To) # max(xry, To + A).
Uvazujme hodnoty (z1,x2) = (0.3,0.1) a A = 0.1. Po dosazeni ziskdme:
max(0.3,0.1) # max(0.3,0.2);
0.3 # 0.3.

Je nutné uvazovat i vektor (\,0), avSak sporu bychom dosahli analogicky.
]
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e je idempotentni
Diikaz. Pro kazdé z € (0,1) plati:

r =max(z,x) = MAX (z,x).

e je symetrické

Diikaz. Symetrie plyne z toho, ze M AX je t-conormou (pro n = 2). O
e je asociativni

Diikaz. Asociativita plyne z toho, ze M AX je t-conormou (pron =2). 0O
e je spojité

Diikaz. Viz graf (Obrazek 4). O
e mi neutralni prvek e =0

Diikaz. Existence neutralntho prvku e = 0 plyne z toho, ze MAX je
t-conormou (pro n = 2). O

e ma anihilator a =1

Diikaz. Existence anihilatoru a = 1 plyne z toho, ze M AX je t-conormou
(pro n = 2). O

e neni konjunktivni
Driikaz. Dikaz provedeme nalezenim protipiikladu.

Predpokladejme, ze M AX je konjunktivni. Pak pro kazdé x = (z,y) € (0, 1)
plati:

0 < MAX(z,y) < min(z,y).
Nyni uvazujme hodnoty (z,y) = (0.1,0.2). Po dosazeni ziskame:
0<02¢0.1
MAX tedy neni konjunktivni. |
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e je disjunktivni

Diikaz. Tato vlastnost plyne z toho, ze M AX je t-conormou (pro n = 2).
O

e je vnitini

Diikaz. Dikaz plyne z toho, ze MAX je nejmensi t-conorma a soucasné
nejvetsi vnitini agregacéni funkce. O

e je autodistributivni

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti predpoklddejme x < y < z. Pro kazdé
x = (z,y,2) € (0,1)3 plati:

MAX(x, MAX(y,2)) = MAX(z,z) = z =

= MAX(y,2) = MAX(MAX (z,y, MAX (z, 2)).

e je bisymetrické
Diikaz. PTi hledani nejvétsiho prvku v matici, je postup libovolny pokud
zahrnuje veskeré Cleny. Nezalezi tedy zda porovnavame prvky nejprve ve
sloupcich ¢ tadcich. O

e neni aditivni

Driikaz. Dikaz provedeme nalezenim protipiikladu.

Predpokladejme, ze MAX je aditivni. Pak pro kazdé x = (x1,29),
y = (y1,2) € (0,1)? plati:

MAX(x) + MAX(y) = MAX (x+Yy);
max (1, T2) + max(y1, y2) = max(zy + y1, T2 + y2).

Nyni uvazujme hodnoty (x1,z2) = (0.1,0.3) a (y1,y2) = (0.4,0.2). Po dosa-
zeni hodnot ziskame:

max(0.1,0.3) + max(0.4,0.2) = max(0.5,0.5);
0.3 0.5,

MAX tedy neni aditivni. O
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3.6 Minimum

Véta 3.6. Necht MIN je minimum na I (viz Definice 1.11.), pak plati *°:
e neni ryze monoté4nni
Driikaz. Dikaz provedeme uvedenim protipiikladu.

Predpokladejme, Ze MIN je ryze monoténni. Pak pro kazdé x,y € (0,1)?
plati:

(x; <y) N (x#y)= MIN(x) < MIN(y).

Uvazujme (x1,2z2) = (0.1,0.2) a (y1,y2) = (0.1,0.3). Tyto hodnoty sice
spliiuji podminku (z; < y;) A (x #y), ale po dosazeni ziskame:

MIN (z1,x9) < MIN(y1,v2);
MIN(0.1,0.2) < MIN(0.1,0.3);
0.1 £0.1.
MIN tedy neni ryze monoténni. |
e je spojoveé ryze monoténni
Driikaz. Necht plati z; < y;. Pro kazdé x,y € (0, 1)? plati:
1. 21 < Vyr < yo:
MIN (z1,22) = 21 < y1 = MIN(y1,y2).

Tato nerovnost plati diky podmince z; < y;, Vi € {1,2}.
2. ;1 <29 VY > Y

MIN(zy,29) = 21 < yo = MIN(y1, ya2).

Tato nerovnost plati diky podmince xy < x5 < ys.

OPro n = 2 agregac¢ni funkce MIN odpovida minimalni t-normé&, proto budeme vyuZivat
dale poznatkid o t-norméch. Vlastnosti miniméalni t-normy nebudeme dokazovat zvIlast.
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3. 11 >ToVy <Yo:
MIN(xq,22) = 29 < y1 = MIN(y1, ).

Tato nerovnost plati diky podmince xo < z1 < y;.

4. 11 >To VY > Yo
MIN(z1,22) = 29 < y2 = MIN (y1,).

Tato nerovnost plati diky podmince z; < y;, Vi € {1,2}.

Plati tedy:

z; <y = MIN(x) < MIN(y).

e neni senzitivni

Driikaz. Dikaz provedeme uvedenim protipiikladu.

Predpokladejme, Ze MIN je senzitivni. Pak pro kazdé x = (x,y) € (0,1)?
a kazdé A # 0,z + (0,\) € (0, 1) plati:

MIN(x) # MIN(x + (0, \)).
Uvazujme hodnoty (z,y) = (0.1,0.3) a A = 0.1. Po dosazeni ziskame:
MIN(0.1,0.3) # MIN((0.1,0.3) + (0,0.1));
MIN(0.1,0.3) # MIN(0.1,0.4);
min(0.1,0.3) # min(0.1,0.4);
0.1 #0.1.

Je nutné uvazovat i vektor (\,0), avSak sporu bychom dosahli analogicky.
]
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e je idempotentni

Diikaz. Pro kazdé z € (0,1) plati:

x =min(z,x) = MIN(z,x).

e je symetrické

Diikaz. Symetrie plyne z toho, ze MIN je t-normou (pro n = 2). O
e je asociativni

Diikaz. Asociativita plyne z toho, ze je MIN t-normou (pro n = 2). O
e je spojité

Diikaz. Viz graf (Obrazek 7). O
e mi neutralni prvek e =1

Diikaz. Existence neutralniho prvku e = 1 plyne z toho, ze MIN je
t-normou (pro n = 2). O

e ma anihilator a =0

Diikaz. Existence anihilatoru a = 0 plyne z toho, Ze MIN je t-normou (pro
n=2). O

e je konjunktivni

Diikaz. Vlastnost konjunktivity plyne z toho, ze MIN je t-normou (pro
n=2). O

e neni disjunktivni

Diikaz. To, ze MIN neni disjunktivni plyne z toho, ze MIN je t-normou
(pro n = 2). O
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e je vnitini

Driikaz. Dikaz plyne z toho, ze MIN je nejvétsi t-norma a nejmensi vnitini
agregacni funkce. O

e je autodistributivni
Diikaz. Necht z <y < z. Pro kazdé x = (x,y, z) € (0, 1)3 plati:
MIN(x,MIN(y,z)) = MIN(x,y) =x = MIN(z,z2) =

= MIN(MIN(z,y, MIN(z,z)).

e je bisymetrické
Diikaz. Dukaz plyne z principu duality MAX a MIN. O
e neni aditivni

Driikaz. Dikaz provedeme uvedenim protipiikladu.
Predpokladejme, Ze MIN je aditivni. Pak pro kazdé x,y € (0,1)? plati:
MIN(x)+ MIN(y) = MIN(x+Yy).

Nyni uvazujme hodnoty (x1,z2) = (0.1,0.2) a (y1,y2) = (0.2,0.1). Po dosa-
zeni ziskame:

MIN(0.1,0.2) + MIN(0.2,0.1) = MIN(0.1 +0.2,0.2 + 0.1);
min(0.1,0.2) + min(0.2,0.1) = min(0.3,0.3);
0.1+0.1=0.3;

0.2 # 0.3.
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3.7 Projekce

Véta 3.7. Necht P, je projekce k-té souiadnice na I (viz Definice 1.14.), pak
plati:

e neni ryze monoténni

Diikaz. Dukaz provedeme uvedenim protipiikladu.
Piedpokladejme, Ze P je ryze monoténni. Pak pro kazdé x,y € (0,1)? plati:

(z; Sy Ax#y) = Pu(x) < B(y)-
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Nyni uvazujme hodnoty k = 1, (z1,22) = (0.1,0.2) a (y1,y2) = (0.1,0.3).
Po dosazeni ziskdme:

P;(0.1,0.2) < P,(0.1,0.3);

0.1 £ 0.1.
O

Pozndmka 3.2. Pfipomenme si, ze P; odpovida funkci MIN a P, (v naSem
pripadé P») odpovida funkci M AX. Jelikoz ani M AX ani MIN nejsou ryze
monoténni, tak ani P; ani P, nemuzou byt ryze monoténni. Pokud bychom
uvazovali vyss$i dimenzi, pak vzdy miizeme najit protipiiklad takovy, kdy
se budou oba vektory rovnat v k-té souradnici a ostatni souradnice budou
libovolné, ne vsak totozné.

e je spojové ryze monotoénni
Diikaz. Trivialni. O
e neni senzitivni

Driikaz. Dikaz provedeme nalezenim protipiikladu.

Predpokladejme, Ze Py je senzitivni. Pak pro kazdé x = (z,y) € (0,1)?
a kazdé A € (0,1) plati:

Nyni uvazujme hodnoty (x,y) = (0.1,0.2),k = 2 a A = 0.3. Po dosazeni
ziskame:

P5(0.1,0.2) # P,(0.4,0.2);

0.2 #£ 0.2
P, tedy neni senzitivni. Dikaz pro vektor (0, A) je obdobny. O
e je idempotentni
Diikaz. Trividlni. O
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e neni symetricka

Driikaz. Dikaz provedeme uvedenim protipiikladu. Predpokladejme, ze Py
je symetrickd. Pak pro kazdé x = (z,y) € (0,1)? plati:

Uvazujme (z,y) = (0.1,0.2) a k = 1.

P(0.1,0.2) = 0.1 # 0.2 = P1(0.2,0.1).

]
e je asociativni
Diikaz. Pro kazdé x = (z,y,2) € (0,1)? plati:
1. k=1
Py(z, Py, 2)) = P(Pi(x,y), 2);
Pi(z,y) = Pi(x,2) = z.
2. k=2
Py(z, Py(y, 2)) = Po(Pa(z,y), 2);
Py(z,2) = Py(y, 2) = 2.
0
e je spojita
Diikaz. Viz graf (Obrazky 5 a 6). O
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e nema neutralni prvek

Diikaz. Predpokladejme,ze Py mé neutralni prvek. Pak existuje e € (0, 1)
tak, ze pro kazdé = € (0, 1) plati:

Py(z,e) = Py(e,x) = .
Pri volbé k = 2 tato rovnost nastava pouze pro piipad x = e, coz je ve
sporu s pfedpokladem, Ze e je jediné pro libovolné x € (0,1). Py tedy nema
neutralni prvek. Pti volbé £ = 1 by byl postup analogicky. O

e nema anihilator

Diikaz. Predpokladejme, Ze P, mé anihilator. Pak existuje a € (0, 1) tak,
ze pro kazdé x € (0, 1) plati:

Py(z,a) = Py(a,z) = a.
Pri volbé k = 1 tato rovnost nastava pouze pro piipad x = a, coz je ve

sporu s pfedpokladem, Ze a je jediné pro libovolné x € (0, 1). P, tedy neméa
anihilator. Pro volbu k£ = 2 by byl postup analogicky. O

e neni konjunktivni

Driikaz. Dikaz provedeme nalezenim protipiikladu.

Predpokladejme, Ze Py je konjunktivni. Pak pro kazdé x = (x,y) € (0,1)?
plati:

0 < Pi(x) < MIN(x).
Uvazujme k =1 a (x,y) = (0.2,0.1). Pak plati:

0<0.2¢0.1.
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e neni disjunktivni

Driikaz. Dikaz provedeme nalezenim protipiikladu.

Predpokladejme, Ze P je disjunktivni. Pak pro kazdé x = (z,y) € (0,1)?
plati:

MAX (x) < Py(x) < 1.
Nyni uvazujme k =1 a (z,y) = (0.1,0.2). Pak plati:

02£0.1<1,

e je vnitini

Diikaz. To, Ze je Py vnitini, plyne pfimo z toho, Ze je idempotentni (viz
véta 2.4.). O

e je autodistributivni
Diikaz. Pro kazdé x = (x,y, z) € (0,1) plati:
1. k=1:

Pi(z, Pi(y, 2)) = Pi(z,y) = . = Pi(z,z) = P(Pi(x,y), Pi(z, 2))
2. k=2:

Bz, Py, 2)) = Pa(x,2) = 2 = Pi(y, 2) = Ra(Pa(7,y), Pa(z, 2))

Plati tedy:
Pk(x>Pk(y> Z)) = Pk(Pk(x>y)> Pk({L’,Z))

Autodistributivitu zprava bychom dokézali analogicky. O
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e je bisymetricka

Diikaz. Pro kazdé x = (z11, T12, T21, T22) € (0, 1) plati:

1. k=1
Pl(Pl(iﬁn,iElz), P1($21,£E22)) = P1(£E11,$21) =

=T11 = P1(£E11,£E12) = Pl(Pl(SElh$21),P1($21,£E22))-
2. k=2

Pz(Pz(iﬁu,iElz), Pz(iﬁzbiﬁzz)) = Pz(iﬁlz,xzz) =

= T2 = Pz(iﬁzl,xzz) = Pz(Pz(iElb$21)>P2($12>$22))-

Plati tedy:

Pk(Pk(ihbiBm), Pk(iﬂzbiﬁzz)) = Pk(Pk(ihbiBm), Pk(il?m,iﬁzz))-
O

e je aditivni

Diikaz. Pro kazdé x = (z1,23),y = (y1,y2) € (0,1)? plati:
1. k=1

Pi(x1,29) + Pi(y1,y2) = 21+ y1 = Pi(z1 + y1, 22 + ya).

2. k=2

Py(x1,22) + Pa(y1,y2) = 22 + y2 = Po(z1 + y1, 22 + Ya2).

Plati tedy:

Pi(x) + Pi(y) = P(x +y).
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3.8 Usporadana projekce

Vzhledem k tomu, Ze jedinym rozdilem mezi projekci a usporadanou pro-
jekel je usporadanost argumenti, je ziejmé, ze vSechny vlastnosti, které ma P,
bude mit také Fyy. Nebudeme je tedy dokazovat znovu a zaméifme se pouze na
vlastnosti, které P, nemé. V pripadé vlastnosti, které nema ani jedna z projekci
a v protiptikladu pro P jsme vyuzili jiz usporadany vektor x € (0,1)? nebudeme
jej uvadét znovu.

Véta 3.8. Necht Py, je uspoiddand projekce na I (viz Definice 1.15.), pak plati:

e neni ryze monoténni

Driikaz. Protipriklad viz Py. O
e je spojové ryze monoténni

Diikaz. Trividlni. O
e neni senzitivni

Diikaz. Protipriklad viz P. O
e je idempotentni

Diikaz. Trividlni. d
e je symetricka

Diikaz. Symetrie plyne z toho, ze vektor x € (0,1)? nejprve usporadame.
Vysledek tedy neni zavisly na poradi argumenti. O

e je asociativni

Dikaz. Dukaz viz Pj. O
e je spojita

Diikaz. Viz graf projekce (Obrazky 5 a 6). O
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e nema neutralni prvek

Dikaz. Dukaz viz Pi. O
e nema anihilator

Dikaz. Dukaz viz Pj. O
e neni konjunktivni

Driikaz. Protipiiklad viz P. |
e neni disjunktivni

Driikaz. Protipiiklad viz P. |
e je vnitini

Diikaz. To, Ze je Pyy vnitini, plyne z toho, Ze je idempotentni (viz Véta
2.4.). O

e je autodistributivni

Dikaz. Dukaz viz Pj. O
e je bisymetricka

Dikaz. Dukaz viz Pi. O
e je aditivni

Dikaz. Dukaz viz Pi. O
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3.9 Soucinova t-norma
Véta 3.9. Necht Ty je soucinovd t-norma na I (viz Definice 1.20.), pak plati:

e neni ryze monoténni

Diikaz. Dukaz provedeme nalezenim protiprikladu.
Predpokladejme, Ze 777 je ryze monoténni. Pak pro kazdé x,y € (0, 1)2
plati:
(v <yi) N (x#£y) = T11(x) < I17(y)-
Nyni uvazujme hodnoty (z1,22) = (0,0) a (y1,y2) = (0,0.1). Po dosazeni
ziskame:
TH(%,@) < Tn(yhyz);
TH(O, 0) < TH(O, 0.1);

0 ¢ 0.

e je spojové ryze monoténni

Diikaz. Necht ; < y;, pro kazdé i € {1,2}. Pro kazdé x = (z1,73),
y = (y1,2) € (0,1)? plati:

Ze zadanych podminek ziskdme nerovnosti (opa¢né nerovnosti bychom zis-
kali v pfipadé opaéného oznaceni):

T <Y Vo <y
Po vynasobeni téchto nerovnic ziskame:
Ty T2 <Y1+ Y2

Tento krok muZeme provézt diky podmince x; < y;, kterd nadm zabezpe-
¢uje, ze yp - Y2 # 0.

T]‘[(zl,@) < Tn(yn?b)-
Plati tedy:

z; <y = I1(x) < I(y).
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e neni senzitivni

Driikaz. Dikaz provedeme nalezenim protipiikladu.

Predpokladejme, ze Ty je senzitivni. Pak pro kazdé x = (z,y) € (0,1)
a kazdé A € (0,1) plati:

Iz, y) # Irp(@ + A, y).

Po dosazeni do predpisu z Definice 1.32. ziskdme:
Ty #F(T+A) -y
Nyni uvazujme hodnoty (z,y) = (0.1,0) a A = 0.1. Po dosazeni ziskame:
0.1-0# (0.1+0.1)-0;

0+ 0.

177 tedy neni senzitivni. O
e neni idempotentni

Diikaz. To, Ze 1y neni idempotentni plyne z toho, Ze Ty je t-normou
a jedina vnitini t-norma je minimum (viz Véta 1.1.). O

e je symetricka

Diikaz. Symetrie pfimo plyne z vlastnosti t-norem. O
e je asociativni

Diikaz. Asociativita piimo plyne z vlastnosti t-norem. O
e je spojita

Diikaz. Spojitost plyne piimo z grafu (viz Obrazek 9). O
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ma neutralni prvek e =1

Driikaz. FExistence neutralniho prvku e = 1 piimo plyne z vlastnosti t-norem.
O

ma anihilator a =0

Driikaz. Existence anihildtoru a = 0 pfimo plyne z vlastnosti t-norem. [J
je konjunktivni

Diikaz. Vlastnost konjunktivity piimo plyne z vlastnosti t-norem:. O
neni disjunktivni

Diikaz. To, ze 171 neni disjunktivni plyne z toho, Ze je konjunktivni. O
neni vnit¥ni

Diikaz. To, Ze Iy neni vnitini plyne z toho, Ze je konjunktivni a nenf rovna
minimu. |

neni autodistributivni
Driikaz. Dikaz provedeme uvedenim protipiikladu.

Predpokladejme, Ze Ty je autodistributivni. Pak pro kazdé x = (z,y,2) €
(0,1)3 plati:

Iy(e, Ty (y, 2)) = (T (2, 9), Ty (=, 2))-
Po dosazeni do predpisu z Definice 1.20. ziskdme:
r-(y-z)=(x-y)(z-2)
Nyni uvazujme hodnoty (z,y, z) = (0.1,0.1,0.1). Po dosazeni ziskdme:
0.12 = 0.1%;
0.01 # 0.001.
177 tudiZ neni autodistributivni. O
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e je bisymetricka
Diikaz. Dukaz plyne pfimo z komutativity nasobeni realnych ¢isel. O
e neni aditivni

Driikaz. Dikaz provedeme nalezenim protipiikladu.

Predpokladejme, ze 7Ty7 je aditivni. Pak pro kazdé x = (z1,29)
y = (y1,92) € (0,1)2 plati:

T(x) +I(y) = ITp(x +y).
Po dosazeni do predpisu z definice 1.18. ziskame:
T @2+ Yy = (1 1) - (T2, 92);
Ty T2+ Y1 Y2 =2T1 T2t Y1 Y2+ Y1 T2+ T1- Yo

Nyni uvazujme hodnoty (x1,z2) = (0.1,0.2) a (y1,y2) = (0.3,0.4). Po dosa-
zeni ziskame:

01-02403-04=01-02+03+04+4+0.3-0.2+40.1-0.4;
0.22 # 0.32.
Tty tedy nenf aditivni. O

3.10 Lukasiewiczova t-norma

Véta 3.10. Necht Tty je Lukasiewiczova t-norma na I (viz Definice 1.21.), pak
plati:

e neni ryze monoté4nni
Driikaz. Dikaz provedeme nalezenim protipiikladu.

Predpokladejme, Ze Ty, je ryze monotonni. Pak pro kazdé x = (xq, z9),
y = (y1,2) € (0,1)? plati:

(zi Syi Ax#y) = True(x) < Trur(y)-
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Po dosazeni do predpisu z definice 1.19. ziskame:
max (0, x; + 25 — 1) < max(0,y; +y2 — 1).

Nyni uvazujme hodnoty (z1,z2) = (0.1,0.2) a (y1,72) = (0.2,0.3). Tyto
vektory spliuji podminku:

(0.1,0.2) < (0.2,0.3) A (0.1,0.2) 5 (0.2,0.3),
ale po dosazeni zjistime, Ze neplati:

max(0,0.14+ 0.2 — 1) < max(0,0.2+ 0.3 — 1);

0 £ 0.
Tru. tedy neni ryze monotonni.
]
neni spojové ryze monoténni
Drikaz. Protiptiklad viz ryzi monotonnost T7u. O

neni senzitivni

Driikaz. Dikaz provedeme uvedenim protipiikladu.

Predpokladejme, 7ze Tr,; je senzitivni. Pak pro kazdé x = (z,y) € (0,1)?
a kazdé A € (0,1) plati:

True(z,y) # Truk(z + X y).
Po dosazeni do predpisu z definice 1.19. ziskame:
max(0,z +y — 1) # max(0,x + A+ y — 1).
Nyni uvazujme hodnoty (z,y) = (0.2,0.3) a A = 0.1. Po dosazeni ziskame:
max(0,0.2 4+ 0.3 — 1) # max(0,0.2 + 0.3+ 0.1 — 1);
0% 0.
Trur tedy neni senzitivni. O
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e neni idempotentni

Diikaz. To, ze Tt neni idempotentni plyne z toho, Ze je t-normou a jedinou
idempotentni t-normou je minimum. O

e je symetricka

Diikaz. Symetrie pfimo plyne z vlastnosti t-norem. |
e je asociativni

Diikaz. Asociativita piimo plyne z vlastnosti t-norem. O
e je spojita

Diikaz. Spojitost pfimo plyne z grafu funkce (viz Obrazek 10). O
e mi neutralni prvek e =1

Diikaz. Existence neutralniho prvku e = 1 pfimo plyne z toho, Ze Ti,. je
t-normou. O

e ma anihilator a =0

Driikaz. FExistence anihilatoru a = 0 pfimo plyne z toho, Zze T je t-normou.
]

e je konjunktivni

Diikaz. To, ze Ty, je konjunktivni pifimo plyne z vlastnosti t-norem. [
e neni disjunktivni

Diikaz. To, ze Ty, neni disjunktivni plyne z toho, Ze je konjunktivni. [
e neni vnitini

Diikaz. To, ze Ty, neni vnitini plyne z toho, Ze je konjunktivni a neni
rovna minimu. |
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e neni autodistributivni

Driikaz. Dukaz plyne z principu duality T7.. a Spuk. Autodistributivita Sy,
je dokazana dale. O

e je bisymetricka

Diikaz. Dukaz plyne z principu duality T, a Sp.. Bisymetrie Sy, je
dokézana déle. O

e neni aditivni

Driikaz. Dikaz provedeme nalezenim protipiikladu.

Predpokladejme, ze Tr,; je aditivni. Pak pro kazdé x = (x,29),
y = (y1,92) € (0,1)2 plati:

Truk(X) + Truk(y) = Tru(x +y).
Po dosazeni do predpisu z definice 1.20. ziskame:
max(0,x1 + 23 — 1) + max(0,y; +y2 — 1) = max(0, 21 + x2 +y1 + y2 — 1).

Nyni uvazujme hodnoty (z1,x2) = (0.6,0.7) a (y1,92) = (0,0.1). Po
dosazeni ziskame:

max(0,0.6 + 0.7 — 1) + max(0,0 + 0.1 — 1) = max(0,0.6 + 0.7+ 0+ 0.1 — 1);
0.3 # 0.4.

Tru tedy neni aditivni. O
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3.11 Drasticka t-norma
Véta 3.11. Necht Tp je drastickd t-norma na I (viz Definice 1.22.), pak plati:

e neni ryze monoté4nni
Driikaz. Dikaz provedeme nalezenim protipiikladu.

Predpokladejme, ze Tp je ryze monoténni. Pak pro kazdé x = (xy, ),
y = (y1,2) € (0,1)? plati:

(zi <yinx#y)=Tp(x) <Tp(y).

Nyni uvazujme hodnoty (zi,z2) = (0.1,0.2) a (y1,y2) = (0.2,0.3). Tyto
vektory spliuji podminku:

(0.1,0.2) < (0.2,0.3) A (0.1,0.2) 5 (0.2,0.3),
ale po dosazeni ziskame:

Tp(0.1,0.2) < Tp(0.2,0.3);

0 £ 0.
Tp tedy neni ryze monoténni. U
e neni spojové ryze monotoénni
Drikaz. Viz protipriklad ryzi monoténnosti Tp. O

e neni senzitivni

Diikaz. Predpokladejme, ze Tp je ryze monoténni. Pak pro kazdé
x = (z,y) € (0,1)? a kazdé X\ € (0,1) plati:

Tp(z,y) # Tp(x + A\ y).
Nyni uvazujme hodnoty (z,y) = (0.1,0.2) a A = 0.1. Po dosazeni ziskame:
T5(0.1,0.2) # Tp(0.1 + 0.1,0.2);
0% 0.
Tp tedy neni senzitivni. O
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e neni idempotentni

Diikaz. To, ze Tp neni idempotentni pifimo plyne z toho, Ze minimum je
jedina idempotentni t-norma. O

e je symetricka

Diikaz. Symetrie pfimo plyne z vlastnosti t-norem. |
e je asociativni

Diikaz. Asociativita piimo plyne z vlastnosti t-norem. O
e neni spojita

Diikaz. Viz graf funkce (Obrazek 12). O
e mi neutralni prvek e =1

Driikaz. FExistence neutralniho prvku e = 1 piimo plyne z vlastnosti t-norem.
O

e mi anihilator a =0

Diikaz. Existence anihilatoru a = 0 pfimo plyne z vlastnosti t-norem. [J
e je konjuktivni

Driikaz. To, ze Tp je konjunktivni piimo plyne z vlastnosti t-norem. O
e neni disjunktivni

Driikaz. To, ze Tp neni disjunktivni plyne z toho, Ze je konjunktivni. O
e neni vnitini

Diikaz. To, ze T neni vnitini plyne z toho, Ze je konjunktivni a neni rovna
minimu. O
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e neni autodistributivni

Driikaz. Dikaz provedeme nalezenim protipiikladu.

Predpokladejme, ze Tp je autodistributivni. Pak pro kazdé x = (z,y,2) €
(0,1)3 plati:

Tp(x,Tp(y,2)) = To(Ip(z,y), Tp(x, 2)).
Nyni uvazujme hodnoty (z,y, z) = (0.5,1,1). Po dosazeni ziskame:
Tp(0.5,Tp(1,1)) = Tp(Tp(0.5,1), Tp(0.5,1));
Tp(0.5,1) = Tp(0.5,0.5);
0.5 # 0.
Tp tedy neni autodistributivni. O
e je bisymetricka

Diikaz. Necht x = (211, Z19, 21, To2) € (0, 1)*. Diikaz rozdélime na 16 ¢asti:

Ly =1ANx12#1ANx91 Z1Ngg # 1
Tp(Tp(w11, 212), Tp (w21, T22)) = Tp(212,0) =0 =
= TD($21, TD(£B12, iﬁzz)) = TD(TD(xn,fle), TD($12, iBzz))-
2. F 1INz =1ANx0 # 1 N2 # 1
Tp(Tp(x11,712), Tp(T21, T22)) = Tp(211,0) = 0 =
= TD(TD($11, $21), $22) = TD(TD(xn,fle), TD($12, iBzz))-
o F 1INz #1ANxyy =1 N2 # 1
Tp(Tp(x11,712), Tp(T21,T22)) = Tp(0,722) = 0 =

= TD(2?11> TD(£E12> £B22)) = TD(TD(J?u,iBm), TD(2?12> 5522))-
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cxnn FIANTp FLATgy #F 1 AT =1
Tp(Tp(w11, ¥12), Tp(w21, T22)) = Tp(0,791) = 0 =
= TD(TD(mn,l’zl),iﬂm)) = TD(TD(CEH,$21),TD($12,$22))-
L xpn=1AZ =1AZ9 F1ATn #1
Tp(Tp(z11,712), Tp(w21, w22)) = Tp(1,0) =0 =
= Tp(w21, 22) = Tp(Tp (w11, 1), Tp(212722))-

L =1Ax #F 1ALy =1 ANx9e #1
Tp(Tp(w11, 712), Tp(Ta1, T22)) = Tp(712,T92) =0 =
=Tp(1,0) = Tp(Tp(w11, x21), Tp (712, T22)).

L1 =1AT A ATy F 1L Az9g =1
Tp(Tp(w11, 712), Tp(T21, T22)) = Tp(z12,791) =
= Tp(x21,212) = Tp(Tp (211, 221), Tp (712, T22))-
Lo F 1INz FLATy =1 AT =1
Tp(Tp(z11,712), Tp(w21, w22)) = Tp(0,1) =0 =
= Tp(r11,712) = Tp(Tp(w11, v21), Tp(T12, Ta2))-
L F 1Az =1Ax9 =1 ANx9e #1

Tp(Tp(x11,712), Tp(221,222)) = T (211, T22)

= Tp(Tp(x11,x21), Tp(T12, T22)).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

T 1IANT =1ANx9 #F1 AT =1
Tp(Tp(w11, 712), Tp(Ta1, T22)) = Tp(w11,721) =0 =
= Tp(Tp(211,221),1)) = Tp(Tp (w11, 721), Tp (w12, T22))-

T =1Ax12=1AT9 =1ANx30F#1
Tp(Tp(11,712), Tp(wa1, w22)) = Tp(1, 222) =

= Tp(Tp(z11,x21), Tp(x12, T22)).

T =1Ax19=1AT1 #F1AN23o=1
Tp(Tp(w11, 12), Tp(wa1, T22)) = Tp(1l, 291) =
= Tp(x21,1) = Tp(Tp(x11,221), Tn(212, T22))-

T =1AT12 #1 A2 =1 AT =1)
Tp(Tp(11,712), Tp(w21, v22)) = Tp(z12,1) =
=Tp(1,z19) = Tp(Tp(x11,201), Tn(T12, T22))-

1 F1IANxe=1Ax9 =1ANT220=1
Tp(Tp(w11, 12), Tp(wa1, T22)) = Tp(w11,1) =

= Tp(Tp(z11,x21), Tp(x12, T22)).

T FLIANT AL ATy L1 AT #1

Tp(Tp(z11,712), Tp(a1, v22)) = Tp(0,0) =
= Tp(Tp(211,221), Tp(T12, T22))-

T =1A2=1AT91 =1Ax9n =1

Tp(Tp(w11,712), Tp(221, T22)) = Tp(1,1) =
= Tp(Tp(z11,x21), Tp(x12, T22)).
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Pro kazdé x = (111, T12, T21, T22) € (0, 1)* tedy plati:

TD(TD($11>$12)>TD(£B21>£B22))) = TD(TD(£B11>$21)>TD($12>$22))-
O

e neni aditivni

Driikaz. Dikaz provedeme nalezenim protipiikladu.

Predpokladejme, ze Tp je aditivni. Pak pro kazdé x = (x1,22),y = (y1,42) €
(0,1)? plati:

Tp(x) +Tp(y) =Tp(x +y).

Nyni uvazujme hodnoty (x1,z2) = (0.2,0.5) a (y1,y2) = (0.2,0.5). Po dosa-
zeni ziskame:

Tp(0.2,0.5) + Tp(0.2,0.5) = Tp(0.2 +0.2,0.5 4+ 0.5);
0 # 0.4.
Tp tedy neni aditivni. O

3.12 Pravdépodobnostni suma

Véta 3.12. Necht Sy je pravdépodobnostni suma na I (viz Definice 1.28.), pak
plati:

e neni ryze monoté4nni
Driikaz. Dikaz provedeme nalezenim protipiikladu.

Predpokladejme, Ze Sy~ je ryze monoténni. Pak pro kazdé x = (z1,22),y =
(y1,92) € (0,1)? plati:

(i <y Ax #£y) = Sx(x) < Sx(y)

Nyni uvazujme hodnoty (z1,x2) = (1,0.2) a (y1,52) = (1,0.3). Pfestoze
plati:

(1,0.2) < (1,0.3) A (1,0.2) # (1,0.3),
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jiz neplati:
55(1,0.2) < Sy-(1,0.3);
1402—-1-02<1+403-1-0.3;
14 1.
Sy~ tedy neni ryze monoténni. O
e je spojové ryze monotoénni
Driikaz. Necht pro kazdé x = (z1,22),y = (y1,42) € (0,1)? plati:
x; < ;.
Tedy plati:
T1 < 2 NY1 < Yo.
Jelikoz se pohybujeme na intervalu (0, 1), tak plati:
(1 + 22 <y +y2) A (@122 <Y1 Y2).
Po odecteni ziskame:
Tr+ T2 =21 T2 <Y1+ Y2 — Y1 Yo

52(551,552) < SZ(yla?/Q)'

e neni senzitivni
Drikaz. Dukaz plyne z existence anihilatoru. |
e neni idempotentni

Diikaz. To, Ze TS~ neni idempotentni, plane z toho, Ze jedina idempotentni
t-conorma je maximum. U

81



e je symetricka

Diikaz. Symetrie pfimo plyne z vlastnosti t-conorem:. O
e je asociativni

Diikaz. Asociativita primo plyne z vlastnosti t-conorem. O
e je spojita

Diikaz. Viz graf (Obrazek 12). O
e mi neutralni prvek e =0

Diikaz. Existence neutralntho prvku e = 0 piimo plyne z vlastnosti
t-conorem. O

e ma anihilator a =1

Driikaz. FExistence anihilatoru a = 1 pfimo plyne z vlastnosti t-conorem. [J
e neni konjuktivni

Diikaz. To, Ze Sy~ neni konjunktivni plyne z toho, Ze je disjunktivni. O
e je disjunktivni

Diikaz. To, ze Sy je disjunktivni pifmo plyne z vlastnosti t-conorem.  [J
e neni vnitini

Diikaz. To, Ze Sy~ neni vnitini plyne z toho, Ze je disjunktivni a nenf rovna
maximu. |
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e neni autodistributivni
Driikaz. Dikaz provedeme nalezenim protipiikladu.

Predpokladejme, Ze Sy~ je autodistributivni. Pak pro kazdé x = (z,y, 2) €
(0,1)3 plati:

Sy (z, Sy (y,2)) = Sy (S (2, y), Sy (. 2)).

Po dosazeni do predpisu z definice 1.22. ziskame:
Ss(y+z—y-2)=Sy@+y—z-yo+2—x-2;
r4+y+z—y-z—x-y—x-2+x-y-z=
=rx4+y—zx-y+arxt+z—x-z—(e+y—x-y)lr+z—x-2).

Nyni uvazujme hodnoty (z,y, z) = (0.1,0.2,0.3). Po dosazeni ziskdme:
0.1+024+03-02-03-0.1-02-0.1-0.34+0.1-0.2-0.3=
=01+02-01-02+0.1+03—0.1-0.3—(0.1+0.2—0.1-0.2)(0.1 +0.3—0.1-0.3).
0.496 # 0.0269.

Sy~ tedy neni autodistributivni.

e neni bisymetricka
Driikaz. Dikaz provedeme nalezenim protipiikladu.

Predpokladejme, Ze Sy~ je bisymetricka. Pak pro kazdé x = (211, 212, T21, 222) € (0,1)*
plati:

S5 (S5~ (211, 712), S5~ (221, T22) = S5~ (S5~ (211, ¥21), S5~ (712, T22).
Ss2(z11 + T12 — T11°T12, T21 + T2 — T21 -T2 = Sy (T11 + To1 — 11 - Ta1, V12 + Tog — T12-T22
(711 + 12 — T11-712) + (21 + Taz — To1-W22) — (T11 + T12 — T11-(T12) - (T21 + T22 — T21-T22) =

= (11 + @21 — x11-T21) + (T12 + T22 — T12-T22) — (T11 + T21 — 11+ (221) - (12 + T2z — T12-T22).
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Nyni uvazujme hodnoty (z11, 212, Te1, z22) = (0.1,0.2,0.3,0.4). Po dosazeni
ziskame:

(0.14+0.2—0.1:0.2) + (0.3+ 0.4 — 0.3-0.4) — (0.1 + 0.2 —0.1-0.2)-(0.3 + 0.4 — 0.3-0.4) =.
= (0.14+0.3-0.1:0.3) 4+ (0.2+ 0.4 — 0.2:0.4) — (0.1 + 0.3 — 0.1-0.3)- (0.2 + 0.4 — 0.2-0.4).

0.9376 # 0.8576.
O

e neni aditivni

Diikaz. Dukaz provedeme nalezenim protiptikladu.

Predpokladejme, Ze Sy~ je aditivni. Pak pro kazdé x = (21, 22),y = (y1,%2) €
(0,1)? plati:

Ss2(x) + Sy (y) = Sy (x+y).
Po dosazeni do predpisu z definice 1.22. ziskdme:
T+ To— 21 To+ Y1+ Yo — Y1 Yo =21+ Y1 + T2+ Yo — (z1 +y1) (@2 + 32).

Nyni uvazujme hodnoty (z1,22) = (0.1,0.2) a (y1,42) = (0.3,0.4). Po
dosazeni ziskame:

0.1+0.2-0.1:0.2+03+04—0.304=01+03+0.2+0.4— (0.1+0.3)(0.2 4 0.4);

0.86  76.
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3.13 Ohranic¢ena suma

Véta 3.13. Necht Spu je ohranicend suma na I (viz Definice 1.30.), pak plati:
e neni ryze monoté4nni
Driikaz. Dikaz provedeme nalezenim protipiikladu.

Predpokladejme, Ze Sruk je ryze monotonni. Pak pro kazdé x = (xy,z)
ay = (y1,y2) plati:

(2, Y AX#y) = Spur(x) < Spu(y).

Nyni uvazujme hodnoty (z1,22) = (0.1,0.2) a (y1,92) = (0.3,0.4).
Prestoze tyto vektory spliuji podminky:

(0.5,0.6) < (0.7,0.8) N (0.5,0.6) + (0.7,0.8);
jiz neplati:
SLuk(0-57 06) < SLuk(0-77 0.8);

min(0.5 + 0.6,1) < min(0.7 + 0.8, 1);

1£1.
Sruk tedy neni ryze monotonni. O
e neni spojové ryze monotoénni
Driikaz. Protipiiklad viz ryzi monoténnost. O

e neni senzitivni

Driikaz. Dikaz provedeme nalezenim protipiikladu.

Predpokladejme, Ze Sp.. je senzitivni. Pak pro kazdé x = (z,y) € (0,1)?
plati:

Sruk(T,Y) # Spue(x + A\, y).
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Po dosazeni do predpisu z definice 1.23. ziskame:
min(z +y,1) # min(x + A+ y, 1).
Nyni uvazujme hodnoty (z,y) = (0.9,0.8) a A = 0.1. Po dosazeni ziskame:
min(0.9 +0.8,1) # min(0.9 + 0.8 + 0.1, 1);

14 1.

Srur tedy neni senzitivni. O
e neni idempotentni

Diikaz. To, ze Sp,, neni idempotentni plyne z toho, Ze jediné idempotentni
t-conorma je maximum. ]

e je symetricka

Diikaz. Symetrie pfimo plyne z vlastnosti t-conorem:. |
e je asociativni

Diikaz. Asociativita primo plyne z vlastnosti t-conorem. O
e je spojita

Diikaz. Viz graf (Obrazek 13). O
e mi neutralni prvek e =0

Diikaz. Existence neutralntho prvku e = 0 piimo plyne z vlastnosti
t-conorem. O

e ma anihilator a =1

Driikaz. Existence anihilatoru a = 1 pfimo plyne z vlastnosti t-conorem. [J
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neni konjuktivni

Diikaz. To, ze Spux neni disjunktivni plyne z toho, zZe je disjunktivni. [

je disjunktivni

Diikaz. To, ze Spui je disjunktivni pfimo plyne z vlastnosti t-conorem. [J
e neni vnitini

Diikaz. To, ze Sp,r neni vnitini plyne z toho, Ze je disjunktivni. O

neni autodistributivni

Driikaz. Dikaz provedeme nalezenim protipiikladu.

Predpokladejme, ze Sp. je autodistributivni. Pak pro kazdé x = (z,y, 2)
plati:

Sruk(®, Spuk (Y, 2)) = Spur(Spuk (T, ), SLur(T, 2)).
Po dosazeni do predpisu z definice 1.23. ziskame:
Spur(z,min(y 4+ 2,1)) = Spue(min(z + y, 1), min(z + z,1));
min(z + min(y + z,1), 1) = min(min(z + y, 1) + min(z + 2, 1), 1).
Nyni uvazujme hodnoty (z,y, z) = (0.1,0.2,0.3). Po dosazeni ziskdme:

min(0.1 +min(0.2 +0.3,1),1) = min(min(0.1 4+ 0.2, 1) + min(0.1 + 0.3, 1), 1);

0.6 # 0.7.
Sruk tedy neni autodistributivni. O
e je bisymetricka
Diikaz. Bisymetrie Sp., plyne z asociativity a symetrie (viz [7]). O

e neni aditivni

Diikaz. To, ze St neni aditivni plyne z principu duality Trux a Spuk. Adi-
tivita T,k je vyvracena vyse. O
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3.14 Drasticka t-conorma
Véta 3.14. Necht Sp je t-conorma na I (viz Definice 1.32.). Pro Sp plati:

e neni ryze monoté4nni
Driikaz. Dikaz provedeme nalezenim protipiikladu.

Predpokladejme, ze Sp je ryze monotéonni. Pak pro kazdé x = (xy,xs),
y = (y1,2) € (0,1)? plati:

(z: Sy Ax#y) = Sp(x) < Sp(y).

Nyni uvazujme hodnoty (x1,z2) = (0.1,0.2) a (y1,y2) = (0.3,0.4). Pfes-
toze tyto vektory spliiuji podminku:

(0.1,0.2) < (0.3,0.4) A (0.1,0.2) # (0.3,0.4),
jiz neplati.
Sp(0.1,0.2) < Sp(0.3,0.4);

0£0.
Sp tedy neni ryze monoténni. O
e neni spojové ryze monotoénni
Driikaz. Protipiiklad viz ryzi monoténnost Sp. O

e neni senzitivni
Driikaz. Dikaz provedeme nalezenim protipiikladu.

Predpokladejme, Ze Sp je senzitivni. Pak pro kazdé x = (z,y) € (0,1)?
a kazdé A € (0,1) plati:

Sp(z,y) # Sp(x+ A, y).
Nyni uvazujme hodnoty (z,y) = (0.1,0.2) a A = 0.1. Po dosazeni ziskame:
Sp(0.1,0.2) £ Sp(0.1+0.1,0.2));
0% 0.
Sp tedy neni senzitivni. O
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e neni idempotentni

Diikaz. To, ze Sp neni idempotentni pifimo plyne z vlastnosti t-conorem.

e je symetricka
Diikaz. Symetrie pfimo plyne z vlastnosti t-conorem:.
e je asociativni
Diikaz. Asociativita primo plyne z vlastnosti t-conorem.
e neni spojita
Diikaz. Viz graf (Obrazek 14).
e mi neutralni prvek e =0

Diikaz. Existence neutralniho prvku e = 0 pifimo plyne z vlastnosti
conorenn.

e ma anihilator a =1

Diikaz. Existence anihilatoru a = 1 pfimo plyne z vlastnosti t-conorem.
e neni konjunktivni

Diikaz. To, ze Sp neni konjunktivni plyne z toho, Ze je disjunktivni.
e je disjunktivni

Diikaz. To, ze Sp je disjunktivni pfimo plyne z vlastnosti t-conorem.
e neni vnitini

Diikaz. To, ze Sp neni vnitini pfimo plyne z vlastnosti t-conorem.
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e neni autodistributivni

Diikaz. Dukaz plyne z principu duality mezi Tp a Sp. Dukaz toho, ze Th
neni autodistributivni viz vyse. O

e je bisymetricka

Diikaz. Dukaz plyne z principu duality mezi Tp a Sp. Dukaz toho, ze Tp
je bisymeticka viz vyse. O

e neni aditivni

Diikaz. Dukaz plyne z principu duality mezi Tp a Sp. Dukaz toho, ze Tp
neni aditivni viz vyse. O

90



4 Vyuziti aritmetického priméru

Jak jsme diive ukazali, aritmeticky prumeér pritazuje vsem vlozenym hod-
notam stejnou vahu. V zavislosti na tomto poznatku jsme schopni odvodit, kde
je vhodné a naopak nevhodné jej pouzit.

Prestoze jeho nejznaméjsi vyuziti je pifi vypoctu prumeéru znamek pii stu-
diu, pravé toto vyuziti nej¢astéji neni viibec vhodné. Malokdy maji totiz vSechny
znamky stejnou vahu, ve vétsiné predmétu se pisi pololetni prace, které maji
pochopitelné daleko vétsi vahu nez obycejny test ¢i tstni zkouSeni. Konkrétné
v tomto pfipadé je tedy vhodné pouzit vdZeny aritmeticky primeér, ktery zohled-
nuje jak znamky, tak i jejich vahu.

Mezi situace, kdy je aritmeticky prumeér nejlepsi moznou volbou, patii p¥i-
pady, kdy maji vSechny zadané hodnoty stejnou vahu a idedlné jsou
v tzv. Gaussovském rozdéleni (resp. normalnim rozdéleni). Normalni rozdéleni
je takové, kdy se hodnoty vzajemné prilis nelisi a extrémi dosahuje minimum
hodnot (tedy vétsina hodnot se pohybuje s malou odchylkou kolem vysledné hod-
noty jejich aritmetického priméru). Muze to byt napf. vypocet priumérné vysky
muzi v Ceské republice ¢ vypocet primérné vysky lipy srdéité. Aritmetického

stfedu tisecky mezi dvéma body.

Problém u aritmetického pruméru nastava ve chvili, kdy je pouzit
v situacich ve kterych neni vhodny a dava nam tak zkreslené udaje. Je snadné tak
zmanipulovat vysledky riznych statistickych vyzkumu at uz neznalosti ¢i damy-
slné. Pokud budeme uvaZzovat hodnoty, ze kterych bude 90% v tzkém rozpéti,
ale jedna hodnota bude silné vy¢nivat at uz tim, ze bude nepfiméfené vysokéa ¢
nizk& oproti zbyvajicim, vyslednou hodnotu aritmetického priméru ndm préavée
tato jedna hodnota zkresli tak, ze vysledek bude nevypovidajici. Tohoto je ¢asto
zneuzivano napiiklad pfi vypoctu prumérného platu urc¢ité skupiny lidi, kdy jedna
jedina hodnota je schopna vysledek aritmetického pruméru zménit nékdy i o de-
setitisice korun.

Nyni si na konkrétnim piikladu ukazeme, jak mize nespravné volba agre-
gacni funkce zkreslit vyslednou hodnotu. Uvazujme firmu, ve které chceme zjistit
vysi prumérné vyplaty. Dva zaméstnanci pobiraji mzdu ve vysi 15 000 K¢, ¢tyii
zaméstnanci ve vysi 17 000 K¢ a dvanact zaméstnanct pobirda mzdu 18 000 K¢.
Spole¢né s nimi je ve firmé vedouci, ktery pobird mési¢ni mzdu ve vysi 85 000
K¢é. Pii pouziti aritmetického primeéru zjistime, Ze idajna primérna mzda ¢inf
priblizné 21 000 K¢. Je ziejmé, Ze tato hodnota je velmi zkreslend praveé vysi
platu vedouciho a je tedy nevypovidajici. P¥i pouziti funkce M ED zjistime, Ze
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prumérna mzda ¢ini 18 000 K¢, coz je daleko vice vypovidajici nez hodnota zis-
kana pouzitim aritmetického primeéru.

Na néasledujicim piikladé si uvedeme situaci, kde je vhodné vyuzit aritme-
ticky prumér. Uvazujme statisticky ufad CR, ktery se snazi zjistit, jaka byla
prumérna denni teplota za mésic ¢erven v roce 2020. Postupné ziskané hodnoty
(16.7, 16.1, 14.8, 19, 13.7, 17.4, 20.7, 14.2, 15.2, 15.7, 18.6, 20, 20.7, 20.8, 18.8,
17.2,18.8, 17.6, 15.9, 15.5, 15.9, 18.3, 18.5, 16.6, 19.9, 19.6, 21.5, 23.5, 17, a 19 11)
dosadime do pfedpisu pro vypocet aritmetického primeéru. Po dosazeni ziskame
prumérnou teplotu, ktera ¢ini 17.9°. Tento zavér opravdu odrazi, kolem které
hodnoty se teploty cely mésic pohybovaly.

Pokud bychom chtéli srovnat aritmeticky primér s ostatnimi vyse zminé-
nymi agregacnimi funkcemi z pohledu vlastnosti, tak zjistime, Ze stejné jako
usporadany aritmeticky priamér je i aritmeticky prumér ryze monoténni, spo-
jové ryze monotonni, senzitivni a idempotentni na rozdil od drastické t-conormy,
kterd neni nic z vyse uvedeného. Stejné jako aritmeticky primér jsou i vSechny
t-normy a t-conormy symetrické, oproti vazenému prumeéru a projekci, které sy-
metrické nejsou. Asociativni a konjunktivni nenf ani aritmeticky primér ani ge-
ometricky priumeér, ale minimum ano. Disjunktivni jsou vSechny t-conormy avsak
aritmeticky ani geometricky prumér disjunktivni neni. Co se tyce neutralniho
prvku a anihildtoru, tak ani aritmeticky primeér ani projekce nemaji ani jedno z
vyse uvedeného, oproti maximu ¢ minimu, které maji oboje. Stejné jako aritme-
ticky prumeér, tak i vaZzeny aritmeticky primér je aditivni, oproti vSem t-normam
a t-conormam, které aditivni nejsou. VSechny definované funkce, az na drastickou
t-normu a t-conormu jsou spojité.

11 @esky hydrometeorologicky tstav [online|. 2021 [cit. 2021-7-27]. Dostupné z: www.chmi.cz
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ZAaveér

V prvni ¢asti prace jsme se seznamili s agregacnimi funkcemi na intervalu
(0,1) a nasledné jsme si uvedli jejich vlastnosti, ze kterych jsme v navazujici ¢asti
vytvorili seznam a postupné je pro konkrétni funkce dokazovali. Pro nazornost
vysledki jsme vytvorili tabulku, kde je patrné, jak se lisi vlastnosti jednotlivych
agregacnich funkci. V zavérecné ¢ésti jsme se zabyvali pouzitim aritmetického pri-
méru a uvedli jsme jeho vyhody a nevyhody oproti ostatnim agrega¢nim funkcim
na konkrétnich piikladech z realného zZivota.
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Piilohy

AM | GM |WAM|OWA| MAX | MIN | Pk Py
Ryze monoténni Ano Ne | Ano | Ano | Ne Ne Ne Ne
Spojoveé ryze
monoténni Ano | Ano | Ano | Ano | Ano | Ano | Ano | Ano
Senzitivni Ano Ne | Ano | Ano | Ne Ne Ne Ne
Idempotentni Ano | Ano | Ano | Ano | Ano | Ano | Ano | Ano
Symetricka Ano | Ano | Ne | Ano | Ano | Ano | Ne | Ano
Asociativni Ne Ne Ne Ne | Ano | Ano | Ano | Ano
Spojita Ano | Ano | Ano | Ano | Ano | Ano | Ano | Ano
Neutralni prvek | Nemd|Nemd |Nemda|Nema| O 1 |Nemd|Nema
Anihilator Nema| 0 |[Nemd|Nema| 1 0 |Nemad|Nema
Konjunktivni Ne Ne Ne Ne Ne | Ano | Ne Ne
Disjunktivni Ne Ne Ne Ne | Ano | Ne Ne Ne
Vnitini Ano | Ano | Ano | Ano | Ano | Ano | Ano | Ano
Autodistributivni Ano | Ano | Ano | Ano | Ano | Ano | Ano | Ano
Bisymetricka Ano | Ano | Ano | Ano | Ano | Ano | Ano | Ano
Aditivni Ano Ne | Ano | Ano | Ne Ne | Ano | Ano
Obrazek 15: Tabulka vlastnosti 1
Ty Tpure | Tp Sy | Stux | Sp
Ryze monotdnni Ne Ne Ne Ne Ne Ne
Solovervze | s | ne | Ne | ano | Ne | N
Senzitivni Ne Ne Ne Ne Ne Ne
Idempotentni Ne Ne Ne Ne Ne Ne
Symetricka Ano Ano Ano Ano Ano Ano
Asociativni Ano Ano Ano Ano Ano Ano
Spojita Ano Ano Ne Ano Ano Ne
Neutralni prvek 1 1 1 0 0
Anihilator 0 0 0 1 1 1
Konjunktivni Ano Ano Ano Ne Ne Ne
Disjunktivni Ne Ne Ne Ano Ano Ano
Vnitini Ne Ne Ne Ne Ne Ne
Autodistributivni Ne Ne Ne Ne Ne Ne
Bisymetricka Ano Ano Ano Ne Ano Ano
Aditivni Ne Ne Ne Ne Ne Ne

Obrazek 16: Tabulka vlastnosti 2



