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Použité značení 

R Množina reálných čísel 
N Množina přirozených čísel 

Implikace 
<í=> Ekvivalence 
A Konjunkce 
V Disjunkce 
(a, 6) Uzavřený interval od a do b 
(a, 6) Otevřený interval od a do b 
(a, 6), (a, 6) Polootevřený interval od a do b 
x Vektor (xi,..., xn) 

i i-tý argument vektoru ( x i , . . . , xn) 
x(i) i-tý nejmenší argument vektoru (xi,..., xn) 
[n] Množina { 1 , . . . , n} 
AM Ari tmet ický p růměr 
GM Geometr ický p růměr 
WAMV Vážený ar i tmet ický p růměr přís lušný vektoru v 
OWAv U s p o ř á d a n ý vážený p r ů m ě r př ís lušný vektoru v 
MAX, Smax M a x i m u m 
MIN, Tmin M i n i m u m 
MED Medián 
Pk Projekce k-té souřadnice 

U s p o ř á d a n á projekce k-té nejmenší souřadnice 
Součin 
Lukasiewiczova t-norma 

TD Drast ická t-norma 
P r a v d ě p o d o b n o s t n í suma 

Shuk Ohran ičená suma, Lukasiewiczova t-conorma 
SD Drast ická t-conorma 



Úvod 
Proces, kdy z několika hodnot urč íme jednu hodnotu reprezenta t ivn í na­

zýváme proces agregace. Numerický nás t ro j , k te rý k tomu využíváme, nazýváme 
agregační funkce. Proces agregace je velmi starý. Už od p rvopočá tků měli lidé po­
t ř e b u ně jakým způsobem zjednodušovat získaná data a vyvozovat z nich závěry. 
Ať už mluvíme o p r ů m ě r n é m p o č t u ulovených kusů zvěře za nějaké obdob í nebo 
odhady výtěžnos t i polí. Větš í zá jem však agregační funkce získaly až nedávno, 
díky jejich aplikacím v informatice či aplikované matematice. Intenzivní rozvoj 
těch to odvětví vyžadoval také rozvoj a ucelení agregačních funkcí. V dnešní době 
jsou agregační funkce využívané zejména ve statistice jako nás t ro je pro výpočet 
p růměrných teplot či p la tů , ale také v různých dalších odvětvích jako ekonomika 
či sociologie. 

Jak dále zjistíme, každá agregační funkce m á j iné vlastnosti a je tedy klíčové 
zvolit správnou agregační funkci, abychom získali už i tečný výsledek. Tato volba 
není j ednoduchá , jelikož agregačních funkcí je obrovské množstv í . V t é to práci se 
budeme zabývat pouze těmi známějšími. 

Cílem práce je porovnat vlastnosti a r i tmet ického p r ů m ě r u s vlastnostmi 
dalších agregačních funkcí. Abychom tento cíl splnili , nejprve si definujeme agre­
gační funkce, k te rými se budeme ve zbytku práce zabývat . Také uvedeme známé 
funkce, k teré jsou však agregační pouze na některých intervalech. Ukážeme si, 
jak definované funkce aplikovat na konkré tn í př ík lady a některé doplníme grafem. 
V navazující část i si uvedeme vlastnosti, k teré budeme u definovaných agregač­
ních funkcí porovnávat . Ve t ře t í části práce vytvoř íme seznam vlas tnost í , k teré 
každá uvažovaná agregační funkce m á a naopak nemá . V závěrečné část i se bu­
deme více zabývat a r i tme t ickým p růměrem, konkré tně jeho korek tn ím a naopak 
nekorek tn ím využ i t ím v praxi. 
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1 Definice agregačních funkcí 
V následujících kapitolách se budeme zabývat agregačními funkcemi. To je 

však velmi obsáhlé t éma , a tak se pro naše účely omezíme pouze na agregační 
funkce na řetězcích, a to konkré tně na množině reálných čísel. Jelikož mezi reál­
nými čísly (resp. jakoukoli nep rázdnou podmnož inou reálných čísel) a intervalem 
/ = (0,1) existuje izomorfismus, budeme ve většině p ř ípadů používat d ruhé zna­
čení. Tedy pokud nebude uvedeno jinak, intervalem I rozumíme uzavřený interval 
(0,1). 

Tento interval však nevolíme náhodně . Vzhledem k p o d m í n k á m agregačních 
funkcí, k teré si vzápě t í uvedeme (konkrétně podmínka zachování krajních b o d ů ) , 
je volba intervalu (0,1) velmi př i rozená a není tedy překvapením, že právě na 
tomto intervalu je definováno nejvíce agregačních funkcí. 

U každé nově definované agregační funkce si t aké uvedeme příklad. Pokud to 
bude možné, budeme uvažovat ty též hodnoty u různých agregačních funkcí, aby 
bylo zřejmé, jak se mění výsledky v závislosti na uži tých agregačních funkcích. 
Ve většině p ř ípadů také agregační funkci zobrazíme graficky, abychom si také 
udělali nějakou p ředs t avu o tom, jak se mění hodnoty výsledné v závislosti na 
hodno tách zadaných . Tyto grafy dále využijeme při rozhodování , zda konkré tn í 
agregační funkce m á či n e m á urč i té vlastnosti. 

V p rvn í části t é t o kapitoly budeme mluvit o n-árních agregačních funkcích 
na intervalu I = (0,1), po t é se zaměř íme na t-normy a t-conormy, k teré jsou 
pouze binární , avšak na s te jném intervalu a v závěru t é to kapitoly se zaměř íme na 
agregační funkce, k teré jsou sice n-ární , avšak na j iném intervalu, než I = (0,1). 

Definice 1.1. Nechť (J, <,0,1) je u s p o ř á d a n á množ ina a n G N . Zobrazení 
A : (0, l ) n —> (0,1) nazveme agregační funkce na I, jestliže je neklesající a za­
chovává kra jn í body, tedy pro každé x, y G (0,1)™ plat í : 

• x < y (tj. x1<y1,...,xn< yn) A(x) < A(y), 

• A(0,...,0) = 0 A A(l,..., 1) = 1. 
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1.1 Aritmetický průměr 
Definice 1.2. Nechť n G N. Agregační funkci AM : (O, l ) n —> (O,1) nazveme 
aritmetický průměr, jestliže pro každé x e (0,1)™ pla t í 1 : 

n 

i=l 

Obrázek 1: Ar i tmet ický p r ů m ě r ( M ( i , i / ) ) 

P ř í k l a d 1.1. 

Zadán í : Určete a r i tmet ický p růměr čísel: 0.1,0.25,0.3,0.9,0.95 a 0.99. 

Ř e š e n í : V tomto př ípadě n = 6, tedy předpis pro výpočet ar i tmet ického p r ů m ě r u 
v y p a d á následovně: 

AM(xl,X2,X3,XA,X5,X6) = * i + * 2 + S 3 + S 4 + s 5 + s 6 -

Po dosazení zadaných hodnot získáme: 

M ( 0 . 1 , 0 . 2 5 , 0.3, 0.9, 0.95, 0.99) = 0.1+0.25+0.3+0.9+0.95+0.99 = *f = 0 .632. 

Závěr: Ar i tmet ický p růměr zadaných hodnot je (po zaokrouhlení) 0.632. 

1 Aritmetický průměr značíme AM z anglického arithmetic mean. 



1.2 Geometrický průměr 
Definice 1.3. Nechť n G N. Agregační funkci GM : (0, l ) n —> (0,1) nazveme 
geometrický průměr, jestl iže pro každé x e (0, l ) n p la t í 2 : 

í.r: 

Obrázek 2: Geometr ický p růměr (GM(x,y)) 

P ř í k l a d 1.2. 

Zadán í : Určete geometr ický p r ů m ě r hodnot 0.1,0.25,0.3,0.9,0.95 a 0.99. 

Ř e š e n í : V tomto př ípadě je n = 6, tedy předpis pro výpočet geometr ického 
p r ů m ě r u v y p a d á následovně: 

GM(x1,x2,x3,x4:,x5,xe) = (x i • x 2 • x 3 • x 4 • x 5 • x 6 ) i 

2 Geometrický průměr značíme G M z anglického geometrie mean. 
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Po dosazení zadaných hodnot získáme: 

G M ( 0 . 1 , 0.25,0.3, 0.9, 0.95, 0.99) = (0.1 • 0.25 • 0.3 • 0.9 • 0.95 • 0.99)^ 

= (0.00635)^ 

= 0.43. 

Závěr: Geometr ický p r ů m ě r zadaných hodnot je (po zaokrouhlení) 0.43. 

1.3 Vážený ari tmetický průměr 
n 

Definice 1.4. Nechť n G N a v G (0, l ) n takové, že v% = 1- Agregační funkci 
i=l 

WAMV : (0,1)™ —> (0,1) nazveme vážený aritmetický průměr příslušný vektoru 
v, jest l iže pro každé x G (0,1)™ pla t í 3 : 

n 

W A M v ( x ) = E VÍXÍ. 

i=l 

Poznámka 1.5. N a následujících obrázcích si ukážeme, jak se mění graf funkce 
WAMV v závislosti na volbě vektoru v. 

1.7. 

Obrázek 3: Vážený aritmetický průměr příslušný vektoru v = (0.4,0.6) (WAM v (x , j / ) ) 

3 Vážený aritmetický průměr značíme W A M z anglického weighted arithmetic mean. 
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Obrázek 4: Vážený aritmetický průměr příslušný vektoru u = (0.7,0.3) (WAM u (x , j / ) ) 

P ř í k l a d 1.3. 

Zadán í : Určete vážený ar i tmet ický p r ů m ě r hodnot: 0.1,0.25,0.3,0.9,0.95 a 0.99 
pro vektory u = (0, 0,1, 0,0, 0), v = (|, ±, | , | , a w = (0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0,0). 

Ř e š e n í : 

1. Určíme WAMU hodnot 0.1, 0.25,0.3,0.9, 0.95 a 0.99 pro vektor u = (0, 0,1, 0,0, 0). 

P ředp i s WAMU pro u = (0, 0,1, 0, 0, 0) je následovný: 

WAMu(xi, x2, X3,x4) x5, XQ) = 0 • x\ + 0 • x2 + 1 • x 3 + 0 • x4 + 0 • x 5 + 0 • x6. 

V tomto př ípadě jde o projekci t ř e t ího argumentu (viz Definice 1.14). Po 
dosazení zadaných hodnot získáme: 

WAMU(0.1, 0.25, 0.3, 0.9, 0.95, 0.99) = 0-0.1 + 0-0.25 + 1-0.3 + 0- 0.9 + 0-0.95 + 0-0.99 

= 0.3. 

2. Určíme WAMV hodnot 0.1, 0.25, 0.3, 0.9, 0.95 a 0.99 pro vektor v = (|, | , | , | , | . | ) . 

Předp i s váženého ar i tmet ického p r ů m ě r u přís lušného vektoru v = ( | , | , | , | , | . | ) 
je následovný: 

WAMw{xi,x2,x3,x4,x5,x6) = l • xi + \ • x2 + \ • x3 + | • xA + \ • x5 + | • x6. 



Vidíme, že předpis je v tomto př ípadě stejný jako u ar i tmet ického p r ů m ě r u 
(viz Definice 1.2.). Po dosazení zadaných hodnot získáme: 

s 0.1 0.25 0.3 0.9 0.95 0.99 
WAMV 0.1,0.25, 0.3, 0.9, 0.95, 0.99) = ^r + ^ r + ^r + ^r + ^ r + ^ r 

0 0 0 0 0 o 

= 0.632. 

3. Určíme WAMW hodnot 0.1,0.25,0.3,0.9,0.95 a 0.99 pro vektor 
w = (0.1,0.2,0.3,0.4,0,0). 

P ředp i s WAMy, pro w = (0.1, 0.2, 0.3, 0.4,0, 0) je následovný: 

WAMw(xi,X2, x3, £4, x5, x6) = 0.1 -Xi + 0.2­x 2 + 0.3­x 3 + 0.4­x 4 + 0­x 5 + 0-x6. 

Po dosazení zadaných hodnot získáme: 

WAMw(0A, 0.25, 0.3, 0.9, 0.95, 0.99) = 0.1 • 0.1 + 0.2 • 0.25 + 0.3 • 0.3 + 

+ 0 .4 ­0 .9+ 0 ­ 0 . 9 5 + 0­0.99 

= 0.78. 

Závěr: WAMU zadaných hodnot je 0.3, WAMV zadaných hodnot je 0.632 a 
WAMw zadaných hodnot je 0.78. 

I I 
77.' - - - ' 77.. 

Poznámka 1.6. Vážený ar i tmet ický průměr pro vektor v G (0, l ) n , v 
odpovídá ar i tmet ickému p r ů m ě r u (všechny argumenty maj í stejnou váhu) . WAMU 

pro vektor u G (0, l)n,Ui = 1, pro nějaké i a Uj = 0 pro každé j takové, že i 7̂  j 
odpovídá projekci i-té souřadnice (viz dále) . 

1.4 Uspořádaný vážený průměr 
n 

Definice 1.7. Nechť n G N a v G (0, l ) n takový, že v% = 1> • Agregační funkci 
i=l 

OWAv : (0,1)™ —> (0,1) nazveme uspořádaný vážený průměr příslušný vektoru v, 
jestliže pro každé x G (0, l ) n p la t í 4 : 

n 
oiu4 v(x) = 

í=i 
kde X(i) < • • • < £(„). 

4 Uspořádaný vážený průměr značíme OWA z anglického ordered weighted averaging function. 
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Poznámka 1.8. WAMV není symetr ická funkce (viz dále) , ale jeho symetr izací 
získáme OWAv. 

P ř í k l a d 1.4. 

Zadán í : Určete u s p o ř á d a n ý vážený p r ů m ě r hodnot: 0.3, 0.25, 0.1, 0.99, 0.95 a 0.9 
pro vektor v = (0.1,0.2,0.3,0.4,0,0). 

Ř e š e n í : P ředp is OWAv př ís lušného vektoru v = (0.1,0.2,0.3,0.4,0,0) je: 

OWAv(xi,X2,x3,x±, x5, xe) = 0.1 • £(!) + 0.2 • X(2) + 0.3 • X(3) + 0.4 • X(4) + 0 • X(5) + 0 • X( 6). 

Abychom ze zadaného vektoru (xi, X2,x^, x±, x$, XQ) = (0.3, 0.25, 0.1, 0.99,0.95, 0.9) 
získali u s p o ř á d a n ý vektor z předpisu u spo řádaného váženého p růměru , uspořá­
d á m e jeho souřadnice tak, aby platilo X ( i ) < • • • < X(ny. 

( x ( i ) , X ( 2 ) , X ( 3 ) , X ( 4 ) , X ( 5 ) , x ( 6 ) ) = (0.1,0.25,0.3,0.9,0.95,0.99). 

Po dosazení do předpisu získáme: 

O M V ( 0 . 1 , 0.25, 0.3, 0.9, 0.95, 0.99) = 0.1-0.1 + 0.2-0.25 + 0.3-0.3 + 0.4-0.9 + 0-0.95 + 0-0.99 

= 0.78. 

Závěr: Vážený u s p o ř á d a n ý p r ů m ě r zadaných hodnot př ís lušný vektoru 
v = (0.1,0.25,0.3,0.9,0.95,0.99) je 0.78. 

Poznámka 1.9. N a následujícím př ík ladu si ukážeme, j aký je rozdíl mezi OWAv 

a WAMV co se týče uspořádanos t i hodnot do nich dosazovaných. V př ípadě že 
jsou hodnoty uspořádány, výsledné hodnoty budou stejné. V př ípadě kdy tomu 
tak není, se výsledky liší, v závislosti na tom, jakou váhu př i řad í j ednot l ivým 
h o d n o t á m zadaný vektor. 

P ř í k l a d 1.5. 

Zadán í : Určete vážený p růměr hodnot: 0.3,0.25,0.1,0.99,0.95 a 0.9 pro vek­
tor v = (0.1,0.2,0.3,0.4,0,0). 

Ř e š e n í : P ředp is WAMV př ís lušného vektoru v = (0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0, 0) je: 

WAMv(xi,X2, £ 3 , £ 4 , x$, XQ) — 0.1 • x\ + 0.2 • x 2 + 0.3 • £ 3 + 0.4 • £ 4 + 0 • £ 5 + 0 • XQ: 
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Po dosazení do předpisu získáme: 

WAMV(0.3, 0.25, 0.1, 0.99, 0.95, 0.9) = 0.1-0.3+0.2-0.25+0.3-0.1 + 0.4-0.99 + 0-0.95 + 0-0.9 

Závěr: Vážený u s p o ř á d a n ý p růměr zadaných hodnot př ís lušný vektoru 
v = (0.1,0.25,0.3,0.9,0.95,0.99) je 0.506. 

1.5 Maximum 
Definice 1.10. Nechť n G N. Agregační funkci MAX : (0, l ) n -> (0,1) nazveme 
maximum na / , jestl iže pro každé x G (0, l)n plat í : 

MAX(x.) = max(x); 

tj. výslednou hodnotou je největší hodnota mezi x\,..., xn. 

= 0.506. 

i-

Obrázek 5: M a x i m u m (MAX(x,y)) 
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P ř í k l a d 1.6. 

Zadán í : Určete maximum hodnot: 0.1; 0.25; 0.3; 0.9, 0.95 a 0.99. 

Ř e š e n í : Zadané hodnoty dosadíme do předpisu z definice 2.8. a získáme: 

MAX(0.1; 0.25; 0.3; 0.9, 0.95; 0.99) = max(0.1; 0.25; 0.3; 0.9; 0.95; 0.99) = 0.99. 

Závěr: M a x i m u m zadaných hodnot je 0.99. 

1.6 Minimum 
Definice 1.11. Nechť n G N. Agregační funkci MIN : (0,1)™ —> (0,1) nazveme 
minimum na J , jestl iže pro každé x G (0,1)™ plat í : 

AřJiV(x) = min(x) . 

tj. výsledkem je nejmenší hodnota mezi xi,..., xn. 

Obrázek 6: M i n i m u m (MIN(x,y)) 

10 



P ř í k l a d 1.7. 

Zadán í : Určete minimum hodnot: 0.1; 0.25; 0.3; 0.9; 0.95 a 0.99. 

Ř e š e n í : Zadané hodnoty dosadíme do předpisu z definice 2.9. a získáme: 

MIN(0.1; 0.25; 0.3; 0.9, 0.95; 0.99) = min(0.1; 0.25; 0.3; 0.9; 0.95; 0.99) = 0.1. 

Závěr: M i n i m u m zadaných hodnot je 0.1. 

1.7 Medián 
Definice 1.12. Agregační funkci MED : (0,1)™ —> (0,1) nazveme medián, 
jestliže pro každé x G (0,1)™ plat í : 

• MED{x\,..., X2fe-i) = X(k), pro lichý počet a rgumentů ; 

• MED[x\,..., X2k) = Z ( f c ) + 2 ( f c + 1 ) , pro sudý počet a rgumen tů . 

Poznámka 1.13. Pro lichý počet a r g u m e n t ů (2k + 1) jde u s p o ř á d a n o u projekci 
k- tého argumentu a pro sudý počet a r g u m e n t ů (2k) jde o ar i tmet ický p růměr 
k- tého a ( k + l ) - t é h o argumentu za předpokladu , že argumenty jsou seřazeny vze­
s tupně (resp. ses tupně) . Vzhledem k tomu nebudeme zvlášť řešit vlastnosti me­
diánu. Množinu jeho vlas tnos t í tvoř í p růn ik v las tnos t í a r i tmet ického p r ů m ě r u 
a u spo řádané projekce (viz dále) . 

P ř í k l a d 1.8. 

Zadán í : Určete med ián hodnot: 0.1,0.25,0.3,0.9,0.95 a 0.99. 

Ř e š e n í : V našem př ípadě n — 2k — 6, tj. k — 3. Výslednou hodnotou je tedy 
ar i tmet ický p růměr x@) a x(4). Jelikož zadané hodnoty jsou již u spořádané , před­
pis v y p a d á následovně: 

MED(x1,x2,xs,x4,x5,x6) = 

Po dosazení získáme: 

MED(0.1, 0.25, 0.3, 0.9, 0.95, 0.99) = = 0.6. 

Závěr: Medián zadaných hodnot je 0.6. 
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P ř í k l a d 1.9. 

Zadán í : Určete med ián hodnot: 0.3,0.25,0.1,0.7,0.9,0.99 a 0.95. 

Ř e š e n í : V našem př ípadě n — 2k — 1 = 7, tj. k — 4. Výslednou hodnotou je 
u s p o ř á d a n á projekce č tv r té souřadnice (viz Definice 1.15.). Předp is tedy v y p a d á 
následovně: 

MED(xl, X2, X3, XA, X5, X6) = X( 4). 

Jelikož zadané hodnoty nejsou uspořádané , nejprve je u s p o ř á d á m e tak, aby pla­
tilo X(\) < • • • < X(7)\ 

(x(i), X( 2), X( 3), X( 4), X( 5), x ( 6 ) , x ( 7 ) ) = (0.1, 0.25, 0.3, 0.7,0.9,0.95, 0.99). 

Po dosazení do předpisu získáme: 

MED(0.1, 0.25, 0.3, 0.7, 0.9, 0.95,0.99) = 0.7. 

Závěr: Medián zadaných hodnot je 0.7. 

1.8 Projekce 
Definice 1.14. Nechť n, k G N, k < n. Agregační funkci Pk : (0,1)™ —> (0,1) 
nazveme projekce, jestl iže pro každé x G (0,1)™ plat í : 

Pfc(x) = xk. 

P ř í k l a d 1.10. 

Zadán í : Určete P3 hodnot: 0.1,0.9,0.95,0.25,0.3 a 0.99 

Ř e š e n í : Zadané hodnoty dosadíme do předpisu z definice 2.14. a získáme: 

P 3 (0 .1 , 0.9, 0.95, 0.25, 0.3, 0.99) = 0.95. 

Závěr: Projekce P3 zadaných hodnot je 0.95. 
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1.9 Uspořádaná projekce 
Definice 1.15. Nechť n,keN,k<n. Agregační funkci P(fc) : (0,1)™ —> (0,1) 
nazveme uspořádaná projekce, jestliže pro každé x G (0,1)™ plat í : 

P(fc)(x) = X(k). 

Poznámka 1.16. U s p o ř á d a n á projekce P(i) odpovídá agregační funkci minimum. 
U s p o ř á d a n á projekce P(n\ odpov ídá agregační funkci maximum. 

P ř í k l a d 1.11. 

Zadán í : Určete P ( 3 ) hodnot: 0.1,0.9,0.95,0.25,0.3 a 0.99. 

Ř e š e n í : Jelikož zadané hodnoty nejsou uspořádané , nejprve je u s p o ř á d á m e tak, 
aby platilo x^ < • • • < X(6y U s p o ř á d a n ý vektor je tedy následovný: 

( x ( i ) , X ( 2 ) , X ( 3 ) , X ( 4 ) , X ( 5 ) , X ( 6 ) ) = (0.1,0.25,0.3,0.9,0.95,0.99). 

Nyní jsme úlohu převedli na výpočet neuspo řádané projekce. Po dosazení uspo­
řádaných hodnot získáme: 

P 3 (0 .1 , 0.25, 0.3, 0.9, 0.95, 0.99) = 0.3. 

Závěr: U s p o ř á d a n á projekce P(3) zadaných hodnot je 0.3. 
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1.10 T-normy 
Definice 1.17. Funkci T : (0, l ) 2 —> (0,1) nazveme t-norma, jestl iže pro každé 
v, w,x,y G (0,1) p la t í 5 : 

• komutativita: T (x, y) = T(y,x); 

• monotónnost: (v < w) A (x < y) =>- T(v,w) < T (x, y); 

• asociativita: T(w,T(x,y)) — T((T(w,x),y); 

• neutrální prvek e — 1: T ( x , 1) = x. 

Poznámka 1.18. Z požadovaných vlas tnos t í p ř ímo plyne, že všechny t-normy jsou 
agregační funkce. 

Definice 1.19. T-normu Tmin : (0, l ) 2 —> (0,1) nazveme minimálni (Gôdelova) 
t-norma, jestl iže pro každé x = (x, y) G (0, l ) 2 p la t í : 

Tmin(x,y) = mm(x,y). 

P ř í k l a d 1.12. 

Zadán í : Urče te Tmin hodnot 0.3 a 0.75. 

Ř e š e n í : Po dosazení do předpisu z definice 1.19. získame: 

T m í n (0 .3 ,0 .75) = min(0.3,0.75) = 0.3. 

Závěr: Tmin hodnot 0.3 a 0.75 je 0.3. 

5 Označení t-norma plyne z anglického triangular norm. 
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D e f i n i c e 1.20. T-normu Tpj : (0, l ) 2 —> (0,1} nazveme součinová t-
jestl iže pro každé x = (x, y) e (0, l ) 2 plat í : 

Tn(x^y) = x-y-

Obrázek 9: Součinová t-norma (7n(x, y)) 

P ř í k l a d 1.13. 

Z a d á n í : Určete Tr] hodnot 0.3 a 0.75. 

Ř e š e n í : Po dosazení do předpisu z definice 1.20. získáme: 

T n (0 .3 ,0 .75) = 0.3 • 0.75 = 0.225. 

Z á v ě r : T n hodnot 0.3 a 0.75 je 0.225. 
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Definice 1.21. T-normu T^uk : (0, l ) 2 —> (0,1) nazveme Lukasiewiczova 
t-norma, jestl iže pro každé x = (x,y) G (0, l ) 2 p la t í : 

TLuk(x, y) = max(0, x + y - 1 ) . 

1.7. 

Obrázek 10: Lukasiewiczova t-norma (TLuk(x,y)) 

P ř í k l a d 1.14. 

Zadán í : Určete TLuk hodnot 0.3 a 0.75. 

Ř e š e n í : Po dosazení do předpisu z definice 1.21. získáme: 

TLuk(0.3, 0.75) = max(0, 0.3 + 0.75 - 1) = max(0, 0.05) = 0.05. 

Závěr: TLuk hodnot 0.3 a 0.75 je 0.05. 
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Dennice 1.22. T-normu TD : (0, l ) 2 —> (0,1} nazveme drastická t-norma, jestliže 
pro každé x = (x, y) G (0, l ) 2 plat í : 

x pokud y = 1 

Tjj(x,y) = {y pokud x = 1 

0 v os ta tn ích př ípadech. 

A(x,y). 

Obrázek 11: Drast ická t-norma (TD(x,y)) 

P ř í k l a d 1.15. 

Z a d á n í : Urče te TD hodnot 0.3 a 0.75. 

Ř e š e n í : Po dosazení do předpisu z definice 1.22. získáme: 

T D (0.3,0.75) = 0. 

Závěr: To hodnot 0.3 a 0.75 je 0, protože ani jeden argument není roven 1. 

V ě t a 1.1. Pro každou T-normu T platí: 

TD(x,y)<T(x,y) < T 
min 

tj. TD je nejmenší a TMIN je největší t-norma na (0,1). 
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Důkaz. K a ž d á t-norma T(x, y) je konjunkt ivní , protože: 

• x < y : T {x, y) < T(x, 1) = x = mm(x,y) = Tmin(x,y). 

• y < x : T(x,y) < T(l,y) = y = mm(x,y) = Tmin(x,y). 

tedy plat í : 

Tmin 

Nej menší agregační funkce je A x ( v i z Definice 2.20.). Po zakomponování 
neu t rá ln ího prvku získáme př ímo drastickou t-normu. P l a t í tudíž , že TJJ je nejmenší 
t-norma: 

TD(x,y) < T(x,y). 
• 

1.11 T-conormy 
Definice 1.23. Funkci S : (0, l ) 2 —> (0,1) nazveme t-conorma, jestl iže pro každé 
v, w,x,y G (0,1) plat í : 

• komutativita: S (x, y) = S (y, x); 

• monotónnost: (v < w) A (x < y) =^ S(v,w) < S (x, y); 

• asociativita: S(w, S (x, y)) = S((S(w,x),y); 

• neutrální prvek e = 0: S (x, 0) = x. 

Poznámka 1.24. T-conormy jsou duální k t - n o r m á m , tedy pro každou t-normu T 
na I plat í : 

S(x,y) = 1 - T ( l - x , l - y), 

kde S(x, y) je t-conorma na I. 

Poznámka 1.25 (Princip duality). Pokud t-norma T m á urč i tou vlastnost, pak 
tuto vlastnost m á i t-conorma S k ní duální . Respektive duální vlastnost k vlast­
nosti původn í (např. konjunktivita a disjunktivita) 

Definice 1.26. T-conormu Smax : (0, l ) 2 —> (0,1) nazveme maximální t-conorma, 
jestliže pro každé x = (x, y) G (0, l ) 2 plat í : 

Smax{x,y) = max(x ,y) . 
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P ř í k l a d 1.16. 

Zadán í : Urče te Smax hodnot 0.3 a 0.75. 

Ř e š e n í : Po dosazení do předpisu z definice 1.26. získáme: 

Smax(0.3, 0.75) = max(0.3,0.7) = 0.3. 

Závěr: Smax hodnot 0.3 a 0.75 je 0.3. 

Poznámka 1.27. Maximáln í t-conorma je duální k minimáln í t -no rmě tj. 

SmaxyEiV) 1 ^min(l X, 1 |/) 

= 1 — m i n ( l — x, 1 — y) — m a x ( l — (1 — x), 1 — (1 — y)) = max(x,y). 

Definice 1.28. T-conormu Sj^ '• (0, l ) 2 —> (0,1) nazveme pravděpodobnostní 
suma, jestliže pro každé x = (x, y) G (0, l ) 2 p la t í : 

Sj2Íx, y) = x + y — xy. 

1.7, 

Obrázek 12: P r a v d ě p o d o b n o s t n í suma ( S ^ x , y j ) 

20 



P ř í k l a d 1.17. 

Zadán í : Určete hodnot 0.3 a 0.75. 

Ř e š e n í : Po dosazení do předpisu z definice 1.28. získáme: 

5 E (0 .3 ,0 .75) = 0.3 + 0.75 - 0.3 • 0.75 = 0.825. 

Závěr: S E hodnot 0.3 a 0.75 je 0.825. 

Poznámka 1.29. P r a v d ě p o d o b n o s t n í suma je duální k součinové t -normě. P la t í 
tedy: 

S E ( x , y) = 1 - T n ( l - x , l - y ) = l - ( l - x , l - y ) = x + y-xy. 

Definice 1.30. T-conormu SLuk : (0,1) x (0,1) —> (0,1) nazveme Lukasiewiczova 
t-conorma (ohraničená suma), jestliže pro každé x = (x, y) G (0, l ) 2 p la t í : 

SLuk(x, y) = mm(x + y,l). 

i . -

Obrázek 13: Lukasiewiczova t-conorma (Tiuk(x,y)) 
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P ř í k l a d 1.18. 

Zadán í : Určete S, Luk hodnot 0.3 a 0.75. 

Ř e š e n í : Po dosazení do předpisu z definice 1.30. získáme: 

S L u f c (0 .3 , 0.75) = min(0.3 + 0.7,1) = 1. 

Závěr: Smax hodnot 0.3 a 0.75 je 1. 

Poznámka 1.31. Lukasiewiczova t-conorma je duální k Lukasiewiczově T-normě. 
P l a t í tedy: 

SLuk(x,y) = 1 -TLuk(l -x, 1-y) = 1 - m a x ( ( l - x)(l -y),0) = 
= 1 — m a x ( - i — y + 1, 0) = min( l — (—x — y + 1,1 — 0) = min(x + y, 1). 

Definice 1.32. T-conormu SD '• (0,1) x (0,1) —> (0,1) nazveme drastická 
t-conorma, jestliže pro každé x = (x, y) G (0, l ) 2 p la t í : 

y pokud x = 0 

x pokud y = 0 

1 v os ta tn ích př ípadech. 

1.7, 

Obrázek 14: Drast ická t-conorma (SD {x, y)) 
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P ř í k l a d 1.19. 

Zadán í : Určete SD hodnot 0.3 a 0.75. 

Ř e š e n í : Po dosazení do předpisu z definice 1.32. získáme: 

S D (0.3,0.75) = 1. 

Závěr: SMAX hodnot 0.3 a 0.75 je 1, p ro tože ani jeden z a r g u m e n t ů není roven 0. 

Poznámka 1.33. Drast ická s-norma je duální k drast ické t -normě. P l a t í tedy: 

SD(X, y) = l - T D ( l - x , l - y ) . 

1.12 Další agregační funkce 
V t é t o část i si ukážeme, že volba intervalu, na k t e r ém m á být funkce agre­

gační je klíčová. P ř i špa tné volbě může nastat p rob lém jak v zachování krajních 
b o d ů intervalu (viz Součin), tak při uzavřenost i intervalu (viz Součet) . 

1.12.1 S o u č i n 

Definice 1.34. Agregační funkci Yl '• (0, 1)™ (0, 1) nazveme součin na I = 
(0,1), pokud pro každé x G (0, l ) n p la t í 6 : 

n 

n(x) = n XÍ. 

i=l 

Poznámka 1.35. Pro n > 1 je součin tak, jak je definovaný v definici 1.34. agre­
gační funkcí pouze na intervalu (0,1) (resp. uzavřených intervalech (0 ,oo) , ( l ,oo)) 
V př ípadě , že je součin definován na jakémkoli j iném intervalu, p o d m í n k a zacho­
vání krajních b o d ů není splněna, a tak tuto funkci nemůžeme označit za agregační 
(viz následující př ík lady) . Pro n = 1 je součin definovaný na l ibovolném podin-
tervalu reálných čísel. 

Pro větš inu zde zmíněných agregačních funkcí p la t í , že pro n = 1 je funkce rovna 
ident i tě . Existuj í však také uná rn í agregační funkce různé od identity, jako na­
příklad A(x) = x2 na I. 

6 P r o n = 2 jde o součinovou t-normu. 
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P ř í k l a d 1.20. Urče te součin čísel: 0.1,0.2,0.3 a 0.9 na intervalu I = (0,1). 

P ř i dosazení do předpisu z definice 1.34. získáme: 

11(0.1,0.2,0.3,0.9) = 0,0054. 

Nyní ověříme platnost p o d m í n k y zachování krajních b o d ů (viz Definice 1.1). 

n (0 , . . . ,0)=0: 

n( i , . . . , i ) = i . 

P o d m í n k a zachování krajních b o d ů je sp lněna jak pro počáteční , tak pro kon­
cový bod intervalu I. Funkci H na I tedy můžeme označit jako agregační (za 
předpok ladu že je splněna p o d m í n k a monotónnos t i ) . 

P ř í k l a d 1.21. Určete součin čísel: 1,2,3,4,5 na intervalu J = (1,5). 

P ř i dosazení do předpisu z definice 1.34. získáme: 

11(1,2,3,4,5) = 120. 

Nyní ověříme platnost p o d m í n k y zachování krajních b o d ů (viz Definice 1.1). 

n(i,---,i) = i ; 

n(5,...,5) = 5". 

Pro počá tečn í bod je podmínka splněna, avšak při ověření p o d m í n k y pro bod 
koncový docházíme k tvrzení , k teré je p la tné pouze pro n — 1. Funkci H na J 
můžeme označit jako agregační pouze pokud jde o zobrazení H : (0,1) —> (0,1). 
V j iném př ípadě se nejedná o agregační funkci. 
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1.12.2 S o u č e t 

Definice 1.36. Funkci A : (0, oo) n —> (0,oo) nazveme součet, jestliže pro každé 
x G (0, oo) n p la t í : 

n 

A(x) = E Xi-
i=l 

Poznámka 1.37. Funkci £ nelze nazvat agregační na l ibovolném intervalu re­
álných čísel. P rob l ém nas tává jak v uzavřenost i operace sčítání na libovolných 
podmnož inách reálných čísel, tak v požadavku zachování krajních b o d ů (viz De­
finice 1.1). Funkci £ niůžeme nazvat agregační pouze na uzavřených intervalech 
(—oo, 0), (0, oo) a (—oo, oo). Touto funkcí se nadále nebudeme příliš zabývat , pro­
tože není agregační na námi zvoleném intervalu (0,1). Následujícím př ík ladem si 
demonstrujeme, kde může nastat problém na intervalu I = (0,1). 

P ř í k l a d 1.22. Určete součet čísel: 0.1,0.25,0.3,0.3,0.9,0.95 a 0.99. 

Zadané hodnoty dosadíme do předpisu z definice 1.36. a získáme: 

£ ( 0 - 1 , 0 . 2 5 , 0.3, 0.3, 0.9, 0.95, 0.99) = 3,49. 

Součet zadaných hodnot je 3.49, což není hodnota z intervalu I = (0,1) a tu­
díž se nejedná o agregační funkci na I. 
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2 Definice vlastností agregačních funkcí 
V té to kapitole si definujeme vlastnosti agregačních funkcí, k te ré si v další 

části práce budeme pos tupně dokazovat u jednot l ivých funkcí. Přes tože vlastnosti 
funkcí budeme dokazovat pouze pro b inárn í př ípady, v t é to části si je definujeme 
obecně pro n-árn í funkce. 

Definice 2.1. Nechť n G N. Agregační funkci A : (0,1)™ —> (0,1) nazveme 
monotónníma I právě tehdy, když pro každé x ,y G (0,1)™ plat í : 

x < y A(x) < A(y). 

Definice 2.2. Mono tónn í agregační funkci A : (0,1)™ —> (0,1) nazveme ryze 
monotónníma I právě tehdy, když pro každé x, y G (0, l ) n a pro každé i G { 1 , . . . , n} 
plat í : 

Xi < yt A (x y) A(x) < A(y). 

Definice 2.3. Mono tónn í agregační funkci A : (0,1)™ —> (0,1) nazveme spojově 
ryze monotónní na I právě tehdy, když pro každé x, y G (0,1)™ a pro každé 
i G { 1 , . . . , n} p la t í : 

Xi < yi => A(x) < A(y). 

V ě t a 2.1. Každá ryze monotónní agregační funkce A na I je současné spojové 
ryze monotónní. 

Důkaz. V př ípadě , kdy Xj < y^ získáme př ímo druhou implikaci. V př ípadě , kdy 
xi = yi pro některé i (ne však všechny) , tak je levá strana implikace nepravdivá, 
tedy je implikace pravdivá v každém př ípadě . • 

P ř í k l a d 2.1. N a následujícím př íkladě si demonstrujeme, že obrácená vě ta obecně 
neplat í . 

Agregační funkce MAX je spojově ryze mono tónn í na J , př ičemž důkaz si 
uvedeme v další část i práce . Nyní si na konkré tn ím př ík ladu ukážeme, že obecně 
není ryze monotónn í . 

Existuj í tot iž vektory x , y G (0,1)™ takové, že plat í : 

Xi < yi A X ^ y. 
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ale již nepla t í podmínka : 

A(xu ...,xn)< A(yu .. .,yn). 

Konkré tně pro vektory x = (0.1,0.1,0.5,0.7) a y = (0.1,0.3,0.5,0.7) plat í : 

(0.1,0.1,0.5,0.7) < (0.1,0.3,0.5,0.7) A (0.1,0.1,0.5,0.7) ^ (0.1,0.3,0.5,0.7), 

ale již neplat í : 

M A X ( 0 . 1 , 0 . 1 , 0 . 5 , 0 . 7 ) < M A X ( 0 . 1 , 0 . 3 , 0 . 5 , 0 . 7 ) : 

0.7 £ 0.7. 

Agregační funkce MAX tedy je spojově ryze monotónn í , ale není ryze mono­
tónní . 

Poznámka 2.4. Vlastnost monotónnos t i (resp. ryzí mono tónnos t i či spojové ryzí 
monotónnos t i ) můžeme v př ípadě , kdy se omezujeme pouze na vlastnosti agregač-
ních funkcí nahradit označením funkce jako neklesající (resp. rostoucí či spojově 
rostoucí) . Opačné označení nerostoucí (resp. klesající) je automaticky vyloučeno 
z d ů v o d u nutnosti splnění podmínek z Definice 1.1. (konkrétně p o d m í n k y zacho­
vání krajních b o d ů ) . 

Definice 2.5. Agregační funkci A : (0,1)™ —> (0,1) na intervalu I nazveme, 
senzitivní na I právě tehdy, když pro každé i 6 N , pro každé x G (0, l ) n a pro 
každé A ̂  0 takové, že x + ( 0 , . . . , 0, A, 0 , . . . , 0) G / " pla t í 7 : 

A ( x ) ^ A ( x + ( 0 , . . . , 0 , A , 0 , . . . , 0 ) ) . 

V ě t a 2.2. Nechť A je rostoucí agregační funkce na I. A je také neklesající 
a senzitivní. 

Důkaz. Je tr iviální , že pokud je funkce rostoucí , pak je neklesající. 
Senzitivita plyne př ímo z předpisu ryzí monotónnos t i . • 

Poznámka 2.6. Je zřejmé, že pokud agregační funkce A je na některé své části 
kons tan tn í , pak není senzitivní. Speciálně, má-li anihi lá tor (viz Definice 2.16.), 
pak není senzitivní, pro tože pokud vektor x z Definice 2.5. obsahuje anihi lá tor a. 
pak nas tává rovnost v předpisu téže definice, což vede ke sporu. 

7Vlastnost senzitivity můžeme také najít pod označením cancelativity nebo reducibility on 
each pláce. 
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Definice 2.7. Nechť A : (0,1)™ —> (O,1) je agregační funkce a x G (0,1) je prvek 
agregační funkce A. Prvek x nazveme idempotentní, jestl iže plat í : 

A(x,..., x) = x. 

Definice 2.8. Agregační funkce A : (0,1)™ —> (O,1) je idempotentní na I, jestliže 
jsou všechny její prvky idempoten tn í . Tedy pokud pro každé x G (0,1) plat í : 

A(x,... x) — x. 

Definice 2.9. Nechť n G N . Agregační funkce A : (0,1)™ —> (0,1) je symetrická. 
jestl iže pro každé i, j G [n] a každé xiyXj G (0,1) p la t í 8 : 

A {x i , . . . , x i,..., Xj,..., xn) A (x\,..., Xj,..., x i,..., xn). 

Poznámka 2.10. Tato vlastnost n á m zabezpečuje to, že libovolná změna pořad í 
a rgumen tů n á m nezmění výsledek operace. 

Definice 2.11. Nechť n G N . Agregační funkce A : (0,1)™ —> (0,1) je asociativní, 
jestliže pro každé x G (0,1)™ plat í : 

i xn—i), xn ) = A(x1,A(x2, • • .,xn)). 

Poznámka 2.12. P rávě zmíněná definice není zcela korektní , neboť v uvažovaném 
výrazu se vyskytuj í dvě různé arity d a n é agregační funkce. Tato definice je defi­
nována pro tzv. rozšířené agregační funkce, jenž lze definovat pro libovolnou aritu 
(např . AM, MAX, MIN). Pro náš účel budeme uvažovat pouze b inárn í funkce, 
pro k teré je tato definice korektní . 

Definice 2.13. Nechť n G N . Agregační funkci A : (0,1)™ —> (0,1) nazveme 
spojitou v bodě XQ, jestliže pro každé x , x 0 G (0,1)™ plat í : 

l im A(x) = A ( x 0 ) . 
X - S - X Q 

Definice 2.14. Prvek e G / nazveme neutrální prvek agregační funkce A : (0,1)™ —> (0,1) 
na I, jestl iže pro každé i G N , i < n a každé x G (0,1)™ takové, že Xi = e plat í : 

A(x\,..., xn) J 4 ( X I , . . . , Xi—i, . . . , xn). 

8Vlastnost symetričnosti agregačních funkcí se v binárních případech často označuje jako 
komutativita (resp. neutralita či anonymita pro lineární funkce). 

28 



Poznámka 2.15. Také v tomto př ípadě na ráž íme na problém s aritou funkce, 
k terý lze vyřešit stejně jako v předchozí poznámce . Pro l ineární p ř ípad je definice 
neu t rá ln ího prvku uvedena v definici t-normy (viz Definice 1.17.). 

Definice 2.16. Prvek a E I nazveme anihilátor agregační funkce A : (0,1)™ —> (0,1) 
na I, jestl iže pro každé x G (0,1)™ plat í : 

A\X\, • • • , Xi—l, Oj, • • • , Xn) Cl. 

Poznámka 2.17. Anihi lá tor se v p ř ípadě b inárních funkcí označuje jako agresivní 
prvek. 

Definice 2.18. Nechť A : (0, l ) n 4 (0,1) a B : (0, l ) n (0,1) jsou agregační 
funkce na I. Řekneme, že A je menší nebo rovna B (značíme A < B) (resp. A je 
větší nebo rovna B (značíme A > B)), jestl iže pro každé x G (0,1)™ plat í : 

A ( x ) < fl(x); 

resp. A ( x ) > -B(x). 

Poznámka 2.19. Agregační funkce A je menší nebo rovna B, jestl iže jsou uspo­
řádané po složkách. 

Definice 2.20. Nechť A : (0,1)™ —> (0,1) je agregační funkce na intervalu I. Řek­
neme že A-j je největší (resp. Aj_ je nejmenší) na J , jestl iže pro každé x G (0,1)™ 
plat í : 

M{x,y) 

resp. A±(x,y) 

0 pokud x = ( 0 , . . . , 0) 

1 v os ta tn ích př ípadech. 

1 pokud x = ( 1 , . . . , 1) 

0 v os ta tn ích př ípadech. 

V ě t a 2.3. Nechť A : (0,1)™ —> (0,1) je agregační funkce na I. Pro každé A platí: 

A±(x1,...,xn) < A(xu...,xn) < A-T{x1)... ,xn). 

Důkaz. Důkaz plyne p ř ímo z definice 2.20. • 
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Poznámka 2.21. Některé z již dříve předs tavených agregačních funkcí můžeme 
t ímto způsobem seřadit následovně: 

A L ( X ) < n(x) < MIN(x) < M ( x ) < M i l ( x ) < A T ( x ) . 

Dvojice Pp a P L , nebo Pp a A M , nebo P L a AM jsou nesrovnatelné , t akže 
je nemůžeme zahrnout do výše uvedené posloupnosti, ale plat í : 

Ař/JV(x) < P i ( x ) < MAX(x), 

M J i V ( x ) < P „ ( x ) < MAX(y). 

Definice 2.22. Nechť A : (0,1)" —¥ (0,1) je agregační funkce na I. Řekneme že 
A je konjunktivní na I, jestl iže pro každé x G (0, l ) n plat í : 

0 < A(x) < MIN(x). 

Definice 2.23. Nechť A : (0, \ ) n —> (0,1} je agregační funkce na I. Řekneme že 
A je disjunktivní na /, jestliže pro každé x e (0, l ) n p la t í : 

M A I ( x ) < A(x) < 1. 

Definice 2.24. Nechť A : (0, l ) r í —>• (0,1) je agregační funkce na L Řekneme že 
A je vnitřní na I, jestl iže pro každé x G (0, l ) n plat í : 

AřJiV(x) < A ( x ) < M A X " ( x ) . 

V ě t a 2.4. Nechť A : (0,1)™ —> (0,1) je agregační funkce. A je idempotentní, 
právě tehdy když je vnitřní. 

Důkaz. Nejprve dokážeme platnost implikace 

A je vn i t řn í neklesající funkce, p la t í tedy nerovnosti: 

m i n ( x i , . . . , xn) < A(x,..., x) < m a x ( x i , . . . , xn). 

Funkce MIN a MAX jsou idempoten tn í (tedy min(x,..., x) — x a m a x ( x , . . . , x) — x). 
Nerovnosti tedy můžeme přepsa t jako: 

x < A(x,..., x) < x. 
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Odtud př ímo získáme: 

A(x,... ,x) = x, 

což je p ř ímo definice idempotence. 

Nyní dokážeme platnost implikace (<=)• 

Nechť m i n ( x 1 , . . . , xn) = Xi a m a x ( x i , . . . , xn) = Xj. P l a t í tedy: 

(Xj, . . . , Xj) ^ {x\, . . . , Xn) ^ (Xj, . . . , Xj). 

Z předchozích nerovnost í plyne: 

A(XÍ, . . . , Xj) < ^ 4 ( x i , . . . , x n ) < A[Xj,..., Xj) . 

Z p ředpok ladu že A je idempoten tn í , n á m plyne: 

Xj ^ y l (x i , . . . , X n ) ^ Xj. 

Po úpravě: 

m i n ( x i , . . . ,xn) < A(xu ...,xn) < m a x ( x i , . . . , x „ ) : 

MIN(x1, ...,xn)< A(xu ...,xn)< MAX(xu ...,xn). 

Tyto nerovnosti jsou př ímo definicí vn i t řn í funkce. • 

Definice 2.25. Nechť A : (0, l ) n 4 (0,1) a B : (0, l ) n -»• (0,1) jsou agregační 
funkce na I a n G N . Řekneme, že A je distributivní vzhledem k B zleva (resp. 
zprava), jestliže pro každé x G (0,1)™ plat í : 

A(x1,B(x2, • • -,xn)) = B(A(x1,x2),A(x1,x3),..., A{x1,xn))\ 

resp. A(B(xu x „ _ i ) , xn) = B(A{x1,xn), A(x2,xn),A{xn_1, xn)). 

Definice 2.26. Nechť A : (0, l ) n -»• (0,1) a B : (0, l ) n -»• (0,1) jsou agregační 
funkce na I. Řekneme že A je distributivní vzhledem k B, jestliže je dis t r ibut ivní 
zleva i zprava. 
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Poznámka 2.27. S vlas tnos t í distributivity se často setkáváme v teorii okruhů, 
kde distributivita násobení vzhledem ke sčí tání je axiomem okruhu. 

Definice 2.28. Nechť A : (0,1)" (0,1) je agregační funkce na I a n G N . 
Řekneme že A je autodistributivní na I zleva (resp. zprava), jestl iže pro každé 
x G (0, l ) n plat í : 

A(xi,A(x2,.. .,xn)) - A(A(xi,x2),A(x1,x3),..., A(xi,xn)); 

resp. A(A(x1,..., xn_x), xn) = A(A(x1, xn), A(x2, xn),..., A(xn_1, xn)). 

Definice 2.29. Nechť A : (0,1)" —> (0,1) je agregační funkce na I. Řekneme že 
A je autodistributivní na I, jestl iže je au tod i s t r ibu t ivn í zprava i zleva. 

Poznámka 2.30. Vš imněme si, že autodistributivita je pouze speciální p ř ípad dis­
tributivity, kde A = B. 

Definice 2.31. Nechť A : (0, l ) n ->• (0,1) je agregační funkce na J a n G N . Řek­
neme, že A je bisymetrická na I, jestliže pro všechny čtvercové matice M G Inxn 

a každé x E I p la t í : 

A(A(xn,.. .,xin),... ,A(xní,.. .,xnn)) = A(A(xu,.. .,xnl),.. .,A(xln,.. .,xnn)). 

Poznámka 2.32. Vlastnost bisymetrie n á m umožňuje zaměni t pořad í agregace 
sloupců a řádků , ale pouze u č t v e r c o v ý c h matic. Také plat í , že každá symetr ická 
a asociat ivní agregační funkce je i bisymetr ická (viz [7]) 

V ě t a 2.5. Nechť A je idempotentní a bisymetrická agregační funkce na I, pak A 
je autodistributivní. 

Důkaz. Jelikož je A bisymetrická, pak pro každé x = (xn,Xi2,x2i,x22) G (0, l ) 4 

plat í : 

A(A(xn, x n), A(x21, x22)) = A(A(xu,x2i),A(x12,x22)). 

Nyní uvažujme x u = x i 2 . 

A(A{x1i,xn),A(x2i,x22)) = A(A(xu,X2i),A(xn,x22)). 
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Z toho, že A je i dempoten tn í plyne: 

A(xn, A(x2i,x22)) = A(A(xn,x21), A(xn, x22)), 

což je p ř ímo předpis autodistributivity. • 

Definice 2.33. Nechť A : (0,1)™ —> (0,1) je agregační funkce na I. Řekneme že 
A je aditivní na I, jestl iže pro každé x, y e (0, l ) n p la t í : 

A(x + y) = A(x) + A(y). 
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3 Vlastnosti agregačních funkcí 
V t é t o sekci ukážeme, k te ré agregační funkce maj í jaké vlastnosti popř ípadě 

na prot ipř ík ladech ukážeme jaké vlastnosti nemaj í . Důkazy budeme provádět pro 
binárn í př ípady, tedy pro n = 2. Ve většině p ř ípadů by obdobný postup plat i l 
i pro n a nebudeme jej tedy uvádět . 

3.1 Aritmetický průměr 
V ě t a 3.1. Nechť AM je aritmetický průměr na I (viz Definice 1.2.), pak platí: 

• je ryze m o n o t ó n n í 

Důkaz. P ředpokláde jme , že p la t í (XJ < yi) A ( x ^ y ) . 

Ze zadaných podmínek získáme: 

(xi < yi) A (x2 < y2) nebo (xx < y\) A (y1 < yn). 

Bez újmy na obecnosti budeme uvažovat pouze prvn í p ř ípad (druhý př ípad 
by nastal v př ípadě opačného označení) . Nerovnosti sečteme a uprav íme: 

xi +x2 < yi + y2, 

xi+x2 ^ yi+V2. 
2 ^ 2 ' 

AM(xux2) < AM(yi,y2). 

Tato nerovnost p la t í pro libovolné x^yi G (0,1),z G {1,2} splňující pod­
mínky (XÍ < yi) a ( x ^ y ) . 

Pla t í tedy implikace: 

(XÍ < YI) V (x í y) M ( x ) < AM(y). 

• 

• je s p o j o v ě ryze m o n o t ó n n í 

Důkaz. Spojová ryzí mono tónnos t p ř ímo plyne z ryzí mono tónnos t i (viz 
V ě t a 2.1.). • 
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je s e n z i t i v n í 

Důkaz. Vlastnost senzitivity plyne př ímo z vlastnosti ryzí mono tónnos t i 
(viz V ě t a 2.2.). • 

je i d e m p o t e n t n í 

Důkaz. P ro každé x G (0,1) plat í : 

x= f = 2±2 = AM{x,x). 

• 

je s y m e t r i c k á 

Důkaz. Jelikož sčí tání reálných čísel je komuta t ivn í , pak pro každé x = (x, y) G 
plat í : 

x + y = y + x: 

x i y y i x. 
2 2 2 2 ' 

x+y _ y+x. 
2 2 ' 

• 

AM (x, y) = AM(y,x). 

n e n í a s o c i a t i v n í 

Důkaz. Důkaz provedeme nalezením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že AM je asociat ivní . Pak pro každé x = (x, y, z) G (0, l ) 3 

plat í : 

AM(x,AM(y,z)) = AM(AM(x,y), z). 

Po dosazení do předpisu z definice 2.2. získáme: 

A M ( x , f ) = A M ( f , z ) : 

x+^ _ 
2 — 2 

35 



Nyní uvažujme hodnoty (x,y,z) = (0.1,0.2,0.3). Po dosazení získáme: 

0.175 0.225. 

Agregační funkce AM tedy není asociat ivní . • 

je s p o j i t á 

Důkaz. V i z graf (Obrázek 1). • 

n e m á n e u t r á l n í prvek 

Důkaz. P ředpokláde jme , že AM m á neu t rá ln í prvek e G (0,1). Pak pro 
každé x G (0,1) plat í : 

AM(x,e) = AM(e,x) = x. 

Po dosazení do předpisu z definice 2.2. získáme: 

x+e _ 
2 ~ d / -

Tato rovnost však p la t í pouze v př ípadě , kdy e = x, což je ve sporu 
s p ředpok ladem že neu t rá ln í prvek je jed iný pro všechna x G (0,1). AM 
tedy n e m á neu t rá ln í prvek. • 

n e m á a n i h i l á t o r 

Důkaz. P ředpokláde jme , že AM m á anihi látor . Pak existuje a G (0,1) ta­
kové, že pro každou dvojici (a, x) G (0, l ) 2 plat í : 

AM(a, x) = AM(x, a) = a. 

Po dosazení do předpisu z definice 2.2. získáme: 

a+x _ 
2 — " 

Tato rovnost však nas tává pouze v př ípadě a — x, což je ve sporu s před­
pokladem že anihi lá tor je jed iný pro všechna x G (0,1). AM tedy n e m á 
anihi látor . • 
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• n e n í k o n j u n k t i v n í 

Důkaz. Důkaz provedeme nalezením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že AM je konjunkt ivní . Pak pro každé x = (x, y) G (0, l ) 2 

plat í : 

0 < AM(x,y) < MIN(x,y). 

Po dosazení do předpisu z definice 2.2. získáme: 

0 < 2±K < mm(x,y). 

Nyní uvažujme hodnoty (x, y) = (0.1,0.2). Po dosazení získáme: 

0 < < min(0.1,0.2): 

0 < 0.15 ^ 0.1. 

• 

• n e n í d i s j u n k t i v n í 

Důkaz. Důkaz provedeme nalezením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že AM je dis junkt ivní . Pak pro každé x = (x, y) G (0, l ) 2 

plat í : 

MAX (x, y) < AM{x,y) < 1. 

Po dosazení do předpisu z definice 2.2. získáme: 

max(x, y) < < 1. 

Nyní uvažujme hodnoty (x, y) = (0.1,0.2). Po dosazení získáme: 

max(0.1,0.2) < < 1: 

0.2 ^ 0.15 < 1. 

• 
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je v n i t ř n í 

Důkaz. Tuto vlastnost n á m zajišťuje fakt, že AM je i dempoten tn í (viz V ě t a 
2.4.). • 

je a u t o d i s t r i b u t i v n í 

Důkaz. Autodis t r ibut ivi ta plyne z idempotence a bisymetrie (viz V ě t a 2.5.) 

• 

je b i s y m e t r i c k á 

Důkaz. P ro každé x = ( i u , x 1 2 , x2í, ^22) £ (0, l ) 4 p la t í : 

A M ( A M ( x n , X12) , A M ( x 2 1 , x 2 2 ) ) = A M ( ^ f " , 2 a i ± 2 a a ) = ^ Ť ^ - f ^ ^ 1 ^ 

_ X H + Z 1 2 i X 2 1 + X 2 2 _ £ 1 1 I £ 1 2 i £ 2 1 i £ 2 2 _ £ 1 1 i £ 2 1 _|_ £ 1 2 _|_ £ 2 2 

: 4 4 ~ r 4 ~ r 4 ~ r 4 4 ~ r 4 ~ r 4 ~ r 4 

^ 1 1 + ^ 2 1 i ^ 1 2 + ^ 2 2 

_ XH+X21 _|_ X 1 2 + X 2 2 _ 2 + 2 _ u\M^11+^21 £ 1 2 ± £ 2 2 ^ _ 

= M ( i M ( x U ) x 2 1 ) , A ( x i 2 , x 2 2 ) ) . 

Pla t í tedy: 

A M ( A M ( x n , x i 2 ) , ^ ( 1 2 1 , 1 2 2 ) ) = A M ( A M ( x i i , x 2 i ) , A(x12,x22)). 

AM je tud íž bisymetrická. • 

je a d i t i v n í 

Důkaz. Pro každé x = ( x i , x 2 ) , y = (yi,y2) G (0, l )
2 plat í : 

AM(x + y) = AM(x1+y1,x2 + y2) = x ^ + x ^ = f + y± + f + y-A = 

= f + f + f + f = ^ + ^ = A M ( x ) + AM(y). 

Pla t í tedy: 

A M ( x + y) = A M ( x ) + M ( y ) . 

• 
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3.2 Geometrický průměr 
V ě t a 3.2. Necht G M je geometrický průměr na I (viz Definice 1.3.), pak platí: 

• n e n í ryze m o n o t ó n n í 

Důkaz. Důkaz provedeme nalezením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že GM je ryze monotónn í . Pak pro každé x = (xi,x2)., 

y = (2/1,2/2) G (0,1) 2 plat í : 

(XÍ < y i) A (x ^ y) G M ( x ) < GM{y). 

Nyní uvažujme hodnoty ( x i , x 2 ) = (0,0) a (2/1,2/2) = (0,0.1). Přes tože plat í : 

(0,0) < (0,0.1) A (0,0) ^ ( 0 , 0 . 1 ) , 

tak již neplat í : 

G M ( 0 , 0 ) < G M ( 0 , 0 . 1 ) : 

( 0 - 0 ) 5 < (0 -0 .1 )3 ; 

0 ^ 0 . 

GM tedy není ryze monotónn í . 

• 

• je s p o j o v ě ryze m o n o t ó n n í 

Důkaz. Nechť x = (xl,x2),y = (2/1,2/2) e (0, l ) 2 , X j < yu i G {1,2}. Pak 
pro každé x, y plat í : 

x i - x 2 < y i - 2/2; 

(x i • x 2 ) ^ < (2/1 • 2/2)^; 

GM(x1,x2)<GM(y1,y2). 

Nerovnosti jsou zachovány, protože se pohybujeme na intervalu (0,1). P la t í 
tedy: 

Xi < yi => GM(xx,x2) < GM(yi,y2). 

• 
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n e n í s e n z i t i v n í 

Důkaz. Důkaz provedeme nalezením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že GM je senzitivní. Pak pro každé x = (x, y) G (0 
každé A G (0,1) plat í : 

GM(x,y) ŕ GM(x + X,y). 

Po dosazení do předpisu z Definice 1.3. získáme: 

{x-yÝ ŕ + -y)h. 

Nyní uvažujme hodnoty x = (0.1, 0) a A = 0.1. Po dosazení získáme: 

(0 .1-0)5 ^ ((0.1 + 0.1) - 0 ) 3 ; 

0 ^ 0 . 

GM tedy není senzitivní, 

je i d e m p o t e n t n í 

Důkaz. P ro každé x G (0,1) plat í : 

x = \fx? = (x • x) 2 = GM(x, x). 

je s y m e t r i c k ý 

Důkaz. P ro každé x, y E (0,1) plat í : 

GM(x, y) = (x • y) 2 = x • y = y • x = (y • x) 2 = GM(y, x) 

Pla t í tedy: 

GM(x,y) = GM(y,x). 
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n e n í a s o c i a t i v n í 

Důkaz. Důkaz provedeme uvedením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že GM je asociat ivní . Pak pro každé x = (x, y, z) G (0, l ) 3 

plat í : 

GM(x,GM(y,z)) = GM(GM(x,y),z). 

Po dosazení do předpisu z definice 2.3. získáme: 

GM(x,(yz)*)) = GM((x-y)*),y); 

(x- (y- = ( ( x - y ) i ) - z ) s . 

Nyní uvažujme hodnoty (x,y,z) = (0.1,0.2,0.3). Po dosazení získáme: 

(0.1 • (0.2 • 0 .3)3)5 = ((0.1 • 0.2)5 . 0.3)3; 

(0.6)3 = ((0.2)5 -0 .3)5 ; 

0.88 0.366. 

GM tedy není asociat ivní . • 

je s p o j i t ý 

Důkaz. V i z graf (Obrázek 2). • 

n e m á n e u t r á l n í prvek 

Důkaz. P ředpokláde jme , že G M m á neu t rá ln í prvek. Pak existuje e G (0,1) 
tak, že pro každé x G (0,1) plat í : 

GM(x,e) = x. 

Po dosazení předpisu z definice 2.3. získáme: 

(x • e)5 = x. 

Tato rovnost však nas tává pouze pro p ř ípad kdy x = e, což je ve sporu 
s p ředpok ladem že neu t rá ln í prvek je jed iný pro všechny x G (0,1). GM 
tedy n e m á neu t rá ln í prvek. • 
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• m á a n i h i l á t o r a = 0 

Důkaz. P ro každé x G (0,1) plat í : 

0 = x - 0 = ( x - 0 ) l = GM(x,0). 

G M tedy m á anihi lá tor a = 0. • 

• n e n í k o n j u n k t i v n í 

Důkaz. Důkaz provedeme nalezením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že GM je konjunkt ivní . Pak pro každé x = (x, y) G (0, l ) 2 

plat í : 

0 < G M (x, y) < min(x, y); 

0 < (x • y) 2 < min(x, y). 

Nyní uvažujme hodnoty (x, y) = (0.1,0.9). Po dosazení získáme: 

0 < (0.1-0.9)5 < min(0.1,0.9): 

0 < 0.3 ^ 0.1. 

GM tedy není konjunkt ivní . • 

• n e n í d i s j u n k t i v n í 

Důkaz. Důkaz provedeme nalezením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že GM je dis junkt ivní . Pak pro každé x = (x, y) G (0, l ) 2 

plat í : 

max(x, y) < GM(x,y) < 1; 

max(x,y) < (x • y) ä < 1. 

Nyní uvažujme hodnoty (x, y) = (0.2,0.8). Po dosazení získáme: 

max(0.2,0.8) < (0.2-0.8)5 < 1; 

0.8 ^ 0.4 < 1. 

GM tedy není dis junkt ivní . • 
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• je v n i t ř n í 

Důkaz. Tuto vlastnost n á m zajišťuje fakt, že GM je i dempoten tn í (viz V ě t a 
2.4.). • 

• je a u t o d i s t r i b u t i v n í 

Důkaz. P ro každé x = (x, y, z) G (0, l ) 3 p la t í : 

GM(x, GM(y, z)) = GM(x, (y • z)*) = (x • (y • 3 ) 2 ) 3 = ( x

2 . y . z ) \ = 

= ( ( x - y ) 3 • {x- 3 ) 2 ) 2 = G M ( ( x - | / ) l , ( x - 3 ) i ) = GM(GM(x,y), GM(x, z)). 

Pla t í tedy: 

G M ( i , GM(y, z)) = GM(GM(x, y), GM(x, z)). 

GM je tedy au tod i s t r ibu t ivn í zleva. Autodis t r ibut iv i tu zprava bychom 
dokázali obdobně . • 

• je b i s y m e t r i c k ý 

Důkaz. P ro každé x = ( i n , X12, X21 , £ 2 2 ) G (0, l ) 4 p la t í : 

G M ( G M ( x 1 1 , x 1 2 ) , G ' M ( x 2 1 , x 2 2 ) ) = G M ( ( x n - x 1 2 ) 2 , ( x 2 1 - x 2 2 ) l ) = 

( ( X n • X l 2 ) 2 • ( x 2 i • £ 2 2 ) ^ = ( X n • X12 • X21 • X 2 2 ) 2 = 

= (Xn • X21 • X12 • X 2 2 ) i = ( ( x n • £ 2 1 ) 2 • (X12 • X22)^Ý = 

= GM((xu • x21)K (x12 • X22)1* = GM(GM(x11,x21), GM{x12, x22)). 

Pla t í tedy: 

GM(GM(xu ,x12), GM(x2i, £ 2 2 ) ) = G M ( G M ( i l b i 2 1 ) , G ¥ ( i 1 2 ) i 2 2 ) ) . 

• 
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• n e n í a d i t i v n í 

Důkaz. Důkaz provedeme nalezením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že GM je adi t ivní , pak pro všechna x , y G (0, l ) 2 plat í : 

C7M(x + y) = G M ( x ) + GM{y). 

Po dosazení do předpisu z definice 2.3. získáme: 

GM(Xl + yi, x2 + y2) = GM(xux2) + GM(yu y2): 

((xi + yi) • (x2 + y2)Ý = (xi • x 2 ) 5 + (Vl • y2)h-. 

Nyní uvažujme hodnoty ( £ 1 , 2 : 2 ) — (0.1,0.2) a (yi,y2) = (0.3,0.4), Po dosa­

zení získáme: 

(0.4­0.6)5 = 0.22 +0.125; 

0.245 = 0.25 + 0 . 1 2 Í 

0.49 0.79 

• 

3.3 Vážený ari tmetický průměr 
V ě t a 3.3. Nechť WAMV je vážený aritmetický průměr na I (viz Definice 1-4-), 
pak platí: 

• je ryze m o n o t ó n n í 

Důkaz. Nechť pro každé x , y G (0, l ) 2 a každý vektor v = (vi, v2), Vi+v2 = 1 
plat í : 

(XÍ < yi) A ( x ^ y). 

(xi < yi) A (x2 < y2). 
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Tyto nerovnosti seč teme (druhý p ř ípad by jsme získali o p a č n ý m označe­
n ím) , a vynásobíme vektorem v = (vi,v2): 

xi + x2 < 2/i + y 2 ; 

vi • X! + v2 • x2 < V! • yx + v2 • y2, 

2 2 
]T ViXi < ViVi'; 
i=l i=l 

WAMv(x) < WAMv(y). 

Pla t í tedy: 

(XÍ < VI) A (x ^ y) l f M v ( x ) < WAMv(y). 

• 
je s p o j o v ě ryze m o n o t ó n n í 

Důkaz. Spojová ryzí mono tónnos t p ř ímo plyne z ryzí mono tónnos t i (viz 
V ě t a 2.1.). Ryzí mono tónnos t je dokázána výše. • 

je s e n z i t i v n í 

Důkaz. Senzitivita p ř ímo plyne z ryzí mono tónnos t i (viz V ě t a 2.2.). Ryzí 
mono tónnos t je dokázána výše. • 

je i d e m p o t e n t n í 

Důkaz. Nechť v = (vi,v2) e (0, l ) 2 , v 1 + v 2 = 1. Pro každé x e (0, l ) 2 plat í : 

x = 1 • x = (vi + v2) • x = Vi • x + v2 • x = WAMv(x,x). 

• 

n e n í s y m e t r i c k ý 

Důkaz. Důkaz provedeme nalezením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že WAMV je symetr ická a v G (0, l ) 2 , f i + v2 = 1. Pak 
pro každé x = (x, y) G (0, l ) 2 p la t í : 

WAMv(x,y) = WAMv(y,x). 
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Po dosazení z předpisu definice 1.4. získáme: 

vi • x + v2 • y = vi • y + v2 • x. 

Uvažujme nyní hodnoty (x,y) = (0.1,0.2) a (vi,v2) = (0.1,0.9). Po 
dosazení získáme: 

0.1 • 0.1 + 0.2 • 0.9 = 0.1 • 0.2 + 0.9 • 0.1; 

0.19 ^ 0.11. 

Agregační funkce WAMV tedy není symetrická. 

• 

• n e n í a s o c i a t i v n í 

Důkaz. Důkaz provedeme nalezením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že WAMV je asociat ivní a v G (0, l ) 2 , Vi + v2 = 1. Pak pro 
každé x = (x, y, z) G (0, l ) 3 p la t í : 

WAMv(x,WAMv(y,z)) = WAMv(WAMv(x,y), z). 

Po dosazení do předpisu z definice 2.4. získáme: 

WAMv(x,vx • y + v2 • z) = WAMv(vx •x + v2-y)z)\ 

vi • x + v2 • (vi • y + v2 • z) = vi • (vi • x + v2 • y) + v2 • z. 

Nyní uvažujme hodnoty v = (0.1,0.9) a x = (0.3,0.5,0.7). Po dosazení 
získáme: 

0.1 • 0.3 + 0.9 • (0.1 • 0.5 + 0.9 • 0.7) = 0.1 • (0.1 • 0.3 + 0.9 • 0.5) + 0.9 • 0.7: 

0.642 yé 0.678. 

Agregační funkce WAMV tedy není asociat ivní . • 

• j e s p o j i t ý 

Důkaz. V i z graf. • 
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n e m á n e u t r á l n í prvek 

Důkaz. P ředpokláde jme , že WAMV m á neu t rá ln í prvek e G (0,1), 
v G (0, l ) 2 , Vi + v2 = 1. Pak pro každé x G (0,1) plat í : 

WAMv(x,e) = x. 

Po dosazení do předpisu z definice 2.4. získáme: 

Vi • x + v2 • e = x. 

Tato rovnost však nas tává pouze v př ípadě , kdy v = (1,0) a v tomto 
př ípadě je e libovolné což je t aké spor. WAMV tedy n e m á neu t rá ln í prvek. 
V př ípadě , kdy x = (e, x) je postup obdobný. • 

• n e m á a n i h i l á t o r 

Důkaz. P ředpokláde jme , že WAMV m á anihi lá tor a G (0,1), v G (0, l ) 2 , 
Vi + v2 = 1. Pak pro každé x G (0,1) plat í : 

WAMv(x,a) = a. 

Po dosazení do předpisu z definice 2.4. získáme: 

v\ • x + v2 • a = a. 

Tato rovnost však nas tává pouze v př ípadě , kdy v = (0,1). WAMV tedy 
nemá anihi lá tor . V př ípadě , kdy x = (a, x) je postup obdobný. • 

• n e n í k o n j u n k t i v n í 

Důkaz. Důkaz provedeme uvedením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že WAMV je konjunkt ivní , v G (0, l ) 2 , f i + v2 = 1. Pak 
pro každé x = (x, y) G (0, l ) 2 p la t í : 

0 < WAMv(x,y) < min. 

Po dosazení do předpisu z definice 2.4. získáme: 

0 < v\ • x + v2 • y < min (x, y). 
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• 

Nyní uvažujme v = (0.1, 0.9) a x = (0.1, 0.2): 

0 < 0.1 • 0.1 + 0.9 • 0.2 < min(0.1, 0.2): 

0 < 0.19 ^ 0.1. 

• n e n í d i s j u n k t i v n í 

Důkaz. Důkaz provedeme uvedením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že WAMV je dis junktivní , v G (0, l) 2,t>i + v2 = 1. Pak 
pro každé x = (x, y) G (0, l ) 2 p la t í : 

max(x,y) < WAMv(x,y) < 1. 

Po dosazení do předpisu z definice 1.4. získáme: 

max(x, y) < V\ • x + v2 • y < 1. 

Nyní uvažujme v = (0.5, 0.5) a x = (0.1, 0.2): 

max(0.1,0.2) < 0.5 • 0.1 + 0.5 • 0.2 < 1: 

0.2 ^ 0.15 < 0.1. 

• 

• je v n i t ř n í 

Důkaz. To že WAMV je vn i t řn í plyne z toho, že je idempoten tn í (viz V ě t a 
2.4.). • 

• je a u t o d i s t r i b u t i v n í 

Důkaz. Vlastnost autodistributivity plyne z toho, že WAM je idempoten tn í 
a b isymetr ický (viz V ě t a 2.5.). • 
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• je b i s y m e t r i c k ý 

Důkaz. Nechť v G (O, l ) 2 , vi + v2 = 1. Pro každé x G (0, l ) 4 p la t í : 

WAMv(WAMv(x1, x2),WAMv(x3, x^)) = WAMv(v1-x1 + v2-x2,v1-x3 + v2-x^) = 

= Vl-(VI-Xl + V2-X2) + V2-(VI-X3 + V2-X4) = v\-X\ + V\-V2-X2 + U2 • V\ • X3 + ^ ­ £ 4 = 

= vf-Xl +Vl-V2-X3 +V2-V\-X2 +v\-X± = Vl-(vi-Xl + ^ 2 ­ ^ 3 ) +V2-(VI-X2 +V2-Xi) = 

= WAMv(v1-x1 + v2-x3,v1-x2 + v2-Xi) = WAMv(WAMv(x1, x3),WAMv(x2, x^))-

Platí tedy: 

WAMv(WAMv(Xl,x2),WAMv(x3,x4)) = WAMv(WAMv(Xl,x3),WAMv(x2,x4)). 

• 

• je a d i t i v n í 

Důkaz. Nechť x = (xi,x2),y = (yi,y2), v = (vi,v2) G (0, l ) 2 . Pak plat í : 

WAMv(x) + WAMw(w) = v 1 - x 1 + v 2 - x 2 + v 1 - y 1 + v 2 - y 2 = 

= V!(x! + yi) + v2(x2 + y2) = WAMv(x + y). 

• 

3.4 Uspořádaný vážený průměr 
Poznámka 3.1. Vzhledem k tomu, že j ed iným rozdílem mezi váženým aritmetic­
k ý m p r ů m ě r e m a u s p o ř á d a n ý m váženým p r ů m ě r e m je uspořádanos t a rgumentů , 
je zřejmé že všechny vlastnosti, k te ré m á WAMV, bude mí t t aké OWAv. Nebu­
deme je tedy dokazovat znovu a zaměř íme se pouze na vlastnosti, k teré WAMV 

nemá. V př ípadě vlas tnost í , k teré n e m á ani jeden z vážených p r ů m ě r ů a v př ípadě 
pro t ipř ík ladu pro WAMV jsme využili již u s p o ř á d a n ý vektor x G (0, l ) 2 nebudeme 
jej uvádě t znovu. 

V ě t a 3.4. Nechť OWAv je uspořádaný vážený průměr na I (viz Definice 1.7.), 
pak platí: 

• je ryze m o n o t ó n n í 

Důkaz. V i z WAMV. • 
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je s p o j o v ě ryze m o n o t ó n n í 

Důkaz. V i z WAMV. • 

je s e n z i t i v n í 

Důkaz. V i z WAMV. • 

je i d e m p o t e n t n í 

Důkaz. V i z WAMV. • 

je s y m e t r i c k ý 

Důkaz. Symetrie plyne př ímo z toho, že zadaný vektor x G (0, l ) 2 z defi­
nice 1.7. nejprve u spo řádáme , tedy pořad í a r g u m e n t ů původn ího vektoru je 
libovolné. • 

n e n í a s o c i a t i v n í 

Důkaz. P ro t ip ř ík lad viz asociativita WAMV. • 

je s p o j i t á 

Důkaz. V i z WAMV. • 

n e m á n e u t r á l n í prvek 

Důkaz. P ředpokláde jme , že OWAv m á neu t rá ln í prvek e G (0, l),v G (0, l ) 2 , 
Vi + v2 = 1. Pak pro každé x G (0,1) plat í : 

OWAv(x,e) = x. 

V př ípadě , že x < e, tato rovnost p la t í pouze pro v — (1,0) a v opač­
ném př ípadě tato rovnost p la t í pouze pro vektor v = (0,1). OWAv tedy 
nemá neu t rá ln í prvek. Pro x = (e, x) je postup obdobný. 
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• 

n e m á a n i h i l á t o r 

Důkaz. P ředpokláde jme , že OWAv m á anihi lá tor a G (0,1), v G (0, l ) 2 , 
Vi + V2 = 1. Pak pro každé x G (0,1) plat í : 

OWAv(x,a) = a. 

V př ípadě , že x < a, tato rovnost p la t í pouze pro v = (0,1) a v opač­
ném př ípadě tato rovnost p la t í pouze pro vektor v = (1,0). OWAv tedy 
nemá neu t rá ln í prvek. Pro x = (e, x) je postup obdobný. • 

n e n í k o n j u n k t i v n í 

Důkaz. P ro t ip ř ík lad viz konjunktivita WAMV. • 

n e n í d i s j u n k t i v n í 

Důkaz. P ro t ip ř ík lad viz disjunktivita WAMV. • 

je v n i t ř n í 

Důkaz. To že je OWAv vn i t řn í plyne z toho, že je idempoten tn í (viz V ě t a 
2.4.). • 

je a u t o d i s t r i b u t i v n í 

Důkaz. Vlastnost autodistributivity plyne z toho, že WAMV je idempo­
ten tn í a bisymetr ický (viz V ě t a 2.5.). • 

je b i s y m e t r i c k ý 

Důkaz. V i z WAMV. • 

je a d i t i v n í 

Důkaz. V i z WAMV. • 
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3.5 Maximum 
V ě t a 3.5. Nechť MAX je maximum na I (viz Definice 1.10.), pak platí9': 

• n e n í ryze m o n o t ó n n í 

Důkaz. Důkaz provedeme uvedením pro t ipř ík ladu . Je-li MAX ryze mono­
tónní , pak pro každé x j G (0, l ) 2 plat í : 

(XÍ < y i) A (x ^ y) M A I ( x ) < MAX{y). 

Uvažujme ( x i , x 2 ) = (0.1,0.3) a (yi,y2) = (0.2,0.3). Tyto hodnoty spl­
ňují p o d m í n k u (XJ < yi) A ( x ^ y ) , ale po dosazení získáme: 

MAX(Xl,x2) < MAX(yi,y2); 

M A X ( 0 . 1 , 0 . 3 ) < M A X ( 0 . 2 , 0 . 3 ) : 

0.3 i. 0.3. 

MAX tedy není ryze monotónn í . • 

• je s p o j o v ě ryze m o n o t ó n n í 

Důkaz. P ro každé x, y G (0, l ) 2 takové, že Xi < yi pro každé i G [n], plat í : 

1. x i < x2 V y i < y 2 : 

i k L 4 X ( x i , x 2 ) = x 2 < y 2 = MAX(yi,y2). 

Tato nerovnost p la t í díky podmínce X j < yiy Vz G {1, 2}. 

2. x i < x 2 V i / i > y 2 : 

M A X ( x ! , x 2 ) = x 2 < V l = MAX(yi,y2). 

Tato nerovnost p la t í díky podmínce x 2 < y2 < y\. 

9 Pro n = 2 agregační funkce M A X odpovídá maximální t-conormě, proto budeme využívat 
dále poznatků o t-conormách. Vlastnosti maximální t-conormy nebudeme dokazovat zvlášť. 
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3. xi > x2 V y i < y2 : 

i k L 4 X ( x i , x 2 ) = X ! < s/a = MAX(y1,y2). 

Tato nerovnost p la t í díky podmínce X\ < x2 < y2 

4. xi > x2 V y i > y 2 : 

M A X ( x i , x 2 ) = x i < y i = MAX(y1,y2). 

Tato nerovnost p la t í díky podmínce X j < j/j, Vz G {1, 2}. 

P l a t í tedy: 

Xi < yi MAX(xux2) < MAX(yi,y2). 

• 

n e n í s e n z i t i v n í 

Důkaz. Důkaz provedeme uvedením prot ipř ík ladu. 

Předpokládejme,že MAX je senzitivní. Pak pro každé x = (x, y) G (0, l ) 2 

a každé A ̂  0, x + (0, A) G (0,1) plat í : 

M A X (x) ^ M A X ( x + (0, A)). 
Po dosazení do předpisu z definice 2.6. získáme: 

m a x ( x i , x 2 ) 7̂  m a x ( x i , x 2 + A). 

Uvažujme hodnoty ( x i , X 2 ) = (0.3,0.1) a A = 0.1. Po dosazení získáme: 

max(0.3, 0.1) ^ max(0.3, 0.2); 

0.3 ^ 0.3. 

Je n u t n é uvažovat i vektor (A,0), avšak sporu bychom dosáhli analogicky. 

• 
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je i d e m p o t e n t n í 

Důkaz. P ro každé x G (0,1) plat í : 

x = max(x, x) = MAX(x, x). 

• 

je s y m e t r i c k é 

Důkaz. Symetrie plyne z toho, že MAX je t-conormou (pro n = 2). • 

je a s o c i a t i v n í 

Důkaz. Asociat ivi ta plyne z toho, že MAX je t-conormou (pro n = 2). • 

je s p o j i t é 

Důkaz. V i z graf (Obrázek 4). • 

m á n e u t r á l n í prvek e = 0 

Důkaz. Existence neu t rá ln ího prvku e = 0 plyne z toho, že MAX je 
t-conormou (pro n = 2). • 

m á a n i h i l á t o r a = 1 

Důkaz. Existence anih i lá toru a = 1 plyne z toho, že MAX je t-conormou 
(pro n = 2). • 

n e n í k o n j u n k t i v n í 

Důkaz. Důkaz provedeme nalezením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že MAX je konjunkt ivní . Pak pro každé x = (x, y) G (0,1) 
plat í : 

0 < MAX (x, y) < min (x, y). 

Nyní uvažujme hodnoty (x, y) = (0.1,0.2). Po dosazení získáme: 

0 < 0.2 ^ 0.1 

MAX tedy není konjunkt ivní . • 
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je d i s j u n k t i v n í 

Důkaz. Tato vlastnost plyne z toho, že MAX je t-conormou (pro n = 2). 

• 
je v n i t ř n í 

Důkaz. Důkaz plyne z toho, že MAX je nej menší t-conorma a současně 
největší vn i t řn í agregační funkce. • 

je a u t o d i s t r i b u t i v n í 

Důkaz. Bez ú jmy na obecnosti p ředpokláde jme x < y < z. Pro každé 
x = (x, y, z) e (0, l ) 3 p la t í : 

MAX(x, MAX(y, z)) = MAX(x, z) = z = 

= MAX(y, z) = MAX(MAX(x, y, MAX(x, z)). 

• 
je b i s y m e t r i c k é 

Důkaz. P ř i h ledání největšího prvku v matici , je postup libovolný pokud 
zahrnuje veškeré členy. Nezáleží tedy zda porovnáváme prvky nejprve ve 
sloupcích či řádcích. • 

n e n í a d i t i v n í 

Důkaz. Důkaz provedeme nalezením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že MAX je adi t ivní . Pak pro každé x = ( x i , x 2 ) , 
y = (yi,y2) G (0,1) 2 plat í : 

M i l ( x ) + MAX(y) = M i X ( x + y): 

max(x i , x2) + max(yi , y2) = max(a;i +yi,x2 + y2). 

Nyní uvažujme hodnoty (xi,x2) = (0.1,0.3) a (yi,y2) = (0.4,0.2). Po dosa­
zení hodnot získáme: 

max(0.1, 0.3) + max(0.4, 0.2) = max(0.5,0.5): 

0.3 0.5. 

MAX tedy není adi t ivní . • 
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3.6 Minimum 
V ě t a 3.6. Necht MIN je minimum na I (viz Definice 1.11.), pak platí10: 

• n e n í r y z e m o n o t ó n n í 

Důkaz. Důkaz provedeme uvedením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že MIN je ryze monotónn í . Pak pro každé x , y G (0, l ) 2 

plat í : 

(XÍ < Vi) A (x ^ y) M J i V ( x ) < MIN(y). 

Uvažujme (xi,x2) = (0.1,0.2) a (2/1,2/2) = (0.1,0.3). Tyto hodnoty sice 
splňují p o d m í n k u (XJ < j/j) A ( x ^ y ) , ale po dosazení získáme: 

MIN(Xl,x2) < MIN(yi,y2); 

MiTV(0.1 ,0 .2) < MJJV(0.1,0 .3) ; 

0.1 {. 0.1. 

MIN tedy není ryze monotónn í . • 

• j e s p o j o v ě r y z e m o n o t ó n n í 

Důkaz. Nechť p la t í X j < j / j . Pro každé x , y G (0, l ) 2 plat í : 

1. X i < x2 V ? / ! < y 2 : 

MIN(xux2) = x1<y1 = MIN(yi,y2). 

Tato nerovnost p la t í díky podmínce X i < y ^ i G {1, 2}. 

2. x i < x2 V y i > y2 : 

MIN{xux2) = X l < y 2 = MIN(yi,y2). 

Tato nerovnost p la t í díky podmínce x\ < x2 < y2. 

10 Pro n = 2 agregační funkce MIN odpovídá minimální t-normě, proto budeme využívat 
dále poznatků o t-normách. Vlastnosti minimální t-normy nebudeme dokazovat zvlášť. 
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3. xi > x2 V yi < y2 : 

MIN(Xl,x2) = x 2 < y i = MIN(yi,y2). 

Tato nerovnost p la t í díky podmínce x2 < X\ < y\. 

• 

4. xi > x2 V yi > y2 : 

MIN(xux2) = x 2 < y 2 = MIN(yi,y2). 

Tato nerovnost p la t í díky podmínce X j < j / j , Vz G {1, 2}. 

P l a t í tedy: 

a* < yi => M J i V ( x ) < MIN{y). 

n e n í s e n z i t i v n í 

Důkaz. Důkaz provedeme uvedením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že MIN je senzitivní. Pak pro každé x = (x, y) G (0, l ) 2 

a každé A ̂  0, x + (0, A) G (0,1) plat í : 

Af JiV(x) ^ M i 7 V ( x + (0, A)). 

Uvažujme hodnoty (x, y) = (0.1,0.3) a A = 0.1. Po dosazení získáme: 

M/7V(0.1,0.3) MI N ((0.1, 0.3) + (0,0.1)); 

Mi7V(0.1 ,0 .3) MIN(0.1,0A); 

min(0.1,0.3) ^ min(0.1,0.4); 

0.1 ^ 0.1. 

Je n u t n é uvažovat i vektor (A,0), avšak sporu bychom dosáhli analogicky. 

• 
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je i d e m p o t e n t n í 

Důkaz. P ro každé x G (0,1) plat í : 

x = min(x, x) = MIN(x, x). 

• 

je s y m e t r i c k é 

Důkaz. Symetrie plyne z toho, že MIN je t-normou (pro n = 2). • 

je a s o c i a t i v n í 

Důkaz. Asociat ivi ta plyne z toho, že je MIN t-normou (pro n = 2). • 

je s p o j i t é 

Důkaz. V i z graf (Obrázek 7). • 

m á n e u t r á l n í prvek e = 1 

Důkaz. Existence neu t rá ln ího prvku e = 1 plyne z toho, že MIN je 
t-normou (pro n = 2). • 

m á a n i h i l á t o r a = 0 

Důkaz. Existence anihi lá toru a = 0 plyne z toho, že MIN je t-normou (pro 
n = 2). • 

je k o n j u n k t i v n í 

Důkaz. Vlastnost konjunktivity plyne z toho, že MIN je t-normou (pro 
n = 2). • 

n e n í d i s j u n k t i v n í 

Důkaz. To, že MIN není dis junkt ivní plyne z toho, že MIN je t-normou 
(pro n = 2). • 
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je v n i t ř n í 

Důkaz. Důkaz plyne z toho, že MIN je největší t-norma a nejmenší vni t řn í 
agregační funkce. • 

je a u t o d i s t r i b u t i v n í 

Důkaz. Nechť x < y < z. Pro každé x = (x, y, z) G (0, l ) 3 plat í : 

MIN(x, MIN(y, z)) = MIN(x, y) = x = MIN(x, z) = 

= MIN(MIN(x, y, MIN(x, z)). 

• 

je b i s y m e t r i c k é 

Důkaz. Důkaz plyne z principu duality MAX a MIN. • 

n e n í a d i t i v n í 

Důkaz. Důkaz provedeme uvedením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že MIN je adi t ivní . Pak pro každé x, y G (0, l ) 2 p la t í : 

MJAT(x) + MIN(y) = MIN(x + y). 

Nyní uvažujme hodnoty ( £ 1 , 2 : 2 ) = (0.1,0.2) a (1/1,1/2) = (0.2,0.1). Po dosa­
zení získáme: 

MIN(0.1, 0.2) + MIN(0.2, 0.1) = Mi7V(0 .1 + 0.2, 0.2 + 0.1): 

min(0.1,0.2) + min(0.2, 0.1) = min(0.3, 0.3): 

0.1 + 0.1 = 0.3: 

0.2 yé 0.3. 

• 

59 



3.7 Projekce 
V ě t a 3.7. Nechť Pk je projekce k-té souřadnice na I (viz Definice 1.14-), pak 
platí: 

• n e n í ryze m o n o t ó n n í 

Důkaz. Důkaz provedeme uvedením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že Pk je ryze monotónn í . Pak pro každé x, y G (0, l ) 2 plat í : 

[XÍ < VÍ A x ^ y) =• Pfc(x) < P f c(y). 
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Nyní uvažujme hodnoty k = 1, ( x i , X2) = (0.1,0.2) a (2/1,2/2) = (0.1,0.3). 
Po dosazení získáme: 

Pi(0 .1 , 0.2) < Px(0.1, 0.3); 

0.1 ^ 0.1. 

• 
Poznámka 3.2. P ř i p o m e ň m e si, že P i odpov ídá funkci MIN a P„ (v našem 
př ípadě P2) odpov ídá funkci MAX. Jelikož ani M A X ani MIN nejsou ryze 
monotónn í , tak ani Pi ani P 2 nemůžou být ryze monotónn í . Pokud bychom 
uvažovali vyšší dimenzi, pak vždy můžeme naj í t p ro t ipř ík lad takový, kdy 
se budou oba vektory rovnat v k-té souřadnici a os t a tn í souřadnice budou 
libovolné, ne však to tožné . 

• je s p o j o v ě ryze m o n o t ó n n í 

Důkaz. Triviální. • 

• n e n í s e n z i t i v n í 

Důkaz. Důkaz provedeme nalezením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že P& je senzitivní. Pak pro každé x = (x, y) G (0, l ) 2 

a každé A G (0,1) plat í : 

Nyní uvažujme hodnoty (x,y) = (0.1,0.2),k = 2 a A = 0.3. Po dosazení 
získáme: 

Pk(x,y) ^ Pfc(x + \,y). 

P 2(0.1,0.2) ^ P 2 ( 0 . 4 , 0 . 2 ) ; 

0.2 ^ 0.2 

Pfc tedy není senzitivní. Důkaz pro vektor (0, A) je obdobný. • 

• je i d e m p o t e n t n í 

Důkaz. Triviální. • 
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n e n í s y m e t r i c k á 

Důkaz. Důkaz provedeme uvedením prot ipř ík ladu. Předpokláde jme , že P& 
je symetrická. Pak pro každé x = ( x , y) G (0, l ) 2 p la t í : 

Pk(x,y) = Pk(y,x). 

Uvažujme (x, y) = (0.1,0.2) a k = 1. 

Pi(0 .1 , 0.2) = 0.1 0.2 = Pi(0.2, 0.1). 

je a s o c i a t i v n í 

Důkaz. P ro každé x = (x, y, z) G (0, l ) 3 p la t í : 

1. k = 1 

P ( x , P i (y, z)) = P i ( P i ( x , y), z); 

Pi(x,y) = Pi(x,z) = x. 

2. k = 2 

P2(x,P2(y,z)) = P2(P2(x,y),z); 

P2(x,z) = P2(y,z) = z. 

• 

• 

je s p o j i t á 

Důkaz. V i z graf (Obrázky 5 a 6). • 
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• n e m á n e u t r á l n í prvek 

Důkaz. Předpokláde jme,že Pk m á neu t rá ln í prvek. Pak existuje e G (0,1) 
tak, že pro každé x G (0,1) plat í : 

Pk(x,e) = Pk(e,x) = x. 

Př i volbě k = 2 tato rovnost nas tává pouze pro p ř ípad x = e, což je ve 
sporu s p ředpok ladem, že e je jediné pro libovolné x G (0,1). Pk tedy n e m á 
neu t rá ln í prvek. P ř i volbě k — 1 by byl postup analogický. • 

• n e m á a n i h i l á t o r 

Důkaz. P ředpokláde jme , že Pk m á anihi lá tor . Pak existuje a G (0,1) tak, 
že pro každé x G (0,1) plat í : 

Pk(x,a) = Pk{a,x) = a. 

Př i volbě k — 1 tato rovnost nas tává pouze pro p ř ípad x = a, což je ve 
sporu s p ředpokladem, že a je jediné pro libovolné x G (0,1). Pk tedy n e m á 
anihi látor . Pro volbu k = 2 by byl postup analogický. • 

• n e n í k o n j u n k t i v n í 

Důkaz. Důkaz provedeme nalezením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že Pk je konjunkt ivní . Pak pro každé x = (x, y) G (0, l ) 2 

plat í : 

0 < Pfc(x) < M J i V ( x ) . 

Uvažujme k = 1 a (x, y) = (0.2,0.1). Pak plat í : 

0 < 0.2 ^ 0.1. 

• 
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• n e n í d i s j u n k t i v n í 

Důkaz. Důkaz provedeme nalezením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že Pk je dis junktivní . Pak pro každé x = (x, y) G (0, l ) 2 

plat í : 

MAX (x.) < Pfc(x) < 1. 

Nyní uvažujme k = 1 a (x, y) = (0.1,0.2). Pak plat í : 

0.2 ^ 0.1 < 1. 

• 

• je v n i t ř n í 

Důkaz. To, že je Pk vni t řn í , plyne p ř ímo z toho, že je idempoten tn í (viz 
vě ta 2.4.). • 

• je a u t o d i s t r i b u t i v n í 

Důkaz. P ro každé x = (x, y, z) G (0,1) plat í : 

1. k = 1 : 

P i f o P i f o , * ) ) = Pi{x,y) =x = Pi(x, x) = P i ( P i ( x , y), P, {x, z)) 

2. k = 2 : 

P2(x,P2(y,z)) = P2(x,z) = z = P1(y,z) = P2(P2(x,y),P2(x,z)) 

Pla t í tedy: 

Pk(x,Pk(y,z)) = Pk(Pk(x,y),Pk(x,z)). 

Autodis t r ibut ivi tu zprava bychom dokázali analogicky. • 
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• je b i s y m e t r i c k á 

Důkaz. Pro každé x = ( x n , X12, £ 2 1 , £ 2 2 ) G (0, l )
4 plat í : 

1. fc = 1 

Pl{Pl{xu,X12),Pl{x21,X22)) = Pl(xu,X2l) = 

= XU = Pl(xu,Xl2) = Pl(Pl(xu,X2l),Pl(x21,X22))-

2. k = 2 

P2(P2(xn, x12), P2(x2i, x22)) = P2(xi2,x22) = 

= x 2 2 = P2(x21,x22) = P2{P2{xn,x21),P2(x12,x22)). 

Pla t í tedy: 

Pk(Pk(xn, x12), Pk(x21, x22)) = Pk(Pk(xn, x21), Pk(x12, x22)). 

• 

• je a d i t i v n í 

Důkaz. Pro každé x = (xi,x2),y = (2/1,2/2) £ (0, l )
2 plat í : 

1. k = 1 

P i ( x i , x 2 ) + Pi(2 / i ,2 /2) =a;i + 2 / 1 = P i ( z i + 2/1, x 2 + y2). 

2. k = 2 

P2(xi,x2) + PŽÍVI, 2/2) = £ 2 + 2/2 = P ^ i +yi,x2 + 2/2)­

Pla t í tedy: 

P f c(x) + P f c(y) =P f c (x + y). 

• 



3.8 Uspořádaná projekce 
Vzhledem k tomu, že j ed iným rozdílem mezi projekcí a u s p o ř á d a n o u pro­

jekcí je uspořádanos t a rgumen tů , je zřejmé, že všechny vlastnosti, k teré m á Pk, 
bude mí t t aké P/k)- Nebudeme je tedy dokazovat znovu a zaměř íme se pouze na 
vlastnosti, k te ré Pk nemá . V př ípadě vlas tnost í , k teré n e m á ani jedna z projekcí 
a v pro t ip ř ík ladu pro Pk jsme využili již u s p o ř á d a n ý vektor x G (0, l ) 2 nebudeme 
jej uvádět znovu. 

V ě t a 3.8. Nechť P(k) je uspořádaná projekce na I (viz Definice 1.15.), pak platí: 

• n e n í ryze m o n o t ó n n í 

Důkaz. P ro t ip ř ík lad viz Pk. • 

• je s p o j o v ě ryze m o n o t ó n n í 

Důkaz. Triviální. • 

n e n í s e n z i t i v n í 

Důkaz. P ro t ip ř ík lad viz Pk. • 

je i d e m p o t e n t n í 

Důkaz. Triviální . • 

• je s y m e t r i c k á 

Důkaz. Symetrie plyne z toho, že vektor x G (0, l } 2 nejprve u spo řádáme . 
Výsledek tedy není závislý na pořad í a rgumen tů . • 

• je a s o c i a t i v n í 

Důkaz. Důkaz viz Pk. • 

• je s p o j i t á 

Důkaz. V i z graf projekce (Obrázky 5 a 6). 
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n e m á n e u t r á l n í prvek 

Důkaz. Důkaz viz P&. • 

n e m á a n i h i l á t o r 

Důkaz. Důkaz viz P&. • 

n e n í k o n j u n k t i v n í 

Důkaz. P ro t ip ř ík lad viz P&. • 

n e n í d i s j u n k t i v n í 

Důkaz. P ro t ip ř ík lad viz P&. • 

je v n i t ř n í 

Důkaz. To, že je P(&) vni t řn í , plyne z toho, že je idempoten tn í (viz V ě t a 
2.4.). • 

je a u t o d i s t r i b u t i v n í 

Důkaz. Důkaz viz Pk. • 

je b i s y m e t r i c k á 

Důkaz. Důkaz viz P&. • 

je a d i t i v n í 

Důkaz. Důkaz viz Pu. • 
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3.9 Součinová t-norma 
V ě t a 3.9. Nechť TJJ je součinová t-norma na I (viz Definice 1.20.), pak platí: 

• n e n í ryze m o n o t ó n n í 

Důkaz. Důkaz provedeme nalezením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že TJJ je ryze monotónn í . Pak pro každé x, y G (0, l } 2 

plat í : 
( x i < y i ) A ( x ^ y ) = ^ T n ( x ) < T n ( y ) . 

Nyní uvažujme hodnoty (xi,x2) = (0,0) a (2/1,1/2) = (0,0.1). Po dosazení 
získáme: 

TY\(X1,X2) < Tn(y1,y2); 

r n ( 0 , 0 ) < T n ( 0 , 0 . 1 ) ; 

OjtO. 

• 
• je s p o j o v ě ryze m o n o t ó n n í 

Důkaz. Nechť xi < yÍ7 pro každé i G {1,2}. Pro každé x = (xi,x2), 
y = (t/1,2/2) G (0,1) 2 plat í : 

Ze zadaných podmínek získáme nerovnosti (opačné nerovnosti bychom zís­
kali v p ř ípadě opačného označení) : 

X l < 2/1 V x2 < 2/2-

Po vynásobení těch to nerovnic získáme: 

xi-x2<yi- 2/2-

Tento krok můžeme provézt díky podmínce x i < íji, k t e rá n á m zabezpe­
čuje, že 2/1 • 2/2 ^ 0. 

Tn(x1,x2) < T n ( 2 / 1 , 2 / 2 ) . 

Pla t í tedy: 

Xi < yi T n (x ) < T n ( y ) . 

• 
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n e n í s e n z i t i v n í 

Důkaz. Důkaz provedeme nalezením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že Tpj je senzitivní. Pak pro každé x = (x, y) G (0, l ) 2 

a každé A G (0,1) plat í : 

Tn(x>y) ŕ T n ( x + x>y)-

Po dosazení do předpisu z Definice 1.32. získáme: 

x - y (x + X) - y. 

Nyní uvažujme hodnoty (x, y) = (0.1,0) a A = 0.1. Po dosazení získáme: 

0 . 1 - 0 ^ (0.1 + 0.1)-0: 

0 ^ 0 . 

Tpj tedy není senzitivní. • 

n e n í i d e m p o t e n t n í 

Důkaz. To, že Tpj není i dempoten tn í plyne z toho, že Tpj je t-normou 
a jed iná vn i t řn í t-norma je minimum (viz V ě t a 1.1.). • 

je s y m e t r i c k á 

Důkaz. Symetrie p ř ímo plyne z vlas tnos t í t-norem. • 

je a s o c i a t i v n í 

Důkaz. Asociat ivi ta p ř ímo plyne z vlas tnos t í t-norem. • 

je s p o j i t á 

Důkaz. Spojitost plyne př ímo z grafu (viz Obrázek 9). • 
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m á n e u t r á l n í prvek e = 1 

Důkaz. Existence neu t rá ln ího prvku e = 1 p ř ímo plyne z v las tnos t í t-norem. 

• 

m á a n i h i l á t o r a = 0 

Důkaz. Existence anih i lá toru a = 0 p ř ímo plyne z v las tnos t í t-norem. • 

je k o n j u n k t i v n í 

Důkaz. Vlastnost konjunktivity p ř ímo plyne z v las tnos t í t-norem. • 

n e n í d i s j u n k t i v n í 

Důkaz. To, že Trr není dis junkt ivní plyne z toho, že je konjunkt ivní . • 

n e n í v n i t ř n í 

Důkaz. To, že Trr není vn i t řn í plyne z toho, že je konjunkt ivní a není rovna 
minimu. • 

n e n í a u t o d i s t r i b u t i v n í 

Důkaz. Důkaz provedeme uvedením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že T r i je au tod is t r ibu t ivn í . Pak pro každé x = (x, y, z) e 
(0, l ) 3 p la t í : 

T n (x> T n (í/> *)) = T n ( T n (x,y),Tn(x>z))-

Po dosazení do předpisu z Definice 1.20. získáme: 

x • (y • z) — (x • y)(x • z). 

Nyní uvažujme hodnoty (x,y,z) = (0.1,0.1,0.1). Po dosazení získáme: 

0.1 2 = 0.1 3: 

0.01 0.001. 

Tyi tud íž není au tod i s t r ibu t ivn í . • 
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• je b i s y m e t r i c k á 

Důkaz. Důkaz plyne p ř ímo z komutativity násobení reálných čísel. • 

• n e n í a d i t i v n í 

Důkaz. Důkaz provedeme nalezením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že T r i je adi t ivní . Pak pro každé x = (xi,x2) 
y = (2/1,2/2) e (0,1) 2 plat í : 

T n ( x ) + T n ( y ) = T n ( x + y ) . 

Po dosazení do předpisu z definice 1.18. získáme: 

xi • x2 + 2/1 • 2/2 = (xi + 2/1) • ( x 2 , 2 / 2 ) ; 

& i • ^ 2 + 2/1 • 2/2 = z i • x2 + 2/1 • 2/2 + 2/1 • £ 2 + xi • y2. 

Nyní uvažujme hodnoty (xi,x2) = (0.1,0.2) a (2/1,2/2) = (0.3,0.4). Po dosa­

zení získáme: 

0.1 • 0.2 + 0.3 • 0.4 = 0.1 • 0.2 + 0.3 + 0.4 + 0.3 • 0.2 + 0.1 • 0.4: 

0.22 ^ 0.32. 

Tyi tedy není adit ivní . • 

3.10 Lukasiewiczova t­norma 
V ě t a 3.10. Nechť Tiuk je Lukasiewiczova t-norma na I (viz Definice 1.21.), pak 
platí: 

• n e n í ryze m o n o t ó n n í 

Důkaz. Důkaz provedeme nalezením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že TLuk je ryze monotónn í . Pak pro každé x = (xi,x2), 
y = (2/1,2/2) e (0,1) 2 plat í : 

(XÍ < yi A x 7̂  y) T L u f c ( x ) < TLuk(y). 
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Po dosazení do předpisu z definice 1.19. získáme: 

max(0, x\ + x 2 — 1) < max(0, ž/i + 2/2 — ! ) • 

Nyní uvažujme hodnoty (xi,x2) = (0.1,0.2) a (2/1,2/2) = (0.2,0.3). Tyto 
vektory splňují podmínku : 

(0.1,0.2) < (0.2,0.3) A (0.1,0.2) ^ (0.2,0.3), 

ale po dosazení zjistíme, že neplat í : 

max(0, 0.1 + 0.2 - 1) < max(0, 0.2 + 0.3 - 1): 

0 ^ 0 . 

Tiuk tedy není ryze monotónn í . 

• 

• n e n í s p o j o v ě ryze m o n o t ó n n í 

Důkaz. P ro t ip ř ík lad viz ryzí mono tónnos t T^uk. • 

• n e n í s e n z i t i v n í 

Důkaz. Důkaz provedeme uvedením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že TLuk je senzitivní. Pak pro každé x = (x, y) G (0, l ) 2 

a každé A G (0,1) plat í : 

TLuk(x, y) ^ TLuk(x + A, y). 

Po dosazení do předpisu z definice 1.19. získáme: 

max(0, x + y — 1) 7̂  max(0, x + A + y — 1). 

Nyní uvažujme hodnoty (x, y) = (0.2,0.3) a A = 0.1. Po dosazení získáme: 

max(0,0.2 + 0.3 - 1) ^ max(0, 0.2 + 0.3 + 0 . 1 - 1 ) : 

0 ^ 0 . 

Tiuk tedy není senzitivní. • 

72 



n e n í i d e m p o t e n t n í 

Důkaz. To, že TLuk není i dempoten tn í plyne z toho, že je t-normou a jedinou 
idempoten tn í t-normou je minimum. • 

je s y m e t r i c k á 

Důkaz. Symetrie p ř ímo plyne z v las tnos t í t-norem. • 

je a s o c i a t i v n í 

Důkaz. Asociat ivi ta p ř ímo plyne z v las tnos t í t-norem. • 

je s p o j i t á 

Důkaz. Spojitost p ř ímo plyne z grafu funkce (viz Obrázek 10). • 

m á n e u t r á l n í prvek e = 1 

Důkaz. Existence neu t rá ln ího prvku e = 1 př ímo plyne z toho, že TLuk je 
t-normou. • 

m á a n i h i l á t o r a = 0 

Důkaz. Existence anihi lá toru a = 0 p ř ímo plyne z toho, že T^uk je t-normou. 

• 

je k o n j u n k t i v n í 

Důkaz. To, že T^uk je konjunkt ivní p ř ímo plyne z v las tnos t í t-norem. • 

n e n í d i s j u n k t i v n í 

Důkaz. To, že T^uk není dis junkt ivní plyne z toho, že je konjunkt ivní . • 

n e n í v n i t ř n í 

Důkaz. To, že TLUU není vn i t řn í plyne z toho, že je konjunkt ivní a není 
rovna minimu. • 
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• n e n í a u t o d i s t r i b u t i v n í 

Důkaz. Důkaz plyne z principu duality T^uk a S Luk- Autodis t r ibut ivi ta S Luk 
je dokázána dále. • 

• je b i s y m e t r i c k á 

Důkaz. Důkaz plyne z principu duality TLuk a S Luk- Bisymetrie S Luk J e 

dokázána dále. • 

• n e n í a d i t i v n í 

Důkaz. Důkaz provedeme nalezením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že TLUU je adi t ivní . Pak pro každé x = (xi,x2), 

y = (2/1,2/2) e (0,1) 2 plat í : 

TLuk{*) + TLuk(y) = TLuk(x + y). 

Po dosazení do předpisu z definice 1.20. získáme: 

max(0, xi + x2 — 1) + max(0, y\ + y2 - 1) = max(0, x\ + x2 + y\ + y2 - 1). 

Nyní uvažujme hodnoty ( x i , x 2 ) = (0.6,0.7) a (yi,y2) = (0,0.1). Po 
dosazení získáme: 

max(0, 0.6 + 0.7 - 1) + max(0, 0 + 0.1 - 1) = max(0, 0.6 + 0.7 + 0 + 0.1 - 1); 

0.3 ^ 0.4. 

TLuk tedy není adi t ivní . • 
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3.11 Drastická t-norma 
V ě t a 3.11. Nechť TD je drastická t-norma na I (viz Definice 1.22.), pak platí: 

• n e n í ryze m o n o t ó n n í 

Důkaz. Důkaz provedeme nalezením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že TD je ryze monotónn í . Pak pro každé x = (xi,x2), 
y = (yi,y2) G (0,1)2 plat í : 

( x ^ ^ A x ^ y ) ^ T D (x) < T D (y) . 

Nyní uvažujme hodnoty (xi,x2) = (0.1,0.2) a (yi,y2) = (0.2,0.3). Tyto 
vektory splňují podmínku : 

(0.1,0.2) < (0.2,0.3) A (0.1,0.2) ^ (0.2,0.3), 

ale po dosazení získáme: 

7^(0.1,0.2) < 7^(0.2,0.3); 

0^0 . 

To tedy není ryze monotónn í . • 

• n e n í s p o j o v ě ryze m o n o t ó n n í 

Důkaz. V i z pro t ipř ík lad ryzí mono tónnos t i To- • 

• n e n í s e n z i t i v n í 

Důkaz. P ředpokláde jme , že To je ryze monotónn í . Pak pro každé 
x = (x,y) G (0, l ) 2 a každé A G (0,1) p la t í : 

TD(x,y) ^ TD(x + X,y). 

Nyní uvažujme hodnoty (x, y) = (0.1,0.2) a A = 0.1. Po dosazení získáme: 

7^(0.1,0.2) ^7^(0.1 +0.1, 0.2); 

0^0 . 

To tedy není senzitivní. • 
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n e n í i d e m p o t e n t n í 

Důkaz. To, že To není i dempoten tn í p ř ímo plyne z toho, že minimum je 
jed iná idempoten tn í t-norma. • 

je s y m e t r i c k á 

Důkaz. Symetrie p ř ímo plyne z v las tnos t í t-norem. • 

je a s o c i a t i v n í 

Důkaz. Asociat ivi ta p ř ímo plyne z v las tnos t í t-norem. • 

n e n í s p o j i t á 

Důkaz. V i z graf funkce (Obrázek 12). • 

m á n e u t r á l n í prvek e = 1 

Důkaz. Existence neu t rá ln ího prvku e = 1 p ř ímo plyne z v las tnos t í t-norem. 

• 

m á a n i h i l á t o r a = 0 

Důkaz. Existence anih i lá toru a = 0 p ř ímo plyne z v las tnos t í t-norem. • 

je k o n j u k t i v n í 

Důkaz. To, že TD je konjunkt ivní p ř ímo plyne z v las tnos t í t-norem. • 

n e n í d i s j u n k t i v n í 

Důkaz. To, že TJJ není dis junkt ivní plyne z toho, že je konjunkt ivní . • 

n e n í v n i t ř n í 

Důkaz. To, že TJJ není vn i t řn í plyne z toho, že je konjunkt ivní a není rovna 
minimu. • 
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• n e n í a u t o d i s t r i b u t i v n í 

Důkaz. Důkaz provedeme nalezením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že Tp je au tod i s t r ibu t ivn í . Pak pro každé x = (x, y, z) e 
(0, l ) 3 p la t í : 

TD(x,TD(y,z)) = TD(TD(x,y),TD(x,z)). 

Nyní uvažujme hodnoty (x,y,z) = (0.5,1,1). Po dosazení získáme: 

T D (0 .5 , T D (1 ,1 ) ) = T D ( T D ( 0 . 5 , 1 ) , T D (0 .5 ,1) ) : 

T D (0 .5 ,1) =T D (0 .5 ,0 .5 ) : 

0.5 0. 

TD tedy není au tod i s t r ibu t ivn í . • 

• je b i s y m e t r i c k á 

Důkaz. Nechť x = ( x n , £12, £21, £22) € (0, l ) 4 . Důkaz rozdělíme na 16 částí: 

1. X\\ = 1 A X\2 7̂  1 A X21 7̂  1 A £22 7̂  1 

TD(TD(xu, xl2),TD(x2i, X22)) = TD(xl2, 0) = 0 = 

= TD(X21,TD(X12, X22)) = TD(TD(xll,X2l),TD(xl2,X22))-

2. xn ^ 1 A x12 = 1 A x2i ^ 1 A x22 í 1 

TD(TD(xn, x12),TD(x2i, X22)) = TD(xn, 0) = 0 = 

= TD(TD(x11,X2l),X22) = TD(TD(xll,X2l),TD(xl2,X22))-

3. £ n 7̂  1 A x12 ^ 1 A x2i = 1 A X22 7̂  1 

TD(TD(X11,X12),TD(X21,X22)) = TD(0,X22) = 0 = 

= TD(X11,TD(X12,X22)) = TD(TD(x11,X2l),TD(x12,X22))-
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4. Xu 7^ 1 A Xi2 ± 1 A X21 7^ 1 A X22 = 1 

TD(TD(xn,x12),TD(x21,x22)) = TD{0,x21) = 0 = 

= TD(TD(xu,X2l),X12)) = TD(TD(xn,X2l),TD(x12,X22))-

5. Xu = 1 A Xi2 = 1 A x2i 7^ 1 A x 2 2 7^ 1 

r D ( r ß ( x i i , x i 2 ) , T 2 , ( a ; 2 i , X 2 2 ) ) = TD(1,0) = 0 = 

= r f l ( x 2 l , 2 C 2 2 ) = l£ ) (T£) (x i 1 , a ľ 2 l ) , Í£ ) ( X i 2 X 2 2 ) ) -

6. X u = 1 A X i 2 ^ 1 A x 2 i = 1 A x22 ^ 1 

TD(TD(xn,x12),TD(x21,x22)) = TD(x12,x22) = 0 = 

= T D ( 1 , 0 ) = To (Tß ( x n , x 2 i ) , T D ( x i 2 , X 2 2 ) ) . 

7. Xu — 1 A X i 2 ^ A x 2 i / 1 A X22 = 1 

T D ( r D ( x i i , X i 2 ) , T D ( x 2 i , x 2 2 ) ) = TD(x12,x2i) = 

= TD(x21,x12) = TD(TD(xu, X21) ,TD(x12, X22)) • 

8. Xu / 1 A X\2 / 1 A x2\ — \ľ\ X22 = 1 

TD(TD{xn,xl2),TD(x21,x22)) = TD(0,l) = 0 = 

= TD(xu,x12) = TD(TD(xu,x2i),TD(x12,x22)). 

9. reu / 1 A X\2 = 1 A x2\ = 1 A X22 7̂  1 

r £ ) ( T D ( x i i , X i 2 ) , r D ( x 2 1 , X 2 2 ) ) = T D ( X H , X 2 2 ) 

= r D ( T D ( x 1 1 , X 2 i ) , T D ( a ; i 2 , X 2 2 ) ) -
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10. x n 1 A xi2 = 1 A x2i ^ 1 A x 2 2 = 1 

TD(TD(xn,x12),TD(x2i,x22)) = TD(xu,x2i) = 0 = 

= T D ( T D ( x n , x21), 1)) = TD (TD {xn,x21),TD (x12 ,x22)). 

11. X n = 1 A X12 = 1 A X21 — 1 A x22 1 

Í D ( T D ( I 1 I , X I 2 ) , T D ( I 2 1 , I 2 2 ) ) = T b ( l , x 2 2 ) = 

= I i)(T£,(aľi i ,X2i) ,T£)(a ; i2,aľ22))-

12. X n = 1 A Xi2 = 1 A x 2 i 7̂  1 A x 2 2 = 1 

TD(TD(xn,Xi2),TD(x2i,x22)) = TD(l,x2i) = 

= TD (x2i, 1) = TD (TD (xn, X21), TD (x12, x22)). 

13. X n = 1 A Xi2 1 A x2i = 1 A x 2 2 = 1) 

7r>(Tb(a;ii, £ i 2 ) , T b ( x 2 i , X22)) = TD(xi2,1) = 

= T D ( I , X I 2 ) = r D ( r D ( x 1 i , x 2 i ) , r D ( x i 2 , x 2 2 ) ) . 

14. #i i / 1 A X12 = 1 A X21 = 1 A x 2 2 = 1 

TD(TD(xiUXi2),TD(x2i,x22)) = TD(xu, 1) = 

= TD(TD(xn,x2i),TD(xi2,x22)). 

15. Xn / 1 A Xi2 / 1 A X21 / 1 A x 2 2 ^ 1 

r D ( T D ( x n , a ; 1 2 ) , r D ( x 2 1 , x 2 2 ) ) = T D ( 0 , 0 ) = 

= TD(TD(xn, X21) ,TD(x12, x22)). 

16. Xn — 1 A X12 = 1 A £21 = 1 A x 2 2 = 1 

r D ( T D ( x n , a ; i 2 ) , r D ( x 2 i , x 2 2 ) ) = T D ( 1 , 1 ) = 

= TD(TD(xu,x2i),TD(xl2,x22)). 
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Pro každé x = (xu, x\2, £ 2 1 , ^22) G (0, l )
4 tedy plat í : 

TD(TD(xn, x12), TD(x2i, X22))) = TD(TD(x11,x2i),TD(x12, x22)). 

• 

• n e n í a d i t i v n í 

Důkaz. Důkaz provedeme nalezením p ro t ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že TD je adi t ivní . Pak pro každé x = (xi, x2), y = (2/1, y2) e 
(0, l ) 2 p la t í : 

T D ( x ) + T D ( y ) = T D ( x + y). 

Nyní uvažujme hodnoty (xi,x2) = (0.2,0.5) a (2/1,2/2) = (0.2,0.5). Po dosa­
zení získáme: 

T D (0.2,0.5) + T D (0 .2 , 0.5) = T D (0 .2 + 0.2, 0.5 + 0.5): 

0 0.4. 

TD tedy není adi t ivní . • 

3.12 Pravděpodobnostn í suma 
V ě t a 3.12. Necht S V je pravděpodobnostní suma na I (viz Definice 1.28.), pak 
platí: 

• n e n í ryze m o n o t ó n n í 

Důkaz. Důkaz provedeme nalezením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že je ryze monotónn í . Pak pro každé x = (x\, x2), y = 
(2/1,2/2) e (0,1) 2 plat í : 

(XÍ < yi A x í y) 5 E (x) < 5 E (y ) 

Nyní uvažujme hodnoty ( £ 1 , 2 : 2 ) — (1,0.2) a (2/1,2/2) = (1,0.3). Přes tože 
plat í : 

(1,0.2) < (1,0.3) A (1,0.2) ^ ( 1 , 0 . 3 ) , 
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již nepla t í : 

S E ( 1 , 0 . 2 ) < S E ( 1 , 0 . 3 ) ; 

1 + 0 . 2 - 1 - 0 . 2 < 1 + 0 . 3 - 1 - 0 . 3 : 

1 * 1 . 

S'yj tedy není ryze monotónn í . • 

• je s p o j o v ě ryze m o n o t ó n n í 

Důkaz. Nechť pro každé x = (xi,x2),y = (yi,y2) £ (0, l ) 2 p la t í : 

Xi < VÍ. 

Tedy plat í : 

X-Í < x2 A yx < 2/2-

Jelikož se pohybujeme na intervalu (0,1), tak plat í : 

(xi +x2<yi+ y2) A (xi •x2<y1- y2). 

Po odečtení získáme: 

x l + x 2 - x l - x 2 < y l + y 2 - y l - y2. 

5 E ( x i , x 2 ) < S E ( y i , y 2 ) . 

• 

• n e n í s e n z i t i v n í 

Důkaz. Důkaz plyne z existence anihi lá toru . • 

• n e n í i d e m p o t e n t n í 

Důkaz. To, že T E není idempoten tn í , plane z toho, že jed iná idempoten tn í 
t-conorma je maximum. • 
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je s y m e t r i c k á 

Důkaz. Symetrie p ř ímo plyne z v las tnos t í t-conorem. • 

je a s o c i a t i v n í 

Důkaz. Asociat ivi ta p ř ímo plyne z v las tnos t í t-conorem. • 

je s p o j i t á 

Důkaz. V i z graf (Obrázek 12). • 

m á n e u t r á l n í prvek e = 0 

Důkaz. Existence neu t rá ln ího prvku e = 0 p ř ímo plyne z vlas tnost í 

m á a n i h i l á t o r a = 1 

Důkaz. Existence anih i lá toru a = 1 p ř ímo plyne z v las tnos t í t-conorem. • 

n e n í k o n j u k t i v n í 

Důkaz. To, že Sj^ není konjunkt ivní plyne z toho, že je dis junkt ivní . • 

je d i s j u n k t i v n í 

Důkaz. To, že je dis junkt ivní p ř ímo plyne z v las tnos t í t-conorem. • 

n e n í v n i t ř n í 

Důkaz. To, že «Syj není vn i t řn í plyne z toho, že je dis junkt ivní a není rovna 
maximu. • 

t-conorem. • 
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• n e n í a u t o d i s t r i b u t i v n í 

Důkaz. Důkaz provedeme nalezením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že >SE je au tod i s t r ibu t ivn í . Pak pro každé x = (x, y, z) e 
(0, l ) 3 p la t í : 

S E ( x , S E ( y , z ) ) = S E ( S E ( x , y ) , S E ( x , z ) ) . 

Po dosazení do předpisu z definice 1.22. získáme: 

5 E (x,y + z — y • z) = >SE (x + y — x • y, x + z — x • z: 

x + y + z — y • z — x • y — x • z + x • y • z = 

= x + y — x • y + x + z — x • z — (x + y — x • y)(x + z — x • z). 

Nyní uvažujme hodnoty (x, y, z) = (0.1,0.2,0.3). Po dosazení získáme: 

0.1 + 0.2 + 0.3 - 0.2 • 0.3 - 0.1 • 0.2 - 0.1 • 0.3 + 0.1 • 0.2 • 0.3 = 

= 0.1 + 0.2 - 0.1 • 0.2 + 0.1 + 0.3 - 0.1 • 0.3 - (0.1 + 0.2 - 0.1 • 0.2)(0.1 + 0.3 - 0.1 • 0.3). 

0.496 Ý 0.0269. 

5 E tedy není autodistributivní. 

• 

• n e n í b i s y m e t r i c k á 

Důkaz. Důkaz provedeme nalezením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že S ' E je bisymetrická. Pak pro každé x = ( i n , xi2, £21, »22) £ (0, l ) 4 

plat í : 

5 ' E ( 5 E ( x i i , x i 2 ) , 5 E ( x 2 i , x 2 2 ) = S ' E ( 1 S ' E ( x i i , x 2 i ) , 5 E ( x i 2 , x 2 2 ) . 

5 E ( X H + X12 - X n - X l 2 , X 2 l + X 2 2 - X 2 l - X 2 2 = S ^ ( l n + X 2 l - XU ' »21,»12 + X 2 2 - X12-X22 

(xn + »12 - »11-2:12) + (»21 + »22 - »21-»22) - (»11 +»12 - »11-(»12)-(»21 +»22 ~ X21-X22) = 

= (xn + » 2 1 - » i r » 2 l ) + (»12 +»22 - »12-»22) ~ (»11 + » 2 1 ~ »11" (»21) " (»12 + »22 ~ »12"»22)-
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Nyní uvažujme hodnoty ( i n , xí2, x2i,x22) = (0.1,0.2,0.3,0.4). Po dosazení 
získáme: 

(0.1 + 0.2 - 0.1-0.2) + (0.3 + 0.4 - 0.3-0.4) - (0.1 + 0.2 - 0.1-0.2)-(0.3 + 0.4 - 0.3-0.4) =. 

= (0.1 + 0.3 - 0.1-0.3) + (0.2 + 0.4 - 0.2-0.4) - (0.1 + 0.3 - 0.1-0.3)-(0.2 + 0.4 - 0.2-0.4). 

0.9376 jé 0.8576. 

• 

• n e n í a d i t i v n í 

Důkaz. Důkaz provedeme nalezením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že SVj je adi t ivní . Pak pro každé x = (xi, x2), y = (2/1,2/2) £ 

(0, l ) 2 p la t í : 

S E (x) + S E (y ) = S E ( x + y). 

Po dosazení do předpisu z definice 1.22. získáme: 

xi + x2 - xi • x2 + yi + y2 - yi • 2/2 = xi + yi + x2 + y2 - ( x i + Vi)(x2 + y2). 

Nyní uvažujme hodnoty (xi,x2) — (0.1,0.2) a (2/1,2/2) = (0.3,0.4). Po 
dosazení získáme: 

0.1 + 0.2 - 0.1-0.2 + 0.3 + 0.4 - 0.3-0.4 = 0.1 + 0.3 + 0.2 + 0.4 - (0.1 + 0.3)(0.2 + 0.4); 

0.86 jé 76. 

• 
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3.13 Ohraničená suma 
V ě t a 3.13. Necht SLUk je ohraničená suma na I (viz Definice 1.30.), pak platí: 

• n e n í ryze m o n o t ó n n í 

Důkaz. Důkaz provedeme nalezením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že S Luk je ryze monotónn í . Pak pro každé x = (xi,X2) 
a y = (2/1,2/2) plat í : 

( s ; < ! / i A x ^ y ) ^ SLuk(x) < SLuk(y). 

Nyní uvažujme hodnoty ( £ 1 , 2 : 2 ) = (0.1,0.2) a (2/1,2/2) = (0.3,0.4). 
Přes tože tyto vektory splňují podmínky : 

(0.5,0.6) < (0.7,0.8) A (0.5,0.6) ^ (0.7,0.8): 

již nepla t í : 

SLuk(0.5,0.6) < SLuk(0.7,0.8): 

min(0.5 + 0.6,1) < min(0.7 + 0.8,1): 

1 * 1 . 

SLUU tedy není ryze monotónn í . • 

• n e n í s p o j o v ě ryze m o n o t ó n n í 

Důkaz. P ro t ip ř ík lad viz ryzí mono tónnos t . • 

• n e n í s e n z i t i v n í 

Důkaz. Důkaz provedeme nalezením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že S Luk je senzitivní. Pak pro každé x = (x, y) G (0, l ) 2 

plat í : 

SLuk(x,y) ^ SLuk(x + A ,y ) . 
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Po dosazení do předpisu z definice 1.23. získáme: 

min(x + y, 1) ^ min(x + A + y, 1). 

Nyní uvažujme hodnoty (x,y) = (0.9,0.8) a A = 0.1. Po dosazení získáme: 

min(0.9 + 0.8,1) ^ min(0.9 + 0.8 + 0.1,1): 

1 ^ 1 . 

Shuk tedy není senzitivní. • 

n e n í i d e m p o t e n t n í 

Důkaz. To, že Siuk není i dempoten tn í plyne z toho, že j ed iná idempoten tn í 
t-conorma je maximum. • 

je s y m e t r i c k á 

Důkaz. Symetrie p ř ímo plyne z v las tnos t í t-conorem. • 

je a s o c i a t i v n í 

Důkaz. Asociat ivi ta p ř ímo plyne z v las tnos t í t-conorem. • 

je s p o j i t á 

Důkaz. V i z graf (Obrázek 13). • 

m á n e u t r á l n í prvek e = 0 

Důkaz. Existence neu t rá ln ího prvku e = 0 p ř ímo plyne z vlas tnost í 
t-conorem. • 

m á a n i h i l á t o r a = 1 

Důkaz. Existence anih i lá toru a = 1 p ř ímo plyne z v las tnos t í t-conorem. • 
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n e n í k o n j u k t i v n í 

Důkaz. To, že Smk není dis junkt ivní plyne z toho, že je dis junkt ivní . • 

je d i s j u n k t i v n í 

Důkaz. To, že Smk je dis junkt ivní p ř ímo plyne z v las tnos t í t-conorem. • 

n e n í v n i t ř n í 

Důkaz. To, že Smk není vn i t řn í plyne z toho, že je dis junkt ivní . • 

n e n í a u t o d i s t r i b u t i v n í 

Důkaz. Důkaz provedeme nalezením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že S Luk je au tod i s t r ibu t ivn í . Pak pro každé x = (x, y, z) 
plat í : 

Siuk{x, Siuk{y, z)) = SiukiSiuk^x, y), Siuk{x, z)). 

Po dosazení do předpisu z definice 1.23. získáme: 

SLuk(x, min(y + z, 1)) = SLuk(mm(x + y, 1), m i n ( x + z, 1)): 

m i n ( x + min(y + z, 1), 1) = min (min ( x + y, 1) + m i n ( x + z, 1), 1). 

Nyní uvažujme hodnoty (x,y,z) = (0.1,0.2,0.3). Po dosazení získáme: 

min(0.1 + min(0.2 + 0.3,1), 1) = min(min(0.1 + 0.2,1) + min(0.1 + 0.3,1), 1) 

0.6 ^ 0.7. 

Siuk tedy není au tod i s t r ibu t ivn í . • 

je b i s y m e t r i c k á 

Důkaz. Bisymetrie S Luk plyne z asociativity a symetrie (viz [7]). • 

n e n í a d i t i v n í 

Důkaz. To, že S Luk není adi t ivní plyne z principu duality a S Luk- A d i -
t i vit a T Luk je vyvrácena výše. • 
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3.14 Drastická t-conorma 
V ě t a 3.14. Necht S D je t-conorma na I (viz Definice 1.32.). Pro SD platí: 

• n e n í ryze m o n o t ó n n í 

Důkaz. Důkaz provedeme nalezením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že SD je ryze monotónn í . Pak pro každé x = (xi,x2), 
y = (yi,y2) G (0,1)2 plat í : 

( x , < ! / i A x ^ y ) ^ SD(X) < SD(y). 

Nyní uvažujme hodnoty (xi,x2) = (0.1,0.2) a (yi,y2) = (0.3,0.4). Přes­
tože tyto vektory splňují podmínku : 

(0.1,0.2) < (0.3,0.4) A (0.1,0.2) ^ (0.3,0.4), 
již nepla t í . 

52,(0.1,0.2) < 52,(0.3,0.4); 

0^0 . 

SD tedy není ryze monotónn í . • 

• n e n í s p o j o v ě ryze m o n o t ó n n í 

Důkaz. P ro t ip ř ík lad viz ryzí mono tónnos t SD- D 

• n e n í s e n z i t i v n í 

Důkaz. Důkaz provedeme nalezením prot ipř ík ladu. 

Předpokláde jme , že SD je senzitivní. Pak pro každé x = (x, y) G (0, l ) 2 

a každé A G (0,1) p la t í : 

So(x,y) ^ SD(x + \,y). 

Nyní uvažujme hodnoty (x, y) = (0.1,0.2) a A = 0.1. Po dosazení získáme: 

52,(0.1,0.2) ^ ( 0 . 1 + 0.1,0.2)); 

0^0 . 

SD tedy není senzitivní. • 
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n e n í i d e m p o t e n t n í 

Důkaz. To, že SD není i dempoten tn í p ř ímo plyne z v las tnos t í t-conorem. 

• 

je s y m e t r i c k á 

Důkaz. Symetrie p ř ímo plyne z v las tnos t í t-conorem. • 

je a s o c i a t i v n í 

Důkaz. Asociat ivi ta p ř ímo plyne z v las tnos t í t-conorem. • 

n e n í s p o j i t á 

Důkaz. V i z graf (Obrázek 14). • 

m á n e u t r á l n í prvek e = 0 

Důkaz. Existence neu t rá ln ího prvku e = 0 p ř ímo plyne z v las tnos t í t-
conorem. • 

m á a n i h i l á t o r a = 1 

Důkaz. Existence anih i lá toru a = 1 p ř ímo plyne z v las tnos t í t-conorem. • 

n e n í k o n j u n k t i v n í 

Důkaz. To, že SD není konjunkt ivní plyne z toho, že je dis junktivní . • 

je d i s j u n k t i v n í 

Důkaz. To, že SD je dis junkt ivní p ř ímo plyne z v las tnos t í t-conorem. • 

n e n í v n i t ř n í 

Důkaz. To, že SD není vn i t řn í p ř ímo plyne z v las tnos t í t-conorem. • 
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• n e n í a u t o d i s t r i b u t i v n í 

Důkaz. Důkaz plyne z principu duality mezi T B a S B- Důkaz toho, že T B 

není au tod i s t r ibu t ivn í viz výše. • 

• je b i s y m e t r i c k á 

Důkaz. Důkaz plyne z principu duality mezi TD a SB- Důkaz toho, že TD 

je bisymetická viz výše. • 

• n e n í a d i t i v n í 

Důkaz. Důkaz plyne z principu duality mezi TD a SD- Důkaz toho, že TD 

není adi t ivní viz výše. • 
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4 Využití aritmetického průměru 
Jak jsme dříve ukázali , aritmetický průměr př iřazuje všem vloženým hod­

n o t á m stejnou váhu. V závislosti na tomto poznatku jsme schopni odvodit, kde 
je vhodné a naopak nevhodné jej použí t . 

Přes tože jeho nejznámější využi t í je při v ý p o č t u p r ů m ě r u známek při stu­
diu, právě toto využi t í nejčastěji není vůbec vhodné . Málokdy maj í tot iž všechny 
z n á m k y stejnou váhu, ve většině p ř e d m ě t ů se píší pololetní práce , k teré mají 
pochopi te lně daleko větší váhu než obyčejný test či ús tn í zkoušení. Konkré tně 
v tomto př ípadě je tedy vhodné použí t vážený aritmetický průměr, k te rý zohled­
ňuje jak známky, tak i jejich váhu. 

Mezi situace, kdy je a r i tmet ický p r ů m ě r nejlepší možnou volbou, pa t ř í pří­
pady, kdy maj í všechny zadané hodnoty stejnou váhu a ideálně jsou 
v tzv. Gaussovském rozdělení (resp. no rmá ln ím rozdělení) . Normáln í rozdělení 
je takové, kdy se hodnoty vzájemně příliš neliší a ex t rémů dosahuje minimum 
hodnot (tedy větš ina hodnot se pohybuje s malou odchylkou kolem výsledné hod­
noty jejich ar i tmet ického p r ů m ě r u ) . Může to být např . výpočet p růměrné výšky 
mužů v České republice či výpočet p r ů m ě r n é výšky lípy srdčité. Ar i tmet ického 
p r ů m ě r u se také využívá v geometrii již na s t řední škole při v ý p o č t u souřadnic 
s t ředu úsečky mezi dvěma body. 

P rob l ém u ar i tmet ického p r ů m ě r u nas tává ve chvíli, kdy je použi t 
v si tuacích ve k te rých není v h o d n ý a dává n á m tak zkreslené údaje . Je snadné tak 
zmanipulovat výsledky různých s ta t is t ických výzkumů ať už neznalost í či úmy­
slně. Pokud budeme uvažovat hodnoty, ze k terých bude 90% v úzkém rozpětí , 
ale jedna hodnota bude silně vyčnívat ať už t ím, že bude nepř iměřeně vysoká či 
nízká oproti zbývajícím, výslednou hodnotu ar i tmet ického p r ů m ě r u n á m právě 
tato jedna hodnota zkreslí tak, že výsledek bude nevypovídající . Tohoto je často 
zneužíváno např ík lad při v ý p o č t u p růměrného platu urč i té skupiny lidí, kdy jedna 
jed iná hodnota je schopna výsledek ar i tmet ického p r ů m ě r u změni t někdy i o de­
setitisíce korun. 

Nyní si na konkré tn ím př ík ladu ukážeme, jak může nesprávná volba agre-
gační funkce zkreslit výslednou hodnotu. Uvažujme firmu, ve k teré chceme zjistit 
výši p r ů m ě r n é výplaty. Dva zaměs tnanc i pobíra j í mzdu ve výši 15 000 Kč, čtyři 
zaměs tnanc i ve výši 17 000 Kč a dvanáct zaměs tnanců pob í rá mzdu 18 000 Kč. 
Společně s n imi je ve firmě vedoucí, k te rý pob í rá měsíční mzdu ve výši 85 000 
Kč. P ř i použi t í a r i tmet ického p r ů m ě r u zjistíme, že ú d a j n á p r ů m ě r n á mzda činí 
přibližně 21 000 Kč. Je zřejmé, že tato hodnota je velmi zkreslená právě výší 
platu vedoucího a je tedy nevypovídající . P ř i použi t í funkce MED zjistíme, že 
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p r ů m ě r n á mzda činí 18 000 Kč, což je daleko více vypovídající než hodnota zís­
kaná použ i t ím ar i tmet ického p růměru . 

N a následujícím př íkladě si uvedeme situaci, kde je vhodné využí t aritme­
tický p růměr . Uvažujme s ta t is t ický ú ř ad C R , k te rý se snaží zjistit, j aká byla 
p r ů m ě r n á denní teplota za měsíc červen v roce 2020. P o s t u p n ě získané hodnoty 
(16.7, 16.1, 14.8, 19, 13.7, 17.4, 20.7, 14.2, 15.2, 15.7, 18.6, 20, 20.7, 20.8, 18.8, 
17.2, 18.8, 17.6, 15.9, 15.5, 15.9, 18.3, 18.5, 16.6, 19.9, 19.6, 21.5, 23.5, 17, a 19 n ) 
dosadíme do předpisu pro výpočet ar i tmet ického p růměru . Po dosazení získáme 
p r ů m ě r n o u teplotu, k t e rá činí 17.9°. Tento závěr opravdu odráží , kolem které 
hodnoty se teploty celý měsíc pohybovaly. 

Pokud bychom chtěli srovnat a r i tmet ický p růměr s os ta tn ími výše zmíně­
nými agregačními funkcemi z pohledu vlas tnost í , tak zjistíme, že stejně jako 
u s p o ř á d a n ý ar i tmet ický p růměr je i a r i tmet ický p r ů m ě r ryze monotónn í , spo­
jově ryze monotónn í , senzit ivní a idempoten tn í na rozdíl od drast ické t-conormy, 
k te rá není nic z výše uvedeného. Stejně jako ar i tmet ický p růměr jsou i všechny 
t-normy a t-conormy symetrické, oproti váženému p r ů m ě r u a projekci, k te ré sy­
metr ické nejsou. Asocia t ivní a konjunkt ivní není ani a r i tmet ický p růměr ani ge­
ometr ický p růměr , ale minimum ano. Dis junkt ivní jsou všechny t-conormy avšak 
ar i tmet ický ani geometr ický p r ů m ě r dis junkt ivní není. Co se týče neu t rá ln ího 
prvku a anihi lá toru , tak ani a r i tmet ický p r ů m ě r ani projekce nemaj í ani jedno z 
výše uvedeného, oproti maximu či minimu, k teré maj í oboje. Stejně jako aritme­
tický p růměr , tak i vážený ar i tmet ický p r ů m ě r je adi t ivní , oproti všem t - n o r m á m 
a t - conormám, které adi t ivní nejsou. Všechny definované funkce, až na drastickou 
t-normu a t-conormu jsou spoj i té . 

1 1 Český hydrometeorologický ústav [online]. 2021 [cit. 2021-7-27]. Dostupné z: www.chmi.cz 
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Závěr 
V prvn í část i práce jsme se seznámili s agregačními funkcemi na intervalu 

(0,1) a nás ledně jsme si uvedli jejich vlastnosti, ze k terých jsme v navazující části 
vytvořil i seznam a pos tupně je pro konkré tn í funkce dokazovali. Pro názornost 
výsledků jsme vytvořil i tabulku, kde je pa t rné , jak se liší vlastnosti jednot l ivých 
agregačních funkcí. V závěrečné části jsme se zabývali použ i t ím ar i tmet ického prů­
měru a uvedli jsme jeho výhody a nevýhody oproti o s t a t n í m agregačním funkcím 
na konkrétních př íkladech z reálného života. 
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Přílohy 

A M G M W A M OWA MAX MIN 

Ryze monotónní Ano Ne Ano Ano Ne Ne Ne Ne 

Spojově ryze 

monotónní 
Ano Ano Ano Ano Ano Ano Ano Ano 

Senzitivní Ano Ne Ano Ano Ne Ne Ne Ne 

Idempotentní Ano Ano Ano Ano Ano Ano Ano Ano 

Symetrická Ano Ano Ne Ano Ano Ano Ne Ano 

Asociativní Ne Ne Ne Ne Ano Ano Ano Ano 

Spojitá Ano Ano Ano Ano Ano Ano Ano Ano 

Neutrální prvek Nemá Nemá Nemá Nemá 0 1 Nemá Nemá 

Anihilátor Nemá 0 Nemá Nemá 1 0 Nemá Nemá 

Konjunktivní Ne Ne Ne Ne Ne Ano Ne Ne 

Disjunktivní Ne Ne Ne Ne Ano Ne Ne Ne 

Vnitřní Ano Ano Ano Ano Ano Ano Ano Ano 

Autodistributivní Ano Ano Ano Ano Ano Ano Ano Ano 

Bisymetrická Ano Ano Ano Ano Ano Ano Ano Ano 

Aditivní Ano Ne Ano Ano Ne Ne Ano Ano 

Obrázek 15: Tabulka vlas tnos t í 1 

Tluk TD S Luk sD 

Ryze monotónní Ne Ne Ne Ne Ne Ne 

Spojově ryze 

monotónní 
Ano Ne Ne Ano Ne Ne 

Senzitivní Ne Ne Ne Ne Ne Ne 

Idempotentní Ne Ne Ne Ne Ne Ne 

Symetrická Ano Ano Ano Ano Ano Ano 

Asociativní Ano Ano Ano Ano Ano Ano 

Spojitá Ano Ano Ne Ano Ano Ne 

Neutrální prvek 1 1 1 0 0 0 

Anihilátor 0 0 0 1 1 1 

Konjunktivní Ano Ano Ano Ne Ne Ne 

Disjunktivní Ne Ne Ne Ano Ano Ano 

Vnitřní Ne Ne Ne Ne Ne Ne 

Autodistributivní Ne Ne Ne Ne Ne Ne 

Bisymetrická Ano Ano Ano Ne Ano Ano 

Aditivní Ne Ne Ne Ne Ne Ne 

Obrázek 16: Tabulka vlas tnos t í 2 


