UNIVERZITA PALACKEHO V OLOMOUCI

PRIRODOVEDECKA FAKULTA
KATEDRA MATEMATICKE ANALYZY A APLIKACI MATEMATIKY

BAKALARSKA PRACE

KulecCnik na kruhu
Vedouci diplomové prace: Vypracoval:
Prof. RNDr. dr hab. Jan Andres CSc.,DSc. Lucie Frankova

Rok odevzdani: 2013 1. ro¢nik



Prohlaseni

Prohlasuji, ze jsem bakalaiskou praci zpracovala samostatné pod vedenim Prof. RNDr. dr

hab. Jana Andrese CSC., DSc.a vSechny pouzité zdroje jsem uvedla.

V Olomouci dne 30. bfezna 2013



Obsah

1Y TP 3
1 Kule¢nik jako jeden z dynamickych SyStémuli...............ccoviviiiiiiiiiiiieiie i 4
2 KUuleCniKOVY SYSTEIM........ooiiiiiiiiiiiiiiie et snes 6
2.1 KuleCniKOVY StUL.........ccoiiiiiiiiiiii ittt be e be e 6
2.2 KuleCniKOVY SYSEEIM .......ceoiiiiiiiiiiiiiiecie et 9

3 Kulefnik na Kruhu ... 10
3.1 Vyvoj KuleCniKu v €ASE .........c.ooiiiiiiiiieiic e 10
3.2 Popis kule¢nikového systému z dlouhodobého hlediska .......................ccooeinnn, 11
3.2.1  KuleCniKOVY tOK .......cccooiiiiiiiiiiiiiic e 12
3.2.2  KOHZNI ZODIraZeni .........cccooouiiiiiiiiiiiii it 15

3.3 Primeérnad doba NAVIAtU ...........ccooiiiiiiiiiiiie e 19
3.4  Casova reverzibilita kule¢nikovych syStémil.............c..cc.cooevvreeeeeeeerereresseeiesenienenen. 20

4 Dlouhodoby vyvoj kulecniku na Kruhu..............cooooiiiiiiiie 21
4.1  Kruh a KFUZNECE .....cooiiiiiiii et et ne e 21
4.2  Vlastnosti kuleéniku na Kruhu................ccooooiiiiiii 21
4.3 MOdIfiKaCE KIUNU .....cooiiiiiiiiiiiiic e 25
Dodatek €. 1 — Lebesgueova MiTa...........ccoooiiiiiiiiiiiii e s 28
Dodatek €. 2 — VnéEjSi soucin forem ..............c.coooiiiiiiiiiiiiii 30
ZLAVET ..ot bR Rt E bbb 31



Uvod

Kule¢nikové modely matematicky popisuji fyzikdlni systémy, které se skladaji
Z ohrani¢ené oblasti a jedné ¢i vice castic, jez se v dané oblasti pohybuji a odrazeji se
od hrani¢nich stén nebo od sebe navzajem. Tvar hrani¢nich stén uvaZované oblasti pak
rozhoduje o povaze chodu ¢astic(e), ten muze opisovat trajektorie od naprosto pravidelnych az
po zcela chaotické.

Cilem této prace je popsat vlastnosti kule¢niku, ktery je tvofen jednotkovym kruhem,
vnémz se nachazi jedna céstice. Predpoklddame, Ze tato Castice vykondva rovnomérny
pfimocary pohyb, jehoZz rychlost je rovna jedné. K bliz§Simu sezndmeni s kule¢nikovymi systémy
pred zkoumadnim kruhového kule¢niku je text strukturovan nasledovné.

Prvni kapitola shrnuje zakladni fakta, tedy zafazeni kule¢nikii mezi systémy, jejich
pocatky a rozvoj v minulosti, a zminuje spektrum moznosti jejich uziti. V druhé kapitole jsou
vymezeny pozadavky, které by dvojdimenzionélni oblasti, na nichz je kule¢nik definovan, mély
spliovat. Nato je vyslovena definice kule¢nikového systému. Tteti kapitola nastiftuje zptsob,
jakym se kulednikové systémy popisuji. Ctvrta kapitola se jiz zaméfuje na vlastnosti trajektorii,
po kterych se cCastice pohybuje, na oblastech tvofenych kruhem ¢i jeho vhodné zvolenych
podmnozinéch.

Pfi tvorbé obrazkt (s vyjimkou obr. ¢. 1.1, 1.2, 1.3, 3.2, 4.6) bylo pouzito programu
Geogebra 4.2 a zkoumani dlouhodobé povahy pohybu ¢astice v kruhové oblasti probihalo za
pomoci [Al] (Obr. 4.6).



1 Kulec¢nik jako jeden z dynamickych systémii

Dynamicky systém je vymezena celkova Cast reality popsana skupinou proménnych, a
to v prubéhu casu. Predmétem zajmu se tak stdvaji zmény systému a vziajemné vlivy
proménnych, které tyto zmény vyvolavaji. Piikladem dynamického syst¢ému muize byt vyvoj
cen na burze cennych papirti nebo pocasi. Na zdkladé¢ matematickych tvah se pak vytvari
rovnice, které zachycuji zménu systému (a tedy i jednotlivych proménnych) za urcité ¢asové
obdobi.

Moderni teorie dynamickych systémil vznikla koncem 19. stoleti pfi feSeni otazek
tykajicich se stability a vyvoje slune¢ni soustavy. Tyto Gvahy se postupné zacaly pouzivat i
pfi feSeni problému jinych védnich obort. Vyjimkou nebyly ani nelinearni deterministické
modely kule¢nikti, na které obratil pozornost lord Kelvin. Ten v Kralovském Institutu Velké
Britanie v roce 1900 vyslovil pfednasku "Mracna 19. stoleti, ktera zatemnuji teorii dynamiky
tepla a svétla", kde mimo jiné predstavil svou uvahu s kule¢nikovymi stoly ve tvaru

trojuhelniku a kvétu.

(a)

Obrizek 1.1: Kule¢nikové stoly ve tvaru trojuhelniku a kvétu

V pribéhu 20. stoleti se touto problematikou dale zabyvalo mnoho védcu, coz vedlo
Kk jejimu velkému rozvoji. K tomu neodmyslitelné ptispél George D. Birkhoff, ktery jako
prvni pfistupoval ke kule¢nikiim jako k modeliim feSicim problémy klasické mechaniky, a
zabyval se predev$im témi na hladkych konvexnich oblastech. Ya Sinai zalozil a nasledné
prohloubil matematickou teorii chaotickych kule¢nikti, zahrnujic rtizné stoly, na nichz

k chaosu dochazi. Navic pomoci jednoho z nich (viz. Obrazek 1.3) zavedl model, na kterém



popisuje fyzikalni vlastnosti termodynamiky. Mezi vyznamné osobnosti se rovnéz fadi
Sinaitv ucenec Leonid Bunimovich, po némz je pojmenovan "stadionovy" stdl tvoieny

spojenim obdélniku a dvou pulkruht, kterym se zabyval, nebo Nikolai S. Krylov.

Obrazek 1.2: Bunimovichuv stal Obrazek 1.3: Sinaiuv stil

Kule¢nikové modely maji své uziti v mnoha z védnich disciplin a technologii. Jednou
z moznosti jejich pouziti jsou aplikace na projevy kvantovych bodid mikroskopického svéta

(napft. elektronti ¢i molekul). Své uplatnéni ovSem nachdzi 1 v oblasti akustiky ¢i optiky.



2 Kulecnikovy systém

2.1 Kulecnikovy stiil

Mgjme omezenou oblast O € R? a jeji hranici ¢ = 90, kterou tvofi jedna & vice
(avSak kone¢n¢ mnoho) hladkych kompaktnich kiivek gqy,...,q, 1 <n <oo, pro které
existuji jejich alespont prvni dvé derivace. Hranice, popt. jeji useky, je tak v kazdém svém
bodé diferencovatelna. Tak je mozno v kazdém bod¢ hranice, popf. jejiho tseku, sestrojit
tecnu.

Predpoklad I: Kazda z kiivek q; je urena spojitym zobrazenim f;: {a;, b;) = R?, je
ma alespon prvni tii derivace nenulové a je prosté na (a;, b;), a v koncovych bodech a;, b; ma
jednostranné derivace.

Pro f; plati, ze pokud

e fi(a) # fi(b,), potom je kiivka g; oblouk®, jehoz hrani¢ni body tvori
fila)) a fi(by),
o fi(ay) = fi(by), pak je q; uzaviena kiivka a f; Ize definovat na kruhu? S.
Predpoklad 2: Stény se mohou navzajem protinat pouze ve svych koncovych bodech.
To znamena, ze pro I, j: i # j plati
qiNgqj ©0q; VU dg;.
MnoZina q., pro kterou plati:
g = 0qy U ..U 0qp,
tak obsahuje vrcholové body oblasti O, zatimco mnoZina § = q \ q. obsahuje standardni
hrani¢ni body.

Necht je hrani¢ni kiivka kladné orientovana (tj. proti sméru hodinovych ruciéek), tedy
tak, Zze oblast O je od ni vzdy nalevo. Orientaci kiivky q; S parametrizaci f; je jednotkové
te¢né vektorové pole g, coz je zobrazeni, které kazdému jejimu bodu pfifazuje jednotkovy

teény vektor (normalizovany). Tedy pro kazdy bod t € (a;, b;), f;(t) € R?, kde f;'(t) # 0,

! Oblouk jako vzdalenost po kiivce mezi jeho hrani¢nimi body.
2 8! predstavuje varietu kruznice. Varieta G je definovana jako mnozina, pro jejiz kazdy bod T existuje jeji oteviena
podmnozina U, které bod T néleZi a existuje pro ni spojité zobrazeni ¢pU — R™ takové, ze U a ¢U si jsou vzijemné
bijekci. ¢ je pak soutadnicové zobrazeni a (U, ¢p)je mapa.
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plati:
, _ i

kde spodni vyraz zna¢i euklidovskou normu vektoru f;'(t) = (i, (), fi', (t)) na prostoru R?,

ktera je definovana jako:

2
I @l = |52, (7,©)
Parametrizaci kazdé kiivky q; ptislusnou délkou oblouku se k nim kolmé vektory
stanou jednotkovymi: || fi'” =1.
Predpoklad 3: Kazda ze stén musi mit druhou derivaci ve vSech svych bodech
nenulovou nebo naopak v kazdém bod¢ nulovou.
Posledni pifedpoklad zajistuje, aby byla kazda sténa z hlediska zakfiveni pouze
jednoho typu, a to bud’to:
1. Rovna,
2. Konvexni — soustfedna,

3. Konkavni — rozptylna.

q1

PR}
Obrazek 2.1: Typy kfivek — q;, Qs jsou rovné, q, konvexni a qp, (s, Js konkavni kFivky; qs a (g jsou navic

uzavicené.

Poznamka: Pov§imnéme si, ze v blizkosti konvexni stény ma draha pohybujici se ¢astice tendenci

soustfedit se do urcitého mista, zatimco U konkavni se draha rozptyluje (viz. Obr. 2.2 a 2.3).



Konvexni sténa \ Konkdavni sténa

< \

\

Obrazek 2.2: Konvexni sténa Obrazek 2.3: Konkavni sténa

Definice 2.1: Zakriveni K stény q; je definovano jako:
e K =0, pokud je g; rovna,
e K=|f"|l, pokud je q; konkavni,
e K=—|f"|l, pokud je q; konvexni.

Definice 2.2: Necht omezena oblast O € R? a jeji hranice q spliuji viechny tii
pozadavky zminéné vySe, potom oblast O je nazyvana kulecnikovym stolem a kiivky
q1i, > qn, 1 < n < oo jsou jeho steny.

Poznamka: Oblast O mize byt povazovana za kule¢nikovy stil rovnéz v piipad¢, ze je
neomezena, potom je pozadovano, aby hranice d0 byla lokalné po ¢astech hladka, tedy ze pro
jakykoli ¢tverec K4 = {(x,y) € R%:|x| < 4, |y| < A} m4 prinik K, N O po kone¢né mnoha
¢astech hladkou hranici, ktera spliiuje jiz vySe zminéné ptedpoklady pro stény kule¢nikového
stolu. Uvahy spjaté s timto druhem systémii se zaméfuji na ty, jejichZ stoly maji periodickou
strukturu. Soufadnicovy systém je pak polozen tak, aby pfimky tvofici mfizku rovnomérné
rozdélujici periodicky stiil na navzajem totozné Casti, byly na jednu ze soutfadnicovych 0s
kolmé a s druhou vodorovné. R? Ize takto ptevést na plochu piislusného jednotkového toru
Tor? = R?\Z?. Pak je d& na neomezeném periodickém stole O zastoupen svym promitnutim

na Tor’.



Obrazek 2.4: Rozdéleni neomezeného periodického stolu na totozné celky

2.2 Kulecnikovy systém

Definice 2.3: Za kulecnikovy systém se povazuje volny pohyb bodové Eastice
S konstantni rychlosti a zrcadlovymi odrazy od hranice g na kule¢nikovém stole O.

Zrcadlovymi jsou mysleny takové odrazy, které se fidi pravidlem rovnosti thlu
dopadu a uhlu odrazu, jez je soucasti zakonu optiky. S témi se Ctenai muze blize seznamit
napt. v [4]. Castice tak nikdy nepiekro¢i hranici g, protoze pfi kazdém stietu s hranici stolu
dochdzi k odrazu zpé&t dovniti oblasti O. Necht' Castice vykondvd mezi stfety s hranici

rovnomeérny piimocary pohyb.

Obrazek 2.5: Zrcadlové odrazy v kruhu



3 Kulec¢nik na kruhu

3.1 Vyvoj kulec¢niku v ¢ase

Pohyb ¢astice je popisovan pomoci vektoru soutfadnic s; = (x;, V;) a rychlostniho3
vektoru r; = (mg,n;) v Case t. Pro jejich ¢asové derivace plati:

St = 1%, r, =0,
kde vychazime z téchto predpisu:
Se=r-t re=T.

Zména pozice, na které se Castice zrovna vyskytuje, je tedy piimo umeérna
rychlostnimu vektoru, jehoz hodnoty jsou konstantni. Na zakladé téchto poznatku je
vyjadiena pozice a rychlost ¢astice v Case t+Kk:

Xevie = X¢ + k- my, Meyk = My,
Yerk =Yt Hk-ng, Neyk = Nt

To plati tak dlouho, dokud se Castice nestietne se sténou kruhu. Az se tak stane,
rychlostni vektor bude v daném hraniénim bod¢ odrazen pies tecnu.

Véta 3.1: Necht' | = (x,y) je jednotkovy normalovy vektor K hrani¢ni sténé, pak pro
rychlostni vektor vyvijeny €astici po kolizi plati:

Tpo kolizi = Tpred kolizi — 2 * {Tpted kotizir ) * L,

kde (Tprea kotizi» [) znaci skaldrni soucin.

Tq...predkolizni Ty

rp...pokolizni

Obrazek 3.1: Vektory pied a po odrazu

* Rychlostni - ve smyslu smérovy
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Po stietu s hrani¢ni sténou castice pokracuje ve volném pohybu uvnitt kulecnikové
oblasti az do okamziku, kdy opét narazi na hranici. Takto dochazi pii pohybu cCastice
opakované ke kolizim, coz muze trvat nekonecné dlouho jak pii zpétném popisu minulosti,
tak v pfirozeném vyvoji smérem do budoucnosti.

Poznamka: Kolize se rozliSuji z hlediska vzajemného vztahu mezi vektory pied a po jejich
realizaci:

1. Standardni — takova probéhne pifi dopadu castice na bod stény, ktery je

Z mnoziny ¢, a ptredkolizni rychlostni vektor neni totozny s te¢nou v tomto bodé¢,
tedy plati
Tpted kolizi * Tpo kolizis
2. Dotykové — ptedkolizni vektor je tenou hranice v daném bod¢ kolize a plati, Ze
Tpted kolizi = Tpo kolizi-
3. Vrcholové — castice dopadne na vrcholovy hrani¢ni bod z mnoziny g, v tomto
ptipadé te€nu nelze sestrojit, proto po takové kolizi neni dalsi pohyb definovan.
U kruhového stolu dochdzi pouze ke standardnim kolizim. Aby doslo k dotykovym

kolizim, je zapotiebi ptitomnost konkavni stény (vypouklé smérem dovniti oblasti O).

3.2 Popis kulecnikového systému z dlouhodobého hlediska

Hlavnim cilem kule¢nikovych modeli jako souéasti dynamickych systémi je popsat
dlouhodoby vyvoj systému a zjistit jeho povahu, pokud ¢as t — oo (popi. Ze Se pocet stietl
Castice s hranici kuleénikového stolu blizi nekone¢nu, a to za ptedpokladu, ze je rychlostni
vektor definovan po celou dobu t € (—o0,)). To Ize uskutec¢nit pomoci kule¢nikového toku

nebo kolizniho zobrazeni.
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3.2.1 Kulec¢nikovy tok

Definice 3.1: Fazovy prostor je mnozina vSech moznych stavi (s, r), vV nichZ se mize
Castice pii svém pohybu nachazet, zde piedstavuje s € O polohu a r € S? rychlostni vektor.

Fazovy prostor je tak trojrozmérny objekt IT := 0 x St.

Obrazek 3.2: Tvar fazového prostoru — vyplnény torus*

Méjme stav (s,r) € Il a Casovy interval (0,t), po ktery je pohyb Eastice z daného
stavu definovan. Potom ¢&astice vychazejici ze stavu (s,r) dosdhne za dobu t uréitého stavu
(s¢, 1) €11, Takto Ize o (s,r) — (s4, 1) uvazovat jako o zobrazeni na fazovém prostoru II.
Oznaéime jej @', kde —oo0 < t < oo,

Definice 3.2: Mnozina zobrazeni {®'} je grupa®, pro kterou plati:

Vt,s €E R:®dto dS = dS @0 = Id
a je nazyvana kulecnikovym tokem na fazovém prostoru.

Kazdou trajektorii toku {®¢z}, z € II, uvniti fazového prostoru IT tvofi spojita kfivka.
Zobrazeni toku na oblast O je nazyvano kulecnikovou trajektorii, ta vytvaii orientovanou
polygonalni kiivku, jejiz vrcholy pfedstavuji kolizni body kule¢niku.

Véta 3.2: Necht I ¢ IT pfedstavuje mnozinu stavii, na kterych je pohyb &astice
definovan v jakémkoli Case —oo < t < oo. Jestlize je kule¢nikovy stil tvofen omezenou
oblasti O, potom projde kazda trajektorie toku ®¢: IT — T nekoneéné mnoha kolizemi.

Tedy, je-li O kruhovy kule¢nikovy stil, potom kazda ¢asové neomezena trajektorie toku

projde nekone¢né mnoha kolizemi.

* Vyplnény torus — prostorovy utvar, ktery pochazi z rotace kruznice okolo osy leZici ve stejné roving.
> Pro piipomenuti: grupa je dvojice skladajici se z mnoziny a na ni definovanou binarni operaci, kter4 je na dané
mnozin€ uzaviena, asociativni, existuje pro ni neutralni prvek a pfitfazuje kazdému bodu dané mnoziny inverzni
prvek.

12



K popisu toku @' je mozno vyuzit soufadnic (x,y, p) na II, kde x a y udavaji umisténi
Castice s = (x,y) € 0 a p €(0,2m) vyjadiuje obloukovy thel mezi kladnou osou X a
rychlostnim vektorem r.

Pro kazdé t je zobrazeni @' souéasti fazového prostoru IT, uvazme libovolny bod a jeho
obraz

(x>y7,p7) i xy*p").

Pro zjisténi zmény, ke které dojde v prub¢hu ¢asového intervalu (0,t), spocteme derivaci
zobrazeni @'. Pokud mezi dvéma uvazovanymi stavy nedojde ke kolizi, plati mezi nimi vztah,
ktery popisuji nasledujici rovnice:

T= x4+ t-cosp, yt =y +t-sinp, pt=p".

X
Za ptredpokladu, ze v daném Casovém intervale doslo k pravé jedné standardni kolizi, pak pro

tento vztah plati:

X~ =X-c -cosp, y =y—c -sinp”, p-=p—a«a,
xt=x+c* cosp*, yt=y+c*-sinp”, pt=B+a,
kde (X,y) € 00 udava bod kolize, ¢~ je ¢as, ve kterém k ni doslo, pro c* platic* =t — ¢~ a

[ je hel mezi te€nym vektorem hranice vedenym bodem kolize a kladnou ¢4sti osy X.

Obrazek 3.3: Proménné p¥i pravé jedné kolizi v ¢asovém intervale (0, t)

Tyto rovnosti se nasledné diferencuji podle h, jeZ znaci obloukovy parametr na 0. Nejdiive
si ovSem vyjadiime
dx = cos B dh,
13



dy = sin S dh,
df = —Kdh.
Po diferencovani tedy budou mit ptivodni rovnice tento tvar:
dx* =cosfdh+ cosptdct —c* -sinptdp*,
dy* =sinf dh + sinptdct +c* - cosptdp™,
dp* = —Kdh + da

a
dx~ =cosfdh—cosp~dc™ +c” -sinp~dp~,
dy” =sinfdh—sinp dc™ —c™ -cospdp~,
dp~ = —Kdh — de.
Plati, Ze:

dx* Ady* Adp* =sinadh Adct Ada,

dx ANdy ANdp  =sinadhAdc™ ANda,
kde A je znak pro vnéjsi soucin (viz. Dodatek €. 2)
A protoze ¢+ c* =t, kde t je konstantni, plati dc” + dc* = 0. Diky tomuto obdrzime
rovnost:

dx* AdyT Adpt =dx  Ady Adp~.
Véta 3.3: Tok @' udrzuje formu obému dx Ady Adp, a tedy Lebesgueovu miru

dx dy dp na Il
Pro sezndmeni s Lebesgueovou mirou viz Dodatek €. 1.

Definice 3.3: Standardni pravdépodobnostni mirou udrZzovanou kule¢nikovym tokem

@' je mira dx dy dp normovana na II, plati tedy:

du -dx dy dp,

m = 2n0]
kde |O| zna¢i obsah stolu O.

14



3.2.2 Kolizni zobrazeni

Kolizni zobrazeni udavé informaci o umisténi kolizi, ovSem vzdalenost (resp. ¢as) V ni
zahrnuta neni a musi byt dopoctena.

Tok @' 1ze pomoci kiivé plochy G < I vedené piiené k fazovému prostoru IT pievést
na zobrazeni. Obvykle je plocha G vedena hranici kule¢nikového stolu, bude tedy tvofena
mnozinou g X S, kde q je obvod stolu. Na zikladé existence vztahu mezi piedkoliznim a
pokoliznim vektorem se vyplati S? zredukovat na pilkruh. Aby se tato ivaha uplatnila, popise
se fez jako mnozina vSech pokoliznich rychlostnich vektord.

Definice 3.4: Necht’ hrani¢ni kiivka stolu je slozena z n hladkych kompaktnich kiivek
dy, .--,gn. Pak dvourozmérna varieta @ c II, pro kterou plati:

¢=U;G, G ={x=(sr)ell:seq;(rl)=0}
kde | ptedstavuje jednotkovy normalovy vektor ke kruznici g mitici dovnitf stolu O, se nazyva
kolizni prostor kule¢nikového systému.
Poznamka: Je-li kule¢nikovy stil kruhovy, tj. jeho hranice je tvofena jednou kompaktni
ktivkou — kruznici, pak kolizni prostor § definujeme jako
C={x=(sr)€Ell:s€q,(rl)=0}
Mizeme tak fict, ze olizni prostor ¢ je tvofen body piedstavujici vSechny potencidlni kolize.

Necht’ je kazdé hrani¢ni kiivee z qy, ..., qp piifazen obloukovy parametr h € (a;, b;),

kde (a;, b;) jsou v R navzajem disjunktni. Pro kazdé z € G urCuje y € <_§'§> uhel meziral,

pficemz oba vektory mifi ze z dovnitf stolu.

Obrazek 3.4: Vztah mezia ay.
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Kolize tak spole¢né tvoii kolizni prostor ¢ se souradnicemi h a y.
Poznamka: Na hladkych uzavienych ktivkach q; (mezi néz patii i kruznice) je parametr h
cyklicky, proto ma jejich kolizni prostor tvar valce, zatimco pro kazdou jinou ¢ast hranice je

G, = (a;, b)) x (- %,%) obdélnik.

/2
h —7/2
h
Obrazek 3.5: Kolizni prostor kule¢niku na kruhu Obrazek 3.6: Kolizni prostor pro i-tou sténu hranice

Pokud je trajektorie D'z, z € ¢ definovéna v urcitém casovém intervalu (0, ), stret
¢astice s plochou G je v budoucim ¢ase ¢(z) > 0 nevyhnutelny. Nazvéme ¢(z) jako cas
navratu. Z divodu, Ze rychlost ¢astice je stanovena jako konstanta rovna jedné, se ¢as navratu
¢(z) rovna délce kulecnikové trajektorie pocinaje v z a konce v kolizi, kterd nasleduje.

Véta 3.4: Necht T, c T zna¢i mnozinu stavil, jimiz prochazi trajektorie toku @'
takové, u nichz dochazi ke kolizim. Potom se jakékoli trajektorie toku ®": II, — I, stietne
s koliznim prostorem ¢ nekone¢né mnohokrat.

Definice 3.5: Necht G = ¢ n T1. Potom je kolizni zobrazeni dano predpisem

Z6-C,  Z(z) = 05Dy,
Uvazme nyni kolizni zobrazeni Z v bod¢ z = (h4,y,) € intG:
Z(z) = (hy,y2) € IntG.
Mame tedy dva po sobé nasledujici stfety Castice s hranici nachazejici se v bodech o
soufadnicich (Xy,¥,) a (X, ¥,), kde (%;,¥;) je hrani¢ni bod piislusny parametru h, a (X5, y,)
je hrani¢ni bod 0 parametru h,. Dale reprezentuje p thel, ktery svira draha castice mezi

uvazovanymi koliznimi body s kladnou osou X, @; a @, jednotlivé uhly odrazu a f3;, 5, uhly
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mezi jednotlivymi te€nymi vektory v danych bodech hranice a kladnou osou X.

Obrazek 3.7: Proménné pri dvou kolizich (k urceni velikosti zmény kolizniho zobrazeni)

Zména v soutadnicich typu (x, y) je zachycena v nasledujicich rovnicich:

Xy — X4 = ¢-COSPp,

Y2 =y =¢-sinp,
kde ¢ udava délku drahy mezi kolizemi, ktera je pti jednotkové rychlosti rovna ¢asu navratu
¢(x).

Pti diferencovani téchto rovnic se znovu uzije rovnosti

dx; = cos f8; dh4, dx, = cos [, dh,,
dy,; = sinf; dh4, dy, = sin 3, dh,,
dp; = —Kydhy, dB, = —K,dh,.

Potom tedy

cos B,dh, — cos f;dh,; =cosp d¢—¢sinpdp,

sin f,dh, —sin f;dh; =sinp dg¢ + ¢cosp dp.
Vsimnéme si, Ze plati

p=p+ta=p—ay,
tato rovnice po diferencovani vypada takto:
dp = —K;dhy + da; = —K,dh, — da,.

Resenim soustavy diferencovanych rovnic a nahrazenim tthléi odrazovymi dojdeme k rovnici:

sina, dh, + sina; dh,; = ¢dp.
17



’ ’ . ’ T T , -
Nyni v poslednich dvou rovnicich nahradime a; za S~ Viaayzas —y,a hledame v nich

feSeni pro dh, a da,. Takto ziskame:
—cosy,dh, = (¢K; + cosy,)dh, + ¢dy;,
—cosy, dy, = (¢K;K, + K, cosy, + K, cosy,)dh; + (¢K, + cosy,)dy;.

Veta 3.5: Derivace kolizniho zobrazeni v bodé z je dana matici:

DZ=_L( CK1+C05]/1 C )
’ cosy, \¢K1K; + K, cosy, + K, cosy; ¢K; + cosy,/)
Determinant deriva¢ni matice je pak roven %:

2

¢K;y COSV1)< ¢K, cosyz)
COSy, COSY>

detD,Z= (— -
COSY, COSY,

( C ) ( ¢KiK, K;cosy, K,cos yl) _cosy;
COS Y5 COS Y COS Y, cosy, / cosy,

Véta 3.6: Zobrazeni Z udrzuje miru cos y dh dy na koliznim prostoru G.
Definice 3.6: Standardni pravdépodobnostni mirou udrzovanou kule¢nikovym

zobrazenim Z je nazyvéana mira cosy dh dy normovana na G:

du -cosydhdy.

- 2lq
Priklad 3.1: Jak vypada derivaéni matice kolizniho zobrazeni v ptipadé¢ kruhového
jednotkového kule¢nikového stolu?

Uzijeme rovnic

Po diferenciaci ziskame

dp, = dpy + 2n da,

da, = day.
Deriva¢ni matice ma pak tento tvar
n __ 1 2n
pz"=(; )
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3.3 Primérna doba navratu

Primérna doba navratu (také lze fict primérnad volna draha) udava primérnou dobu
(drahu), ktera uplyne mezi kolizemi.
Véta 3.7: Pro primérnou dobu navratu plati:

__alo|
T el

Priklad 3.2 Jaka je primérna doba navratu na stole O = Tor?\D, kde D je kruh o

poloméru r.

Obrazek 3.8: Kule¢nikovy stiil Tor2\D
Obsah stolu
0] =1-1— nr?
Délka hranice stolu
lq| = 2nr
Prim. doba navratu

nl0] n(1-nr?) 1-mnr?

¢= lq] 2nr 2r

Priimérna doba navratu ¢ na stole 0 = Tor?\D je

1-mr?
2
Priklad 3.3: Vysetfete primérnou dobu névratu na stole ve tvaru kruhu o poloméru r.
Obsah stolu
|0| = mr?
Délka hranice stolu

lq| = 2nr
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Primérna doba navratu na kruhovém stole je tedy rovna

w|0| mr

f=—r=>

lql 2

3.4 Casova reverzibilita kuleénikovych systémii

Pro jakykoli bod z = (s,r) € Il z fazového prostoru bod I(z) = (s, —r) spliiuje
™ (In(2)) = In(®*2),
je-li po danou dobu t tok @t definovany. I;j: I - II se nazyva involu¢ni® funkce a s tokem &
je antikomutativni:
O oy = Iyo DL
Tedy obrati-li se smér pohybu, ¢astice prochazi stejnou drahou zpét.
Podobné¢ jako u toku, je mozno zavést involu¢ni funkci i u kolizniho zobrazeni Z. Necht’ | je
involuce na G, tedy I: (h,y) — (h,—y). Za ptedpokladu, Ze Z¥ je definované lze opét napsat:
Z ol =102
kde k je celé ¢islo udavajici pocet kolizi.

Zz

1= I(Z2=z)

Obrazek 3.9: Involuc¢ni vlastnost kule¢niki

® Involuce je funkce, ktera inverzné zobrazuje sebe samu, tedy plati f (f(x)) = x.
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4 Dlouhodoby vyvoj kule¢niku na kruhu

4.1 Kruh a kruznice

Anglicky jazyk neuziva pro kruh a kruznici dvou vyrazi tak, jako je tomu v cestiné.
Jeden vyraz (circle) zastupuje oba. V ¢eském nazvoslovi, kruznice ptedstavuje spojitou
mnozinu bodl v roving, jejichz vzdéalenost od daného bodu (stiedu S) je pro vSechny stejna.
Tato vzdalenost je polomérem kruznice. Kruh je pak spojitda mnozina bodi v roving, jejiz
hranice je tvofena kruznici, tedy vzdalenosti bodd kruhu od stfedu S jsou rovny nebo mensi
nez polomér hrani¢ni kruznice.
V kartézském soutradnicovém systému vyjadiuje kruznici se sttedem v bod¢ S(g, h) a
polomérem r obecna rovnice:
(x—g)’+@-n?=r2
Nachazi-li se stfed kruznice v bod¢ (0,0), zredukuje se rovnice kruznice na:
x2+y%2=r2
Pomoci parametru w € (0, 2m) lze kruznici popsat jako mnozinu boda (x, ¥), které spliuji:
X=g+r-cosw,
y=h+r-sinw.
Za pouziti polarnich soutfadnic vypada rovnice kruznice, jejiz stied je v bodé S(p,, w,) jako
p* = 2p - pocos(w — wp) + po® =12,
Rovnici te¢ny kruznice v bodé ziskame dosazenim te¢ného bodu (x,,y,) do obecné

rovnice kruznice:

==+ —-h)-Wo—h) =12

4.2 Vlastnosti kule¢niku na kruhu

Pribéh kulecnikového systému je zavisly na vychozim stavu ¢éstice a predevSim na

tvaru stolu. Zaméime se nyni blize na kule¢nikové modely, jejichz stolem O je jednotkovy
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kruh x> +y* <1,
M¢jme tedy thel zvétSujici se proti sméru hodinovych ruci¢ek p € (0, 2m), ktery
znazornuje bod kolize a thel odrazu a € (0, ).
Véta 4.1: Pro kolizni zobrazeni n-tého stfetu na kruhovém stole plati:
Pn+1 = Pn+ 2 ap, mod (21) (4.1)

Iny1 = Up

Obrazek 4.1

Diikaz:

P — )
\/ Na  zdklad¢  podobnosti  zluté

( spoleény thel

o oznacenych trojuhelnikidi z obrazku 4.2 totiz

zjisStujeme, ze vnitini vhel trojuhelniku u
sttedu kruhového stolu je roven Uhlu odrazu
castice. Pfimka 0 je osou thlu predstavujiciho
obloukovou zmé&nu mezi po sob¢ nasledujicimi
kolizemi. Hodnota této zmény je tak rovna

dvojnasobku a.

Obrazek 4.2
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Dusledek vety 4.1: Rozsiteno na m po sob¢ nasledujicich kolizi plati, ze:
Pm=Pm-1T2 An1 =Pm—orat2 - Aun,+2-au_q4 ==
=po+2-ap+-+2-Qu+2-au_1=py+ 2 -m-aytedy

Pm =Pot2-m-a 4.2)
Am = Qg

Z vét vyplyva, ze thel odrazu je pti vSech kolizich stale stejny. Co vic, charakter kule¢nikové

trajektorie je naprosto ur¢en tthlem odrazu a. Takze zndme-li tento uhel, jsme schopni urcit

vyvoj kule¢niku na kruhu.
Véta 4.2: Na kruhovém kule¢nikovém stole plati, ze délka drahy mezi kazdymi dvéma
po sobé probihajicimi kolizemi je neménna.

Diikaz: Vyplyva to z definice kruznice a z faktu, ze umisténi kolizi se po kruznici posouva

pod neménnym thlem 2a.

Veta 4.3: Kazda ¢ast drahy, kterou Castice opise mezi po sob¢ nasledujicimi kolizemi,

je te¢nou mensiho kruhu S, = { X% + y? = cosa }, jehoz stied je totozny se stfedem kruhového

stolu.

RS,

AL N
<X
}Q‘O‘oj

22
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N
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L2

[ 77

Z2am
R il
IO\
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‘!A'k\[b; g

Obriazek 4.3: Teéna kruZnice o poloméru cos a
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Diikaz:

Diky kosinové vét€¢ je mozno odvodit vzdalenost
nejbliz§tho bodu ke stfedu kruhu S, kterym castice pii
svém pohybu mezi kolizemi prochazi, znacenou na

obrazku 4.4 pismenem a jako:

Obrizek 4.4: Dikaz véty 4.3 Protoze kazdy segment mezi kolizemi je stejny,

bude vzdy stejna i délka a.
Véta 4.4: Necht % = %, kde a € (0,m) znaéi uhel odrazu, je racionalni ¢islo, potom ma

systém periodicky vyvoj. Po urcitém poctu kolizi se tak Castice vraci do stavu, ve kterém se

jiz nachézela.

@ A |

Obrazek 4.5.a Obrazek 4.5.b Obrazek 4.5.c

Diikaz: Kazdy nasledujici bod néarazu ziskdme rotaci pfedchoziho kolizniho bodu pod tthlem
20. Jisté existuje takovy soucet urcitého poctu racionalnich ¢asti kruhu % (ptfedstavujici

rowr

posuny), ktery dava celé Cislo, tedy se po urCitém poctu kolizi vraci do uderové pozice na

kruznici g, ve které se jiZ nachazel.

Je-li zlomek % racionalni c¢islo, pak n udava minimalni periodu a m pocet otacek
¢astice v kruhu béhem periody.
Pokud % = % je iraciondlni ¢islo, potom se v Zadném koliznim bod¢ ¢astice nestfetne s hranici

vicekrat nez jednou a pro kazdy kolizni stav (p,a) jsou mista nasledujicich kolizi {p +

2na,n € Z} na sob¢ nahusténa a rovnomérné rozdélena po hranici g. Pak fekneme, ze kazdy
24



interval hranice obsahuje kolizni body této drahy.

TR

i

Obrazek 4.6: Ukazka neperiodického vyvoje systému po a) 100 Kkolizich, b) 500 kolizich, c) 1000 kolizich

Rotace kolizi po kruznici udrzuji na kruhu neménnou Lebesgueovu miru.

4.3 Modifikace kruhu

Priklad 4.1: Necht ma kule¢nikovy stlil tvar prstence, jehoz plochu ohranicuji dvé
soustfedné kruznice (vné&jsi je jednotkova). Jaky ma takovy systém pribeh?
Vyvoj systému u prstencového stolu zavisi na velikosti vnitini kruznice stolu a na thlu odrazu
od vnéjsi kruznice.
e Primér vnitini kruznice je mensi nez cos a - ke stfetu dochazi pouze s vnéjsi kruznici
a pfitomnost vnitini stény chod ¢astice nijak neovliviiuje. Pohyb je totozny s pohybem
u kule¢niku na kruhu.
e Primér vnitini kruznice je roven cos a — ¢astice se vnitini stény dotkne, ovSem systém
se vyviji stale stejné jako u kruhu.
e Primér vnitini kruZnice je vétsi neZ cos a — Castice stiidaveé nardZi do vnitini a vngjsi

stény, u kazdé s neménicimi se uhly.
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Obrazek 4.7: T¥i mozné situace na prstencovém stole

Za uvahu stoji rovnéz modifikace kruhového stolu na pulkruh. Zde se ovsem
vyskytuji dva vrcholové body.

O+

Obrazek 4.8: Kule¢nik na pilkruhu

0* je ozna&enim pro vrchni plkruh {x? + y* < 1, y > 0}, necht’ se nyni &stice
pohybuje v oblasti 0* a odrazi se od hrani¢ni kiivky g*. Takovyto model lze uzitim osové
soumérnosti prevést na kruhovy, kde osou bude A = {y = 0}. Trajektorie v O* se po
stietu s osou A bude zobrazovat do spodniho pllkruhu O~ = P+ y <1, y <0} az do
dalsiho stfetu s A, kdy se obraz diky své symetri¢nosti zase spoji pfechodem pies A s
ptedlohou a spolu pokracuji aZ do dalsi kolize s osou, kde se opét rozdéli. Tento d¢j se
neustale opakuje za predpokladu, Ze se ¢astice nedotkne jednoho z vrcholt (1,0) nebo (—
1,0). V takovém piipadé je popis pohybu castice prerusen a dale pohyb neni definovan.
Uzitim této avahy mohou byt vlastnosti kule¢nikové trajektorie v ptlkruhu O* odvozeny

Z kule¢niku na kruhu O.

Priklad 4.2 Lze podobn¢ jako u pualkruhu pribéh na ctvrtkruhu odvodit
z kruhového stolu?

Ano, mé&jme &tvrtkruh 07 = {x? + y2 < 1,x > 0,y > 0}, s pouzitim os A = {y = 0} a
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B = {x = 0} zobrazujeme drahu Castice pti kazdém stietu s rovnymi sténami, které na
nich lezi. PH pomyslném putovani astice kruhem se pies osu B zobrazi do 0F~ =
{x? +y?2<1,x <0,y >0}, odtud dale pfes osu A do0 " ={x?+y2<1,x<0,y <
03}, kde slozenim téchto dvou zobrazeni je soumérnost vii¢i 0+ pievedena na stiedovou.
Z 0~ se draha pfi styku s osou B zobrazi do O~*, kde se ji navraci soumérnost osova a
pii prechodu pfes A se opét spoji s piedlouhou v O**. Ctvrtkruh ma tfi vrcholy: (0,1),
(1,0) a (0,0). Po narazu do téchto bodi neni smér pohybu dale definovan.

-
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Obrazek 4.9: Kule¢nik na ¢tvrtkruhu
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Dodatek ¢. 1 - Lebesgueova mira

M¢jme mnozinovou funkci §: 7 — R*, kde T je systém mnozin, z nichZ je jedna
prazdna, a R* znaci obor realnych ¢isel zahrnujici +00 a —oo. Pak fekneme, Ze funkce § je
aditivni (resp. o-aditivni), pokud 6(@) = 0 a pro jakykoli kone¢ny systém po dvou

disjunktnich mnozin (resp. jakoukoli posloupnost po dvou disjunktnich mnozin)

k 1)
Ci) ., Cr ET: U C; €T (resp. (C) e U C; € ‘L')
i=1 i=1

plati, ze

) EJ C; |= Zk: 5(C) <resp. 1) (LOOJ Ci) = i S(Ci))

i=
Pak c-aditivni mnozinovou funkci, kterd nabyva pouze nezapornych hodnot, nazveme
mirou. Je-1i nezaporna mnozinova funkce aditivni, nazveme ji objemem.

Necht' O oznaduje libovolny okruh’ podmnoZin v R* a8 je objem na ném
definovany. Rekneme, Ze objem & je reguldrni, pokud pro kazdou mnozinu C € O a kazdé
& > 0 existuje uzaviend mnozina K a mnozina oteviena L, pro které plati K c C c L a
spliuji

6(L)—e<b6(C)<6(K)+e.
Daéle necht’ E,, znaci systém vSech mnozin, jez lze vyjadfit sjednocenim kone¢ného poctu
intervali v R" (E,, tak spliuje podminky pro to, aby mohl byt okruhem). Potom plati, Ze

objem m,, mnoziny C z okruhu E,, dany pfedpisem

k
m,, (C) = Z M (1)),

kde I, ..., I} jsou po dvou disjunktni intervaly, které dohromady udéavaji mnozinu C, je
regularni.

M¢éjme regularni objem ¢ na E,,. Potom pro kazdé C € E,, definujeme vnejsi miru
&*(C) jako:

(4)€Tc

£ = inf 1> A,
j=1

kde T, predstavuje systém tvoteny posloupnosti (4;) otevienych mnozin z okruhu Ej,,

7 Okruh O — neprazdny systém mnozin O, pro ktery plati, ze VC,D € 0:C U D € 0 a také C\D € 0.
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které mnozinu C pokryvaji, tedy plati C U 4;
Vnéjs$i mira £ ma tyto vlastnosti:

1 &(@ =0,

2. CSD=&(C)<é&(D),

3. §T(UsZ1Cs) < X621 87 (Co),
kde C, D a C; jsou mnoziny ze systému vSech podmnozin R".
Necht Mg znaci systém vSech podmnozin C € R™, ke kterym existuje posloupnost
(Cy) € E,,, pro niz plati

lim C, =C,

k—oo
a M predstavuje systém vsech podmnozin C € R", ke kterym Ize najit posloupnost mnozin
(C) z Mo, pro né&z plati, ze C = U Cy. V ptipadé, Zze mnozinovou funkci £* na E,, je n-
rozmérny objem m,, pak se tato funkce nazyva Lebesgueova mira v R™. Lebesgueovsky
méFitelnymi mnoZinami jsou tak prvky c-okruhu® M.
Lebesgueova mira mé nésledujici vlastnosti:

1. @) =0,

2. C<SD=&(C)<éD),

3. o-aditivitamiry &: (s #t =>C,NC, = Q) = (U, Cs) = Yoz, &(Cy),

4. jetplna: £*(C) = 0,kde C € R™ = &(C) = 0,kde C € I' (mnozina miry 0

ma nulovou Lebesgueovu miru).

Je vhodné podotknout, Ze Lebesgueova mira se tak v 1,2,3-dimenzionalnich prostorech

shoduje s délkami, obsahy a objemy.

® g-okruh O — okruh, pro ktery plati, Ze: YCy, G5, ... € 0:Uj_, C; € 0
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Dodatek ¢. 2 - Vnéjsi soucin forem

Je-li B b-rozmérny realny vektorovy prostor, pak linearni formou nazveme linearni
zobrazeni Y:B > R a dile B¥=BXB X ..XxB (v tomto soufinu je B k-krat
soucinitelem) povazujeme za k-tou kartézskou mocninu B. Potom zobrazeni 1p: B¥ - R je
antisymetricka k-forma na B, pokud plati:

1. Vi:1<i<bav((,.., J"L¢4, L, ") €eEB
je zobrazeni { — l/)({l, Y N T eany ...,{b) € R, kde ¢ € B, linearni.
2. Projakékolii,j:1 <i <j < b ajakékoli vektory (3, ..., {, € B:

V(%o G oes G G) = =(Ga, o, Gy ooy iy e G) 4 ke vektor ¢ (resp. )

zaujal na pravé strané rovnice ptivodné j-tou (resp. i-tou) pozici.
M¢éjme tedy k-formu y a I-formu v na B splijici ptedchozi podminky, potom

W Av)( )= sgns - )
Y AV)({1 ey Cia = oral sgn & - Y({says - Csk) )V (s k1) -+ » S50 41))

5
kde {j, ..., {41 jsou jakékoli vektory v prostoru B, 6 znaéi permutaci mnoziny (1, 2, ...,
k+l) a sgn § dava informaci o tom, zda je to permutace suda (rovna 1) nebo licha (rovna —
1), je vnéjsim soucinem forem w a v, ktery udava (k+l)-formu ¥ A v na B. Pro ten mimo
Jjiné plati:
PYAv=(-DF vy, WAV A=y A(WADY),
kde 9 je taktéz antisymetricka forma.
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Zaver

Kule¢nik na kruhu se tedy vyznacuje pravidelnym pohybem. Diky tomu Ize na
zéklad¢ danych pocatecnich podminek piedpovédét dlouhodoby vyvoj. Ten miizeme
shrnout nasledovng. Casti trajektorii mezi jednotlivymi kolizemi se dotykaji kruhu o
poloméru cos @, kde a je uhel odrazu, ktery se neméni. Diky neménnému « lze ziskat
umisténi kolizi rotaci bodu vzdy posledniho stfetu s hranici. Umisténi kolizi na hranici je
dano piedpisy €. (4.1) popf. (4.2). Rovnéz jsme si ukazali, Ze kuleénikové systémy, jejichz
stl tvoii vhodné stanovené kruhové ¢asti, mohou mit s kuleénikem na kruhu shodné nebo
podobné vlastnosti.
systétmy. UvaZme, Ze jsou na kuleCnikovy stil umistény napi. prekazky ¢i vice
pohybujicich se castic. Systém se tak stava S rostoucim poctem takovych objektl

nepfehlednym a htife predvidatelnym.

Obrazek 5.1: Nasledky zmény sméru pohybu ¢&astice o 1°: u kruhového stolu je draha ¢astice podobna,
zvétSuje se akorat vzdalenostni rozdil mezi kolizemi; u kruhového stolu s piekazkami jsou draha i kolize v
tomto pripadé jiZ p¥i 3. kolizi naprosto odlisné.

Z deterministického hlediska po urcitém poctu kolizi mohou odchylky vypoctl pozic
u nékterych stoll stoupat az do takovych rozmért, Ze nelze ani urcit, od které stény se ¢astice
piisté odrazi. To je chaos. V takovych situacich se pfistupuje ke stochastickym modeliim,
které nezavisi na pocateCnich podminkéach. Stabilitu systému lze urcit pomoci tzv.
Lyapunovovych exponentd, které¢ vyjadiuji, jakou tendenci k proménlivosti kule¢nikové

trajektorie maji. AvSak takové vypolty jsou jiz komplikovangj$i a vyzaduji si celkovy
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piehled dynamickych systémi. Proto na chaotické systémy tento text poukazuje jen velice
okrajove.

Ackoli v avahach kule¢nikovych systémt doslo v minulosti k rozsahlému pokroku,
neni voln¢ dostupnych zdroji mnoho, v cestiné takmét nic. VétSina textl byva navic
zpracovana za predpokladu, ze Ctendf je jiz s danou tématikou obeznamen, coz mize mit na
kule¢nikového novacka demotivujici ucinek. Tato prace je naopak psana tak, aby bylo vse
srozumitelné 1 pro zaCateCnika, a tak pevné véfim, ze dobie poslouzi mnoha tém, ktefi se

touto problematikou budou zabyvat.
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