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Abstrakt 
Diplomová práce se zabývá návrhem metod iky výpočtu průhybu a kri t ických otáček ro to ru 
elektr ických s t ro jů . V práci jsou použi ty dvě me tody výpoč tu . První je metoda přenosových 
mat ic, se k terou je spojeno prostředí Mat lab . V něm je vy tvořen jednoduchý program pro 
t vo rbu geomet r ie hřídele a výpočet požadovaných hodnot . Druhou je metoda konečných 
prvků, která je prezentována v p rogramu Ansys Workbench . 

Klíčová slova: 
Magnet ický tah , metoda přenosových mat ic, metoda konečných prvků, průhyb hřídele, 
kr i t ické otáčky. 

Abstract 
This Master thesis desires the design of methodo logy for calculat ing shaft def lect ion and 
crit ical speed of electr ic machines. There are t w o methods used. The f i rst one is t ransfer 
matr ix me thod , wh ich is represented by a s imple p rogramme for shaft creat ion and 
calculat ing needed results bui l t in the Mat lab so f tware . The second one is f in i te e lement 
m e t h o d , wh ich is presented in the Ansys Workbench sof tware. 

Key words: 
Magnet ic t rac t ion , magnet ic pul l , t ransfer matr ix me thod , f in i te e lement me thod , shaft 
def lec t ion, crit ical speeds. 
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1 Úvod 
V dnešní době je používáno mnoho elektr ických rotačních s t ro jů . Průhyb hřídelí těch to strojů 
není závislý jen na gravi tační síle a vazbách s oko l ím, ale také na interakci ro to ru a s ta to ru , 
při k teré vzniká magnet ické pole. Toto pole pak působí na ro to r i s tator výs ledným 
magnet ickým t a h e m . V současnosti je samozře jmost í používání so f twaru pro řešení 
matemat ických a fyzikálních p rob lémů, ale zahrnut í magnet ického tahu do výpoč tu v těch to 
sof twarech není vždy nej jednodušším úko lem. 

V té to práci bude navržena metod ika pro výpočet p růhybu a kr i t ických otáček hřídele 
používané v elektr ických strojích se zahrnut ím vl ivu magnet ického tahu . Výsledky budou 
počítány me todou přenosových mat ic a me todou konečných prvků. Výs tupem obou me tod 
bude graf p růhybové čáry a hodno ty kr i t ických otáček. 
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2 Cíle práce 
Cílem té to práce je navrhnout me tod iku pro výpočet p růhybu a kr i t ických otáček hřídele 
používané v elektr ických stroj ích. Výpočet bude proveden dvěma me todami , a t o me todou 
přenosových mat ic a me todou konečných prvků. 

První část práce se zabývá m e t o d o u přenosových matic. V p rogramu Mat lab bude vy tvořen 
program, který uživatel i umožní ve z jednodušené míře vymode lova t hřídel a vypočí tat 
požadované výsledky. 

Druhá část se bude zabývat me todou konečných prvků a p rogramem Ansys Workbench . 
Na j ednoduchém mode lu , který nebude reprezentovat žádný konkrétní s t ro j , bude ukázáno 
zadání magnet ického tahu . 

Následně budou na dvou složitějších modelech odstupňovaných hřídelí porovnány výsledky 
získané vy tvo řeným programem v prostředí Mat lab a hodno ty z p rogramu Ansys 
Workbench . 

V závěru bude me todou konečných prvků simulována interakce mezi r o to rem a s ta to rem 
ov l ivněnými magnet ickým tahem. 
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3 Magnetický tah 
Rotační elektr ické stroje mají mezi r o to rem a s ta to rem malou vzduchovou mezeru. Na 
ro to ru i s ta toru se nachází v inut í , ze kterých se při p růchodu e lekt r ického stroje stávají 
magnety , čímž v t é t o mezeře vzniká magnet ické pole. Díky němu se indukuj í magnet ické síly. 
V ideálním případě je vel ikost vzduchové mezery po celém obvodu konstantní a výslednice sil 
je nulová. 

Ve skutečnost i však není vel ikost mezery po celém obvodu konstantní . Může to být 
zapříčiněno geomet r i ckými odchy lkami s ta toru a ro to ru od ideálního válcového t va ru , 
výrobními to le rancemi , stat ickou nebo dynamickou excentr ic i tou (obr. 3.1). To to má 
za výsledek vznik magnet ických sil, k teré se navzájem nevyruší. Výslednice těch to sil je 
označována jako magnet ický tah . [1] 

a) b) 

Obr. 3.1 Excentricita způsobená magnetickým tahem: 
a) bez magnetického tahu; b) s magnetickým tahem [2] 

Magnet ický tah se skládá z radiální a tangenciální složky. Radiální složka je obvykle výrazně 
větší než tangenciální, a p ro to magnet ický tah působí př ibl ižně ve směru , kde je nejmenší 
t loušťka vzduchové mezery (obr. 3.2), a jeho maximální hodnota se odvíjí od vel ikost i 
excentr ic i ty. Obecně platí, že ta to závislost je nel ineární. [1] 

stator 

rotor 

Obr. 3.2 Působení magnetické síly [2] 
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Matemat i cky můžeme def inovat magnet ický tah pomocí následujících rovnic (je to jeden 
z několika možných způsobů). [2] 

Vel ikost odchylky S závislé na úhlu natočení ro to ru e excentr ic i tě e 

S(e) = Sm • (1 + e • cos e) (3-1) 

a vel ikost síly F v místě natočení e 

f (e) =  C ^ (3-2) 

( 1 + e • cos a) z  

A na závěr celková vel ikost magnet ické síly působící mezi ro to rem a s ta torem 

f f 2 n cos a 
Pmag = F(e) • de = C • d e ( 3 " 3 ) 

y Jr J0 ( 1 + e • cosey 
Pomocí magnet ické síly můžeme následně def inovat magnet ický tah tak to 

CM = ^ (3-4) 

Definice magnet ického tahu rovnicí (3-4) umožňu je analogii s mechanickou pruž inou, p ro to 
je v článku [2] zaveden také název magnet ická tuhost . 

F-mag = " e (3-5a) 
Fk = - k x (3-5b) 

Rovnice (3-5a) a (3-5b) vyjadřuj í podobnost do té míry, že vel ikost síly je př ímo úměrná 
vel ikost i odchylky (u magnet ické síly se jedná o excent r ic i tu , u mechanické síly o stlačení 
pružiny). Rozdílem je opačný směr působení (Fk - t laková, Fmag - tahová) . 

Další možnost výpočtu magnet ického tahu je na základě charakter ist ik magnet ického pole 
způsobujícího vznik tahu a geomet r ie ro to ru . [3] 

CM = 1,31 • 1 0 5 • 7 r " g p a f c " L p a f c " g 2 , (3-6) 

kde 
Dpak - velký p růměr paketu ro toru 
Lpak - délka paketu ro toru 
B ... e lekt romagnet ická indukce 
Sm ... vel ikost vzduchové mezery mezi s ta torem a ro to rem 
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4 Metody výpočtu 
Pro výpočet p růhybu hřídele existuje někol ik m e t o d . Každá z těch to m e t o d má své výhody 
i nevýhody. Tyto me tody jsou převážně založené na analyt ických výpočtech di ferenciálních 
rovnic. 

4.1 Přímá integrace - diferenciální přístup 
Princip metody spočívá v řešení di ferenciální rovnice průhybové čáry (4-1) př ímou integrací. 

Mnv(x) 
w"(x) = — ^ - (4-1) 

E -]y 

Dvojí integrací t é t o rovnice získáme rovnici vyjadřující průhyb po celé délce hřídele. 
Pro konkrétn í výsledek je nu tné výpočet dop ln i t o okrajové podmínky. Výhodami me tody je 
možnost řešení velkých p růhybu, určení vel ikost i p růhybu a natočení v k terémkol i místě 
a určení ex t rému průhybu i v případě, že neznáme jeho po lohu. Mezi nevýhody me tody lze 
zařadit matemat i ckou složitost a t o , že nelze zahrnout vl iv posouvající síly. [4] 

4.2 Castiglianova věta - integrální přístup 
Máme- l i l ineárně pružné těleso zatížené si lou, je posuv v působišt i síly po jej í nositelce dán 
jako parciální der ivace celkové energie napjatost i tělesa podle t é t o síly. Při řešení dosadíme 
energi i napjatost i do Castigl ianovy věty a der ivu jeme podle působící síly [4] 

dW ŕ Mov dM0V ŕ T dT 
, = = _ ? 2 i ? y d x + p \ d X m (4.2) 
; dFj 0E-Jy dFj  P

 0G-S dFj w, 

První člen vyjadřuje příspěvek ohybového m o m e n t u , d ruhý posouvající síly. Výhodami jsou 
možnost urči t de formační charakter ist iky v k terémkol i bodě střednice, možnost zahrnut í 
vl ivu posouvající síly a použi te lnost u lomených a zakřivených p ru tů . Zároveň je matemat icky 
snazší a rychlejší. Nevýhodou je použi te lnost pouze v l ineární pružnost i a obtížnost hledání 
ex t rémů. [4] 

4.3 Metoda počátečních parametrů 
Metoda udává možnost fo rmu lace obecného řešení di ferenciálních rovnic. Principem je 
převedení okra jového p rob lému na prob lém počáteční. Integrační konstanty jsou vyjádřeny 
pomocí stavových vel ičin v počátku souřadnicového systému, takzvaných počátečních 
paramet rů . [5] 

4.4 Metoda přenosových matic 
Jedná se o mat icovou f o r m u metody počátečních paramet rů . Je ve lmi úč inným nástro jem 
pro řešení ú loh se sériově řazenými dílčími prvky. Ve srovnání s me todou konečných prvků 
má výhodu v t o m , že pracuje s mat icemi nízkých řádů, což snižuje jej í náročnost pro 
výpočetní techn iku . [5] Důkladnější rozbor me tody je uveden v následující kapi to le. 
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5 Metoda přenosových matic 
Metoda přenosových mat ic (MPM) bude dále detai lněj i popisována pro případ použi tý v t é t o 
práci. Jedná se o namáhání ro to ru e lekt r ického stroje prostým o h y b e m . [6] 

Prostý ohyb označuje namáhání př ímého pr izmat ického p ru tu za následujících podmínek: 
• jsou splněny pru tové předpoklady (geometr ické, vazbové a zatěžovací, deformační , 

napjatostní) 
• příčné průřezy se vzájemně natáčejí kolem osy ležící v př íčném průřezu a následně 

se de fo rmu j í 
• j ed inými nenulovými složkami VVÚ jsou ohybové m o m e n t y Moy, Moz 

• pro řešení stat ické rovnováhy prvku jsou stat ické de formace nepodsta tné. 
Prostý ohyb lze ještě z jednoduši t na ohyb základní, při k te rém uvažujeme pouze jednu 
nenulovou složku ohybového m o m e n t u ( M o y 0, Moz = 0) . [4] 

Kterékol i místo ro to ru je popsáno stavovým vek to rem {v}. [6] 

v=[w <p M0 T] T, (5-1) 

kde 
w ... průhyb hřídele 
(p ... natočení hřídele 
M0 ... ohybový m o m e n t 
T... posouvající síla 

Základním pr inc ipem metody je t rans formace stavového vek to ru {v}0 v počátku 
souřadnicového systému na stavový vek tor {v}x v obecném místě. Tuto t ransformaci 
zajišťuje přenosová mat ice [C]x0. Přenosový vztah ( t ransformační rovnice) je vyjádřen 
následujícím vztahem 

{v}x = [C]x,0 • {v}0 (5-2) 

5.1 Odvození přenosové matice pro prostý ohyb 
Vycházíme ze stavových funkcí části nosníku ov l ivněnými pouze počátečními parametry . Po 
čtyřnásobné integraci úplné di ferenciální rovnice prostého ohybu př ímého nosníku (5-3a) 
dos taneme následující rovnice 

v° v\x) = 0 (5-3a) 

v"'(x) = cx (5-3b) 

v"{x) = cx- x + c2 (5-3c) 

x 2  

v'(x) = cx • — + c2 • x + c3 (5-3d) 

X^ X2 

v{x) = cx • — + c2 • — + c3 • x + c 4 , (5-3e) 
6 Z 
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které lze zapsat v mat icovém tvaru jako 

• v 
v' 
v" 

•v" 1  

X2 X3' 
1 X 

Y ~6~ 

0 1 X 
X2 

~2 
X v 0 0 1 

X2 

~2 
X 

-0 0 0 1 -

(5-4a) 

stručně 

(5-4b) 

kde 

ív}'x = [F]x • {c}, 

{v}'x ... vek tor řešení homogenní d i ferenciální rovnice v^ I V\x) = 0 
a jeho první t ř i derivace 

{ c } ... vek tor integračních konstant 
[F]x ... f undamentá ln í mat ice 

Vyjádření vek to ru { c } nám umožňu je znalost vek to ru {v}'x v počátku systému souřadnic 

Wo = [F]0 • {c} (5-5) 

a následnou úpravou 

{ c } = [FJÔ 1 • . (5-6) 

Následně dosadíme (5-6) do (5-4b) 

{vYx = [F]x • [FJÔ 1 • [vYo (5-7) 

Nyní pomocí rozměrové mat ice [R] t r ans fo rmu jeme vektor {vYx na stavový vek tor {v}x. 

- v - "1 0 0 

<p 0 1 0 
M0 0 0 -EJ 

L j J x 0 0 0 

o 
o 
o 

E J 

- v -
v' 

f f v 
~~fff ly J 

(5-8a) 

stručne 

{v}x = [R] • {vYx • 

Poté pomocí (5-8b) vy loučíme vektor {vYx z (5-7) 

[RV 1 • {v}x = [F]x • [ F j o 1 • [RV 1 • W o 

a úpravou vychází výsledný přenosový vztah 

{v}x = [R]-[F]x-[F]o 1-[R]- 1-{v}0, 

ze k terého je již snadno odvod i t přenosovou mat ic i 

[C]x,o = [R]-[F]x-[F]o 1-[R]-í - i 

(5-8b) 

(5-9) 

(5-10) 

(5-11) 
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Tento vztah lze ještě z jednoduši t na základě [FJq 1 • [R] 1 = [R] 1 na 

[C]X,0 = [R] • [F]X • [R]-1 

podrobně 

(5-12) 

1 X 
X2 X3 

1 X 
2-E-J 6-E / 

0 1 
X X2 

0 1 
EJ 2-E / 

0 0 1 x 
-0 0 0 1 

(5-13) 

x,0 

Rozšíříme-li celý přenosový vztah (5-2) o fo rmá ln í ident i tu 1 = 1 , můžeme do přenosové 
mat ice zahrnout paramet ry FW,F(p,FM,FT popisující zatížení hřídele na daném úseku. 

• w 
<P 

M0  

T 
1 

1 X 
X2 X3 

FW 
1 X 

2-E-J 6-E / 
FW 

0 1 
X X2 

F<P — 
0 1 

EJ 2-E / 
F<P 

0 0 1 X FM 
X 0 0 0 1 FT 

-0 0 0 0 1 

w 
<p 

M0  

T 
1 

(5-14) 

x,0 

Vztah (5-13), př ípadně (5-14), udává výslednou přenosovou matic i pro délkový prvek hřídele. 
Hřídel samozře jmě obsahuje i j iné prvky, jej ichž přenosové mat ice jsou uvedeny v příloze A. 

Odvození převzato z [5] a [6]. 

5.2 Vytvoření celkové přenosové matice hřídele 
Pro prakt ické využit í me tody je potřeba urči t přenosovou mat ic i mezi pravým a levým 
koncem hřídele. Princip vy tvoření mat ice je ukázán na j ednoduchém příkladu hřídele 
skládající se ze t ř í délkových prvků (obr. 5.1). 

I I I I I I 

Obr. 5.1 Hřídel ze tří délkových prvků 
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Hřídel rozděl íme na úseky I, II a III. Každý úsek je popsán přenosovou maticí prvku mezi body 
hřídele popsanými s tavovými vek tory Následně lze přenosové vztahy zapsat tak to : 

M i = [C]i,o • W o (5-15a) 
{vh = [C]2,i • W i (5-15b) 
W s = [ C ] 3 , 2 " ív}2 (5-15c) 

Dosazením (5-15c) do (5-15b) získáme přenosový vztah pro úsek l l+l l l 

W s = [ C ] 3 , 2 • [ C ] 2 , i " M i = [C]3il • {v\ . (5-16) 

Stejným způsobem následně získáme přenosový vztah pro celou hřídel. 

{v}3 = [ C ] 3 > 2 • [ C ] 2 i l • [ C ] l i 0 • { v )o = [ C ] 3 , 0 " W o • (5-17) 

Tento postup lze zobecni t pro n prvků 

{V)n = [C]n,n-1 " [C ]»- i ,» -2 " - " [ C ] 2 , l " [ C ] 1 > 0 • {v}0 = [C]n>0 • {v}0 (5-18) 

Je zře jmé, že pokud se vyskytuj í na hřídeli i j iné než délkové prvky, je přenosová mat ice pro 
konkrétn í prvek zvolena podle t ypu prvku (viz. pří loha A). 

5.3 Modelování ložisek 
Ložisko je jeden z případů realizace vazby u hřídele. Existuje mnoho var iant a mode lů , jak lze 
pro ložisko vy tvoř i t přenosovou mat ic i . Některé t y to modely jsou ve lmi jednoduché, j iné 
složitější. Je to závislé na t o m , kolik různých paramet rů ložiska do mat ice zahrneme a kolik 
j ich zanedbáme. Samozřejmě od t oho se také odvíjí složitost výpoč tu a přesnost konkrétn ího 
mode lu . 

Nej jednodušší var ian tou je mode l , ve k terém se celé ložisko nahradí pružnou podporou . 
Podstata náhrady spočívá v redukci všech účinků ložiska na tuhos t pružiny uchycené 
v j ed iném bodě (obr. 5.2). [6] Výhodou t o h o t o mode lu je jednoduchos t , ale nevýhodou je 
zanedbání ostatních pa ramet rů , jako je například reálná šířka ložiska, což ale není tak velké 
zvýšení nepřesnost i , protože často je poměr šířky ložiska vzh ledem k délce celé hřídele 
zanedbatelný. Z t o h o t o důvodu je většina zde uvedených mode lů zjednodušená na působení 
v j ed iném bodě. 

Obr. 5.2 Ložisko: a) reálný model; b) nejjednodušší výpočtový model 
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Další uvedené modely ložisek jsou vy tvořeny pro výpočty t ro j rozměrných př ípadů. Dalo by se 
na ně pohlížet jako na jeden složitý mode l , ze k terého se pos tupným zanedbáváním 
paramet rů stávají mode ly jednodušší, nebo na někol ik samostatných mode lů . Přehled 
paramet rů ložiska je uveden v tab . 5.1 a základní přehled mode lů je uveden v tab. 5.2. 

Tab. 5.1 Parametry ložiska [7] 

paramet r význam paramet r význam 

tuhost ložiska CU t l umen í ložiska 

tuhost uložení ložiska 
Čij t l umen í v uložení ložiska 

mi hmotnos t kroužku ložiska ú) úhlová f rekvence 

Tab. 5.2 Přehled modelů ložiska [7] 

Schéma mode lu Parametry poznámka 

y-<£— -VvVvVv| 

\kzz 

k 
Kyy 
^ZZ 

Tento model je analogický k náhradě 
pružnou podporou s rozdí lem, že je ve 
3D. 

zi 

L 

777. 

\
 c

yy e. 

—3—1 
-

J czz 

777 

cyy 
^zz 

Mode l neuvažuje tuhos t ložiska, počítá 
pouze s jeho t l u m e n í m . 

ZA Cyy 

- - 3 — | 

.j k y y 

' czz 

k 
Kyy 
k 

zz 
cyy 
^zz 

Mode l počítá s tuhost í i t l umen ím 
ložiska, ale nepočítá s hmotnos t í 
kroužku. 

kzz^ 
mz 

kyy kyy & 

k 
Kyy 
k 

Kyy 
k 
^ZZ 
k 

ZZ 

m y 

m 7 

Mode l zahrnuje hmotnos t kroužku 
ložiska a tuhos t jeho uložení. Naopak 
nezahrnuje žádné t lumení . 

Z A 

"kzz^i 

kzz^L 

Cyy Cyy 

lťZZ  

k 

Kyy 
k 

Kyy 
k 
^ZZ 
k 

ZZ 
cyy 
cyy 
^ZZ 
Czz 
m y 

Komplexní mode l zahrnující všechny 
parametry . Působení je rozloženo do os 
y a z. 
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j j cyy \ yyy 

\ \ ^yzrS/ \ T^iS/^ / / ^yy 
i 

«-yy 

h-
^ZZ 
h-
^ZZ 

Komplexní mode l zahrnující všechny j j cyy \ yyy 

\ \ ^yzrS/ \ T^iS/^ / / ^yy 1 cyy 

cyy 

(*ZZ 

parametry . Působení je rozloženo nejen 
do os y a z, ale jsou př idány ještě dvě 
další osy posunuté vždy o 45° vůči y a z. 

(*ZZ 

m\\\\\\\\\w m y 

m 7 

Mode ly uvedené v t a b . 5.2 mají přenosovou mat ic i o vel ikost i 16x16, př ípadně 17x17, pokud 
je fo rmá lně rozšířena. V té to mat ic i je mnoho paramet rů počítaných složi tými rovnicemi 
(úplné znění lze nalézt v [7]). Pro použit í v té to práci jsou modely nevyhovující, protože je 
uvažován pouze dvourozměrný model s ohybem v jedné rovině. 

Vhodný mode l získáme úpravou komplexního mode lu , ve k terém je působení rozloženo 
do os y a z. Úprava tkví v předpok ladu izot ropického ložiska, pro které zavedeme rovnost 
některých paramet rů ( tab. 5.3) a t ím i výrazné zjednodušení přenosové mat ice. [7] 

Tab. 5.3 Zjednodušení parametrů [7] 

k = «-yy — k 
~ ^zz 

k = h 

«-yy 
— k 
~ ^zz 

c = Cyy ~ Czz 

č = Cyy ~ Czz 

m = m y = m z 

'////////, 

Obr. 5.3 Použitý model ložiska 

Za těch to předpok ladů můžeme výsledný přenosový vztah zapsat tak to [7] : 

r W i 1 0 0 0 0 r W -. 
0 1 0 0 0 <p 

M0 = 0 0 1 0 0 M0 

T z 0 0 1 0 T 
- 1 b -0 0 0 0 1- b,a - 1 

(5-19) 

kde 

(k + sc) • (k + sc + s 2 m ) 
z = ^= - —-

k + sc + k + sc + s 2 m 

s = f l pro v y n u c e n é kmi t án í 
s = a) pro v las tn í km i t án í . 

(5-20) 
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Pro dop lnění je zde uveden ještě komplexnější model ložiska (obr. 5.4), který zahrnuje i j eho 
šířku. Mode l ložiska využívá dva ekvivalentní páry pružina a t lumič . Zobrazení je analogické 
pro obě roviny, čímž se opět jedná o t ro j rozměrný mode l . Pomocí di ferenciálních rovnic 
silové a m o m e n t o v é rovnováhy lze posléze sestavit přenosovou mat ic i (úplné znění lze nalézt 
v [8]). 

šířka ložiska 
posouvající síla ve směru 
x (levý/pravý konec) 
ohybový moment ve 
směru y (levý/pravý 
konec) 
tuhost ložiska 
tlumení ložiska 
natočení osy v rovině XZ 
posuv kroužku ložiska 

Obr. 5.4 Model ložiska zahrnující jeho šířku [8] 

5.4 Modelování magnetického tahu 
Magnet ický tah lze při výpoč tu uvažovat jako mechanickou pružinu s obráceným směrem 
působící síly. Vyjdeme- l i z t o h o t o předpok ladu, výsledná mat ice prvku s magnet ickým tahem 
bude velice podobná mat ic i pružné podpory . Jediným rozdílem bude záporné znaménko 
u hodno ty magnet ického tahu ( jednoduše řečeno se jedná o mode l pružiny se zápornou 
tuhost í ) . [6] 

Na rozdíl od mechanické pružiny nebo ložiska však nelze magnet ický tah zjednoduši t 
působiš těm v j ed iném bodě, protože délka oblasti působení je významná vzh ledem k celkové 
délce hřídele. Proto je výsledná přenosová mat ice kombinací jednoduchých prvků hřídele 
s prvkem pružiny se zápornou tuhost í . 

Princip vy tvoření mat ice je ve lmi jednoduchý . Celý prvek s magnet ickým tahem je rozdělen 
na poloviny (mat ice jednoduchého prvku) a mezi nimi jeden prvek pružiny (obr. 5.5). 
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Q 

1^. 7^, 7^. 7^. 7^. 7^. 

O 0 \ \ V 

L/2 

"C M 

L/2 
-K : sH 

a) b) 

Obr. 5.5 Prvek s magnetickým tahem: a) reálný model; b) základní výpočtový model 

Pro zpřesnění výpočtu je dobré rozděl i t prvek na více jak dvě části (obr. 5.6). Při rozdělení 
na více než dvě části je samozře jmě nutné poměrným dí lem i rozděl i t hodno tu magnet ického 
t ahu . [6] 

•Cul 4 

L/5 
«e—sH 

L/5 
< >| 

L/5 
«e—3» 

- C u / 4 

L/5 
«S 5 * 

L/5 
< 5» 

Obr. 5.6 Prvek s magnetickým tahem - přesnější model 
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6 Program Hřídel 
Metoda přenosových mat ic byla použita ve spojení s výpoč tovým a programovacím 
prost ředím Mat lab k vy tvoření p rogramu pro výpočet hřídele. Mat lab není nejvhodnější 
pro t vo rbu uživatelských aplikací, ale na rozdíl od j iných prostředí umí ve lmi dobře pracovat 
s mat icemi . 

Vy tvořený program s názvem Hřídel umožňu je každému uživatel i zadat mater iá lové 
charakter ist iky, geomet r i i , u ložen ia zatížení hřídele. Následně lze vypočí tat p růhybovou čáru 
a př ípadně kri t ické otáčky hřídele. 

Uložení dat 

Zadání charakter ist ik 
hřídele a uložení 

t 

Zadání g( 
a zatížen 

2ometrie 
í hřídele 

Výpočet průhybové 
čáry 

Zobrazení výsledků 

Načtení dat 

v 
Výpočet kri t ických 

otáček 

Zobrazení výsledků 

Obr. 6.1 Schéma programu 
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6.1 Bloky programu 
V té to podkapi to le jsou přiblíženy jedno t l i vé části p rogramu zobrazené na obr. 6.2. 

Hřídel 

C h a r a k t e r i s t i k a hř íde le 

210000 Youngúv modul E [MPa] 

7800 Hustota rkg/m*-3] 

0 Hmotná 

3 Výpočet kritických < 

300000 Pásmo otáček [min*.1] 

Okrajové podmínky 

2 

G e o m e t r i e 

Prvek s magnetickým ta , | v 

Přidat prvek 

Délka L [mm| 

Prúmér D [mm| 

Hmotnost přídavné hmoty m |kg| 

Délka přídavné hmoty Im [mm] 

Magnetický tah Cm [NfmJ 

PoCet íástl prvku s Cm 

Odebrat prvek 

Uložit da ta Nač ís t data Reset Ukončit (£i L P r ů h y b o v á č á r a K r i t i c k é o t á č k y 

pivku 
jinrrtj 

9 5 21 16 7 15 B 

y., -f j "j ...t - f h ..| " I ť I -F 
5 

Obr. 6.2 Hlavní okno programu: 1 - Hlavní nabídka (žlutě), 2 - Charakteristika hřídele (červeně), 
3 - Geometrie (modře), 4 - Manipulační tlačítka (zeleně), 5 - Zobrazovací plocha (černě) 

6.1.1 Charakteristika hřídele 
Blok je umístěn v levém horním rohu, aby bylo i pro uživatele in tu i t ivní , že má být vyplňován 
jako první. Nachází se zde vstupní pole pro zadávání údajů charakter izuj ící hřídel. Uživatel 
zde zadává Youngův modu l a husto tu mater iá lu , ze k terého je počítaná hřídel vyrobená. Dále 
je zde zaškrtávací pole, k terým je vo leno, zda je hřídel hmotná , nebo ne. Je t ím míněno to , 
jest l i počí táme s v l ivem gravi tačního zrychlení. Pokud je hřídel počítána jako hmotná , je 
automat icky počítáno s hodno tou gravi tačního zrychlení g = 9 ,81 m • s~ 2. 

Další položkou je zaškrtávací pole Výpočet kr i t ických otáček (obr. 6.3). Jeho zaškrtnutí je 
nu tné pro možnost počítání kr i t ických otáček (není-li zatrženo, p rogram neumožní výpočet ) . 
Po zaškrtnutí je nutné zadat pásmo otáček, ve kterém bude p rogram kri t ické otáčky 
prověřovat . Zadává se horní mez in terva lu , dolní je 0. Hodnota zadaného pásma je pro 
snadnější zpracování zaokrouhlena nahoru na stovky. Popis výpoč tu kr i t ických otáček je 
uveden v kapi to le 6.3.2. 
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n Výpočet kritických otáček 

Pásmo otáček [min"-"!] 

a) 

0 Výpočet kritických otáček 

Pásmo otáček [minM] 

b) 

300000 

Obr. 6.3 Checkbox Výpočet kritických otáček: a) vypnutý, b) zapnutý 

Posledním úda jem t o h o t o bloku je volba okrajových podmínek (volný konec-volný konec, 
vo lný konec-podpora, podpora-vo lný konec, podpora-podpora) . Je vytvořena pomocí 
přepínačů tak, aby bylo možné mít vybráno právě jeden typ okrajových podmínek (obr. 6.4). 

Okrajové podmínky 

O A O A 

A O A . . . 

Obr. 6.4 Panel Okrajové podmínky 

6.1.2 Geometrie 
V t o m t o bloku uživatel def inu je celou geomet r i i hřídele pomocí jednot l i vých prvků s př ímo 
def inovanými paramet ry (seznam prvků je uveden v t a b . 6.1). Pro různé prvky jsou t y to 
paramet ry odl išné. Po výběru prvku z rozbalovací nabídky se vždy zobrazí obrázek prvku 
s vyznačením vel ičin a vstupní pole pouze pro hodnoty veličin konkré tn ího prvku (obr. 6.5). 

Tab. 6.1 Seznam prvků 

Pořadí 
prvku 

Název prvku 
Počet 

paramet rů 
Schematická 

značka 

1 Prvek hřídele 2 

2 Prvek s př ídavnou h m o t o u 4 
i i 

i i 

3 Prvek s magnet ickým t a h e m 4 

4 
Prvek s magnet ickým tahem a 
př ídavnou hmo tou 

6 
i \ Ia Iaľ i 

ľ i i 

5 Disk 2 
n 

u 

6 Ložisko 5 

7 Pružná podpora 1 > 

8 Skoková změna příčné síly 1 
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Prvek s magnetickým ta. 

Cm 
4 1 1 1 1 1 4 1 

L 

Přidat prvek 

Odebrat prvek 

Délka L [mmj 

Pníimŕr • [mm] 

Magnetický tah Cm [M/m] 

PoCeĚ Části prvku s Cm 

Tuhost k [N*n] 

Odebrat prvek 

a) b) 

Obr. 6.5 Zobrazování různých parametrů pro různé prvky: 
a) prvek s magnetickým tahem, b) pružná podpora 

Po vyplnění údajů je prvek k l iknut ím na t lačí tko Přidat prvek p ř idán a zároveň se 
v zobrazovací ploše ukáže schématická značka a délka prvku. Takto uživatel nadef inuje celou 
hřídel . Počet prvků je z důvodu vel ikost i okna omezen na 40. Pomocí t lačítka Odebrat prvek 
je vždy možné odebra t poslední zobrazený prvek. 

Každý prvek je reprezentován svou vlastní přenosovou maticí. Postupným př idáváním prvků 
se t y t o mat ice řadí za sebe do j e d n o h o pole matic. Přidávání prvku hřídele s magnet ickým 
t a h e m (s/bez přídavné hmoty) je o něco složitější, protože výsledná přenosová mat ice je 
kombinací mat ic prvku pružiny a obyče jného prvku, jej ichž počet je různý (def inovaný 
uživate lem). Tento prvek je tedy do pole uložen jako další pole mat ic . Výsledná st ruktura 
pole přenosových mat ic je tedy dvouúrovňová ( tvořená mat icemi a pol i mat ic) . 

1 2 3 4 5 
<5x5 sym> <5x5 sym> < l x 3 cell> <5x5 sym> <5x5 double> 

<5x5 sym> <5x5 double> <5x5 sym> 

Obr. 6.6 Dvouúrovňová struktura výsledného cell pole (sym - matice obsahující symbolické 
proměnné, double - matice obsahující pouze proměnné typu double) 

Při př idávání prvků se v programu tvoř í dvě různá pole. Jedno z nich je t vo řeno základními 
mat icemi prvků a d ruhé je t vo řeno mat icemi pro rotující prvky. První je t vo řeno vždy 
a využívá se při výpoč tu průhybové čáry. Druhé je využíváno k určení kr i t ických otáček a tvoř í 
se pouze v případě zaškrtnutí t o h o t o výpoč tu . 

6.1.3 Manipulační tlačítka a hlavní nabídka 
Nabídka v horní liště obsahuje všechny příkazy, které program umožňu je . Pro snadnější 
ovládání p rogramu jsou nejdůležitější příkazy v pásu manipulačních t lačí tek. Pomocí t lačítek 
Uložit a Načíst data je možné svoji práci načíst nebo naopak uložit do f o r m á t u .mat. Ukládají 
se pouze hodno ty zadané už ivate lem v blocích Charakterist ika hřídele a Geometr ie . 
Neukládají se výsledky výpoč tu . Zároveň při načítání dat jsou vymazána všechna aktuálně 
zadaná data. Další dvě tlačítka jsou Reset a Ukonči t . Reset vymaže všechna zadaná data 
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a Ukonči t ukončuje celý p rogram. Při ukončování programu pomoc í t lačítka ukonči t je 
zobrazen dialog o uložení dat (obr. 6.7). 

D Ukončit EU S3 

C • J C h c e t e u l o ž i t d a t a ? 

Uložit Neukládat Storno 

Obr. 6.7 Ukončovací dialog programu 

Poslední dvě tlačítka (Průhybová čára a Kritické otáčky) jsou zvýrazněná, neboť se jedná 
o t lačítka výpoč tu . Princip výpočtu a reprezentace výsledků je popsán dále. 

V nabídce pak lze nalézt ještě položku Nápověda, která obsahuje samo tnou nápovědu k práci 
s p rogramem a údaje o programu (obr. 6.8). 

El S3 

Princip ovládání programu; 

; Wi u d M i tdqú j * nutí** foufrm OtMUmou l*ítoi 

CaM CharkteritUIn J hŕ i t f * l ( 

Uddk* Tlŕ lú titíl (o nulito r̂Unn pF*d taáhvinim prvků. 
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Obr. 6.8 Okno Nápověda (a) a O programu (b) 

6.2 Kontroly vstupů a varování 
V průběhu zadávání hodnot je uživatel v některých případech varován o nesprávnost i zadání 
nebo důsledcích uživatelem zadané hodnoty . Konkrétně se jedná o varovné nebo chybové 
dialogy zobrazené v tab . 6.2. 

Tab. 6.2 Varování a chybové hlášky 

Událost Typ Znění Efekt 

Zadávání pásma 
otáček 

Varování Rozsah otáček je nutné zadat 
před zadáváním prvků. 
Po zadání prvků lze pásmo 
př ípadně zmenšit . 
Čírn větší bude pásmo otáček, t ím 
déle bude t rvat výpočet krit ických 
otáček. 

Pouze in format ivn í 
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Dosažení 
maximálního počtu 
prvků 

Varování Dosažen maximální počet prvků Nelze zadat další 
prvek 

Zadávání prvku 
Ložisko 

Varování Nevyplněna tuhost uložení 
kroužku. Počítáno s nal isovaným 
ložiskem. 

Při výpočtu je 
uvažováno 
s nal isovaným 
ložiskem 

Zadávání prvku 
s př ídavnou h m o t o u 

Chyba Délka přídavné hmo ty je větší než 
délka prvku. 
Nastaveno L = Im. 

Při př idání prvku je 
upravena délka 
přídavné hmoty 

Zadávání prvku 
s magnet ickým 
t a h e m 

Chyba Počet částí musí být př irozené 
číslo. 

Při př idání prvku je 
počet částí nastaven 
na nejbližší př i rozené 
číslo 

Zadávání prvku 
s magnet ickým 
t a h e m 

Chyba Počet částí musí být alespoň 2. Při př idání prvku je 
počet částí nastaven 
na 2 

Po kl iknutí na j edno ze dvou t lačí tek výpočtu (Průhybová čára nebo Krit ické otáčky) je 
provedena kontro la paramet rů uvedených v t a b . 6.3. Výpočet nezačne, pokud nebudou 
všechny kont ro ly úspěšně provedeny. 

Tab. 6.3 Kontrola parametrů 

Událost Typ Znění Efekt 

Výpočet Chyba Zadej te Youngův modu l E Výpočet neproběhne 
Výpočet Chyba Zadej te hustotu Výpočet neproběhne 
Výpočet Chyba Zadej te alespoň jeden prvek Výpočet neproběhne 
Výpočet Varování Hřídel není hmotná Pouze in format ivn í 
Krit ické otáčky Chyba Nenastaveny paramet ry pro výpočet Výpočet neproběhne 
Krit ické otáčky Chyba Zadej te pásmo otáček Výpočet neproběhne 
Krit ické otáčky Chyba Po zadání prvků bylo zvětšeno pásmo 

otáček 
Výpočet neproběhne 

Varování m 23 

D o s a ž e n max imá ln í poče t p rvků 

OK 

a) b ) 

Obr. 6.9 Varovný (a) a Chybový dialog (b) 

29 



6.3 Výpočet 
Výpočet je rozdělen na dvě části - Průhybová čára a Krit ické otáčky. Schematicky je výpočet 
zobrazen na obr. 6.10 (v obrázku jsou dvě části odl išeny barevně: Průhybová čára modře , 
Krit ické otáčky žlutě). 

Dvouúrovňové pole 
přenosových matic 

v 

Výpočet Jednoúrovňové pole Nahrazení symbo
přenosových matic lických proměnných 

Násobení mat ic 
v poli 

Celková přenosová 
mat ice |" 

Vektor v„ Výpočet všech 
stavových vek to rů 

Reakce ve vazbách 

Determinant 
subsoustavy 

Krit ické otáčky 

Zobrazení výsledků 

Obr. 6.10 Struktura výpočtu 

Do výpočtu vstupuje dvouúrovňové pole přenosových matic. Prvním krokem výpočtu je 
převedení v íceúrovňového pole na pole jednoúrovňové . Následně jsou nahrazeny 
symbol ické p roměnné konkré tn ími hodno tami . Těmi to p roměnnými jsou Youngův modu l , 
hustota a gravi tační zrychlení. Toto řešení umožňuje měn i t před spuštěním nového výpočtu 
mater iá l hřídele bez nutnost i zadávání celé geomet r ie znovu. Program to to umožňu je pouze 
u výpoč tu průhybové čáry, u výpoč tu kr i t ických otáček ta to možnost byla odstraněna 
z důvodu velké časové náročnost i . 

Dalším krokem je vy tvoření celkové přenosové mat ice. Je to vyřešeno p o m o c í / o r cyklu, kdy 
jsou mat ice postupně násobeny od konce pole. T ímto získáme přenosový vztah (6-1) mezi 
pravým a levým koncem hřídele. 
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1 

(6-1) 

Ve vztahu (6-1) jsou podle zadaného uložení dosazeny okrajové podmínky ( tab. 6.4). 

Tab. 6.4 Okrajové podmínky podle uložení [6] 

Uložení Schéma Okra jové podmínky 

Volný konec i 
M o = 0 
T = 0 

Tuhá podpora A i 
////// 

w = 0 
M o = 0 

6.3.1 Výpočet průhybové čáry a reakcí ve vazbách 
Při výpoč tu průhybové čáry je následně postupováno tak, že získáme soustavu dvou 
l ineárních rovnic. Toho docí l íme zrušením sloupců, ve kterých je hodno ta stavového vek toru 
levého konce {v}0 nulová, a řádků s nenu lovou hodno tou stavového vek to ru pravého konce 
{v}i, ve vztahu (6-1). Zároveň rušíme i poslední řádek, který f o rmá lně nemá žádný 
význam. [6] Výsledná soustava vypadá tak to (pro uložení s vo lnými konci) : 

u 

UMW 

u. 
M 

T<p ~ ~ FT 

M<p~\ \ w 0 

U- \-<Po\r + 

- rW-. 
<P 
0 
0 

i,0 1 

M 

(6-2) 

(6-3) 

Z t é t o soustavy lze pak již snadno vypočí ta t chybějící hodnoty s tavového vek toru levého 
konce {v}0. Pro případ s vo lnými konci je výsledný vektor 

v0 = [ w 0 (po 0 0 l ] 7 (6-4) 

Za pomoc i t o h o t o vek toru a přenosových mat ic jednot l ivých prvků vypoč teme jednot l i vé 
stavové vek tory po celé délce hřídele. Tyto vektory jsou uloženy do výsledné matice 
a následně je z t é to mat ice zobrazena průhybová čára. [6] 

Při zadávání prvků hřídele, které charakter izuj í vazbu (ložisko a pružná podpora) je do 
pomocné p roměnné uložena in fo rmace, že se jedná o vazbu. Pokud je zadána okrajová 
podmínka s podporou , je počítána i reakce na podepřeném konci hřídele. V té to části 
výpoč tu jsou vybrány stavové vek to ry v místech s vazbou a počítána hodnota reakce. 
Vel ikost reakce je stanovena změnou posouvající síly mezi levým a p ravým bodem vazby. Lze 
to popsat následujícím vztahem [6] 

Ri — F j + i — Tt (6-5) 
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Takto program pomocí cyklu pro jde celou hřídel a spočítá všechny vazby. Po vypočítání všech 
vazeb se o tevře nové okno se zobrazením výsledků. 

6.3.2 Výpočet kritických otáček 
Při výpoč tu kr i t ických otáček hřídele opě t vycházíme z celkové přenosové mat ice, která je 
vytvořena mat icemi pro rotující prvky (viz příloha A). 

- w - 0\vw 0\v(p OwM 

<p 0(pM < v 
M0 OMW OM<P OMM 0 M T 

L j J i 0T<p OTM Ofj 7  

• w 

(6-6) 

i,o 

Následně opět rušíme sloupce a řádky podle okrajových podmínek (ste jně jako při výpočtu 
průhybové čáry). Vztah (6-6) se nám t ím to zjednoduší na soustavu dvou rovnic (pro uložení 
s vo lnými konci) . [6] 

rO] _ \OMW UM(p~\ rw 0 n 
U ť ~ [0TW 0 T ( P \ ' [<Po\0 

0» 
(6-7) 

Tato soustava obsahuje dvě neznámé stavového vek to ru {v}0 a ješ tě neznámou úhlovou 
f rekvenci ÍL Ma temat i cky je dáno, že pro soustavu rovnic ve tvaru [A] • { x } = {b} existuje 
j iné než netr iv iální řešení ( { x } = 0) , pokud se de te rm inan t matice [A] rovná nule. To to může 
nastat pro urč i té hodnoty úhlové f rekvence fí. Tyto hodnoty jsou pak h ledanými kr i t ickými 
f rekvencemi o) r, ze kterých vypoč teme kri t ické otáčky hřídele (vztah (6-9)) . [6] 

det 
0 Mw 0 Mq> 
0 Tw 0 T<p 

= 0 CO: 

Nki = 
60 • 6) r 

2 -7T 
[min - 1] 

(6-8) 

(6-9) 

Hledání úhlových f rekvencí je řešeno pos tupným dosazováním úhlové f rekvence í l 
pro nastavené pásmo otáček. V p rogramu je to realizováno tak, že př i t vo rbě pole mat ic je 
pro každou stou f rekvenci vy tvořen další řádek (každá stá frekvence je dosazována z důvodu 
urychlení výpočtu) . Při dosazování úhlových f rekvencí pak výpočet pos tupně prochází přes 
všechny řádky. 

Následně jsou posuzovány dvě po sobě jdoucí hodno ty de te rm inan tu . Jakmile je nalezena 
dvoj ice hodnot , kdy je první kladná a druhá záporná nebo naopak, je j is té, že hodnota 
kr i t ických otáček leží mezi o táčkami odpovídaj ícími t ě m t o h o d n o t á m de te rm inan tu . 
Následně je ve výpočtu použita numer ická metoda půlení in tervalů pro nalezení výsledné 
hodno ty kr i t ických otáček. 

Takto program pomocí cyklu pro jde celé zadané pásmo a spočítá všechny kri t ické otáčky. 
Poté se o tevře nové okno se zobrazením výsledků. 

Princip me tody půlení intervalů lze shrnout tak, že máme funkci y = / ( x ) , jejíž kořen 
h ledáme v intervalu ( a ; b). Zavedeme označení a = a 0 a b = b0. Určíme střed intervalu 

b0-ao pomocí vztahu x 0 = a 0 + Pokud / ( x 0 ) = 0 , pak je právě hodnota x 0 h ledanou 
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hodno tou kořene, j inak je znaménko / ( x 0 ) shodné buď s / ( a 0 ) , nebo f(b0). Je-li znaménko 
f(x0) shodné s / ( a 0 ) , nachází se kořen v in tervalu ( x 0 ; b0). Proto urč íme nové koncové 
body intervalu jako a x = x 0 a bx = fr0. V opačném případě, kdy j sou znaménka / ( x 0 ) 
a f(b0) shodná, jsou nové koncové body intervalu a x = a 0 a Ď x = x 0 . Takto opaku jeme 
postup na intervalech (a±; (a2; b2),- až do té doby, než sp ln íme předem zadanou 
přesnost. [9] 

y 

f (a) -

f (b) -

a , x . 

a 2 x 2 b 2 

Obr. 6.11 Metoda půlení intervalů [9] 

6.4 Reprezentace výsledků 
Po dokončení výpoč tu se v novém okně zobrazí výsledky. V případě výpoč tu průhybové čáry 
se zobrazí graf p růhybové čáry hřídele (obr. 6.12). Součástí okna jsou také nástroje pro práci 
s g ra fem (přiblížení a oddálení poh ledu , posun pohledu a kurzor zobrazující konkrétní 
hodno ty grafu) . Společně s p růhybovou čárou jsou v grafu naznačena místa reakcí a vedle 
vypsány je j ich hodno ty (číslování reakcí je zleva). Uživatel má také možnost zobrazit data 
v tex tovém výpisu (obr. 6.14), kde uvidí ve sloupcích vedle sebe p růhyb hřídele v konkrétní 
vzdálenost i od počátku hřídele (levý konec) a dále reakce ve vazbách. 

• r,.. ,.i,n„iv.i,MM.iE,..ikí Mzoicn 
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Obr. 6.12 Výsledná průhybové čára a reakce ve vazbách 
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Po ukončení výpočtu kri t ických otáček je zobrazeno podobné okno se s te jnými nástroj i (obr. 
6.13). V okně grafu je zobrazena křivka de te rm inan tu v závislosti na otáčkách hřídele. Dále 
jsou v grafu vyznačeny hodnoty kr i t ických otáček, které jsou vedle vypsány. Uživatel má opět 
možnost zobrazit tex tový výpis dat. 

Obr. 6.13 Výsledné kritické otáčky Obr. 6.14 Textový výpis výsledků 

6.5 Přenos aplikace 
Jednou z nevýhod tvo rby uživatelské apl ikace v prostředí Mat lab je jej í d is t r ibuce. Pro t vo rbu 
výsledného spust i te lného souboru využívá program vlastní komp i lá to r s názvem MCR, který 
je různý pro každou verzi (pro verzi Mat labu R2012b je t o verze MCR 8.0). Základní 
nevýhodou je různost verzí. Výsledná vytvořená aplikace je spust i te lná pouze v systému, ve 
k te rém je nainstalovaná stejná verze Ma t labu , v jaké byla aplikace vy tvořena . Jako náhradu 
celého programu lze nainstalovat pouze samostatný kompi lá tor , který lze s táhnout 
z in te rnetových stránek výrobce Ma t l abu , f i rmy Mathworks . Další možnost í je spouštět 
p rogram přes skript hr idel .m (je k t o m u potřeba program Mat lab, ale nezáleží na jeho verzi). 

34 



7 Metoda konečných prvků 
Pro výpočet pomocí metody konečných prvků je použit program ANSYS. Je t o sof tware, který 
je v inženýrské praxi velmi používaný pro řešení ve lkého množství různorodých p rob lémů. 
Kapitola se zabývá řešením p růhybu a kri t ických otáček za použi t í prostředí Ansys 
Workbench . 

7.1 MKP elementy 
Při vo lbě konečně prvkových e lemen tů v t o m t o případě je vhodné uvažovat tak, aby pro obě 
analýzy (stat ickou i modáln i ) bylo možné využít stejných prvků. Z t o h o t o důvodu jsou voleny 
e lementy podporuj ící gyroskopický e fek t , což nám umožní možnost výpoč tu dynamiky ro to ru 
(kr i t ické otáčky). Zároveň jsou také t y t o prvky vo leny z důvodu , že je program Ansys 
Workbench nabízí jako výchozí. 

7.1.1 BEAM 188 
Prutový prostorový prvek, který má dva uzly plus jeden vol i te lný sloužící pro prostorovou 
or ientaci prvku. Má šest s tupňů vo lnost i v každém uzlu (posuvy ve srněru x, y a z a rotace 
ko lem těch to os). [10] 

7.1.2 SOLID 187 
Tento e lement je prostorový ve tva ru č tyřs těnu s deset i uzly (obr. 7.2). V každém uzlu má 3 
s tupně volnost i (posuvy ve směru x, y a z). Je vhodný pro modelování složitých 
i nepravidelných tva rů . [10] 

z 

Obr. 7.1 Element BEAM188 [10] 

L 

J 

K 

Obr. 7.2 Element SOLID187 [10] 
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7.1.3 MASS21 
Element je def inovaný jako jeden uzel (obr. 7.3), který má šest s tupňů volnost i (posuvy 
ve směru x, y a z a rotace kolem těch to os). V uzlu jsou soust ředěny složky hmotnos t i 
ve směrech souřadného systému a m o m e n t y setrvačnost i k t ě m t o osám. [10] V programu 
Ansys Workbench je zadáván jako Point Mass. 

7.1.4 COMBIN14 
Element je použi te lný jako podélný nebo torzní 1-D, 2-D nebo 3-D prvek typu pružina-t lumič 
(obr. 7.4). Použití možnost i podé lného prvku je možné jako jednoosý e lemen t tah-t lak, který 
může mít až t ř i s tupně volnost i v každém uzlu, posuvy ve směru (x, y a z). [10] V programu 
Ansys Workbench je zadáván jako Spring. 

Lze je j využít pro jednoduchý mode l uložení v ložisku, který je vy tvo řen za pomocí dvou 
e lementů (obr. 7.5). Při vy tvoření ložiska t ím to způsobem lze použít pouze koef ic ienty 
tuhost i ložiska K x x a K y y a t lumení C x x a Cyy. Je také vhodný pro modelaci magnet ického tahu . 

Z Mx, My, M z 

Obr. 7.3 Element MASS21 [10] 

J 

Obr. 7.4 Element COMBIN14 [10] 

Y 

i 

Obr. 7.5 Modelování ložiska za pomocí dvou elementů typu COMBIN14 
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7.1.5 C0MBI214 
Je t o rovinný e lement sloužící pro modelování uložení v ložisku (obr. 7.6). Má dva uzly plus 
jeden vol i te lný. V každém uzlu má dva stupně volnost i (posuvy v x a y nebo z). Nemá žádnou 
hmotnos t . Pokud je nutné s hmotnos t í počítat, musí být dodána pomoc í e lementu MASS21. 
[10] Lze j ím mode lovat i magnet ický tah . V programu Ansys Workbench je zadáván jako 
Bearing. 

K (volitelný) 

Obr. 7.6 Element COMBI214 [10] 

7.1.6 Bushing Joint (MPC184) 
Další možností , jak v programu Ansys Workbench zadat ložisko je vazba Bushing Joint. 
Po přiřazení t o h o t o prvku ke geomet r i i lze zadat mat ice tuhost i a t l u m e n í ložiska. Tato vazba 
je reprezentována e lemen tem MPC184. Prvek má šest s tupňů volnost i (posuvy ve směru x, y 
a z a rotace kolem těch to os), z nichž m o h o u být všechny omezeny zadanými parametry . [10] 

7.2 Magnetický tah 
Pro názornou ukázku zadání působení magnet ického tahu byl vy t vo řen jednoduchý model 
v prostředí Ansys Workbench (obr. 7.7). Mode l je vy tvořen pomoc í prvků BEAM188 
s nastavením p růměrů pomocí Cross Section. Přídavná hmota je př idána příkazem Point 
Mass. Vazby jsou realizovány s využ i t ím Remote Displacement a zatížení gravitací pomocí 
Standart Earth Gravity. Vazba Remote Displacement umožňuje zadat okrajové podmínky 
pomocí vzdálených bodů (nemusejí ležet př ímo na geometr i i tě lesa). Lze zadat omezení 
posuvů a rotace ve všech směrech. [10] 
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Obr. 7.7 Model pro demonstraci zadání magnetického tahu 

Modelace magnet ického tahu lze obecně provést dvoj ím způsobem. Prvním z nich je i terační 
př ístup, kdy je nejprve vypočten p růhyb hřídele způsobený gravi tační si lou, poté je 
vypočtena ohybová tuhost hř ídele. Následně je tuhost přepočí tána na ekvivalentní 
s uvažováním gravi tační i magnet ické síly. Nakonec je výsledný p růhyb vypočí tán na základě 
ekvivalentní tuhos t i . Druhým způsobem je přímé modelování pomoc í prvku pružiny se 
zápornou tuhost í (analogicky s kap i to lou 5.4). Pro t u t o práci je využit d ruhý přístup. 

Při modelování v programu Ansys Workbench nelze standardně zadat pružině zápornou 
tuhos t . Při zadání pružiny Workbench nastaví výchozí e lement t ypu COMBIN14. Chceme-l i je j 
použít pro modelaci magnet ického t a h u , musíme zadat pomocí příkazu Commands (APDL) 
v loženým k def inic i pružiny zápornou tuhost . V příkazu stačí def inovat tuhos t pomocí reálné 
konstanty daného prvku, a t o příkazem R,_sid, -hodnota_mag_tahu (obr . 7.8). Parametr_s/c/ 
nahrazuje číselné označení t ypu prvku, které si program doplňuje au tomat icky . 

Ou t l i ne f C o m m a n d s 
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ffl sA- Coordinate Systems 
- , ' f t i Connections 

Fi • 4 pruzina 1 » 

1 Commands inserted in to th. 
! The mater ia l , type, and r> 
! Active UNIT system i n Wori 
! NOTE: Any data that requ. 
! See Solving i 

]F i t ten N a m e , . El © [ ¥ 
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+ „ ' * ' Construction Geometry 
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• f t Commands (APDL) 
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El S t a t i c S t r u c t u r a l ( A 5 ) 
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JQ, Remote Displacement 
fä„ Remote Displacement 2 

Obr. 7.8 Zadání záporné tuhosti 

Pro zpřesnění výpoč tu lze magnet ický tah def inovat pomocí více pružin (opět viz. kapitola 5.4 
a obr . 5.6). Při použit í více pružin je průhyb hřídele lépe ap rox imován . Byly provedeny 
simulace s použi t ím jedné, t ř í a sedmi pružin. Porovnání hodnot p růhybu středu hřídele 
(zobrazeného na obr . 7.7) v závislosti na počtu pružin jsou uvedeny v t a b . 7 . 1 . 
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Tab. 7.1 Hodnoty průhybu středu hřídele v závislosti na počtu pružin 

magnet ický tah 1 pružina 3 pružiny 7 pružin 

[JV • mm' 1] [mm] [mm] [mm] 

1 0,09275 0,09275 0,09275 

10 0,09282 0,09281 0,09280 
100 0,09355 0,09337 0,09331 

1000 0,10143 0,09944 0,09875 
5000 0,16222 0,13986 0,13330 

10000 0,64610 0,28466 0,23724 
11000 1,58219 0,35905 0,28113 
12000 9,77915 0,47763 0,34110 

Z hodnot v tabulce je v idět , že pokud je použi to více pružin, je průhyb lépe aprox imován. 
Postupným zvětšováním vel ikost i hodno ty magnet ického tahu roste i průhyb hřídele. 
Při zadání vysokých hodnot výpočet přestává být l ineární a posléze přestává dávat 
akceptovate lné výsledky. V grafu na obr. 7.9 jsou graf icky znázorněny výsledky z tab . 7 .1 . 
Je v idět , že při použit í pouze jedné pružiny výpočet přestává být l ineární pro nižší hodno ty 
magnet ického tahu . 

ého t a h u 

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 
m a g n e t i c k ý t a h [ N / m m ] 

Obr. 7.9 Graf závislosti prhybu středu hřídele na velikosti magnetického tahu 

7.3 Řešení průhybu 
Pro řešení p růhybu hřídele je zvolen blok analýzy Static Structural (obr. 7.10), ve k te rém jsou 
nejdříve nastaveny mater iá lové hodno ty (řádek 2 - Engineering Data). Následně je 
v modelář i (řádek 3 - Geomet ry ) vy tvořen mode l ro to ru . Třet ím krokem je nastavení mode lu 
(řádek 4 - Mode l ) . 
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6 Í Í Solution • A 
7 ^ Results A 

Static Structural 

Obr. 7.10 Blok analýzy Static Structural 

Pokud je model t vo řen pomocí SOLID prvků, lze pro pozdější zobrazení průhybové čáry 
v bloku Construct ion Geomet ry vy tvoř i t cestu (Path) zadáním souřadnic koncových bodů 
st řednice. Druhým krokem je blok Connect ions a zadání ložisek a magnet ického tahu . Je to 
real izováno pomocí pružinových prvků (COMBIN14) z nabídky Body-Ground (postup dle 
kapi tol 7.1 a 7.2). Mode lování ložiska pomocí těch to prvků je dostačující, ale pokud chceme 
přesnější mode l , lze ložiska mode lova t pomocí vazby Bushig Joint ze stejné nabídky. 
Posledním nastavením mode lu je konečně prvková síť. V nabídce je upravena vel ikost 
e lementů a nastavení ploch pro mapovanou síť, případně přidání m e t o d y vytvoření sítě. 

Čtvr tým krokem je nastavení analýzy, zatížení a dalších vazeb (řádek 5 - Setup). Pro ten to 
případ je zde použi to z nabídky Inert ia l zatížení gravitací (Standart Earth Gravity) a případně 
modelace vazeb pomocí Remote Displacement (v případě, že nejsou nastavována ložiska 
prvkem pružiny nebo vazbou Bushing Joint) . Následuje nastavení analýzy (obr. 7.11). Pro 
zpřesnění je výpočet rozdělen na více kroků pomocí nastavení Au to T ime Settings na zapnuto 
a def inování pomocí Substeps. Pro zrychlení výpočtu lze ještě nastavit řešič na Direct Solver. 

Detai ls o f "Analysis Sett ings" * 
- Step Controls 

Number Of Steps 1. 
Current Step Number 1, 
Step End Tir-ie 1 ,s 
Au to Time Stepping O n 
Define By Substeps 
Initial Substeps 5. 
Min imum Substeps 1. 
Maximum Substeps 10. 

- Solver Controls 
Solver Type Direct 
Weak Springs Program Control led 
Large Deflection Off 
Inertia Relief Off 

Obr. 7.11 Nastavení statické analýzy v programu Ansys Workbench 

Posledním krokem je nastavení zobrazení výsledků (řádek 6 - Solut ion). Zobrazení 
p růhybové čáry je docí leno pomocí Direct ional Deformat ion , u k te rého nastavíme Scoping 
m e t h o d na Path a or ientaci pro zvolenou osu. Pro zobrazení reakcí ve vazbách je použi to 
Spring Probe, když jsou ložiska modelována pruž inou, Joint Probe při modelaci vazbou 
Bushing Joint, nebo Probe Force Reaction při modelaci vazeb pomocí Remote Displacement. 
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7.4 Dynamika rotoru 
Pro výpočet kr i t ických otáček je použita modá ln i analýza. Pro úplnost j e zde uvedeno několik 

po jmů z dynamiky ro to rů , které je vhodné znát. 

7.4.1 Souběžná a protiběžná precese 
Jakmile se ro tor otáčí, dochází k jeho p růhybu. Tím dochází k t o m u , že se střed hřídele začne 

pohybovat po kruhové nebo el ipsovi té t ra jek tor i i , což je označováno jako precese (kroužení). 

Rozeznáváme dva druhy, a t o souběžnou (regulární), při které střed hřídele krouží 

ve s te jném směru jako je smysl o táčení ro to ru , a pro t iběžnou, při k te ré je směr kroužení 

opačný než smysl otáčení ro toru (obr. 7.12). [13] 

s m ě r o táčen í h ř í de le 

smer 
kroužení, 
souběžná 
precese 

směr kroužení, 
protiběžná precese y 

Obr. 7.12 Souřadnicový systém a precese [13] 

7.4.2 Gyroskopický efekt 
Pokud ro to r vykonává precesní pohyb, vzniká gyroskopický m o m e n t , jehož osa je kolmá 

k o s e rotace hřídele i kose kroužení. Vliv gyroskopického m o m e n t u se projeví závislostí 

vlastních úhlových f rekvencí na otáčkách. M o m e n t snižuje průhyb hřídele, a p ro to jeho 

uvažováním při výpočtu docí l íme zvýšení hodnot kr i t ických otáček. [13] 

7.4.3 Campbellův diagram 
V dynamice ro torových soustav slouží ke graf ickému vyjádření závislosti vlastních frekvencí 

na otáčkách hřídele. Rozlišujeme t ř i př ípady podle symetr ičnost i u ložení hřídele a s oh ledem 

na gyroskopické účinky (obr. 7.13). [13] 

1. Bez gyroskopických e fek tů a symetr ické uložení hřídele 

2. S gyroskopickými efekty a symetr ické uložení hřídele 

3. S gyroskopickými efekty a nesymetr ickým uložením 
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kr i t ické otáčky otáčky hřídele 

Obr. 7.13 Zobrazení Cambellova diagramu [13] 

Campbell Diagram 

Obr. 7.14 Cambellův diagram v programu Ansys Workbench 

7.5 Modálni analýza 
Pro řešení kr i t ických otáček hřídele je zvolen blok analýzy M o d a l (obr. 7.15 blok B). 
Nastavení mater iá lových hodnot , geomet r i e a mode lu je stejné j ako při stat ické analýze 
(kapitola 7.3) nebo lze analýzy v t ěch to bodech propoj i t (obr. 7.15). Jediný rozdíl v nastavení 
mode lu modá ln i analýzy je zpř ístupnění použit í vazby Bearing z bloku Connect ions, která je 
realizovaná prvkem COMBI214. Zde je možné zadávat kladné i záporné hodnoty ( tuhost 
a t lumení ) , takže není nutné zadávat je pomocí příkazu Command. Lze zde tak to tedy zadat 

42 



i magnet ický tah , u kterého však zadáváme pouze tuhos t v hlavních směrech ( k y y a k z z, pokud 
je osou rotace osa x). Pokud nechceme použít těch to vazeb, lze o p ě t ložiska mode lovat 
pomocí pruž inového prvku COMBIM14 nebo vazbou Bushing Joint a magnet ický tah 
def inovat pruž inovým prvkem COMBIN14. 

A 

• 

B 

1 s Static Structural 

• 
i ! f Modal 

2 # Engineering Data • A - • 2 # Engineering Data V A 

3 © Geometry • A \ • 3 (ig) Geomet r / • ^ 

4 # Mode) / A 

• 
4 # Model • i < 

5 i ; Setup • A 

• 

5 tSi Setup • ^ 

6 i* | Solution • A 

• 

6 Solution • d 

7 & Results • A \ 

• 

7 d Results • A 

Static Structural Modal 

Obr. 7.15 Propojení bloků analýz (blok A - statická, blok B - modálni) 

Při nastavování analýzy je nu tné zohledni t , zda je model t l umený nebo ne t lumený a jest l i 
uvažujeme analýzu bez rotace nebo s rotací. Chceme-l i získat pouze v lastní f rekvence ro toru 
bez otáčení, není nu tné zadávat žádné zatížení, pouze zadáme, kol ik vlastních frekvencí 
chceme vypočí tat . 

V dalších případech je uvažováno vždy s modá ln i analýzou za ro tace. Proto je nutné 
z nabídky Inert ial zadat úh lovou rychlost otáčení (Rotat ional Veloc i ty) . V nastavení analýzy 
(obr. 7.16) nastavíme pro t l umenou soustavu řešič na Damped. Pokračujeme nastavením 
dynamiky ro to ru (Rotordynamics Controls). Pro zahrnutí gyroskopického m o m e n t u 
nastavíme Coriolis Effecct na zapnuto. Pro zobrazení vlastních f rekvencí rotuj ícího ro to ru pro 
různý rozsah otáček využi jeme Cambel lův d iagram. Nastavíme Campbel l Diagram na zapnuto 
a v nabídce Number of Points zvol íme počet provozních otáček, p ro které bude diagram 
t vo řen . Tyto hodno ty pak nastavíme v nastavení úhlové rychlost i . Posledním krokem je 
nastavení zobrazení Cambellova d iagramu z nabídky Solut ion. 

Detai ls o f "Analysis Sett ings" 9 

- Options 
Max Modes to Find 3 
Limit Search to Range No 

- Solver Controls 
Damped Yes 
Solver Type Reduced Damped 
Store Complex Solution Yes 

- Rotordynamics Controls 
Coriolis E~ec: On 
Campbell Diagram On 
Number of Points IS 
Mode Reuse Program Control led 

* Output Controls 
* Damping Controls 
* Analysis Data Management 

Obr. 7.16 Nastavení modálni analýzy v programu Ansys Workbench 
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8 Výsledky 
Pro porovnání výsledků jsou zvoleny dva modely . První je ro tor e l ek t romo to ru , jehož 
geomet r ie a zatížení jsou převzaty z [3] . Druhý je mode l ro to ru se rvomoto ru převzatý z [6]. 
Pro každý ro to r je v p rogramu Hřídel a v p rogramu Ansys Workbench vypočítána průhybová 
čára, reakce ve vazbách a kr i t ické otáčky. Výsledky jsou následně porovnány. 

8.1 Rotor elektromotoru 
Geomet r ie mode lu je znázorněna na obr. 8 . 1 . Pro výpočet byly zvoleny paramet ry ložisek 
a magnet ického tahu , které jsou uvedeny v tab . 8.1 

250 

J 
m 

290 940 22,5 - -
m = 1 020 kg 

1 
O O 

i 

ts 

\ 

A A a n n h A n n h n a n 

Obr. 8.1 Geometrie rotoru elektromotoru [3] 

Tab. 8.1 Parametry rotoru elektromotoru 

koef ic ienty tuhost i ložisek [N • mm  x] 
k 

l y y 
3- 1 0 7 

^ l z z 3- 1 0 7 

/ ŕ 2 y y 2,8 • 1 0 7 

^ 2 z z 2,8 • 1 0 7 

koef ic ienty t l umen í ložisek [N • s • mm' 1] 

c i y y 1 - 1 0 4 

^• lzz 1 - 1 0 4 

^ 2 y y 8 - 1 0 3 

c2zz 8 - 1 0 3 

koef ic ient tuhost i magnet ického tahu [N • mm' 1] 

Cf4y - 1 - 1 0 5 

CMZ - 1 - 1 0 5 

mater iá lové vlastnost i 
E 2 1 0 0 0 0 MPa 

P 7 8 5 0 kg • m~ 3  

0,3 
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8.1.1 Program Hřídel 
Délka 
prvku 
[mm] 

250 36 24 290 940 100 105 22.5 57.5 20 

I53 i i El  

Obr. 8.2 Geometrie rotoru elektromotoru zadaná v programu Hřídel 
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Obr. 8.3 Zobrazení průhybové čáry rotoru elektromotoru v programu Hřídel 

Tab. 8.2 Hodnoty průhybu rotoru elektromotoru v programu Hřídel 

l w l w l w 
\mm] \mm] \mm] \mm] \mm] \mm] 

0,0 0,04627 932,0 -0,06086 1402,0 -0 ,04961 
250,0 0,01160 979,0 -0,06244 1449,0 -0,04540 
336,0 -0,00028 1026,0 -0,06343 1496,0 -0,04074 
360,0 -0 ,00361 1073,0 -0 ,06381 1543,0 -0,03568 
650,0 -0,04009 1120,0 -0,06356 1590,0 -0,03027 
697,0 -0,04472 1167,0 -0,06270 1690,0 -0,01774 
744,0 -0,04893 1214,0 -0,06124 1795,0 -0,00346 
791,0 -0,05269 1261,0 -0,05917 1817,5 -0,00032 
838,0 -0,05596 1308,0 -0,05653 1875,0 0,00770 
885,0 -0,05869 1355,0 -0,05333 1895,0 0,01049 
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8.1.2 Program Ansys Workbench 

225,00 675,00 

Obr. 8.4 Průhyb rotoru elektromotoru zadaného v programu Ansys Workbench 

I [mm] 

Obr. 8.5 Zobrazení průhybové čáry rotoru elektromotoru v programu Ansys Workbench 

Tab. 8.3 Hodnoty průhybu rotoru elektromotoru v programu Ansys Workbench 

l w l w l w 
[mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm] 

0,0 0,04483 932,0 -0 ,06161 1402,0 -0,05046 
250,0 0,01129 979,0 -0,06322 1449,0 -0 ,04621 
336,0 -0,00036 1026,0 -0,06423 1496,0 -0 ,04151 
360,0 -0,00366 1073,0 -0,06463 1543,0 -0,03639 
650,0 -0,04053 1120,0 -0 ,06441 1590,0 -0,03090 
697,0 -0,04523 1167,0 -0,06356 1690,0 -0,01813 
744,0 -0 ,04951 1214,0 -0,06210 1795,0 -0,00356 
791,0 -0,05333 1261,0 -0,06005 1817,5 -0 ,00041 
838,0 -0,05663 1308,0 -0,05740 1875,0 0,00752 
885,0 -0,05940 1355,0 -0,05419 1895,0 0,01026 
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8.1.3 Porovnání výsledků 

0 500 1000 1500 2000 
0,05 T t , T 1 

-0,07 -L J  

I [mm] 

Obr. 8.6 Porovnání průhybové čáry rotoru elektromotoru pro oba programy 

Tab. 8.4 Odchylky průhybu rotoru elektromotoru pro oba programy 

l odchylka l odchylka l odchylka 
\mm] [%1 \mm] [%1 \mm] [%1 

0,0 1,577 932,0 0,612 1402,0 0,852 
250,0 1,372 979,0 0,614 1449,0 0,889 
336,0 12,186 1026,0 0,624 1496,0 0,937 
360,0 0,737 1073,0 0,642 1543,0 0,982 
650,0 0,540 1120,0 0,660 1590,0 1,027 
697,0 0,571 1167,0 0,678 1690,0 1,085 
744,0 0,585 1214,0 0,702 1795,0 1,369 
791,0 0,600 1261,0 0,735 1817,5 12,161 
838,0 0,595 1308,0 0,763 1875,0 1,191 
885,0 0,602 1355,0 0,801 1895,0 1,089 

Tab. 8.5 Reakce ve vazbách rotoru elektromotoru 

program Hřídel Ansys Workbench odchylka 
\N] \N] [%1 

9 438,1546 9 376,4000 0,328 
9 881,3401 9 917,9000 0,185 
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Tab. 8.6 Kritické otáčky rotoru elektromotoru 

program Hřídel Ansys Workbench odchylka 
\min~ 1] \min~ 1  [%] 

4 011 4 022,1 0,138 
20 180 19 202,7 2,482 
44 238 39 855,5 5,215 
57 649 56 467,9 1,035 

8.2 Rotor servomotoru 
Je zvolena hřídel se rvomotoru AF502 převzatá z [6] . Geometr ie a zatížení jsou znázorněny 
na obr. 8.7., mater iá lové vlastnost i j sou uvedeny v tab . 8.7. 

CM=0,706 MN/m 

\i y u Y " k=51 MN/m 

Z 

16,5 
< • sH 

m r o l=0,325 kg 

26 

k=41 MN/m 

i s 

9,5 

m r 8 S=0,025 kg 

1 
" 51 

\ 

21 
< 5» 

m6,=0,06 kg 

16,7 
< 5» 

15,8 
< 1  

Obr. 8.7 Rotor servomotoru AF502 [6] 

Tab. 8.7 Materiálové vlastnosti hřídele servomotoru AF502 

mater iá lové v lastnost i 
E 2 1 0 0 0 0 MPa 

P 7 8 5 0 kg • m~ 3  

Ii 0,3 

8.2.1 Program Hřídel 

40 16.5 0 

Obr. 8.8 Geometrie hřídele servomotoru AF502 zadaná v programu Hřídel 
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Obr. 8.9 Zobrazení průhybové čáry hřídele servomotoru AF502 v programu Hřídel 

Tab. 8.8 Hodnoty průhybu hřídele servomotoru AF502 v programu Hřídel 

l w l w l w 
\mm] \mm] \mm] \mm] \mm] \mm] 
0,00 -5,4702E-05 72,00 -5,8079E-05 91,50 -7,8135E-05 

40,00 -5,4394E-05 75,25 -6,0088E-05 95,50 -8,6314E-05 
56,50 -5,3914E-05 78,50 -6,2554E-05 105,00 - l ,1863E-04 
62,50 -5,4854E-05 81,75 -6,5506E-05 126,00 -2,6694E-04 
65,50 -5,5510E-05 85,00 -6,9010E-05 142,70 -4,4572E-04 
68,75 -5,6537E-05 88,25 -7,3172E-05 158,50 -6,3575E-04 
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8.2.2 Program Ansys Workbench 

22,50 67,50 

Obr. 8.10 Průhyb hřídele servomotoru AF502 zadané v programu Ansys Workbench 

158.S 

||mm] 

Obr. 8.11 Zobrazení průhybové čáry hřídele servomotoru AF502 v programu Ansys Workbench 

Tab. 8.9 Hodnoty průhybu hřídele servomotoru AF502 v programu Ansys Workbench 

l w l w l w 
\mm] \mm] \mm] \mm] \mm] \mm] 
0,00 -7,1154E-05 72,00 -5,8335E-05 91,50 -7,7699E-05 

40,00 -5,6206E-05 75,25 -6,0524E-05 95,50 -8,5916E-05 
56,50 -5,3914E-05 78,50 -6,3056E-05 105,00 - l ,1998E-04 
62,50 -5,4485E-05 81,75 -6,5964E-05 126,00 -2,8015E-04 
65,50 -5,5190E-05 85,00 -6,9294E-05 142,70 -4,7677E-04 
68,75 -5,6512E-05 88,25 -7,3116E-05 158,50 -6,8926E-04 
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8.2.3 Porovnání výsledků 
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Obr. 8.12 Porovnání průhybové čáry servomotoru AF502 pro oba programy 

Tab. 8.10 Odchylky průhybu hřídele servomotoru AF502 pro oba programy 

l odchylka l odchylka l odchylka 
[mm] [%] [mm] [%] [mm] [%] 
0,00 13,072 72,00 0,220 91,50 0,280 

40,00 1,638 75,25 0,361 95,50 0,231 
56,50 0,000 78,50 0,400 105,00 0,566 
62,50 0,337 81,75 0,348 126,00 2,415 
65,50 0,289 85,00 0,205 142,70 3,366 
68,75 0,022 88,25 0,038 158,50 4,038 

Tab. 8.11 Reakce ve vazbách hřídele servomotoru AF502 

program Hřídel Ansys Workbench odchylka 
[N] [N] [%] 

2,7496 2,7496 0,000 
3,5389 3,5373 0,023 

Tab. 8.12 Kritické otáčky hřídele servomotoru AF502 

program Hřídel Ansys Workbench odchylka 
[ m i n - 1 ] [ m i n - 1 ] [%1 
39 858 38 473,6 1,767 
84 729 83 224,2 0,896 

126 511 125 178,3 0,530 
265 332 263 254,8 0,393 
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9 Model rotoru a statoru 
Do té to chvíle se práce zabývala pouze ro to rem. V reálné praxi ale magnet ický tah ovl ivňuje 
nejen rotor , ale i s tator. Tato kapitola se zabývá vy tvořen ím mode lu ro to ru i s ta toru a jej ich 
vzá jemnou interakcí. Celá simulace je provedena v p rogramu Ansys Workbench . 

Je využit ro to r z předchozí kapi to ly (obr. 8.1obr. 9.1). K němu je vy tvořen mode l s ta toru (obr. 
9.1). Vinut í na ro to ru v t o m t o mode lu není mode lováno, je nahrazeno prvkem MASS21 (m 
na obr. 8.1). Je t o m u tak zvoleno kvůli z jednodušení mode lu (jde o průhyb ro to ru a s ta toru) . 

Parametry jsou uvedeny v tab . 9 . 1 . 

Obr. 9.1 Geometrie statoru 

Tab. 9.1 Parametry modelu 

koef ic ient tuhost i magnet ického tahu [N • mm  x] 

CM - 1 - Í O 5 

mater iá lové vlastnost i 
E 2 1 0 0 0 0 MPa 

P 7 8 5 0 kg • m - 3 

0,3 

Při zadávání vazeb je postupováno obdobně jako v kapi to le 7.3. Jediným rozdílem je , 
že pružinové prvky nejsou zadávány jako vázané k základnímu tě lesu, ale jako vazba mezi 
dvěma tělesy (nabídka Body-Body). Následně je stator vázán k základnímu tělesu pomocí 
vazby Fixed Support . 

Pro zobrazení výsledků jsou vy tvořeny cesty po střednici ro to ru a po hraně s tatoru 
ve s t ředové rovině (řez na obr. 9.1). Při zadávání zobrazovaných výsledků je pak opět využi to 
Direct ional Deformat ion na zadaných cestách. 
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Obr. 9.2 Model statoru a rotoru v programu Ansys Workbench 

Z výsledků průhybových čar s ta toru (obr. 9.3 a obr. 9.4) a ro to ru (obr . 8.5) je pat rné, že 
průhyb odpovídá teor i i (obr. 3.1b). V místě nejmenší vzduchové mezery (největšího průhybu 
hřídele) je s tator k ro to ru př i tahován (magnet ický tah působí tahově) . Naopak v místě 
největší vzduchové mezery působí magnet ický tah t lakově. 

Obr. 9.3 Průhybová čára horní části statoru 

ft 125. 250. 375, SOU. 625, 750, 875, »40, 

I |mm] 

Obr. 9.4 Průhybová čára spodní části statoru 
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10 Závěr 
Byl vy tvořen program Hřídel v prostředí Mat lab , který umožňu je uživatel i vypočí tat 
p růhybovou čáru a kri t ické otáčky hřídele. Pro výpočet v t o m t o programu je použita metoda 
přenosových matic, která je také popsána. Při zadávání paramet rů lze zadat mater iá lové 
charakter ist iky pro hřídel , možnost př idání působení gravi tačního pole, pásmo otáček, 
uložení a po jednot l ivých prvcích geomet r i i a zatížení hřídele. Pro zobrazení výsledných dat 
jsou k dispozici okna s vykreslenou průhybovou čárou a reakcemi ve vazbách, g ra fem 
de te rm inan tu soustavy a kr i t ických otáček a tex tovým výpisem všech vypočtených hodnot . 
K p rogramu je vy tvořena nápověda s popisem ovládání. 

Nevýhodou zvoleného programovacího prostředí je d ist r ibuce samotné apl ikace. Je vázána 
na počítače, ve kterých je nainstalován buď program Mat lab ve stejné verzi , jako byla ta , 
ve které byla aplikace naprogramována (R2012b), nebo kompi lá to r MCR f i rmy Ma thworks 
ve stejné verzi (8.0). Var iantou je spouštět aplikaci př ímo ze skr iptu (je nu tný pouze Mat lab , 
ale nezáleží na verzi). I přes t u t o nevýhodu bylo zvoleno t o t o programovací prostředí, 
protože zvládá bez p rob lémů počítat s mat icemi . To bylo výhodné, protože celý postup 
výpoč tu byl založen na násobení mat ic a mat icových rovnicích. V j iných programovacích 
prostředích by bylo nutné dop ln i t program o externí knihovny, které umí počítat s mat icemi . 

V programu Ansys Workbench je vy tvořen jednoduchý mode l , na k terém je demonst rován 
pr incip zadávání magnet ického tahu . Je zvolena metoda pomocí pruž inového e lemen tu se 
zápornou tuhost í . Zároveň je provedena simulace se zadáváním více pružin pro zpřesnění 
výpoč tu . Byly provedeny simulace s j ednou , t ř em i a sedmi pruž inami . Z výsledných hodnot je 
v idět , že pokud je použi to více pružin, je průhyb lépe aprox imován. Postupným zvětšováním 
vel ikost i hodno ty magnet ického tahu roste i p růhyb hřídele. Při zadání vysokých hodnot 
výpočet přestává být l ineární a posléze přestává dávat akceptovate lné výsledky. Čím méně je 
použi to pružin, t ím dříve (při zvětšování hodno ty magnet ického tahu) přestává být výpočet 
l ineární. 

Následně je popsána metod ika v p rogramu Ansys Workbench pro vy tvoření mode lu 
a simulace pro stat ickou a modá ln i analýzu hřídele se zahrnut ím vl ivu magnet ického tahu . 

Na dvou modelech je provedeno porovnání výsledků získaných me todou přenosových matic 
v p rogramu Hřídel a výsledků získaných me todou konečných prvků v p rogramu Ansys 
Workbench . Prvním je ro to r e l ek t romo to ru převzatý z [3] a d ruhým je hřídel se rvomotoru 
AF502 převzatá z [6] . Při porovnání hodnot p růhybu byla odchylka me tod do 5 % s vý j imkou 
ve lmi mála bodů, k teré t u t o hranici přesáhly. Tento rozdíl je možné odůvodn i t vel ikostí 
e lementů konečně prvkové sítě v případě metody konečných prvků. V případě metody 
přenosových mat ic lze lepší aprox imace dosáhnout rozdělením celistvých úseků hřídele na 
menší díly. Odchylka hodno ty reakcí ve vazbách byla do 2 %, což je velmi příznivý výsledek. 
Při porovnání hodnot kr i t ických otáček se odchylka pohybovala do 6 % , což lze považovat 
za akceptovate lný výsledek. 

V poslední části je demons t rováno ovl ivnění magnet ickým tahem nejen ro to ru , ale také 
s ta to ru . Výsledky provedené simulace potvrzuj í teor i i o p růhybu ro to ru a s ta to ru , ale pro 
vyvození obecného závěru by bylo nu tné provést stat ist icky významné množství simulací. 
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12 Seznam použitých zkratek a symbolů 
B [T] 

[N • s • m _ 1 ] 
C, Cij [N • s • m' 1] 

CM [N • m' 1] 
D [m] 

Dpak [m] 
e [m] 
E [Pa] 

F,Fj [N] 

Fk 
[N] 

1 mag [N] 

g [m - s  2] 
G [Pa] 
i [kg • m 2] 

J > Jyi J z [ m 4 ] 
k, kij [N • m' 1] 
k, kij [N • m' 1] 

L [m] 

Lpak [m] 
lm [m] 

m, mi [kg] 
[N • m] 
[ m i n - 1 ] 

Ri [N] 
s [m 2] 

h [m] 
T, Ti [N] 
ub [m] 

W, Wj [m] 
W m 
P [1 ] 
5 [ m ] 

sm 
[m] 

P [kg • m~ 3] 

<P [rad] 
co [rad • s - 1 ] 
n [rad • s - 1 ] 
COi [rad • s - 1 ] 

{c} 
{v} 

[C] y 
[F]x 

[R] 
Fw> F(p, Ffrf, Fj 

elekt romagnet ická indukce 
t l umen í (i, j = y , z ) 
t l umen í uložení (i, j = y, z ) 
magnet ický tah 
p růměr prvku 
velký p růměr paketu ro toru 
excentr ici ta 
modu l pružnost i v tahu , Youngův modu l 
síla 
síla v pružině 
magnetická síla 
gravitační zrychlení 
modu l pružnost i ve smyku 
m o m e n t setrvačnost i 
kvadrat ický m o m e n t průřezu 
tuhos t (i, j = y , z ) 
tuhos t uložení (i, j = y , z ) 
délka prvku 
délka paketu ro to ru 
délka přídavné hmoty 
hmotnos t ( i = y , z ) 
ohybový m o m e n t 
kri t ické otáčky 
reakce ve vazbě 
plocha, průřez 
šířka ložiska 
posouvající síla 
posuv kroužku ložiska 
průhyb 

energie napjatost i 
průřezové charakter ist iky 
p roměnná vel ikost vzduchové mezery 
pevná vel ikost vzduchové mezery 
hustota 
natočení střednice 
úhlová f rekvence 
úhlová f rekvence vynuceného kmitání 
krit ická úhlová f rekvence 

vek tor integračních konstant 
vek tor stavových vel ičin pro ohyb 
přenosová matice 
fundamentá ln í mat ice 
rozměrová matice 
paramet ry popisující zatížení hřídele 
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Oij ... prvek přenosové mat ice rotujících prvků 
Uij ... prvek přenosové mat ice 

MKP ... metoda konečných prvků 
M P M ... metoda přenosových matic 
VVÚ ... výsledné vn i t řn í účinky 

58 



13 Seznam obrázků 
Obr. 3.1 Excentricita způsobená magnet ickým tahem 13 
Obr. 3.2 Působení magnet ické síly 13 
Obr. 5.1 Hřídel ze t ř í délkových prvků 18 
Obr. 5.2 Ložisko 19 
Obr. 5.3 Použitý model ložiska 2 1 
Obr. 5.4 Mode l ložiska zahrnující jeho šířku 22 
Obr. 5.5 Prvek s magnet ickým tahem 23 
Obr. 5.6 Prvek s magnet ickým tahem - přesnější model 23 
Obr. 6.1 Schéma programu 24 
Obr. 6.2 Hlavní okno programu 25 
Obr. 6.3 Checkbox Výpočet kr i t ických otáček 26 
Obr. 6.4 Panel Okrajové podmínky 26 
Obr. 6.5 Zobrazování různých paramet rů pro různé prvky 27 
Obr. 6.6 Dvouúrovňová s t ruktura výsledného cell pole 27 
Obr. 6.7 Ukončovací dialog programu 28 
Obr. 6.8 Okno Nápověda a O programu 28 
Obr. 6.9 Varovný a Chybový dialog 29 
Obr. 6.10 Struktura výpočtu 30 
Obr. 6.11 Me toda půlení in tervalů 33 
Obr. 6.12 Výsledná průhybová čára a reakce ve vazbách 33 
Obr. 6.13 Výsledné kri t ické otáčky 34 
Obr. 6.14 Textový výpis výsledků 34 
Obr. 7.1 Element BEAM188 35 
Obr. 7.2 Element SOLID187 35 
Obr. 7.3 Element MASS21 36 
Obr. 7.4 Element COMBIN14 36 
Obr. 7.5 Mode lování ložiska za pomocí dvou e lemen tů t ypu COMBIN14 36 
Obr. 7.6 Element COMBI214 37 
Obr. 7.7 Mode l pro demonst rac i zadání magnet ického tahu 38 
Obr. 7.8 Zadání záporné tuhos t i 38 
Obr. 7.9 Graf závislosti prhybu středu hřídele na vel ikost i magnet ického tahu 39 
Obr. 7.10 Blok analýzy Static Structural 40 
Obr. 7.11 Nastavení stat ické analýzy v p rogramu Ansys Workbench 40 
Obr. 7.12 Souřadnicový systém a precese 4 1 
Obr. 7.13 Zobrazení Cambellova d iagramu 42 
Obr. 7.14 Cambel lův diagram v p rogramu Ansys Workbench 42 
Obr. 7.15 Propojení b loků analýz 43 
Obr. 7.16 Nastavení modá ln i analýzy v p rogramu Ansys Workbench 43 
Obr. 8.1 Geometr ie ro to ru e lek t romo to ru 44 
Obr. 8.2 Geometr ie ro to ru e lek t romo to ru zadaná v p rogramu Hřídel 45 
Obr. 8.3 Zobrazení průhybové čáry ro toru e lek t romo to ru v programu Hřídel 45 
Obr. 8.4 Průhyb ro to ru e l ek t romo to ru zadaného v p rogramu Ansys Workbench 46 
Obr. 8.5 Zobrazení průhybové čáry ro to ru e lek t romo to ru v p rogramu Ansys Workbench ....46 
Obr. 8.6 Porovnání průhybové čáry ro to ru e lek t romo to ru pro oba programy 47 
Obr. 8.7 Rotor se rvomotoru AF502 48 

59 



Obr. 8.8 Geometr ie hřídele se rvomoto ru AF502 zadaná v p rogramu Hřídel 48 
Obr. 8.9 Zobrazení průhybové čáry hřídele servomotoru AF502 v p rogramu Hřídel 49 
Obr. 8.10 Průhyb hřídele se rvomoto ru AF502 zadané v programu Ansys Workbench 50 
Obr. 8 .11 Zobrazení průhybové čáry hřídele se rvomoto ru AF502 v p rogramu Ansys 
Workbench 50 
Obr. 8.12 Porovnání průhybové čáry se rvomoto ru AF502 pro oba programy 5 1 
Obr. 9.1 Geomet r ie s ta toru 52 
Obr. 9.2 Mode l s ta toru a ro to ru v p rogramu Ansys Workbench 53 
Obr. 9.3 Průhybová čára horní části s ta toru 53 
Obr. 9.4 Průhybová čára spodní části s tatoru 53 

60 



14 Seznam tabulek 
Tab. 5.1 Parametry ložiska 20 
Tab. 5.2 Přehled mode lů ložiska 20 
Tab. 5.3 Zjednodušení paramet rů 2 1 
Tab. 6.1 Seznam prvků 26 
Tab. 6.2 Varování a chybové hlášky 28 
Tab. 6.3 Kontrola paramet rů 29 
Tab. 6.4 Okrajové podmínky podle uložení 3 1 
Tab. 7.1 Hodnoty p růhybu st ředu hřídele v závislosti na počtu pružin 39 
Tab. 8.1 Parametry ro to ru e lek t romo to ru 44 
Tab. 8.2 Hodnoty p růhybu ro to ru e lek t romo to ru v p rogramu Hřídel 45 
Tab. 8.3 Hodnoty p růhybu ro to ru e lek t romo to ru v p rogramu Ansys Workbench 46 
Tab. 8.4 Odchylky průhybu ro toru e lek t romo to ru pro oba programy 47 
Tab. 8.5 Reakce ve vazbách ro to ru e lek t romo to ru 47 
Tab. 8.6 Krit ické otáčky ro to ru e lek t romo to ru 48 
Tab. 8.7 Mater iá lové vlastnost i hřídele se rvomoto ru AF502 48 
Tab. 8.8 Hodnoty p růhybu hřídele se rvomoto ru AF502 v p rogramu Hřídel 49 
Tab. 8.9 Hodnoty p růhybu hřídele se rvomoto ru AF502 v p rogramu Ansys Workbench 50 
Tab. 8.10 Odchylky průhybu hřídele se rvomoto ru AF502 pro oba programy 5 1 
Tab. 8.11 Reakce ve vazbách hřídele se rvomoto ru AF502 5 1 
Tab. 8.12 Kritické otáčky hřídele se rvomoto ru AF502 5 1 
Tab. 9.1 Parametry mode lu 52 

61 



15 Přílohy 
A) Přenosové mat ice prvků 
B) Obsah př i loženého CD 

• Hridel - složka se skr ipty a daty k p rogramu Hřídel 
• Hridel data - složka s mode lovými daty do programu Hřídel 
• Hridel se rvomoto r - Ansys Workbench pro jekt hřídele se rvomoto ru AF502 
• Magnet ický tah - Ansys Workbench pro jekt s porovnáním zadávání 

magnet ického tahu pomocí více pružin všechny pružiny 
• Rotor e lek t romo to r - Ansys Workbench projekt mode lového ro toru 
• Stator - Ansys Workbench pro jekt s ro to rem a s ta to rem 
• d ip lomova_prace_kukacka.pdf 

62 



Příloha A: Přenosové matice prvků 
převzato z [5] , [6] a [7] 

Základní matice 
Nehmotný prvek stálého průřezu 

M a 

E,J,S 

1 L 
L2 L 3 

0 1 L 
2-E-J 6-E-J 

0 

0 1 
L 

E-J 

L2  

2-E-J 
0 

0 0 1 L 0 
0 0 0 1 0 
0 0 0 0 1 b,a 

Hmotný prvek stálého průřezu 

Ma 

E,J,S,p 

K  

1 L 
L2 L 3 -S-p-g-L4 

1 L 
2-E-J 6-E-J 2A-E-J 

0 1 
L L2 -S-p-g-L3 

0 1 
E-J 2-E-J 6-E-J 

0 0 1 L 
-S-p-g-L2 

2 

0 0 0 1 - S - p - g - L 

0 0 0 0 1 

Hmotný prvek stálého průřezu s př ídavnou hmo tou 

lm 

m 

E,J,S,p 

Tb 
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1 L —• 

O 1 - — 

O O 

O O 

-o o 

2-E-J 

L 

E-J 

o 

o 

6-E-J 

L2 

2-E-J 

L 

1 

O 

24-E- / 

6-E-y 

Skoková změna příčné síly 

Pružná podpora 

" • f í a b 
ŕ M, 

[ \ 1 

1 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 
0 0 1 0 0 
0 0 0 1 —F 
0 0 0 0 1 b,a 

M 
ť) a b If 

\ U 
1 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 
0 0 1 0 0 
k 0 0 1 0 
0 0 0 0 1 b,a 
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Disk 

Ložisko 

I, m 

if 
\ U 

1 
0 
0 

-m • Ú)' 

0 

0 
1 

I-Ú)2  

0 
0 

0 0 0 
0 0 0 
1 0 0 
0 1 0 
0 0 1 b,a 

\ 
a 

b ŕ 

\ \ ) 

m 

k c 

'////////, 

1 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 
0 0 1 0 0 
z 0 0 1 0 
0 0 0 0 1 b,a 

(k + Ú)C) -(k + ú)č+ Ú)2M) 
z = =̂ z ^—-

k + o)c + k + o)c + Ú)2M 

Nehmotný prvek stálého průřezu s magnet ickým tahem 

M a „ A T a 

A, 
\|z \|z \|z \|z \|z \|/ \|z 

E,J,S 

M b M a 3 M 

a 1 f 
. M 

1 \ 1 
-

> 
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1 L — 

O O 

O O 
O O 

© 2 ©3 

O 1 -

2-E-y 
L 
2 _ 

1 
o 
o 

6-E-J 

SĹ 
2-E-J 
L 

2 

1 
O 

1 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 
0 0 1 0 0 

CM 0 0 1 0 
0 0 0 0 1 

1 L 

0 0 

0 0 
•0 0 

0 1 2 - -

2-E-y 
L 
2_ 

£7 

1 

0 
0 

6-e-y 

2-£-/ 

L 

2 

1 
0 

Bude-li se jedna t o prvek hmo tný prvek nebo hmo tný prvek s př ídavnou h m o t o u , je t řeba 
dopln i t poslední sloupec mat ice podle mat ic prvků t o h o t o t ypu . 

Matice pro rotující prvky 
Prvek stálého průřezu 

Y-V4(y-L) 

-y 2-E-J-V3(y-L) -y 

-Y 3-E-J-V2(y-L) -y 2  

Y 

E-J-V4(yL) 

•E-J-V3(y-L) 

v3(rQ 
Y2-E-J 

v2(rQ 
Y-E-J 

Y-V4(y-L) 

Y

3-E-J 

Y2-E-J 

v2(rQ 

ViÍY-L) b,a 

ViÍY -L)=\- [cosh(y • Ľ) + cos(y • L)] 

K 2 ( y L ) = i - [ s i n h ( y L ) + sin(yL)] 

^s(y • L) = \ • [cosh(7 • L) - cos(y • L)] 

V4(y - L ) = - - [sinh(y • L) - sin(y • L)] 

y = 
p-s-n 2  

E-J 

Prvek stálého průřezu s př ídavnou h m o t o u 

Mat ice je t éměř shodná s předchozí, j e n o m je nutné přepočí tat husto tu a následně paramet r 
gamma podle následujících rovnic: 

Pm = P + 
m 

S • Im 
S -íl 2  

E-J 

Pružná podpora 

"1 0 0 0" 
0 1 0 0 
0 0 1 0 

.k 0 0 1. b,a 
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Disk 

1 0 0 0" 
0 1 0 0 
0 / • í l 2 1 0 

m • íl 2  0 0 1. b,a 

Ložisko 

1 0 0 0 
0 1 0 0 
0 0 1 0 
z 0 0 1 b,a 

(k + íle) -(k + ílč + íl 2M) 

k + íle + k + ílč + íl 2M 

Prvek stálého průřezu s magnet ickým tahem 

-Y-E-J-V4(y-±) 

Y2-E-J 

Y-E-J 

Y3-E-J 

Y2-E-J 

-Y3-E-J-V2(Y-^) 
1 0 0 0" 
0 1 0 0 
0 0 1 0 

-CM 0 0 1 

y n ( y ^ ) 

- y 2 - ^ 7 - ^ ( y ^ ) 

- y 3 - ^ 7 - ^ ( y ^ ) - y 2 - ^ 7 - v 3 ( y ^ ) y ^ ( y ^ ) ^ ( y ^ ) 

Pokud se jedná o prvek s př ídavnou h m o t o u je nutné přepočí tat hus to tu a následně 
paramet r gamma podle výše uvedených rovnic. 

- y ^ 7 - ^ ( y ^ ) 

Yz-E-J 

Y-E-J 

v,(r-3 
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