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Pouzité znaceni

mnozina realnych cisel

mnozina prirozenych cisel

mnozina celych cisel

{0,1,...,N—1}, NeN

mnozina komplexnich ¢isel

imaginarni jednotka

pokud a,b € R, jedna se o uzavieny interval,

v pripadé€, ze a, b jsou prvky vektorového prostoru,
budeme pod timto oznacenim rozumét skalarni soucin
kolmost dvou prostort

direktni soucet dvou prostort

direktni soucet prostort {M;},cs

prostor posloupnosti (c)kez, konvergujicich s druhou mocninou
prostor posloupnosti (¢ )xez konvergujicich s druhou mocninou
prostor funkei f(z),z € R integrovatelnych s druhou mocninou
linearni obal mnoziny M

uzévér mnoziny M

nosic¢ funkce f

mira mnoziny {2

Kroneckerovo delta

jednotkova matice radu N

nulovd matice radu N

prvek matice A na i-tém radku a j-tém sloupci

matice typu N1 x N2

matice slozené z bloku A, B

transponovand matice A

norma prostoru L?(R)



Uvod

Transformace ma nejen v matematice vyznamnou tulohu, umoznuje fesit slo-
fada transformaci, mezi nejznaméjsi bezpochyby patii Fourierova transformace.
I pres obrovskou vsestrannost mé tato transformace své nedostatky. Fourierova
transformace méa globalni charakter, proto neni vhodna pro lokalné promeénliva
data nebo pro data obsahujici nespojitosti. Ani modifikovana, tzv. Okénkova Fou-
rierova transformace neni dostatecné flexibilni. Alternativou k Fourierové analyze
jsou prave wavelety, které se prizptsobuji lokalni charakteristice dat a stavaji se
tak vaznou konkurenci Fourierovy transformace v oblastech zpracovani a analyzy
dat, komprese obrazu, feseni diferencialnich rovnic a v dalsich oblastech mate-
matiky, fyziky a techniky.

V pripravné kapitole je z divodu pouziti Fourierovy transformace v teorii
waveletlh uvedena jeji definice, zakladni pojmy a nékteré vlastnosti, které bu-
deme v dalsich kapitolach pouzivat. Druhé kapitola je vénovana waveletiim v pro-
storu I2(Zy). Je zde zavedena definice waveletové baze a skdlového a waveletového
filtru. Dale jsou v této kapitole popsany jednotlivé faze waveletové transformace
véetneé jejich maticové reprezentace. Soucasti kapitoly je konstrukce Haarova wa-
veletu D2 a Daubechies waveletu D6. Kratce je pojednano o kompresi dat. Uve-
dena teorie je v zavéru aplikovana na prikladech transformace a komprese vektoru
a obrazu. V tieti kapitole je popsana teorie waveletii v prostoru L?(RR). Velka ¢4st
této kapitoly se vénuje konstrukci waveletid na zakladé multirozkladu prostoru.
Dale je zde uveden Mallativ algoritmus pro diskrétni waveletovou transformaci.
Na tuto kapitolu navazuji wavelety s kompaktnim nosi¢em. V ramci této kapitoly
je zkonstruovan Daubechies wavelet D6 a uveden Mallatiiv algoritmus, ktery lze
pro tento typ waveletti zapsat ve formé maticového nasobeni. Posledni kapitola
obsahuje programy sestavené v MATLABu, které slouzi pro diskrétni waveletovou

transformaci vektoru a obrazu pomoci Haarova a Daubechies waveletu.



1 Pripravna kapitola

V této kapitole uvedeme nékteré zakladni pojmy spojené s diskrétni Fouriero-
vou transformaci, ktera se pouziva pro teoretickou analyzu waveletové transfor-
mace. V celé praci budeme uvazovat konecné rozmérné vektory jako sloupcové.
Prvky prostoru [2(Z) budeme oznac¢ovat klasicky jako posloupnosti {a,, }mez nebo

také v souvislosti s prostorem [?(Zy) jako vektory (a(m)),, ;. jejichz indexové

mnozina probiha celou mnozinou celych ¢isel.

1.1 Pomocné definice a vlastnosti

Definice 1.1. Prostorem [*(Zy) budeme rozumét linedrni prostor vektori
z = (2(0),...,2(N — 1)), kde z(k) € C, k = 0,1,...,N — 1, se skalarnim
soucinem

(z,w) = 2(Kyw(k), z,w € *(Zy)

s odpovidajici [2-normou ||z]|? = (z, 2).

Definice 1.2. Ortonormalni bazi v [*(Zy) definovanou piedpisem
E={eo,...,en_1}, kde ey € I*(Zn), er(j) =6y k,j=0,...,N -1

nazveme standardni (Euklidovou) bazi.

Poznamka 1.1. V dasim textu budeme pod oznacenim z rozumét periodické

roz§iveni vektoru z € 1*(Zy) s periodou N definované predpisem
z(n) = z(n — N), Vn € Z.
Definice 1.3. Necht z € [?(Zy). Definujme operator translace R;, piedpisem
(Riz)(n) = z(n — k), Vn € Z.

Poznamka 1.2. Pro vektor z € 1*(7Z) je translace definovdna stejnym predpisem

jako v definici 1.3. pro vektor z € I*(Zy).
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Definice 1.4. Necht z, w € [?(Zy). Pak konvoluce z*w je definovana pfedpisem

i

(zxw)(m) = z(m —n)w(n), Ym € Z,

3
Il
=)

konvoluce v prostoru [?(Zy) se také nazyva cyklicka konvoluce.

Definice 1.5. Nechf z € [?(Zy). Pak konjugovanou reflexi vektoru z definu-

jeme predpisem

Z(m) = z(—m) = z(N —m), Vm € Z.

Véta 1.1. Vliastnosti konvoluce

Necht z,w € I*(Zy). Pak plati
1. zxw=wxz
2. (zxw)(k) = (z, Ryw)
Dukaz:

1. V dikazu pouzijeme substituci £k = m — n a také vlastnost periodicky pro-
dlouzenych vektort, jejichz soucet slozek je pres libovolny interval délky N

stejny. Tedy plati

(we2)m) = S wlm—n)zn) = Y =(m — Ku(k) =
= 3" 2 — (k) = (2 5 w)(k).

N—

(zxw)(k) = (wx*z)(k) = Z w(k—n)z(n) = w(n —k)z(n) = (z, Ryw).

n= n=0

P



Definice 1.6. Nechf je dano zobrazeni f : R — C, y € R. Zobrazeni translace
R,f : R — C definujme predpisem

Ryf(x) = f(z—y).

Definice 1.7. Necht z, w € [*(Z). Pak konvoluce z xw je definovdna piedpisem

(zxw)(m) = Z z(m —n)w(n), Ym € Z.

nel

Poznamka 1.3. PouZitim substituce j = m — n v definici 1.7. obdrzime komu-

tativitu konvoluce, tj. plati

(zxw)(m) = Zz(m —n)w(n) = Zz(j)w(m —Jj) = (wxz)(m), Ym € Z.

neZ JEZ

Definice 1.8. Necht z € [?(Z). Konjugovanou reflexi Z definujeme vztahem

Z(n) = z(—n), n € Z.

1.2 Fourierova transformace

V této kapitole uvedeme Fourierovu transformaci vektoru z prostoru I%(Zy),
I>(Z) a také Fourierovu transformaci funkce z L'(R) a L*(R). Tyto tvary Fourie-
rovy transformace a jejich inverzni vztahy budeme potiebovat v odvozeni teorie

waveletli a také v dikazech nékterych jejich vlastnosti.

Definice 1.9. Diskrétni Fourierova transformace vektoru z € [*(Zy) je

vektor 2 € [?(Zy), ktery definujeme piedpisem

P

2= (2(0),...,2(N=1))7, 2(m) =Y  z(n)e 2mmn/N,

n

Il
=)

Definice 1.10. Inverzni diskrétni Fourierova transformace

vektoru w € [*(Zy) je vektor w € [*(Zy) definovany predpisem

_ i NZ 27rimn/N
N .

m=0



Poznamka 1.4. Kazdy vektor z € I*(Zy) lze rozvinout v vadu

N-1
=N (2,Fn)Fp, Fu(n) =N/ nm=0... N-1,
m=0
nebot mnoZina {Fy, ..., Fx_1} tvori ortogondini bdzi prostoru I*(Zy).

Definice 1.11. Fourierovu transformaci vektoru z € [?(Z) definujeme jako
funkci 2(t) € L?(—m, 7) predpisem

2(t) =) z(n)e™, te (—mm), (1.1)

nez
tato fada konverguje v normé prostoru L?(—m, 7).

Definice 1.12. Inverzni diskrétni Fourierova transformace

funkce f € L*(—m,7) je vektor f € 1?(Z) dany predpisem
. 1 g )
f(n) = o /_7r f(t)e~"™dt, ¥n € N.

Poznamka 1.5. Vzhledem k tomu, Ze prostor posloupnosti I*(R) je podprostorem

I2(R), md Fourierova transformace vektoru z € I1(R) také tvar (1.1).

Definice 1.13. Fourierovu transformaci funkce f € L!(R) definujeme jako

funkci f , pro kterou plati
f© = [ s, cer
R

Inverzni Fourierovu transformaci funkce g € L'(R) definujeme jako

funkci g, pro kterou plati

1

i) = 5 [ 9@, a € R

Definice 1.14. Necht f € L?(R). Sestrojme posloupnost {f,} tak, Ze pro kazdé
neN: f,f. € LMR) a f, — f v L*R). Definujme Fourierovu transfor-
maci funkce f : f = limy_. oo fn, kde konvergence je v normé prostoru L2(R).
Analogicky definujme inverzni Fourierovu transformaci f jako limitu v L? normé

posloupnosti {f,,}.



2 Wavelety v prostoru [*(Zy)

V predchozi kapitole je uvedena Fourierova transformace funkci z L*(R) a také
Fourierova transformace vektorti z koneéné dimenzionalniho prostoru I?(Zy) a
z nekoneéné dimenzionalniho [?(Z). Teorie waveletii je Fourierové analyze po-
dobna, lze k ni ptristupovat obéma zptsoby, jak spojité, tak diskrétné, pro vektory
s konecné mnoha nebo nekonecné mnoha slozkami. V této kapitole se zaméfime

na waveletovou transformaci vektortt z prostoru I?(Zy).

2.1 Wavelety na prvni trovni

Definice 2.1. Necht N = 2M, M € N, u,v € [*(Zy). Necht mnoZina
{ngu}ﬁ/[:_ol U {ngv}]ivi_ol je tplna ortonormalni v [?(Zy). Takovou mnozinu na-
zveme waveletovou bazi na prvni Skdlové trovni pro [*(Zy). Vektory u,v
jsou jejimi generatory. Tyto vektory se také nazyvaji Skalové filtry, resp. wa-

veletové filtry.

V nasledujici vété uvedeme nutnou a postacujici podminku k tomu, aby vek-

tory u a v generovaly waveletovou bazi.

Véta 2.1. Necht N = 2M, M € N, u,v € I*(Zy). Pak mnoZina dand vztahem
B = {Ryu} )t U {Ryw )t je ortonormdlni bdaze 12(Zy) prdvé tehdy, kdy?

matice

1 a(n) o(n)

Aln) = V2 La(n+ M) o(n+ M)
M

je unitarni pro kazdé n =0, .. — 1, tzn. pro vsechnan =0,..., M — 1 plati

[a(n)|* + |i(n + M)[* =
[6(n)* + |0(n + M)[* = 2

w(n)o(n) +a(n + M)o(n+ M) = 0.
Dukaz: viz [6], str. 19.
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Véta 2.2. Necht u € 1*(Zy) je takovy vektor, Ze mnoZina { Ryulily' je orto-
normdlni. Sestrojme vektor v € I>(Zy) : v(k) = (=1)*u(1 — k), k=0,..., N —1.

Pak B = {Rypu}y"yt U {Raypv } 2Dyt je waveletovd bdze 1*(Zy) na prond tirovni.
Dukaz: Néznak dikazu je uveden v [6], str. 20.

Je-li B = { Ropu} U ' U{ Ropv } 21, ! waveletova baze, miizeme pomoci vlastnosti

konvoluce vyjadrit koeficienty vektoru z vzhledem k této waveletové bazi vztahem
(2] = (2% 0(0), 2 % 9(2),..., 2% D(N — 2), 2 @(0), z * @(2),...,z* a(N — 2))".

Definice 2.2. Necht N = 2M. Definujme operator filtrace
D : I*(Zy) — I*(Zy) pFedpisem

D(2)(n) = z(2n), pron € {0,..., M — 1}, 2 € I*(Zy)
a operator rozsifeni U : [*(Zy) — 1?(Zy) piedpisem

[ w(n/2) pro n sudé,
Uw)(n) = {o pro n liché , pron € {0,....N — 1}, w € *(Zy).

V anglické literatufe najdeme operator D pod nazvem downsampling ope-
rator, operator U pod nidzvem upsampling operator. Pro tyto operatory se

pouziva znaceni | 2 resp. T 2.

Polozime-li z; = D(z * ¥) a y; = D(z x 1), lze koeficienty vektoru z € I?(Zy)
v bézi B = {Ryu}i ;" U {Roypv iyt vyjadiit vatahem [2]p = lzl] Slozky x;
1

se nazyvaji koeficienty detaili, slozky y; aproximacni koeficienty.
Rozklad vektoru z na slozky x1,y; se nazyva analyzou vektoru z pomoci

waveletovych filtrii u, v waveletové baze na prvni trovni. Analyzu vektoru z lze

graficky znazornit néasledujicim diagramem.
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Z2x0 — | 2 — 1

/! N\

\ /

Z2xU — | 2 — 1y
Zpétnou rekonstrukcei, syntézu vektoru z ze slozek x1,y; popisuje nasledujici
véta.
Véta 2.3. Necht M € NN = 2M a u,v € [*(Zy) jsou generdtory waveletové
baze prostoru I>(Zy). Sestrojme D(z2%0) = x1 € [>(Zp) a D(2x0) = y1 € 1*(Zas).
Pak vektory t,s € 1>(Zy) generuji perfektni rekonstrukci, tzn. plati

txU(r) +35xU) =z, Vz € *(Zy)
pravé kdyz t = v,5 = u.

Dikaz: Dtikaz je naznacen v [6], str. 20.

Na nasledujicim diagramu mutzeme vidét syntézu vektoru z.

Ty — 12— v*xlU(zy)

/ N\

H
2
U1
N /!
y1r — 12— uxU(y)

Rekonstrukci vektoru z nazveme perfektni, jestlize po analyze a syntéze libo-
volného vektoru z daného prostoru ziskame opét tento vektor, tedy ne pouze jeho
aproximaci. Nékdy definice perfektni rekonstrukce pripousti i posunuti ptivodniho

vektoru.

2.2 Wavelety na p-té trovni

Necht N je délitelné ¢islem 27, p € N. Necht w;,v; € I*(Zyyg-1) jsou takové
vektory, ze pro [ = 1,2,...,p generuje dvojice vektorti u;,v; waveletovou bazi

v prostoru I*(Z ny2i-1). Tyto vektory nazveme waveletovymi filtry.

12



Pii analyze vektoru z € [2(Zy) na prvni tirovni jsme poloZili

x1 =D(z* 1), 11 = D(z*),

obdobné ziskdme vektory x;,y; € ZQ(ZNM), l=2,...,p

x; = D(yi—1 * )

Y1 = D(yi-1 * ).
Pro vypocet téchto vektori plati

€T = D(D( .. D(D(Z’ * dl) * ~2) sk al_1) * ~l)
yi = D(D(...D(D(2 % d1) % thg) -+ - Uy_1) * y).

Analyza vektoru z o vice trovnich je zobrazena na nasledujicim diagramu.

20U — | 2 — 1

/
z Y1k Vg — | 2 — @9

\ /

ZxU — | 2 — 1y

N\

Yk Uy — | 2 — 1o

Definice 2.3. Necht N je délitelné &islem 27, p € N a necht w;, v, € I?(Zya-1)
jsou waveletové filtry waveletové baze prostoru lz(ZN/Ql—l) pro kazdé
[l =1,...,p. Pak mnozinu vektori {zi,...,%,,y,} sestrojenou vysSe uvedenym

zplsobem budeme nazjvat analyzou (rozkladem) vektoru z € [?(Zy) na p-té

arovni.
« . 2 /1.2 ’ o
Zpétnou rekonstrukei vektoru z € 1#(Zy) ziskdme pomoci vektorti 1, . . ., z,, Y,
a filtrt uy, ..., up, v1,...,v, vztahem

z=U(xy) *v1 +U(y1) * uyg,

Y1 = U(zp) xvp +UYe) *up, k=2,...,p.

13



Déle polozime

fl = Vq,
g1 = Uy,
f2 = g1 xU(va),

g2 = g1 *U(ua),

aprol=3,...,p

fi= g1 U (w),

g = g * U (w).

Poznamka 2.1. Operdtorem D', resp. U' budeme znacit operdtor D, resp. U.
Lemma 2.1. Prol =2,...,p plati

1 fi= g« U (D)

2. 1= g1 x U (a)

Ditkaz: Konjugovanou reflexi vektoru f; = g,_1 * U~} (v;) miizeme zapsat ve

tvaru
Film) = F—m) = Nz_olgz_x—m — U @) )
Dale plati :
(G2 + U= (@) (m) = N Gia(m — U= (7)) =
= Né gra(=m + U (@)(—n) = k:_iNng_l(—m — k) (@) (k) =
- N G = B @) k).

14



Béhem odvozeni jsme pouzili substituci & = —n a také vlastnosti periodicky
prodlouzenych vektori, jejichz soucet je ptes libovolny interval délky N stejny.
Diitkaz druhého tvrzeni lemmatu se provede zcela analogicky:.

O

Véta 2.4. Prol=1,...,p az € l*(Zy) plati

2 =D'(zx fi), yi="D'(2*aG)
xl(k) = <Za Rﬂkfl)a yl(k) = <Z>R2lkgl>> k= 07' . 'aN/Ql -1

Dikaz: Diikaz této véty, ktera je uvedena v [6], str. 22, je ponechan ¢tenafi jako
cviceni. Pred dikazem samotného tvrzeni provedeme pomocny vypocet a doka-
zeme, 7ze

D'(a) xb="D' (axU' (b)), Ya € I*(Zyy),b € *(Znr).

Levou stranu této rovnosti mizeme vyjadrit ve tvaru

(Dl(a)*b)(m):iDl(a)( a(2'm — 2'n)b(n).

Pro pravou stranu rovnosti plati

D' (axU'(b)) (m) =D 21 a(m — kXU (b) (k) | =D <Z a(m — k:)b(k/Zl)) ,

k=0 k

v posledni rovnosti séitdme pouze pies k = 0,2',...,2'M — 2!, protoze vektor

U'(b) je pro ostatni k roven nule. Miizeme tedy pouZit substituci n = k/2'
M—1 M-1
D! (Za(m—k)b(k/zl)> =D (Za( —2'n)b ) Za m — 2n)b(n).
k n=0 n=

Toto pomocné tvrzeni pouzijeme v diikazu prvniho tvrzeni véty.

Vektory z1,y1 € I>(Zy)2) jsou ve tvaru

I = D(Z *x 1;1), Yy = D(Z * dl)

15



Dale vime, ze pro vektory z;,1; € ZQ(ZN/Qz), [=2,...,p plati
z; = D(y1-1 * 01)
Y1 = D(yi—1 * ).
Tvrzeni véty dokazeme matematickou indukci na zékladé predchozich odvo-
zeni a lemmatu 2.1.

1. Pro analyzu vektoru z na prvni trovni plati
I = D(Z *x 1;1) = D(Z * fl)
Yy = D(Z x 1:[1) = D(Z * g~1)

2. Piedpokladejme, 7e plati i, = D!(z * §;), pak

Yis1 = Dy * Typ1) = D (D'(z % Gi) * lysr) = D (D' (2% Gi x U (Ty11))) =
= D"z Giya),
T = Dy * Op41) =D (D2 % ) * Bi41) = D (D' (2% G x U )y11))) =

=D (z fl+1)~

Z principu matematické indukce plyne platnost prvniho tvrzeni véty pro vSechna
[ =1,...,p. Nyni dokdzeme, Ze po slozkdch mizeme vektory x;, y; zapsat ve tvaru

skalarniho souc¢inu

w(k) = D(z % )(k) = (z x ]s) @) =S 2(n) (2% —n) =

n

=

Il
=)

T
P

=D zmfiln =2'k) = > 2(n) Ry fi(n) = (2, Ry f1)-

3
Il
<)
3
Il
=)

Obdobné plati
w(k) = (z, Roqn).-
[
Definice 2.4. Necht N je délitelné ¢islem 27, p € N a fi,..., f,, 9, € *(Zy) je
takova posloupnost vektort, ze mnozina
B = {Royfi}p/o t U{Rufo}nlo " U U{Romi fodnle U { Romngp bl
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je ortonormalni baze prostoru (*(Zy). Pak mnozinu B nazveme waveletovou
bazi prostoru (*(Zy) (na p-té trovni), jeji prvky nazveme wavelety (na p-té

trovni) a vektory fi,... fp, gy € [*(Zy) generatory této waveletové baze.

Wavelety se v literatute standardné oznacuji

. N
w—j,k = R2jkfj7 SO—j,k = R2jkgj7 J = 17 Ry 2 k= 07 vy E -1
Definujme prostory V_;, W_; jako linedrni obal wavelett pro j =1,...,p

N 1
Voj = L{p—jubile » Woj = L{U—jutilo -

Pro prostory V_; se pouziva oznaceni Skalové prostory, pro prostory W_;
prostory detailt. Dale ozna¢me P_;, ()_; ortogonalni projekce na prostory

V_;,W_j;, tj. pro z € [*(Zy) plati

51 ol
Pi(2) =Y (2o im)pin Q@ (2) = Y (50500
k=0 5=0

Nésledujici véta, ktera je prevzata z literatury [6], str. 23, uvadi vlastnosti
téchto prostorii a vlastnosti ortogonalnich projekci na tyto prostory, které plynou

z uvedené konstrukce.
Véta 2.5. Za vyse uvedengjch oznacent plati
1.V, oW, =V, j=2,...,p.
2. Voo W_y =1*Zy).
3. Pi+Q_j=P_ 1, j=2....,p.
4. P14+ Q_1 =1, kde I je identicke zobrazeni.
5 Pj+R ;=1 kieR ;=>1_,Q.
Operdator R_; predstavuje operdtor chyby na j—té urovni, tedy plati
R j(2) =2z — P_(2), z € *(Zyn).
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Waveletové filtry u;, v;, [ =1, ..., p mizeme ziskat pomoci waveletovych filtri

na prvni urovni uq, vy, jak je uvedeno v nasledujici véte.

Véta 2.6. Necht N je délitelné cislem 2P,p € N a necht ui, vy € 1*(Zy) je
dvojice waveletovych filtri na proni drovni. Sestrojme posloupnost dvojic vektori

up, v, L =2,...,p vztahy

2l=1-1 2l=11
kN kN -
ul(n): Z Uy <n+F>,w(n): U1<H+F>,n:0,...,N/2 —1.

k=0

B
Il
o

(2.1)
Pak posloupnost dvojic u;, vy, | = 1,...,p je posloupnost waveletovych filtri na

p-té drovni.

Dukaz: viz [6], str. 23.

2.3 Maticova reprezentace waveletové transformace

V této kapitole provede zménu ve znaceni, diivodem je porovnatelost wave-
letové transformace v [?(Zy) s maticovym tvarem Mallatova algoritmu, ktery je
popsan v dalsich kapitolach. Koeficienty vektoru z € I>(Zy) vzhledem k bazi B

budeme psat v opa¢ném poradi, nez v predchozi kapitole, tedy polozime

2l = m |

Vysledky této kapitoly plati pouze pro realné vektory.

Pro maticové vyjadieni konvoluce vektorti z, w € I*(Zy) pouZijeme vztah
(zxw) (k) = (2, Rpw) = (Rpw, 2) = Rpw" 2.

Tedy plati

2x = M(w)z, M(w) = (Mya(w))y, 2,
kde se matice M (w) po Fadcich sklada z translaci vektoru w, tj. pro prvky matice
M (w) plati

My ,(w) = Ryw(n), k,n=0,...,N —1.
18



Obdobné pro konvoluci z * w plati

kde prvky matice M (w) maji tvar
M, (w) = Ryab(n), k,n=0,...,N —1.
Nyni ukdZeme, Ze ]’\ZT(w) = M(w), tedy

Mg n(w) = Rpw(n) = w(n — k) = w(k —n) = R,w(k) = M, x(w).

Oznacme D, resp. U matici reprezentujici operator downsampling, resp. upsam-

pling. Matice D je typu N/2 x N, matice U typu N x N/2 a pro jejich prvky plati

b _[1i=20<i<N2-1
10 jinde

g [12j=i0<j<N/2-1
“ 700 jinde.

Z definic matic D,U je zfejmé, ze U = D',

Transformace na prvni arovni

Pomoci vyse uvedenych matic miZeme zapsat analjzu vektoru z € [*(Zy)

3] [2]

Syntéza na prvni tirovni ma v maticovém zapisu tento tvar

na prvni trovni ve tvaru

2 = | M(u)U|M(0)U| {yl} .

X1

Nyni ukdZeme, ze matice reprezentujici analyzu je transpozici matice repre-

zentujici syntézu. Pro tyto matice plati

B%EUHT = [(DM(w)" [ (DM ()] = [MT()DT|MT(2)DT] =

- [M(U)U\M(U)U] .
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Perfektni rekonstrukci vektoru z mtizeme zapsat ve tvaru

- = (MU ()] {DM <“>] |

DM (v)
Z této rovnosti vyplyva

_ [DM(w)]' [DM(u)

o] [ = [oaie)] [oarcs] =1+

DM (v)

a tedy matice reprezentujici analyzu a syntézu jsou ortogonalni.

Ozna¢me matici

DM (u)

Wy = [DM(U)] LW = [H(U)U}H(U)U] ,

kde N udava rad této matice, ktera je typu N x N, a také pocet slozek vektort u, v.

Transformace o vice trovnich

Analyza vektoru y; je na zakladé predchozich vysledkt ve tvaru

W njoy1 = lyﬂ :

X2
kde matice Wy, je typu N/2 x N/2 a piislusi filtrm us,, vs

Was = [oapee)].

Protoze jsou filtry us, vy konstruovany podle véty 2.6. z vektort u, v zavisi matice

W n /2 pouze na téchto vektorech. Déle plati
WN/2 0 y1 | o2
0 I N/2 €1
(a1

Analyzu na druhé trovni miuzeme tedy zapsat v maticovém tvaru

Y
|:WN/2 0 :| WNZ = LL’z
0 Iynp .

20



Oznac¢me matici reprezentujici analyzu na druhé trovni

Wypo 0

W2 = [ 0 IN/2

..

Obecné lze analyzu na p-té irovni zapsat pomoci matice

[ Wy 0 Wy O
Wp T |: 0 IN—N/2P1:| |i O IN/2 WN’

kde matice W y/or je typu N/2" x N/2" a zévisi na vektorech u,v, ze kterych se
sestroji prislusné filtry dle véty 2.6.

Syntézu na p-té Grovni lze zapsat pomoci matice transponované WpT , 1.

W) =w}, {WJTW 0 }..[WJTWN 0

0 IN/2 0 IN_N/Qp—l

Transformace matice

Vise uvedeny maticovy tvar transformace vektoru pouzijeme pro transfor-
maci matice. Nejdrive ztransformujeme vsechny vektory tvorici sloupce matice a
nasledné provedeme transformaci kazdého radku vzniklé matice.

Méjme matici A typu Ny x Ny, nechf Ny, Ny jsou délitelné ¢islem 27, p € N.

Waveletova transformace matice A na prvni trovni méa tvar

Ci1Cia| T
{01,3 Cia| W AWy,
kde matice C4 ;,7 =1,...,4 jsou dany vztahy

Cy1 = DM(u)A(DM)" (u), Ci,=DM(u)ADM)" (v)
C.3 = DM(v)A(DM)" (v), Ci.,=DM(v)A(DM) (v)

Druhou troven transformace ziskame aplikaci transformace na matici C ;

C,. C
WN1/201,1W]TV2/2 Ciy _ Ci; Cji Ciy
Cis Cia C'lg ’ Ci.
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Obecné budeme p-tou trovni waveletové transformace matice Ay, y, rozumét

jeji rozklad na dil¢i matice
Cp,la Cp727 Cp,?n Cp747 Cp—1,27 Cp—l,37 Cp—1,4a ) Cl,2a 01737 C'1,4'

Jednotlivé matice rozkladu ziskdme rekurentnim vztahem

Co1=A,
Cj1Cj» ,
[Cjzg C;:4:| = WN1/2j710j—1,1W]—|\—[2/2j71, ] = 1...,p.

Inverzni waveletovou transformaci matice budeme rozumét zpétnou rekonstrukei

z jejiho rozkladu, kterd je dana rekurentné

C..C;
T 102 .
Cj_171 = WNI/Qj—l |:Cj‘73 Cj‘74:| WN2/2j’1> J=D-, 1a

A == 0071.

2.4 Haarova baze

Necht N = 2P, p € N. Haarovu bézi prostoru [*(Zy) sestavime pomoci arit-

metickych priiméri a diferenci sousednich slozek vektoru z € I*(Zy)

L 2(2) + 225+ 1) 1) = 2(2)) =225+ 1)

s_1(7) = 5 5 ,J=01,...,N/2—1.

Dale postupné vypocteme aritmetické primeéry a diference sousednich slozek vek-
toru s g, k=2,...,p
S k11(27) + 5 x41(25 + 1)

s k(j) = 5 . j=0,1,...,27"N -1,

5pq1(2)) = s k(25 + 1)
2

,j=0,1,...,27*"N - 1.

Protoze vektor z mizeme psat ve tvaru z = fo:_ol z(k)eg, kde € = {ep}n )

je standardni baze I2(Zy), plati nasledujici vztahy.
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Pro prvni trovet, kde j = 0,1,...,27'N — 1, plati
(€25 + €2;11)

s_1(J) = —=(z,9-15), kde ¢_q;=

<Z7¢—1,j>7 kde 7p—l,j -

(eaj — €2j11).

SEES
SEES

Pro k-tou troven definujme
Py =2 (g + -+ €k (j4+1)~1)
w—k,j = 2_k/2(€2kj T eok-1(254 1)1 T Cok—1(2541) — T €2k(j+1)—1)7
potom plati
sk(7) = 272z, 0 1),
d_x(j) =272z, 1), 5=0,1,....27"N—1, k=1,...,p.

. , N/2-1 N/a—1 N/j2v—1 N/j2P—1
Definice 2.5. Béze {¢)_ }j:/O U{w—lj}j:/o U-- 'U{w—pﬂ'}j:/o U{Sp—p,j}jz/o
se nazyvad Haarovou bazi prostoru [*(Zy) a slozky d_.(j) rozvoje vektoru z

vzhledem k této bazi se nazyvaji waveletové koeficienty.

DokaZme nyni, ze Haarova baze je skutecné ortonormaln{ bazi prostoru 1?(Zy).
Polozme u = ¢_19, v = 9¥_1. Dle véty 2.1. je tfeba ukézat, Ze pro vSechna
n=0,...,M —1,kde N =2M, plati

|a(n)]* + [a(n + M) = 2
[o(n)? + |o(n + M)[* = 2

w(n)o(n) +a(n + M)o(n+ M) = 0.

Pro u = %(1, 1,0,...,0) plati
N-1 1 1
a(n) = Z u(m)e—Qmmn/N _ Z u(m)e—27rimn/N _ (1 + e—27rin/N) :
m=0 m=0 \/5
N-1 1
ﬁ(n + M) — u(m)e—zmm(nJrM)/N _ Z u(m)e—27rim(n+M)/2M _
m=0 m=0
: 1
— u(m)e_zﬂimn/]ve_ﬂ—im I (1 _ e—27Ti’fL/N) )

: V2
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Pro v = %(1, —1,0,...,0) plati

N-1 1
j ; 1 .
TA)(H) — Z ,U(m)e—%rzmn/N — Z U(m)e—2mmn/1\f - (1 . €—2mn/N) ’
m=0 m=0 \/5
N-1 1
o(n+ M) = ,U(m)e—27rim(n+M)/N _ Z U(m)e—Qwim(n-‘rM)/QM _
m=0 m=0
- 1
S um)e- i gmmin Ly g-aminivy,

= V2

Pomoci vyse uvedenych vztahti dokazeme platnost nutné a postacujici pod-

3

minky pro generovani ortonormélni baze. Pfipomenme, ze pro modul komplex-
niho &isla = + iy plati |z + iy|> = 22 + %
Tedy

|11(n)\2 + |ﬂ(n+ M)|2 _ (|1 +€—27rin/N|2 + ‘1 . e—2m’n/N‘2) _

N —

(|1 + cos(2nn/N) — isin(2rn/N)|* + |1 — cos(2an/N) + isin(2rn/N)|*) =
[(1 4 cos(2an/N))? + sin®(2rn/N) + (1 — cos(2an/N))? + sin®(27rn/N)| =

(2 +2cos(2mn/N) — 2 cos(2mn/N) + 2 cos®(2rn/N) + 2sin*(2an/N)) =

=2,

NI NI~ N = N =

obdobné lze ukazat, ze plati
1 , .
16(n)|? + |6(n + M)|* = 3 (J1 — e 2N 2 4|1 4 e72m/N|2) = 2,

Upravou a roznasobenim ziskdme platnost tieti podminky

a(n)o(n) +a(n+ M)o(n+ M) =

5 ((1 + 6—27rzn/N)(1 . 627rzn/N) + (1 . e—27rzn/N)(1 + 627rzn/N)) —0.

Overili jsme predpoklady véty 2.1. Haarova baze je tedy ortonormalni bazi pro-

storu (2(Zy).
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Z vyse uvedené konstrukce je patrné, ze waveletovymi filtry Haarovy baze pro
prvni Groven jsou vektory w = ¢_19, v = 9_10. Vektor u se nazyva skalovy
filtr nebo také wavelet —otec, vektor v se nazyva wavelet —matka, zkracené se

pouziva jen wavelet.

Priiklad 2.1. Haarova baze prop =2, N =4

1
Y10 = ﬁ(l, —-1,0,0)
1
w—l,l = ﬁ((), 07 17 _1)
1
Y20 = 5(17 17 17 1)
1
Y_oo = 5(1, 1,—-1,-1)
wavelet-matka Skalovaci filtr
u,‘g_ ol @uurrnrnnnnnnnnnnn ..“
“‘.. ................. )
» "’.‘- ................. o

Obréazek 2.1: Haaruv wavelet a jeho skalovy filtr

2.5 Daubechies wavelety D6

V této kapitole zkonstruujeme Daubechies wavelety D6.

Necht N je délitelné ¢islem 2P, p € N, N/2P > 6. Ozna¢me M = N/2. Skilovy

filtr v musi splnovat podminku

[a(n)|? + |t(n + M)|> = 2, Vn € Zy.
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Ke konstrukci waveletit D6 pouzijeme umocnénou identitu cos? o + sin? v = 1

o (52) s (32)) =1

Pro zjednoduseni zapisu polozime a(n) = 7. Roznasobenim ziskdme nésledujici

vztah

(cos® a(n) + sin® a(n))5 = cos'® a(n) + 5 cos® a(n) sin? a(n)+

410 cos® a(n) sin* a(n) + 10 cos® a(n) sin® a(n) + 5 cos® a(n) sin® a(n) + sin' a(n).
Dale polozime

b(n) = cos™ a(n) + 5 cos® a(n) sin? a(n) + 10 cos® a(n) sin* a(n).

S vyuzitim vztaht pro funkce sinus a kosinus a vzhledem k tomu, ze M = %, 1ze
psat
M
cosa(n + M) = cos (%) = cos (% + g) = —sin (W—]\?) = —sina(n)
, . (m(n+ M) (T T\ m™my
sina(n + M) = sin (T) = sin (W + 5) = cos (W) = cosa(n),
a tedy

b(n + M) = 10 cos* a(n) sin® a(n) + 5 cos® a(n) sin® a(n) + sin'® a(n).
Celkem jsme dostali
b(n) 4+ b(n + M) = (cos® a(n) + sin® a(n))5 =1.
Nyni staci najit vektor u € I1*(Zy), ktery by pro kazdé n = 0,..., N — 1 spliioval
[a(n)|* = 2b(n). (2.2)

ProtoZe pro modul komplexniho é&isla z +iy plati |z +iy|> = 22 +y?, upravime

b(n) do nasledujiciho tvaru

b(n) = cos® a(n) [(cos2 a(n) — V10sin’ a(n))2 + (5 + 2V/10) cos® a(n) sin® av(n)
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Je tedy zrejmé, ze zvoleny vektor
a(n) = (2.3)

— V/2e 5% cos® a(n) [cos2 a(n) —V10sin? a(n) +i\/5 + 2v/10 cos a(n) sin a(n)]

spliiuje podminku (2.2).
Nasi snahou bude nyni najit u(k), £ =0,...,5 tak, aby platilo

5
a(n) _ Z u(k)e—%rikn/N.
k=0

V nasledujicim odvozeni pouzijeme vztahy pro dvojnasobny argument funkci

sinus a kosinus a vztahy pro druhé mocniny téchto funkci

1-— 2
sin? a = ﬂ, (2.4)
2
1 2
cos® o = M, (2.5)
2
sin 2« = 2 sin v cos « (2.6)
a také Eulerovy vzorce
eia _ e—ia
i = - 2.7
sin « 5 (2.7)
cosa = %. (2.8)

Pro jednoduchost zapisu ozna¢me

a=1-+10, b=1+10, ¢ = \/5+ 2V10.

Vyjdeme ze vztahu (2.3) a pouzijeme vzorce (2.4)—(2.8). Argument a(n) bu-

27



deme psat zkracené o = a(n). Provedeme tpravu

i(n) = V2e77" N cosd o [0052 o — V10sin? a + iccos asin a} =

Vi ]_

1
— (1 + cos2a) — 5 (1 —cos2a) + i5 sin 2¢v

= \/_6 COS «

= @6—52'06{ 3ia + 3e 1o +3e” i + —3ioc:| |:g + 2 (620¢ + 6_201) + E (620c_ 6—201):| _

8 2 4
— g[e—%a + 36—42'& + 36—62@ + —8101} [2@ + b( —2a) + C( 6_20)} —

2 . . ,
= 3% [ 2ae 2 4 b+ be MY 4 ¢ — ce M 4

+6ae™ M 4 3be™ Y + 3be ™ 4 BeeT Y — 3ee T +
+6ae75 + 3pe MY 4 3be8 4 ZeeHY — e8I

_'_2a6—81a + be—&a + be—lOza _'_06—6104 o Ce—lOza] _

[€2(b+¢) + e (2a + 3b + 3¢) + e "*(6a + 4b + 2¢) +

w
e

+e—6ia(6a + 4b — 20) + e—Sia(Qa + 3 — 30) + e_IOia(b _ C)} —

5

5
_ Z u(k)e—%ka _ Z u(k;)e_%ik"/N.
k=0

k=0

Roznasobenim zavorek a porovnanim konstant u jednotlivych ¢lentt e=2¥#«

k=0,1,...,5 ziskdme slozky skalového filtru u

(u(0), u(1),w(2), u(3), u(4),u(5))" =

(b+c 2a + 3b + 3¢, 6a + 4b + 2¢,6a + 4b — 2¢,2a. 4 3b — 3¢,b —¢)

R

Na obrazku 2.2 je zobrazen vektor u generujici Daubechies wavelety D6.
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Obréazek 2.2: Skalovy filtr D6
2.6 Komprese dat

Je-li B = {v;}7,

jzol ortonormdlni baze prostoru [?(Zy) miizeme vektor
z € I*(Zy) psét ve tvaru

=

(z, Vg YUk
0

B
Il

Komprese dat ve waveletovové transformaci je zalozena na zanedbani malych
hodnot Fourierovych koeficientii v absolutni hodnoté vzhledem k uvedené bazi.
P1i kompresi dat postupujeme nésledujicim zpiisobem. Posloupnost Fourierovych

koeficienttt v absolutni hodnoté {|(z,v)|}r -, uspofddame sestupné. Pro dané

K < N aproximujeme vektor z pomoci prvnich K koeficientdi, mnozinu jejich
indext oznac¢ime Sy. Aproximace w je potom tvaru

w = Z (2, Ug) U,

keSy

tuto aproximaci nazveme kompresi vektoru z.

V nésledujicich prikladech predvedeme kompresi vektoru pomoci Haarova wa-

veletu D2 a Daubechies waveletu D6 a porovname relativni chyby téchto kom-
presi, které jsou dany podilem norem prostoru [%(Z), tj

lw — 2|

Izl
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Priklad 2.2. Pro N =512, p =4, K = 8, 16, 25, 50 provedeme kompresi vektoru

lpro 32 <n< 95
2 pro 132 <n <259

2" =1 4 pro 416 < n < 511
0 jinde

pomoci Haarovy baze a Daubechies baze D6 a uvedeme jejich relativni chyby.

Vektor z je vykreslen na obrazku 2.3.

Obrazek 2.3: Puvodni vektor z

Tento ptiklad vypocitame pomoci programt komprese_haar a komprese_haar,
které jsou sestaveny v sofwaru MATLAB a jsou uvedeny v paté kapitole. Tyto

programy zavolame piikazy

w=komprese_haar(z,4,K);

w=komprese_daubechies(z,4,K);

kde za hodnoty parametru K postupné dosazujeme K = 8, 16,25, 50. Kompresi
vektort provedeme postupem uvedenym na zacatku kapitoly, tedy zanedbame
nejmensi koeficienty ziskané transformaci. Dale vypocitame relativni chyby a zob-

razime vyslednou kompresi pomoci prikazt

chyba=norm(w’-z) /norm(z) ;

plot([1:512] ,w,’-x’,’MarkerSize’,4, ’MarkerEdgeColor’,’r’)
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Relativni chyby komprese pro K = 8,16,25,50 ziskané pouzitim Haarovy

baze maji hodnoty

chyba = 0.4606, 0.1685, 1.0e-015- 0.4464, 1.0e-015 - 0.4464.

Aproximaci vektoru z ziskanou kompresi pro K = 25 miizeme na zakladé ve-

likosti relativni chyby povazovat za dostatecné presnou, a proto nebudeme apro-

ximaci pro K = 50 zobrazovat.

Obréazek 2.4: Komprese pomoci Haarova waveletu pro K=8

Obrazek 2.5: Komprese pomoci Haarova waveletu pro K=16
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Obréazek 2.6: Komprese pomoci Haarova waveletu pro K=25

Relativni chyby komprese ziskané transformaci pomoci Daubechies baze D6

nabyvaji hodnot

chyba = 0.5146, 0.2556, 0.1505, 0.0468.

L I I I I |
100 200 300 400 600

500

Obrazek 2.7: Komprese pomoci Daubechies waveletu pro K=8

Z velikosti relativnich chyb snadno vycteme, Ze pro vektor z, ktery méa po

castech konstantni priibéh, je vhodnéjsi pouzit Haartiv wavelet.
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o 100 200 300 200 500 600

Obrazek 2.8: Komprese pomoci Daubechies waveletu pro K=16

WL
1 M/\/\/\/

%0 100 200 300 200 500 600

Obrazek 2.9: Komprese pomoci Daubechies waveletu pro K=25
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Obrazek 2.10: Komprese pomoci Daubechies waveletu pro K=>50
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Priklad 2.3. Pro N =512, p =4, K = 8, 16, 25, 50 provedeme kompresi vektoru
2(n) = (n — 256)e” (BOP/H2 1y — 511

pomoci Haarovy baze a Daubechies baze D6. Uvedeny vektor z je vykreslen na

obrazku 2.11. Budeme postupovat obdobné jako v prikadu 2.2.

Obrazek 2.11: Ptivodni vektor z

Kompresi vektoru z provedeme pro K = 8,16,25,50 pomoci programt
komprese_haar a komprese_daubechies, vysledné zpétné transformace jsou vy-

kresleny na obrazcich 2.12 - 2.19.

Obrazek 2.12: Komprese pomoci Haarova waveletu pro K=8
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Obrazek 2.15: Komprese pomoci Haarova waveletu pro K=50
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Ptesnost jednotlivych kompresi porovname na zakladé relativni chyby trans-

formace, které maji pro K = 8,16, 25, 50 pomoci Haarova waveletu hodnoty

chyba = 0.2400, 0.1140, 0.0712, 0.0314.

Obrazek 2.16: Komprese pomoci Daubechies waveletu pro K=8

Obrazek 2.17: Komprese pomoci Daubechies waveletu pro K=16

Relativni chyby komprese pro K = 8,16, 25,50 ziskané transformaci pomoci

Daubechies waveletu nabyvaji hodnot

chyba = 0.0672, 0.0161, 0.0049, 1.0e-003 - 0.6620.
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Obrazek 2.18: Komprese pomoci Daubechies waveletu pro K=25

Obrazek 2.19: Komprese pomoci Daubechies waveletu pro K=50

Pro vektor z je na zakladé velikosti relativni chyby vyhodnéjsi pouzit Dau-

bechies wavelet D6.

Na ptedchozich ptikladech je vidét, Ze je aproximace vektoru ovlivnéna tvarem

waveletu. Proto je vhodné volit wavelety na zakladé transformovanych dat.

37



Priklad 2.4. Prop = 3, K = 25%, 10%, 5% provedeme waveletskou transformaci

a naslednou kompresi digitalni fotografie z [9], ktera je zobrazena na obrazku 2.20.

Obrazek 2.20: Ptvodni barevna fotografie

Pro transformaci pouzijeme Haartv wavelet D2. Fotografii reprezentujeme
jako matici, jejiz kazdy prvek udava stupen sedi odpovidajiciho obrazového bodu.
Na takto ziskanou matici aplikujeme waveletovou transformaci, ktera je uvedena
v kapitole 2.3.

Pro vypocet waveletové transformace pomoci Haarova waveletu D2 pouzijeme
program komprese2_haar, ktery jsem sestavila v MATLABu, a ktery je uveden

v 5. kapitole. Pro transformaci obrazu na prvni tirovni voladme program piikazem

komprese2_haar(’havirov.tif’,1);

Vystupem je ptvodni obraz prevedeny do stupnice Sedi, ktery je vykreslen na
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Obrazek 2.21: Fotografie prevedend do skaly Sedi

obrazku 2.21, a jeho waveletova transformace na prvni trovni. Tato transformace
je graficky znazornéna na obrazku 2.22, ktery se sklada ze ¢tyt casti. Levy horni
kvadrant aproximuje ptivodni obraz a odpovidéa ortogonalni projekci do skalového
prostoru, zbyvajici tii ¢asti transformace odpovidaji projekci do prostoru detailt.
Levy dolni kvadrant obsahuje horizontalni detaily, pravy horni vertikalni a pravy
dolni kvadrant zahrnuje diagonalni detaily.

Waveletova transformace na druhé trovni se vola obdobné

komprese2_haar (’havirov.tif’,2);

Tato transformace je vykreslena na obrazku 2.23. Pokud chceme provést kom-
presi obrazu, pridame ve volani funkce tfeti, nepovinny parametr, ktery udava, ko-

lik procent piivodnich dat se bude vyuzivat ve zpétné rekonstrukci. Pro kompresi

obrazu pouzijeme prednostné koeficienty ziskané projekci do skalového prostoru,
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Obrazek 2.22: Waveletova transformace obrazu na prvni trovni

ktera je nejjednodussi aproximaci ptivodniho obrazu. Dale budeme ve zpétné
transformaci uvazovat nejvyznamnéjsi koeficienty ziskané projekci do prostori
detaild, tj. koeficienty s nejveétsi absolutni hodnotou. Tento pfistup ke kompresi,
ktery rozlisuje mezi skalovymi prostory a prostory detaill, je v literatute prefe-
rovan. Pro ukazkové priklady komprese vektora 2.2, 2.3 vsak dava lepsi vysledky
postup uvedeny na zacatku této kapitoly. Syntaxe prikazu pro kompresi z 25%

puvodnich dat, kterd je vykreslena na obrazku 2.24 ma nasledujici tvar
komprese2_haar (’havirov.tif’,2,25);

Obdobné ziskdme také kompresi z ptuvodnich 10%, resp. 5% dat, kterd je zachy-

cena na obrazku 2.25, resp. 2.26. Relativné dobra kvalita komprese je dana kon-

centraci dilezitych informaci v malém mnozstvi waveletovych koeficientti. Wave-

letovou transformaci lze tedy povazovat za efektivni nastroj pro kompresi obrazu.
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Obrazek 2.23: Waveletova transformace obrazu na druhé urovni

Obrazek 2.24: Komprese obrazu z 25% puvodnich dat
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Obrazek 2.26: Komprese obrazu z 5% piivodnich dat
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3 Wavelety v prostoru L*(R)

V této kapitole opustime prostor posloupnosti I?(Zy) a piejdeme k wavele-
tové transformaci funkci z prostoru L?(R). Popiseme princip konstrukce wavelett
metodou multirozkladu prostoru L?(R) a uvedeme nékteré jeji vlastnosti. Kon-
strukci waveletového systému zakonc¢ime Mallatovou vétou. Na zavér odvodime

tvar Mallatova algoritmu.

3.1 Spojita waveletova transformace v L?(R)

Stejné jako Fourierova transformace méa i waveletova transformace svou spo-
jitou verzi. V této kapitole uvedeme pro tuplnost jeji definici, dale se budeme
zabyvat pouze diskrétni waveletovou transformaci.

Zvolme 1) € L*(R). Pro redlné s > 0 definujme

vu(w) =I5 (2)

Uea(u) = y(u—t) = |s| 779 (“ - t) ‘

S

Definice 3.1. Spojitou waveletovou transformaci funkce f € L?(R) definu-

jeme predpisem

f(s.t) = /Rf(u)?/)s,t(U)du = (f,hs4), s>0, t eR.

Parametr s se nazyva skalovy parametr, funkce v se nazyva zakladni wavelet

nebo wavelet matka.

3.2 Diskrétni waveletova transformace v L*(R)

V tavodu této kapitoly uvedeme definici waveletového systému, jehoz tvar je

motivovan Fourierovou bazi prostoru L?(—m, 7), kter4 je tvofena systémem funkci
1 int
{en(t)}nE% en(t) = ge ,te <—7T,7T>.
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Kazdy prvek Fourierovy baze lze vyjadrit ze zakladni funkce e;(¢) pomoci celo¢i-
selného nasobku nezavisle proménné ¢, plati tedy e, (t) = e;(nt),n € Z. Obdobné
jako v ptipadé Fourierovy baze budeme chtit generovat prostor L?(R) pomoci je-
diné funkce (). V tomto prostoru bude ovSem nezbytné uvazovat také vSechna
posunuti ¢(t — k), k € Z nezavisle proménné ¢. Systém funkci {¢;};rez tedy

vznikne posunutim a dilataci jediné funkce .

Necht ¢,1 € L*(R). Definujme funkce ¢; s, ¥;x € L*(R), j, k € Z predpisem
pin(x) = 2Pp(2x — k)

bik(x) = 2P(2x — k)

a uzaviené podprostory V;, W;, j € Z prostoru L*(R)

Vi = L{pjr}rez, W= LLYjx}rer.
Definice 3.2. Necht ¢y € L*(R) a nechf systém funkci ¢, € L*(R), j,k € Z

tvoii tiplnou ortonormdalni mnozinu funkei v prostoru L*(R), tj. plati

(Vs Vim) = 0500km, J,k,1,m €R.
Pak se tento systém nazyva waveletovy systém, jehoZ prvky jsou wavelety a

funkce 1, ktera generuje tento waveletovy systém, se nazyva wavelet.

Definice 3.3. Zobrazeni T : L?*(R) — [*(Z), které kazdé funkci f prifadi systém

koeficient
T(f) = {{f,Vjr) }ikez

se nazyva diskrétni waveletova transformace.

Vé&ta 3.1. Necht ¢, € L*(R), j, k € Z je waveletovy systém funkci v prostoru
L3(R). Pak pro kazdou funkci f € L*(R) plati

=)0 i)t

JEZ keZ

Tato identita se nazjvd waveletova identita, koeficienty (f,vV;x), j,k € Z

se nazyvaji waveletové koeficienty.
Dutkaz: viz [5], str. 13.
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3.3 Multirozklad

Waveletovy systém zavedeny v definici 3.2. tvoii rozklad prostoru L*(R), tj.
LPR)=.. oW oW W;....
Definujeme-li podprostor V;, j € Z prostoru L*(R) vztahem
Vi=...0 W2 ® W;_,

ziskame rostouci posloupnost podprostort {V}}jGZ. Metoda konstrukce wave-
letového systému, kterou se budeme zabyvat, se nazyva multirozklad prostoru
L*(R). Nejprve zkonstruujeme tzv. $kdlovou funkci ¢ € L?(R), ktera generuje po-
sloupnost podprostort {V]}J ¢z - Pomoci této posloupnosti podprostori ziskame
waveletovy systém. Misto pojmu multirozklad prostoru L?(R) budeme pouZivat
zkratku MRA (the multiresolution analysis). Nutno poznamenat, ze multirozklad

neni jedinym zptusobem konstrukce waveletového systému.

Definice 3.4. Multirozklad prostoru L?(R)
Rekneme, 7e posloupnost uzavienych podprostort {V;};ez prostoru L?(R) tvoii

multirozklad prostoru L?(R), jestliZe jsou splnény nésledujici vlastnosti.

a) Vlastnost monotonie

Posloupnost podprostorti {V;},ez je rostouci, tj. V; C V41, Vj € Z.

b) Existence skalové funkce
Existuje tzv. skalova funkce ¢ € Vj takova, Ze posloupnost {@ox}rez je

ortonormdlni a tplna v prostoru Vj, tzn. existuje z € [*(Z) tak, 7e

f(x) € Vo= f = z(k)po(@), == (2(k))rez.

kEZ

A naopak kombinace Y z(k)pox(x), kde 2 € I>(Z), je prvkem prostoru V4.
keZ

c) Dilataéni vlastnost
Pro kazdé j € Z plati f(x) € Vo & f(2/z) € V.
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d) Vlastnost praniku

N V;={0}

JEZ

e) Hustota

JEZ JEZ.

Uvj:L2(R)<:>{feL2(R):3fne U%!nglfm’|fn—f’|:0}

Poznamka 3.1. V literature lze najit wavelet 1, ktery generuje waveletovy sys-
tém, pod ndzvem matersky wavelet, skalovd funkce z definice multirozkladu ¢
se tak€ oznacuje jako otcovsky wavelet. Jednotlivé prostory V;,j € Z z defi-

nice 3.4 nazveme Skalové prostory.

Véta 3.2. Necht {V;};ez je MRA se Skdlovou funkci p. Pak plati
1. vlastnost translace f(x) € Vo < f(x — k) € Vi pro kazdé k € Z.
2. systém funkci {@;}rez je ortonormdini a uplny v prostoru V;.

3. existuje vektor u = (u(k))rez € *(Z) tak, Ze

p(@) =D ulk)prr(e) = V2 ulk)p(2w — k).

keZ keZ

Dikaz: Tato véta je uvedena v (6], str. 56. Jeji dikaz je ponechan jako cviceni.
Tyto vlastnosti multirozkladu prostoru L?(R) budeme déle potfebovat, proto je

na tomto misté také dokazeme.

1. Funkce f € Vj < existuje posloupnost z € [*(Z) takova, Ze

Fl) =" 20G)p0i(x) =D 2(i)e(x —j).

JEZ JEZ

Coz plati pravé tehdy, kdyz

fla—=k) =Y 2(ele—k—=5) =D 2(m=k)p(x—m) = > y(m)p(z—m)

JEZ meZ meZ
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Pouzili jsme substituci m = k+j, j prochazi mnozinu celych cisel, tedy pro
pevné k nabyva m také vsech hodnot z mnoziny Z. Posloupnost {y,,}mez

vznikla z posloupnosti {2,, }mez translaci, proto y € I*(Z) < f(z—k) € V).

2. Systém funkci {¢; ;. } je ortonormalni v prostoru V;, jestlize (p;x, i) = k.-

)

Z tvaru funci ¢;,; plyne
(Pikr i) = (2%0(Dx — k), 29%p(2x — 1)) = 2 / p(2r — k)p(2x — l)da
R

/R (v — K)ply — Dy = b5,

Pouzili jsme substituci y = 2/ a ortonormalitu mnoziny {@g x }rez.-

Uplnost mnoziny {p;}irez ve V; plyne z konstrukce tohoto prostoru

Vj = E{%‘,k}kez.

3. Z vlastnosti monotonie MRA plyne, ze V; C Vi a tedy mutzeme funkci

¢ € Vp psat ve tvaru linearni kombinace funkci ¢y 1, k € Z, tj.

<P(55):Z (k)prx(z fz ¢(2z — k).

kEZ kEZ

Funkce ¢ lezi v prostoru L*(R), pro jeji normu tedy plati

o0 > flol* = 11> u(k)prsll® = <Z U(k‘)sol,k,ZU(j)@m> =

kezZ kezZ JEZ
k 2
= 801 k,<P1,g> = U( ) )
keZ JEZ kEZ

pricemz jsme vyuzili vlastnosti skaldrniho soucinu a ortonormality mnoziny
{41 trez v prostoru Vi. Plati tedy, ze posloupnost u € [(Z).
O

Definice 3.5. Necht {V;};cz je MRA se skalovou funkei ¢. Pak rovnice

p(x) = ulk)pie(z) = vV2Y_ ulk)p(2z — k) (3.1)

kEZ kEZ
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se nazyva dilatacni rovnice (také skalovd nebo zjemrujici rovnice).
Vektor u = (u(k))rez € [*(Z) se nazyva Skalovy vektor (také skdlova posloup-

nost, vektor skdlovych parametri nebo koeficienti filtrace).

Poznamka 3.2. Vzhledem k neustdlenému ndzvoslovi pro Skalovy vektor, resp.
skalovou posloupnost, si v nasledujicim textu dovolime oznacovat prvky prostoru

I12(Z) jako posloupnosti i jako vektory.

Provedeme-li Fourierovu transformaci dilata¢ni rovnice (3.1), ziskdme tzv.
ekvivalentni dilata¢ni rovnici

60 =mo(5)(5). mal© = = Suwe. @2

keZ

funkce mg se nazyva funkce filtrace nebo také skalovy filtr. Funkce filtrace hraje
dulezitou roli v konstrukci multirozkladu MRA.

Existuje n&kolik zptisobii jak zkonstruovat multirozklad prostoru L*(R). V této
praci se soustiedime na konstrukci MRA pomoci skélového vektoru u. Skalovou
funkci sestrojime tak, aby s danym skalovym vektorem wu spliiovala dilatacni rov-
nici (3.1). Zkonstruovand skalova funkce generuje MRA za predpokladu, Ze vektor
u spliuje fadu podminek.

Zékladni myslenka konstrukce skalové funkce ¢ spociva na iterovani ekviva-

lentni dilatacni rovnice (3.2) v proménné &. Tedy

o0 =mo(5)2(5).

Reseni této rovnice miizeme pfi splnéni dale uvedenych podminek zapsat ve

tvaru

#©) =TT mo (5)- (33



V nasledujici ¢asti budeme zkoumat, za jakych predpokladi je dilata¢ni rovnice

fesitelna a zkonstruovana skalova funkce ¢ generuje MRA.

Definice 3.6. Jestlize pro funkci mg : R — C existuje > 0 a konstanta C' < +o00

tak, Ze pro vSechna & € R plati
[mo(€) —mo(0)] < Cl¢[°,
pak budeme fikat, ze myg spliiuje Lipschitzovu podminku fddu ¢ v bodé 0.
Nésledujici lemma zodpovi otazku konvergence soucinu ve vztahu (3.3).
Lemma 3.1. Necht funkce mgy : R — C splriuje
1. Lipschitzovu podminku vdadu 6 v bodé 0.

2. mp(0) =1 a |me(§)| < 1 pro vSechna £ € R. Pro kaZdé n € N sestrojme
funkci G,(€) ve tvaru

6= 1T (5).

Pak posloupnost funkci {G, }nen konverguje stejnomérné na kazZdé omezené

mnoziné v R, a tedy bodove v kaZdém bode & € R.

Dutkaz: viz [6], str. 66.

Nyni uvedeme postacujici podminku na vektor v k tomu, aby funkce filtrace

my spliovala Lipschitzovu podminku.

Lemma 3.2. Necht vektor u pro néjaké € > 0 splriuje podminku

> [k u(k)| < +oo. (3.4)

keZ
Pak funkce mq definovand vztahem
_ 1 ke
mo (&) = 7 kezz u(k)e
spliiuje Lipschitzovu podminku 7ddu § = min{1,e} v bodé 0.
Dukaz: viz [6], str. 66.
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Poznamka 3.3. Jestlize vektor u spliiuje podminku (3.4), pak nutné lezi v pro-

storu [*(Z). Plati totiz

D ulB) < Y IkFlu(k)] + [u(0)] < +oc.

keZ kEZ

Jesté nez popiseme konstrukci MRA pomoci skalového vektoru wu, uvedeme

lemma, které budeme potiebovat v ditkazu konstrukce.

Lemma 3.3. Necht funkce mgy : R — C splriuje ndsledujici vlastnosts.
1. Funkce mq splnuje Lipschitzovu podminku 7ddu 6 > 0 v bodé 0.
2. mp(0) = 1.
3. Funkce mq je 21 periodickd.
4. Pro vsechna £ € R plati |mo(&)|*> + |mo(é +7)> = 1.
5. infig<n/2 [mo(§)] > 0.

Definugme funkci ¢ predpisem
+00 5
o) = Hmo (5) , £ eR.
j=1

Pak plati

a) Funkce ¢ splriiuje pro vSechna £ € R rovnici

w0 =m(5)2(5)-

b) p € L*(R).

c) Funkce ¢ je spojitd v bodé 0.
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d) MnozZina {po . }rez je ortonormdlni v prostoru L*(R).

Sestrojme vektor u € 1*(Z) tak, Ze v normé prostoru L*(—m, ) plati

1 "
mol§) = 5 > _ulk)e ™,

keZ

tzn. u(k) = \2/—3 /_7r mo(€)e™éde = \2mig(—k), k € Z.

Predpokldadeyme navic, Ze
6. uel(Z)
Pak

e) Funkce ¢ spliuje dilatacni rovnici se skdalovym vektorem u, tzn.

p(z) = Z u(k)prr(z).

keZ

f) Funkce ¢ a mq jsou spojité funkce na R.

Dukaz: viz [6], str. 67.

Na zakladé tohoto lemmatu vSak nemutizeme zarucit, ze zkonstruovana skalova
funkce ¢ vyhovuje vSem podminkdm pro generovani multirozkladu, nebot neni
zajisténo splnéni vlastnosti priniku a hustoty v definici MRA. Nésledujici lemma

stanovi zbyvajici podminky na funkci ¢, aby vyhovovala témto pozadavktm.

Lemma 3.4. Necht funkce ¢ € L*(R) je takovd, Ze {©;}rez je ortonormdini
v prostoru L*(R) pro kaZdé j € Z. Definugme prostory V; pro kaZdé j € 7 pred-
pisem V; = L{©;xYrez. Pak Njez Vi = {0}. Je-li navic funkce ¢ ohranicend,
spojitd v nule a $(0) = 1, pak m = L*(R).

Dukaz: viz [6], str. 70.

51



Nyni mtiZeme zkonstruovat multirozklad prostoru L?(R) pomoci $kélového
vektoru u. Podminky, které musi skalovy vektor spliiovat, udava nasledujici véta.
Tento zpusob konstrukce MRA neni jediny, multirozklad lze zkonstruovat na za-
kladé funkce filtrace mg, nebo pfimo pomoci skalové funkce ¢. Podminky pro

tyto typy konstrukce MRA lze najit napf. v [6].

Véta 3.3. Konstrukce MRA pomoci skalového vektoru u
Necht vektor u = (u(k))rez spliuje ndsledugjici podminky.

1. Pro néjaké € > 0 plati

> [E[Fu(k)| < +oo.

keZ

2. S u(k) = V2.

kEZ

3. Posloupnost { Ropu}rez je ortonormdlni posloupnost v prostoru 1*(Z).

inf |mo(€)] >0, kde my(&) = % S u(k)e e,

[§|<m/2 keZ

Pak soucin

konverguje na kaZdé ohranicené mnoZiné stejnomérné k funkci p € L*(R). Se-
strojme funkci ¢ = (o). Pak tato funkce spliuje $kdlovou rovnici s vektorem u

tzn. plati

p(z) = Z u(k)p1i()

keZ

a mnoZina funkci {o(x — k)}rez je ortonormdini v prostoru L*(R). Pro kaZdé
J € Z sestrojme V; = L(pjk)kez. Posloupnost prostori {V;};ecz tvori MRA se

skdlovou funkct @ a skdalovym vektorem u.

Dukaz: Tato je véta je prevzata z [6], str. 73, pfi¢emz jeji dtikaz je ponechén jako

cviceni. V diikazu vyuzijeme diive uvedené lemma 3.3 a 3.4. Nejprve ovéiime, zda
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predpoklady véty, tj. podminky 1.—4.; jsou postacujici ke splnéni predpokladii

lemmatu 3.3.

1. Prvni podminka zarucuje podle lemmatu 3.2, ze funkce

m() \/_ Z _Zkf

keZ

spliiuje Lipschitzovu podminku fadu 6 = min{l,e} v bodé 0.
2. Druhé podminka implikuje mo(0) = 1, nebot

mO \/7 Z —sz \/7 Z

keZ kEZ
3. Periodi¢nost funkce mg(€) plyne z 27 periodi¢nosti funkci e, Vk € Z.

4. Posloupnost {Rg,u}rez je ortonormalni posloupnost prostoru *(Z), tedy

plati
(u, Rogu) = > u(j)u(j — 2k) = bro.

JET
Na zékladé tohoto vztahu ovérime platnost ¢tvrté podminky lemmatu 3.3,

tj. [mo(€)|? + |mo(€ 4 7)|? = 1. Upravou ziskame

Imo(€)” + [mo(€ + m)[* = mo(&)mo (&) + mo (& + m)me(E + ) =

_ %Zu( —ike Z ng + = Z —ikf 6—ik7r Zmeijf 6ij7r —

kezZ JEZ keZ jEZ
— 1 e tk€ 2]& —Zkﬁ 2]& m(j=k)
5 u(k) +
kEZ JEZ keZ JEZ

Pro j — k liché se vyraz "U~*) = (—1)7=F rovnd —1 a jednotlivi s¢itanci
se od sebe odectou, pro j — k sudé je vyraz e"U=*) roven 1 a dojde naopak

k souctu. Pro j — k = 2n sudé mtzeme tedy psat

O WELES W WIS

keZ JEZ k€Z jEL
_ § § ] _ 277, z§(2n § 5 62§2n _ 6 -1
neZ jeL nez

53



Dokézali jsme splnéni podminek lemmatu 3.3. Plati tedy, ze funkce ¢ € L?*(R)
je spojita na celé realné ose a spliiuje dilata¢ni rovnici se skalovym vektorem wu.
Dale plati, ze mnozina {p(x — k) }rez je ortonormalni v prostoru L%(R).

Stejnomérna konvergence nekonec¢ného soucinu

na kazdé omezené mnoziné v R plyne z lemmatu 3.1. Podminky tohoto lem-
matu jsou splnény, protoZze funkce mq(€) spliiuje Lipschitzovu podminku fadu §
v bodé 0, my(0) =1 a |my(§)| < 1, V€ € R. Posledni nerovnost plyne ze vztahu
mo(&) + [mo(€ + M2 = 1, VE € R

Vlastnosti a), b), ¢) z definice 3.4 plynou z konstrukce prostort V;, j € Z.
Vlastnosti d) a e) jsou dusledkem lemmatu 3.4. Ovéfme nyni jeho predpoklady.

Vime, Ze mnoZzina {p;x}rez je ortonormélni v prostoru L*(R), a Ze funkce
¢ je spojitd v nule. Ohranicenost funkce ¢ plyne z vlastnosti funkce filtrace

Imo(§)] < 1, V€ € R, nebot

“+oo

2(6)] =T |mo

Jj=1

3 o
()1
7j=1

Zbyvé oveérit, ze ¢(0) = 1. Fourierovu transformaci skélové funkce ¢ mizeme

upravit na tvar

. (£ _ 1l
$(&) = mo (5) =11 w(k)e ke
=1 j=1 keZ
dosazenim £ = 0 ziskame
+oo
A0 jHl NGl ; jHl 7% ; j];[l 1=1.

Dokéazali jsme tedy, ze posloupnost {V;};ecz, V; = L(¢j k) ez tvoil MRA.
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Nyni si ukdzeme, jak pomoci MRA sestavit waveletovy systém. Budeme hledat
takovou funkci ¢, aby mnozina {tg s }xez byla tiplna v prostoru W a ortonormalni
v L*(R). Tato funkce neni pro dany multirozklad ddna jednozna¢né. Konkrétni
volbou ziskame tzv. pridruzeny wavelet. Tvar obecného waveletu, presnéji jeho

Fourieriv obraz, 1ze najit napt. v [6].

Definice 3.7. Necht {V;},cz je MRA se skdlovou funkci ¢ € L*(R) a skdlovym

vektorem u = {u(k)}rez. Funkci

U(x) =D vk)pen(z) = V2 Y v(k)p(2e — k), kde v(k) = (—1)*u(l — k)

kEZ keZ
nazveme pridruzeny wavelet k tomuto multirozkladu.

Definice 3.8. Rovnice

P(x) = v(k)pr(r) = V2D v(k)p(2z — k) (3.5)

keZ keZ
se nazyva waveletova rovnice a {v(k),k € Z} waveletové parametry.

V nasledujicich tvrzenich se ovsem objevuje wavelet dany vztahem

P(a) =Y vk)ere(r) = V2 v(k)p(2z — k), kde v(k) = (=1)* u(l — k).

k€EZ keZ

Poznamenejme, ze tato tvrzeni plati i pro pridruzeny wavelet, ktery je pouze
(—1) nasobkem uvedeného waveletu, a tedy generuje stejny prostor.
Zakladem konstrukce waveletového systému je Mallatova véta, ktera vyuziva

vlastnosti nasledujiciho lemmatu.
Lemma 3.5. Necht {V;};cz je MRA se skdlovou funkct ¢ a skdlovgm vektorem
(u(k))rez. Predpokldidejme, Ze u € IN(Z). Sestrojme vektor

v = ((k)kez, v(k) = (1) u(l — k)

a funkci

Y(x) = v(k)eis(x) = V2 v(k)p(2r — k).

keZ keZ
Oznacme Wy = L(Wo k) kez- Pak plati
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1. MnozZina {o . }xez je ortonormdlni v L*(R) a iplnd v prostoru Wy a

Vi=Vo® Wy, Vo LW,

2. Definujme W; = L(V; ) kez. Pak pro kaZdé j € Z plati
flx) e Wy & f(2z) e W;, f(x) € Wy & f(x — k) € Wy, Vk € Z.
3. Pro kaZdé j € 7 je
Vir = V; @1, V; LW,
j—1
- @B

l=—c0

4. MnoZina funkci {1y }i<jrez je Uplnd v prostoru V;.

5. Necht P; je ortogondlni projekce na V; dand vztahem

Pi(f) =Y (f.einein | € LAR),

keZ

pak {||P;(f) — fll}jez je nerostouct posloupnost a plati

1P;(f) = fIl = 0 pro j — +oo a f = P;(f) LW prol < j—1.

6. Necht g € V; pro néjaké j € Z a g L W, pro vSechna l < j —1, pak g = 0.

Diikaz: Toto lemma je uvedeno v [6] na str. 60, jeho diikaz je ponechan jako
cviceni. Abychom mohli Mallatovu vétu polozit na pravdivy zaklad, dokazeme

postupné jednotliva tvrzeni.

1. Vyjdeme z ortonormality mnoziny {@o\}rez, tedy plati (pok, o) = Ok

Do tohoto skalarniho souc¢inu dosadime dilatac¢ni rovnici danou vztahem (3.1)

{Po,ks 1) = <\/72 :E—2k:—j),\/§Zu(s)¢(2x—2l—s)> =

JEZ SEZ

=2 Z Z u(j)u(s) <%Qpl,2k+w P1 2l+s> Z Z U(8) 0ot jts =

JEL s€L JEZL s€L
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Tento vztah a waveletovou rovnici (3.5) vyuzijeme k dikazu ortonormality

mnoziny {tj }kez. Mzeme tedy za pouziti substituce m = 1 — j psat

(Yostbos) = <¢§ > w(i)p2r — 2k — ), V2 v(s)p(2z — 21 — s)> =

JEZL SEL

— QZZ <\f¢1 Ut s \}§g01,21+5> —

JEZL sEL
=Y w()v(s)barsjoes = 3 0(j)v(2k — 20 + j) =
JEZ sSEL JEZ
= (—1)H(=1)* (1 = u(l - 2k + 21 — j) =
JEZ
= (—1)2FH (1 = flu(l - 2k + 20 — j) =
JEZ

m

Uplnost mnoziny {44 }rez v prostoru Wy plyne z konstrukee tohoto pro-

storu. Dokazme nyni, ze Vo L W, tj. (@ox, o) =0, Vk,l € Z. Tedy

(Po,ks Vo) = <\/_Z o2z — 2k — j), fz 2x—2l—s)>:

JEL seZ
= Z Z 0(5)0k 42115 = Z u(f) (=172 (1 - 2k + 20 - j) =
JEZ sEL JEZ
+00
= ) () Mu()u(l =2k + 20— 5) +
j=l—k+1
+ Z u(l =2k + 21 —j) =
j——OO
+00
= Y (=1 Mu(i)u(l — 2k + 20— j) +
j=l—k+1
+ Z w(l — 2k + 21 — r)u(r) = 0.
r=Il—k+1
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Pri tupravée uvedeného skalarniho soucinu jsme pouzili substituci
r=1-—2k+ 2l — j. Ukazali jsme, Ze prostory W a Vj jsou na sebe kolmé.

Dokazme, zZe jejich direktni soucet tvoii prostor V.
Z vlastnosti monotonie MRA vime, ze Vy C V;.

Z tvaru funkce

V(@) = V2 u(k)p(2e — k)

keZ

plyne, ze Wy C Vi. Zbyva tedy dokdzat, ze V3 C (Vo @ Wy). Vzhledem

k tomu, ze systém funkci {¢; j }rez tvoll bazi prostoru Vi, staci ukazat, ze
o1 € Vo & Wy, Vk € Z.

Pro tento diikaz budeme potiebovat nékolik pomocnych tvrzeni. Z ortonor-

mality mnoziny {¢o \ }kez za pouziti substituce s = j — 2k plyne

Okt = (Poks o) = »_ulf)u(k — 20+ j) = > u(s — 2k)u(s — 21)

JEZL SEZL

= <R2ku, R21u>.

Posloupnost {Roru}rez je tedy ortonormalni mnozina v prostoru [%(Z).
Za tohoto predpokladu je mnozina B = {Rogu}rez U { Rogv }rez Gplna or-
tonormdalni mnozina prostoru [*(Z), toto tvrzeni je uvedeno v [6] str. 33

véta 3.1.3. Déale z ortonormality baze prostoru V; plati

{1k 004 = (P Y ull)pr2j51) = ulk — 27)

leZ

(P o) = (pras D 0o(Dprgim) = v(k —27).

leZ

Pro kazdou funkci f € Vi, f =3, ., a(k)p1x plati

(fr 00,0 = Y alk)(@rm o) = Y alk)ulk —2j) (3.6)

(fbog) =D a(k){prr o) = > a(k)o(k — 27). (3.7)
kEZ keZ
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Béazovou funkci ¢y ; chceme vyjadrit ve tvaru linedrni kombinace

Z<801,j<ﬂo,k><ﬂo,k + Z<@1,jw0,k>w0,k-

keZ k€EZ

Pokud se nam to podari, funkce ¢y ; € Vo @ Wy. Oznacme

9 =¥ — Z<801,j<ﬂo,k>90o,k - Z<@1,jw0,k>w0,k-

kEZ kEZ

Vzhledem k tomu, Ze jednotlivé funkce o1 ;,00x, Yor, k € Z lezi v pro-

storu Vi, lezi i funkce g € V4, a proto ji muzeme zapsat ve tvaru

g = Z a(k)%,k-

keZ

Dale pro vsechna m € 7Z plati

(9, Pom) = (P14, om) — D_{#15004) (L0 Pom) — O {1,180,k Y0k Pom)

keZ kEZ

=u(j—2m) —u(j —2m) —0=0,

(9, Yom) = (@1 Yom) = D _{1%0k) (Loks Yom) — D _{pr%0.k) (Yo, Yom)

keZ keZ
=v(j—2m)—0—v(j —2m)=0.

Dosazenim do (3.6), (3.7) ziskdme

<ga QpO,m> = Za(k)u(k - Qm) = <CI,, R2mu> = 0>

ke
<97¢0,m> = Za(k)m = <a7 R2mv> =0.
keZ
Vzhledem k tomu, Ze mnozina B = {Ro,t}mez U {Rom}tmez je Gplna

ortonormalni mnoZina v prostoru I?(Z), musi byt a nulovy prvek tohoto
prostoru, tj. a(k) =0, Vk € Z. Potom funkce g = >, _, a(k)¢1, = 0 a pro
funkei ¢q; plati
P15 =Y _(p1i00k) ok + O _(#15%0k) Yok
k€L kEL

Prostor Vi C Vo @ Wy a tim je dilkaz hotov.
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2. Nasledujici tvrzeni dokdzeme pomoci nékolika ekvivalenci. Z konstrukce
prostortt W; plyne, ze systém funkci {1, }rez je Gplny v prostoru W,
tedy f € W; pravé tehdy, kdyz existuje posloupnost z € [*(Z) takovd, ze
[ =2 ez 2(k)¥; k. Tedy plati

flx) € Wy <= f(x) =) 2(m)om = Y 2(m)p(x —m)

meZ meZ
= [(@r) =) 2m)p(@z—m) =277 " 2(m)iy,
meZ meZ

— f(2x) e W;.

Obdobnou tpravou a pouzitim substituce s = m + k ziskdme nasledujici

ekvivalenci

f(x) € Wo <= f(x) = ) z(m)om = Y z(m)v(x —m)

meZ mEZ

= flo—k) =Y zmp(x—k—m) = z(s — k)i(x — s)

meZ SEZ

<~ f(l'—k') e Wy.

3. Prostory V; a W; jsou ortogonélni, jestlize (¢, s, ;) =0, Vk,l € Z. Tuto

rovnost ziskdme tpravou skalarniho soucinu
(@i i) = (2202 — k), 2922 — 1)) =

= Qj/R@(?jx — k)i —1) =
— /RSO(?J — l{:)m — (o o)) = 0

Pii tpravé jsme pouzili substituci y = 27z. Skaldrni soucin (g, 1o,) se
rovna nule, protoze prostory Vj a Wy jsou ortogonalni, jak jsme dokazali

v prvnim tvrzeni lemmatu.

Ukazme nyni, ze V41 = V; @ W;. Z vlastnosti monotonie MRA plyne,

ze V; C V1. Bazovou funkci ¢;;, | € Z prostoru V; miizeme za pouziti
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dilatacni rovnice psat ve tvaru
i+l
T —20—k)= E w(k)Qj1,204k-

pia =202 — 1) =25 Y u(k)p(2
keZ keZ

Obdobné miizeme bazovou funkci v;;,1 € Z prostoru W psat ve tvaru
Vi =22~ 1) =22 Y w(k)e(2F o — 20— k) = ) v(k)pjiam
kEZ k€EZ

kde jsme misto dilatac¢ni rovnice dosadili rovnici waveletovou. Takto mii-
zeme vyjadrit kazdou funkci v¢;;, | € Z, tedy W; C Vji;. Pokud se nam
podaii ukazat, ze V1 C V; @ W;, bude tvrzeni dokazano.

Dtikaz povedeme obdobné jako v prvnim tvrzeni lemmatu, kde jsme ukézali,
ze mnozina B = {Ropu}rez U { Ropv}rez je Gplnéd ortonormalni mnozina

prostoru [%(Z). Skaldrni souciny miZeme vzhledem k ortonormalité baze

{@j+1.ktkez, J € Z upravit do nasledujiciho tvaru

(jtier Prm) = (Lisrs 3 w(D)Ps12me1) =

leZ
= ZW@;’H@ <Pj+1,2m+l> = m,
leZ
<¢j+17k7 ¢j,m> - <¢j+17k, Z U(l)(pj+1,2m+l> =
leZ
= Z@<¢j+1,k,¢j+1,2m+l> = m
leZ

Potom pro kazdou funkci f € Vji1, f =3, ., a(k)pjr1r plati

(fspim) = Z a(k)(jr1k Pjm) = Z a(k)u(k —2m), (3.8)

fotbim) = Y alk) (@1 Vi) = »_alk)o(k—2m).  (3.9)

K dtikazu tvrzeni potfebujeme vyjadrit funkci ;1 ,,, m € Z v nasledujicim

tvaru

Z<90j+1,m, Pik) ikt Z<80j+1,m, Vi) Vi

keZ kEZ
61



Dale ozna¢me funkci

9 = Pj+im — Z<90j+1,m, Pik)Pik — Z<90j+1,m, Vi) ik

k€EZ kEZ

Z konstrukce této fukce plyne, zZe g € V)1, tedy ji lze zapsat ve tvaru

9= Z a(k)@j+1,-

keZ
Pro tuto funkci plati
<gv ijﬂ‘> =
= (Djrm> Pia) = D _(Pit1ms ik} ik Piir) = D APiw1ms k) (Wjk P1ir)
kEZ keZ

W= 2r) —u(m =2 — 0 =0,
podobné
(9, ¥in) =
= (Djrm Vi) — D _(Pittms k) (Piks Viir) — D _APsatams k) (W Vi)

kEZ kEZ

=v(m—2r)—0—v(m—2r)=0.

Do vztahi (3.8), (3.9) dosadime za funkci f funkei g a ziskdme

(9,000 = Y a(k)ulk — 2m) = (a, Ryput) = 0

keZ
(9, Vjr) = Za(k)v(k: —2m) = (a, Ry,,,v) = 0.
keZ
Vzhledem k tomu, Ze mnozina B = {Ro,t}mez U {Rom}mez je Gplna

ortonormalni mnoZina v prostoru /%(Z), musi byt a nulovy prvek tohoto

prostoru, tedy funkce g = 0. Funkci ¢; , mizeme zapsat ve tvaru

Cjt1,m = Z<80j+1,m80j,k>80j,k + Z<80j+1,m?/)j,k>¢j,k-

kEZ kEZ
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Tedy Vi1 C V; @ W, celkem plati Vi1 = V; @ W;. Z této vlastnosti pak
plyne

7j—1
Vj:‘/}_1EBWJ—1I‘G—z@Wj—z@Wj—l:"‘:w‘k@(ea Wl) -

j—1 0o Jj—1
e (@) (e (8)
l=j—n l=j—n l=j—n

kde jsme vyuzili vlastnost praniku MRA, tj. (| V; = {0}.
jez

4. Ctvrté tvrzeni véty plyne z vlastnosti
j—1
b= @
l=—c0
a z Uplnosti mnoziny {1 s }rez prostoru W, Vi € Z.

5. Bud P;(f) ortogonalni projekce funkce f € L'(R) na prostor V}, tedy plati
(f = Fi(f);h) =0, YVh e V}.
Posloupnost {||f — P;(f)|}jez je nerostouci, protoze plati

1f = Py (OIF = If = Pia(f) + Pra(f) = PN =
= lf = Bia(DIF + (f = Pia(f), P (f) = Bi()) +
HPa(f) = Bi(). f = Pra(N)) + 1P (f) = B =
= 1f = PraDI? + 1P (F) = B (DI = 1f = P (HII.

Skalarni soucin (f — Pj+1(f), Pj+1(f) — P;(f)) je roven nule, nebot

Pia(f) = Pi(f) € Vi
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Skalarni soucin

<Pj+1(f) - Pj(f)af - Pj+1(f)> = <f - Pj+1(f)apj+1(f) - Pj(f»a

a je tedy také nulovy. Z uvedené nerovnosti plyne, Ze posloupnost

{Ilf = P;(f)|l}jez je nerostouci. Z vlastnosti normy prostoru L?(R) vime,
Ze je také zdola omezend a méa tedy limitu. To znamené, Ze existuje a € R

takové, ze
lim [1f = P/l = o, Vf € I*(R)

Nulovost této limity dokédzeme sporem. Bud limita a nenulovd a vezméme
funkci g € V,,, m € Z. Protoze posloupnost skalovych podprostoru je
neklesajici, plati g € V;, Vj > m. Pak P;j(g) = g, Vj > m, a pro limitu
tedy plati lim; . ||g — Pj(g)|| = 0. To je spor s pfedpokladem, ze limita je

nenulova. Sporem jsme dokazali, ze

lim [[f = P;(f)]| =0, Vf € L*(R).

Z vlastnosti ortogonalni projekce vime, ze (f — P;(f),h) =0, V h € V}, tj.
plati f — P;(f) L V;. Vzhledem k tomu, Ze prostor V; mizeme zapsat ve

tvaru

j—1
V= wi,

l=—00

plati f — P;(f) L Wy, VI < j—1.
. Volme j € Z pevné a pomoci nekolika ekvivalenci dokédzeme tvrzeni. Plati
GEV; N gl W, Vi<j—1l<=geV; NgeWh, Vi<j-1

geV;, NgeV, Vi<j—-1

i 00
g€ () Vi= [} Vi={0}
l=—00 l=—00

Tedy funkce g = 0. V odvozeni jsme vyuzili vlastnost, ze prostor V;_; je
ortogonalni doplnék prostoru W;_; v prostoru V; pro kazdé j € Z.
O
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Poznamka 3.4. Prostory W;, j € Z se nazjvaji prostory detailu, protoZe
zahrnugi informace o detailech, které obsahuje prostor Vi, oproti prostoru Vj,

coZ plyne ze vztahu

Vim=V,eW;, jel

Na zakladé lemmatu 3.5. mtizeme uvést nasledujici vétu o konstrukci waveletu

a waveletového systému.

Véta 3.4. Mallatova véta Necht {V;};cz je MRA se skdlovou funkci ¢ a skd-

lovou posloupnosti (u(k))rez takovou, Ze u € I*(Z). Sestrojme vektor
v = (v(k))rez, v(k) = (=1 u(l - k)

a funkci

Y(x) =Y vk)ern(z) = V2 o(k)p(2z — k).

keZ keZ

Pak 1 je wavelet prislusny MRA, tzn. mnoZina funkci {1}, xez je ortonormdlni

a tplnd v prostoru L*(R).

Dukaz: viz [6], str.61.

3.4 Haaruv wavelet

Funkce 1 definovana predpisem

—1pr00§x<%
Yr)=4¢ 1 proi<z<l1
0 prox<Oaprox >1

se nazyva Haarav wavelet a generuje Haartv waveletovy systém {v;;}; kez-
Tato funkce je zobrazena na obrazku 3.1.

Skalova funkce pro Haarfiv wavelet mé nasledujici tvar

() = lpro0<zx<1
AT = Oprox<0Oaprox>1

a je vykreslena na obrazku 3.2.
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Obrazek 3.1: Haaruv wavelet

Obrazek 3.2: Skalova funkce piislusejici Haarovu waveletu

Skéalova funkce splituje dilata¢ni rovnici

p(z) = p(2r) + p(2z — 1)

se skalovym vektorem

u(0) =u(l) = 7 au(k)=0prok #0,1.
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3.5 Mallatav algoritmus

Diskrétni waveletova transformace se provadi tzv. Mallatovym algoritmem.

Tento algoritmu se opira o vlastnost skalovych prostort a prostori detailti
Vimm=V;@W;, j €L

Postupnou projekci na skalové prostory lze ziskat waveletové koeficienty pouze
na zakladé znalosti skalového a waveletového vektoru.

Méjme multirozklad MRA {V;};cz se 8kdlovou funkei ¢ a skalovou posloup-
nosti (u(k))rez € [*(Z). Wavelet 1) sestrojme podle Mallatovy véty. Pro funkci
f € L*(R) ozna¢me {z;};cz waveletové koeficienty a {y;} ez Skalové koeficienty

této funkce
xj(k) = <f7¢j,k>7 y](k) = <f7 on,k>7 j?k € 7.

Definujme operator filtrace (downsampling operator) D : [*(Z) — [*(Z)
predpisem
D(z)(n) = z(2n),n € Z.
Operator rozsifeni (upsampling operator) U : [*(Z) — 1*(Z) definujme ptedpi-

sem

| 2(n/2) pro n sudé
Uz)n) = { 0 pro n liché

Operator konjugované reflexe [*(Z) — [*(Z) je dan predpisem

1. faze ANALYZA

V prvni fazi Mallatova algoritmu ziskame rekurentné waveletové koeficienty x;
a Skalové koeficienty y;, které dale pouzijeme pro vypocet waveletovych koefici-
entll na nizsi Grovni transformace z;_1, j=m—1,...m -1, m,l € N.

Z patého tvrzeni lemmatu 3.5. vime, ze pro m — oo plati || f — P,.(f)|| — 0.
Mgjme tedy skalové koeficienty {v,,(k)}rez, kde m € Z je dostatecné velké, aby

byla zarucena pozadovana presnost. Tyto koeficienty reprezentuji projekci funkce
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f € L*(R) do gkalového prostoru V,,. Vektory waveletovych a gkilovych koefi-
cient x,,_1, ..., Tm_1, Ym— pro nami zvolené [ € N, které udava pocet trovni

transformace, ziskdme rekurentnimi vztahy

xj =D(yj+1*%0), y; =D(yjy1*a), j=m—1,...,m—1L. (3.10)

Waveletova transformace funkce f je tedy reprezentovana mnozinou vektori
{Tm-1, - Tm—1,Ym—1}. Rekurentni vztahy (3.10) lze odvodit nasledujicim zpu-

sobem

zj(k) = (f, i) = (£, 2%0(2x — k) = <f 22/2) (s 2]+193—2k—3)> =

SEZL

= > ulm =20 (£.2F (2 = m)) = > vlm — 2R)y;1(m) =

=D (Z v(m — k)yj+1(m)> (k) =D (Z o(k — m)yj+1(m)> (k) =

= D(i % y;11)(K) = Dy * D)(k).

pouzili jsme substituci m = 2k + s. Podobné plati

yi(k) = (f 05 = (f,22p(Pz — k)) = <f> 2272 " u(s)p(2 e — 2k — S)> =

SEL

=S ulm—2k) < 25 (27 m)> =" ulm = 2k)y;41(m) =

meZ meEZ

= D(yj x a)(k).

2. faze SYNTEZA

V druhé fazi Mallatova algoritmu zpétné zrekonstruujeme skalové koeficienty
reprezentujici projekci funkce f € L?(R) do prostoru V,,,,m € N.

Méjme danu mnozinu vektort {Z,, 1, ..., Tm_1,Ym_1} C [*(Z). Vektor y,, se-

strojime postupnym uzitim vztahu

yir1 = Uy;)) xu+ U(z;)) *v, j=m—1,...,m—1.
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Tento vztah ziskdme pomoci nasledujici implikace

Vimn=V;&W; = pjt1m = Z(%‘H,m, ©j k) Pik T+ Z(%’H,m, Vi) Vs

keZ kEZ

Nejprve si vyjadiime jednotlivé skalarni souciny, pii jejich tipraveé pouzijeme di-

latacni a waveletovou rovnici. Tedy lze psat

i .
(Pit1,ms Pik) = (Pi+1,ms 2% ZU(S)SD(QJHZ’? —2k—s)) =
SEZL
= " u(s)(Psrm: Girranes) = D (8)0manss = u(m — 2k)
SEL SEZ
(st Vi) = (Porms 25 3 0(@) (27 — 2k — i) = o(m — 2F).
1€EZ

Pro skalovy koeficient y;,1(m) potom plati

Yisr(m) = (f. @jrrm) = (f. Y ulm = 2k)g;0) + (f. Y v(m — 2k); ) =

keZ keZ
= u(m = 2k)y;(k) + > v(m — 2k)x;(k) =
keZ keZ
= ulm — 2k)U(y;) (2k) + > v(m — 26U (z;)(2k) =
= Zu(m — s)U(y;)(s) + Zv(m — s)U(xz;)(s) =
SEZL kez

tedy
Yir1 = Uy;)) *u+ (U(zj)) * v.

V nasledujici kapitole se k Mallatovu algoritmu vratime a uvedeme jej v ma-

ticovém tvaru pro wavelety s kompaktnim nosicem.
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4 Wavelety s kompaktnim nosi¢cem

(Cilem této kapitoly je popsat podminky, které zaruci, ze skalova funkce a wa-
velet prislusny multirozkladu maji kompaktni nosice. Wavelety s kompaktnim
nosicem maji zasadni vyznam pro numerické vypocty, protoze prislusny skalovy
vektor obsahuje pouze konecny pocet nenulovych slozek, a tim je zarucena vysoka
rychlost transformacnich algoritma.

Nasledujici véta udava podminky, za kterych ma skalova funkce ¢ kompaktni

nosic.

Véta 4.1. Necht mg : R — C je trigonometricky polynom tvaru

i

u(k)e”™¢, D € N.
0

mo(§) =

Sl
[\

Eond

i

Nechtmo(0) =1, |mo(§)| < 1, V€ € R anecht p(§) = Jﬁomo (5) € LAR), £ €R.

J=1

Pak funkce ¢ = ($) md kompaktni nosi¢ a supp ¢ C (0,D —1).

Dukaz: viz. [6], str. 86.

Nésledujici veéta je obdobou véty 3.3 pro konecny pocet nenulovych slozek
skalového vektoru. Zformulovéani této véty je v [6] str. 88 ponechano jako cviceni.
Nalezené podminky na skalovy vektor u, které zarucuji, ze skalovy vektor generuje

skalovou funkci ortogonalniho multirozkladu, jsou ovéreny v dikazu véty.

Véta 4.2. Konstrukce MRA pomoci Skalového vektoru u
Necht vektor u = (u(k))gez md pouze D nenulovych slozek w(0),u(1), ..., u(D—1)

a necht splriuje ndsledugict podminky.



3. inf |mg(€)] > 0, kde mo(§) = % Dz_lu(k:)e_ikf.
k=

|€|<m/2 0
Pak soucin
+oo
TTmo (5
j=1

konverguje na kaZdé ohranicené mnoZiné stejnomérné k funkci p € L*(R). Se-
strojme funkci ¢ = (o). Pak tato funkce spliuje $kdlovou rovnici s vektorem u

tzn. pro kazdé x € R plati

pla) = ) ulk)pii(e)

a mnoZina funkci {o(x — k)}rez je ortonormdini v prostoru L*(R). Pro kazdé
J € Z sestrojme prostor V; = m Pak posloupnost prostort {V;} ez tvort
MRA se skalovou funkci ¢ a skdlovgm vektorem w. Funkce ¢ je spojitd, ohrani-
cend, ¢ € LY(R) a (0) = 1. Pridruzeny wavelet ¢ € L*(R) spliiuje waveletovou

TOUNICY

Y(@) = > v(k)err(z), kde v(k) = (—1)F " u(l — k).

k=2—-D

Skdlovd funkce ¢ a pridruZens) wavelet 1) maji kompaktni nosice

D D
supp ¢ € (0,D —1) a supp ¥ C <—5+1,5>~

Diikaz: Zformulovani a dikaz této véty je ponechéno v [6], str. 88 jako cviceni.

V dikazu vyjdeme z vét 3.3 a 4.1. Nejprve ovérime predpoklady véty 3.3.

1. Podminka konvergence souctu

Z |k|*|u(k)| < 400 pro néjaké € > 0
keZ

je pro konecny pocet s¢itanct splnéna.

2. V druhé podmince pouze nahradime nekonec¢ny soucet konec¢nym.
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3. Podminku, Ze posloupnost { Ryu},cz je ortonormalni v prostoru /?(Z), mi-

Zeme napsat ve tvaru

(Royu, Rosu) = Zu(j —2r)u(j —2s) = O,.5.

JET

Déle provedeme substituci £ = j — 2s a dostaneme

> ulj—2r)u(j —2s) = > ulk+2s — 2r)u(k) = 0,.

JEZ ke

Polozime-li r — s = [, pak plati

> ulk = 20)u(k) = 6., = b10.

keZ

Protoze vektor u ma pouze D nenulovych slozek je podminka ortonormality

posloupnosti { Ryt }ie7 v [?(Z) ekvivalentni podmince

i

u(k — 20)u(k) = 6,0.

B
Il

4. Ve ¢tvrté podmince nahradime pouze nekonecény soucet konecnym.

Timto je dokdzana prvni ¢ast tvrzeni. Spojitost a ohranicenost funkce ¢, stejné
jako jeji vlastnost ¢(0) = 1 plyne rovnéz z véty 3.3, jak je uvedeno v jejim dikazu.
Véta 4.1 ndm dava informaci o nosici skalové funkce ¢. Jeji predpoklady jsou

splnény, protoze

me(0) =1 =Y u(k) = V2.

keZ

Odvozeni této ekvivalence a rovnéz platnost |mg(§)| < 1, V& € R jsou uvedeny
v ditkazu véty 3.3. Skélova funkce ma tedy kompaktni nosi¢ supp ¢ C (0, D — 1).

Z tvaru waveletové rovnice



plyne

1 1
ED—-1+k 2—-D D
supp ) = U supp P1r S U <§>#> = <Ta§> =

Vlastnost skdlové funkce p € L'(R) a waveletu v € L'(R) dokaZeme pomoci Hol-
derovy nerovnosti ve vété 4.3. S odvolanim na tuto vétu mizeme dikaz uzaviit.
O

Pomoci konkrétniho tvaru Holderovy nerovnosti ukazeme, ze kazda funkce

f € L*(R) s kompaktnim nosi¢em lezi v prostoru L'(R).

Lemma 4.1. Holderova nerovnost

Necht f,g € L*(R), pak fg € L*(R) a plati

/ Faldz < |1£1l2 gl
R

Dukaz: viz. [4], str. 65.
Vé&ta 4.3. Necht funkce f € L*(R) md kompaktni nosic, pak f € L*(R).
Duikaz: Definujme funkei g(x) predpisem

| 1proxesupp f
g(x)_{Oproxgsuppf.

Pro tuto funkci plati

9|3 = /g2d93 = / ldx = meas(supp f) < +oc.
R suppf

Dosadime do Holderovy nerovnosti a dostavame

/leldafz /suppfu 1 Z/R|fg|dx§ 17112 11gll2 < +oo.
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V nasledujici ¢asti se budeme vénovat momentiim wavelettl, které nam zaruci
jejich lepsi aproximacni vlastnosti. Nejvyssi polynomidlni piesnost maji Dau-
bechies wavelety, které zkonstruujeme na zakladé odvozenych podminek v dalsi

kapitole.

Definice 4.1. Necht f € L*(R) je takova funkce, Ze pro n&jaké [ € N resp. [ =0
je ' f(x) € L*(R). Definujme 1-ty moment funkce vztahem

M(f) = [ o' fa)d,

Véta 4.4. Necht skdlovd funkce ¢ € L*(R) md kompaktni nosic se Skdlovym
vektorem {up}y =o', D > 2, $(0) = 1 a ¢ je pridruzeny wavelet. Pak ndsledugici

turzeni jsou ekvivalentni

1. Waveletové momenty My (V) = [, 2% (x)dx jsou pro ¢ =0,...,L — 1 nu-

lové.

2. Prok=0,...,.L—1je> ., (=1)"u(n)n® =0, kde pro k = n = 0 poloZime

nk=1.
Dukaz: viz. [6], str. 100.

Lemma 4.2. Necht skdlovd funkce ¢ € L'(R) md kompaktni nosi¢, $(0) = 1
a pridruzeny wavelet 1 md prvnich L momentu nulovych.

Pak pro kazdé k = 0,...,L — 1 ezistuji koeficienty {qin}nez tak, Ze pro x € R
platt

> kgl +n) ="

nez

Dukaz: viz. [6], str. 101.

Poznamka 4.1. Z predchoziho lemmatu plyne, Ze jsme schopni pomoci waveleti
presné aproximovat polynomy az do radu, ktery je roven poctu nulovych momenti
waveletu. Vice nulovijch momenti nam tedy zarucuje lepsi aproximacni vlastnosti.
S vetsim poctem nulovych momenti ziskavdme také vétsi hladkost waveletu a skd-
lové funkce a lepsi odhad chyby aprozimace. Odvozenim téchto vlastnosti se zde

nebudeme z divodu rozsahu prace vénovat.
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4.1 Daubechies wavelety

Daubechies wavelety patii mezi nejpouzivanéjsi wavelety. Jejich konstrukce
je uvedena napt. v [6], kapitola 6.2 a jsou pro ni zapotfebi nékteré poznatky
z teorie polynomt. Daubechies wavelety jsou urceny svymi skalovymi parametry
a nemaji, az na jednu vyjimku, explicitni pfedpis. Tyto wavelety vzniknou kon-
krétni volbou polynomu v obecném postupu konstrukce MRA pomoci skalového
filtru my(§), ktery je popsan v [6], str. 87 a je jistou analogii véty 4.2. Nejjed-
nodussim Daubechies waveletem je wavelet D2, ktery se oznacuje jako Haartv
wavelet. Tento wavelet je zobrazen na obrazku 3.1.

Daubechies wavelety maji nejvyssi polynomialni pfesnost (uvedeno napf. v [6],
str. 105), tj. maximélni pocet nulovych momenti. Pokusme se na zakladé této

informace sestavit wavelety D2N pomoci véty 4.2.

Necht vektor u = (u(k))kez mé pouze D nenulovych slozek u(0), ..., u(D —1)
anecht D je sudé ¢islo D = 2N, N € N. Uvazujme v této konstrukci pouze relné
slozky vektoru u. Aby skalovy vektor generoval MRA musi spliiovat na zakladé

véty 4.2 nasledujici podminky

2. > u(k)u(k —21) = o1, VI € Z.
k=0

D-1
3. inf |mo()[ >0, kde mo(£) = % ST u(k)e*e.
k=0

l§1<m/2

K témto pfedpokladim priddme podminku na N nulovych momentt pfidruze-

ného waveletu

D-1
4. ST (=D*u(k)k? = 0, p = 0,...,N — 1, kde pro k = p = 0 polozime
k=0

kP =00=1.
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Vytesenim soustavy rovnic dané podminkami 1. — 4. ziskdme skalovy vektor,
ktery urcuje wavelet s kompaktnim nosicem a nejvyssi polynomialni pfesnosti.
Zkonstruujme nyni skalovy vektor pro konkrétni volbu N = 2. VySe uvedené

podminky prejdou do tvaru

V2

u(0) + u(1) + u(2) + u(3) =
u?(0) + u?(1) + u*(2) + u*(3)
u(2)u(0) +u(3)u(l)

u(0) = (1) +u(2) - u(3)
—u(1) + 2u(2) — 3u(3)

inf |m >0
6]

0
0
0

Resenfm rovnic (4.1) - (4.5) ziskdme vektory tvaru

:f@+f&ﬂf3¢M—ﬁf (4.7)

:gg_ﬁgﬂ@mvm+@f. (48)

Wavelet generovany vektorem wu; se nazyva Daubechies wavelet D4. Vektor
uo urcuje wavelet, ktery je, jak uvidime, s waveletem D4 tzce spjat.
Ptistoupime k ovéfeni podminky (4.6), pro zjednoduseni zapisu polozime

ar = u(k), k=0,1,2,3. Tedy lze psat

[mo(§)* = mo(§)mo(€) =

(ag + are™™ + ase™* + aze ™) (ap + are” + aze®™® + aze®) =

= —(ag + apare® + apare®* + agaze®™ + ajape™ + af + ajaxe™ + araze®™ +

L\.')I)—l [\Dl)—l

tasape ™ + asare” ™ + a3 + azaze™ + azae** + azare T 4 azaze™™ +aj) =

1 . .
= 5 [(a% + CL% + CL% + ag) + (ez§ + €_Z§)(a0a1 + aias + CLQCLg) +

+(e3 + e73) (agag + aras) + (3¢ + 6—31'5)(@0&3)}‘
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Daéle vyuzitim vztaht (4.2), (4.3) dostavame

Imo(€)> = [1 + (" + e %) (apar + aras + asaz) + (¥ + 6_3%)(@0%)} =

(1 + 2cos(€)(aoar + aras + asas) + 2 cos(3¢)(agas)) =

(1 + 2 cos(€)(apay + aras + asas) + 2apas(4 cos® (&) — 3 cos(f))) =

1

(1+ 2003(5)2 - 2cos3(§)%) > 5 (1 + gO — %1) > 0.

N~ N~ N~ N

V predchozi tpravé jsme pouzili Euleriiv vzorec pro funkci kosinus, vzorec pro
kosinus trojnasobného thlu, dale jsme dosadili konkrétni hodnoty a provedli jsme
odhad pro funkce cos(§),cos3(€) pro & € (—x/2,7/2). Tento odhad plati pro
vektor u; i us. Z odvozeni tohoto odhadu je patrné, ze koeficienty ag, az a ay, as
lze zaménit, a pravé touto zaménou ziskame z vektoru u; vektor uy. Tedy odhad
staci provést pouze pro jeden z nich.

Na obrazku 4.1 je vykreslen Daubechies wavelet D4 a skalova funkce odpo-
vidajici vektoru (4.7), ze které je wavelet D4 odvozen. Funkéni hodnoty téchto
funkei jsou vypoditany algorimem, ktery je uveden v [6], str. 114. Tento algorit-
mus, ani jeho odvozeni nebudeme z divodu rozsahu prace uvadét. Graf skalové
funkce odpovidajici skalovému vektoru (4.8) a pfislusného waveletu je zobrazen
na obrazku 4.2. Souvislost tohoto waveletu a skalové funkce s waveletem D4 a
s prislusnou skalovou funkci 1ze pozorovat z afinity jejich grafu.

Obdobnym zpiisobem lze zkonstruovat i dalsi Daubechies wavelety D2N,
N € N. Nutno podotknout, ze existuje mnoho jinych typt waveletli, kterym

se v této praci nevénujeme.

4.2 Mallativ algoritmus

Nyni si uvedeme tvar Mallatova algoritmu pro skalovou funkci s kompakt-
nim nosicem. Vyuzijeme vlastnosti, ze skalovy a waveletovy vektor maji pouze
konec¢ny pocet nenulovych slozek. Z divodu zjednoduseni vztahii budeme v na-

sledujicim textu uvazovat pouze realné hodnoty skalového vektoru w.
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—— Skélova funkce
——wavelet D4
15 | | ! I :
0 0.5 1 15 2 25 3

Obréazek 4.1: wavelet D4 a jeho skélova funkce

—— 8kalova funkce
——wavelet

.
0 0.5 1 15 2 25 3

Obrézek 4.2: wavelet a skalova funkce odpovidajici vektoru (4.8)

Mé&jme multirozklad MRA {V},cz se skalovou funkei ¢ € L*(R) s kompakt-
nim nosi¢em a se kdlovym vektorem {u(k)}r-, ktery ma pouze D > 2 nenu-

lovych slozek. Necht D = 2N, N € N je sudé ¢islo a necht wavelet 1 je dan
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waveletovou rovnici
=v2) b2z — k), kde by = (-1)*u(D—1—k), k=0,....D— 1.

Tento wavelet ¢ obdrzime translaci pridruzeného waveletu 1 o celé ¢islo N —1, tj.

1

Y(x—N+1) = 2}2 u(l—j)p(2z —2N +2 —j) =
j=D-2

_«622( )(D—1—kw@x—m=w@§im¢@x—k

béhem odvozeni jsme pouzili substituci k = D —1—k. Touto volbou waveletovych
parametri dojde k zjednoduseni formuli.

Skalovou rovnici piepiseme do tvaru
= \/§Zakap(2z—k‘),kde ar =u(k), k=0,...,D—1.

Pro nosice gkalové funkce ¢ a waveletu v plati

supp ¢ = supp ¥ = (0,D —1).

Necht funkce f € L*(R). Ozna¢me {z;},cz waveletové koeficienty a {y;};ez
skalové koeficienty této funkce. Pro tyto koeficienty jsme v kapitole 3.5 odvodili

vztahy, které lze za uvedenych predpokladi upravit do tvaru

D—1+42] D—1
yis1(l) = Dy« a)(l) = Y ap_ayi(k) =D amy(m+20)  (4.9)
k=2l m=0
D—142] D—-1
via(l) = > beeayi(k) = bmy;(m + 21), (4.10)
k=2l m=0

v upravé jsme pouzili substituci m = k — 2. Pro druhou fazi waveletové trans-

formace opét na zakladé vysledki kapitoly 3.5 plati

l-D+1 l
:ZE:aF%w4@ﬁ+bF%%;ﬂm,klz——jf—ﬂk2:§. (4.11)
k=k1
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V ptipadé, ze k1V k2 ¢ 7Z, budeme uvazovat pouze celou ¢ast tohoto ¢isla. Tento

zévér plyne z pouziti operatoru upsampling v odvozeni vztahu v kapitole 3.5.

1. fAze ANALYZA
V prvni fazi waveletové transformace pracujeme se Skalovymi koeficienty

{Ym (k) }kez, které ziskdme projekei funkce f do prostoru V,,

Po(f) = (k) m- (4.12)

keZ

Skalovyrch koeficient je v tomto p¥ipadé nekone¢né mnoho, v praxi viak poc¢itame

pouze s koneénym poctem. Uvazujme tedy pouze n koeficientii
Ym(k), k=0,...,n—1, n=2"ngy, ng € N.
Oznac¢me vektory skalovych a waveletovych koeficienti

i = (y;00), .., yi(ny — 1), @y = (2;(0),. .., z5(ny; — 1))", ny = 2ng.

Pocet slozek téchto vektort plyne z pouziti operatoru downsampling ve vztahu (3.10).
Pomoci vztahi (4.9), (4.10) mizeme zapsat Mallattv algoritmus v maticovém

tvaru

{yj—l}:ijj’j:m,...,m—l%—l, (4.13)

Tj—1

kde [ je zvolené p¥irozené ¢islo takové, ze D < 2m~"Flny. Matice Q; € R"*™ se

skada z blokt

A,
Qj_[Bal’
kde A;, B; € R(/2>xn;
g ay as ... ap—1q 0 0 00 0O
00 Qg ... Ap—3 Ap—2 Ap_—1 ... 0000
a4 a5 Qg . .. 0 0 0 ... Qo a1 ag as
Q9 A3 Ay ... 0 0 0 ... 0 0a0a1



Matice B, je vytvorena analogicky z koeficienti by,

[ Do by by ... bp_1 O 0 ...0
00 bo...bD_ng_g bD—l--- 0

o O
o O
o O

babsbg... 0 0 0 ... .bybybyby
[ bobsbi... O 0 0 ...0 0 bb|

Vztahy (4.9), (4.10) plati pro nekoneéné mnoho skélovych koeficient {y,, (k) }xez,
které ziskame projekci (4.12). Matice A;, B; jsou v8ak konstruovany pro koneény
pocet skalovych koeficienti, coz se projevi v levém dolnim rohu matic A;, B;, kde
maticovy zapis Mallatova algoritmu presné neodpovida vztahim (4.9), (4.10).
Tvar matic A;, B; je dan periodickym prodlouzenim vektoru y,,. Vice infor-
maci o periodickych waveletech a transformaci periodickych funkci lze nalézt
naprt. v [6].

Necht | € N, 27+l > D. Opakovanym pouzitim jednoho kroku Malla-
tova algoritmu (4.13) pro j = m,...,m — [ + 1 ziskdme waveletové koeficienty
Tin—1, Tm—2y - -, Ty & Skalovy koeficient y,,;. Pocet pouziti vztahu (4.13) se

nazyva hloubka waveletové transformace.

2. faze SYNTEZA

V druhé fazi waveletové transformace sestavime vektor y,, z mnoziny vektort
Tn—1s Tm—2 - - - s Tm—1, Yym—1. VyUuzijeme ortogonality matice @;, ktera plyne z or-
tonormality skalové funkce a jejich translaci, jak zahy odvodime. Rekonstrukéni

vztah ziskdme vynasobenim (4.13) matici Qj_l = Q]T

yj:Q;r[zj:ﬂ,j:m—l—i—l,...,m. (4.14)

Z predpokladu ortonormality systému funkci {¢(z — k) }rez plyne

(p(r), p(x = 1)) = 010,
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po dosazeni dilata¢ni rovnice do tohoto vztahu plati

(pla), e~ ) = (VEY. axp(2e — K). VIS a2 — 21— 5)

— Z ay Z a;2(p(2x — k), o2z — 20 — j)) =

=D Z%(w(y),w(y —2l—j+k)=

D-1  D-1 D-1
= ar Y j0_9i—j1k0 = g apQp—2 = 01,0
k=0 =0 k=0

Béhem upravy jsme pouzili substituci y = 2x — k.

Tento vysledek pouzijeme k dikazu ortogonality matice @;

Qg ay as ... aAp_1 0 0 0 00O
00 ag ... Ap—-3 Gp—9 Ap—1 ... 0000

ay Qs Qg . .. 0 0 0 ... Qo a1 a9 ag

Q': Aj _ Qg as Q4 ... 0 0 0 ...0 0(1,061,1
7~ | B, bobiby...bp.y O 0 ...0 000
0 0by...0p_3bp2bp_y...0 000

Matice @; je ortogonalni < QJQJT =1« (QijT)St = > QerGrr = Osy-
Index j zvolime pevné a pokud nebude hrozit nedorozumneéni, nebudeme jej v za-
pisu uvadét. Oznac¢me A, resp. By, prvek matice A, resp. B.

Pro s,t < n;/2 plati (QQT) = S, As+As,. Z tvaru matice plyne, Ze

s,t

prvek (QQT)S , Ziskdme pouhym néasobenim jednotlivych radka matice A mezi

sebou, tedy plati

n; D-1
E As,rAt,r - E Ak —2(t—s) = 5t—s,0 = 55,ta
r=1 k=0
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Obdobné miizeme pro s,t > n;/2 psat

D-1
(@Q"), ZBMBM > brbiai—s) =
k=0

w} ~z
- ,_.

(=D *ap_1 (=12 ap g oy = Z ajaj_o(s—t) = Osyt,
« :

B
Il

pouzita substituce je tvaru j = D — 1 — k.

Pro s <mn;/2,t > n;/2, resp. pro s > n;/2,t < n;/2 plati
(QQT ZAS rBtra resp. QQT Z Bs rAtr

V obou pripadech ziskame prvek (QQT) nasobenim fadkt matice A s fadky

s,t

matice B, tj.

QQT ZAsrBtr Zakbk 20 = ZCL aD 1—k420 =
r=1

D—-1

k
—1)%ay ap_1—k+a1-

|
7

k=0

Pro [ > 0 plati

D-1 D-1
(=) ay ap_1_pro = Z(_l)kak AD—1—k+20,
=0 k=21

vynechané ¢leny souctu jsou nulové, protoze D — 1 — k+ 2l > D — 1 pro dané [,

atedy ap_1_kro = 0. Rozdélenim souctu a pouzitim substituce j = D—1—k+2[

ziskame
D-1 D/241-1 D1
E k k i
(_1) Ak a’D—l—k+2[ = E (_1) ag aD—l—k+2l + g (_1) Qe a,D_l_k+21 =
k=2l k=2l k=D/2+1
D/2+1-1 D/2+1-1
k .
= Z : (_]‘) ag aD—l—k-i—Ql - § (_1)'7 aD—l—j—‘,—Ql aj — 0
k=2l =21
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Obdobné pro [ < 0 plati

D—1 D—1421
(—)*ay ap_1_pro = Z (—1)*ay ap_1_pya-
=0 k=0

Pouzitim stejné substituce jako v predchozim piipadé muzeme provést nasledujici

upravy
D—1+21
k
§ (=1)" ar ap-1-pr2 =
k=0
D/2+1-1 D—1
E k k
= (=1)%ay ap-1-pr2 + E (—=1)*ar ap_1—g+2 =
k=0 k=D/2+1
D/2+1-1 D/2+1-1
k .
= Z : (_1) A aD—l—k-i—Ql - § (_1)'7 aD—l—j—‘,—Ql aj — 0
k=0 j=21

Ukézali jsme tedy, ze matice Q; je ortogonalni, a tedy rekurentni vztah (4.13)

je korektni.

4.3 Rychla waveletova transformace

Pro vypocet Fourierovy transformace existuje rychly algoritmus FFT (Fast
Fourier Transform), jehoz vypoctova slozitost dosahuje fadu O(nlog,(n)). Pro
waveletovou transformaci existuje jesté rychlejsi algoritmus se slozitosti vypoctu

O(n), ktery odvodime v této kapitole.

Prvni faze waveletové transformace vektoru koeficienti y,,(k), k = 0,...,n—1,
n = 2"ng, ng € N, lze Mallatovym algoritmem zapsat ve tvaru (4.13), tj.

|:zj:_1:| :ijja j:mv--'am_l+1a
7j—1

kde [ je zvolené prirozené &islo takové, aby platilo D < 2/*lng, y; € R,
Q; e RW* ™ y;_y,x;_1 € R™/2. Pro j = m tedy plati

Ym—1| _

[xm—l] _mem
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Obdobné lze waveletovou transformaci pro j = m — 1 zapsat ve tvaru

[ym_z :| = Qm—lym—l-

Tm—2

Waveletovou transformaci vektoru y,, s hloubkou [ = 2 mtizeme maticové vyjadrit

vztahem

Ym—2
_ Qm—l 0 Ym—1| Qm—l 0

Tm—1
Tm—1

Takto lze pokracovat pro dalsi irovné waveletové transformace.
Oznacme x vektor sestaveny z vektort v,,_i, Tm—1, Tm—141, - - - Tm_1, vektor

Ym Oznacme nyni jako y, tj.

T _ 1, T T T T _ n
r = [ym—l7*rm—lvxm—l+17’"7‘Tm—1]7 Y ="Ym; x7y€R .

a definujme matici W', typu n x n ve tvaru

Qm— 0 Qm— 0 Qj 0 Qm— 0
wl:{ OIH 0l+21.l_2}..[01m_j]..[ 0111]%

kde matice @, jsou typu n; X n;,n; = 2/ng, matice I,,_; je jednotkovd matice
typu 7,,—; X ny—; @ matice 0 jsou nulové matice odpovidajiciho typu.

Potom Ize waveletovou transformaci psat ve tvaru
=Wy,

ktery nazyvame rychlou waveletovou transformaci.

Inverzni rychlou waveletovou transformaci lze maticové zapsat ve tvaru
— (wh '
y= (W' =z

Mallattv algoritmus je v této kapitole odvozen pro waveletovou transformaci

vektoru hodnot ortogonalni projekce funkce f € L%(R), tj. vektoru

(Ym(0), Ym(1), .. ym(n — 1)), n = 2"ng, ng,m € N
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pomoci waveleti s kompaktnim nosicem. Tento algoritmus lze pouzit pro wavele-
tovou transformaci libovolného vektoru z prostoru [?(Zy ), a také pro transformaci
matice, kterou provadime jako transformaci sloupcovych a nasledné radkovych
vektorti. V kapitole 2.3. je popsana waveletova transformace vektoru a matice
pomoci maticového nasobeni. Porovnanim matice transformace odvozené v kapi-
tole 2.3. a W', [ € N zjistime, Ze maji stejnou strukturu.

Waveletova transformace ma Siroké pole pouziti, jednou z moznych oblasti
aplikaci je komprese dat, na kterou jsem se ve své praci zamétila. Pro wavele-
tovou transformaci a naslednou kompresi vektoru a obrazu jsem v MATLABu
sestavila programy, které jsou uvedeny v nasledujici kapitole. Jak jiz bylo feceno,
algoritmus rychlé waveletové transformace a algoritmus pro transformaci vektoru
v kapitole 2.3. jsou shodné, tedy lze pouzit uvedené programy i pro waveleto-
vou transformaci funkce f € L?(R). Zde ovSem nardzime na problém, jak ziskat

hodnoty koeficientii

(ym(o)aym(l)a I ym(n - 1))T , = 2mn0> no,m S N

odpovidajici ortogonélni projekci funkce f € L*(R) do $kdlového prostoru V;,.
Vzhledem k tomu, Ze skalova funkce obecné nema explicitni predpis, nelze koefi-
cienty spocitat primo pomoci skaldrniho souc¢inu. Vypocet koeficientti projekce
se provadi numericky a je popsan napf. v [6]. Z divodu navysSeni rozsahu prace

nebudeme tento vypocet uvadeét.
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5 Programy v MATLABu

V této kapitole jsou uvedeny programy, které jsem vytvofila v matematic-
kém softwaru MATLAB pro waveletovou transformaci a naslednou kompresi vek-
toru a obrazu. Na jednorozmeérnou i dvourozmérnou transformaci jsem aplikovala
Haartv wavelet D2 a Daubechies wavelet D6. Uvedené programy lze snadno mo-

difikovat i pro jiné wavelety s kompaktnim nosi¢em zménou skalovych koeficient.

5.1 Transformace vektoru pomoci Haarova waveletu D2

Pro waveletovou transformaci a naslednou kompresi vektoru pomoci Haarova
waveletu jsem v MATLABu sestavila program s nazvem komprese_haar. Prvnim
vstupnim parametrem z je vektor, ktery chceme transformovat, druhym vstu-
pem r je pocet trovni waveletové transformace. Program kontroluje, zda-li je
pocet slozek vektoru z délitelny cislem 27, jak vyzaduje odvozena teorie. TTeti
vstup K je nepovinny a udava pocet piuvodnich dat, které zachovame ve fazi
komprese. Pokud neni tento parametr uveden, provede se zpétna transformace ze
vSech puvodnich dat a ke kompresi vibec nedojde. Vystupem je vektor
rekonstrukce, ktery ziskdme zpétnou rekonstrukci z dat ziskanych waveletovou

transformaci vektoru z a jejich pfipadnou kompresi.

function[rekonstrukce]=komprese_haar(z,r,K)
% program provede waveletovou transformaci vektoru pomoci Haarova
% waveletu na r-té drovni. Dale dojde ke kompresi vektoru

% z K ptvodnich dat a ke zp&tné rekonstrukci vektoru.

% VSTUP

% z - vektoru, kterj chceme komprimovat

% r - poCet drovni waveletové transformace

% K - poCet dat, které pouZijeme pf¥i kompresi ptvodniho vektoru.
% Tento parametr je nepovinny, pfi jeho neuvedeni nedojde k Zadné

% kompresi pivodniho vektoru
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% VYSTUP
% rekonstrukce - vektor ziskany zp&tnou transformaci po kompresi

% z K pGvodnich dat

if nargin < 3
komprese=0;
else
komprese=1;
end

N=length(z);

if (nargin == 3 && (K<=0 || K>N))

error (’Chyba na vstupu: polet dat pro kompresi vektoru musi
byt kladné ¢islo mensi nez %d’,N)
elseif (nargin == 3 && K"=round(K))

error (’Chyba na vstupu: polet dat pro kompresi musi byt celé
¢islo’)
elseif r<0

error (’Chyba na vstupu: polet tUrovni musi byt nezdporné &islo’)
elseif (r”=round(r))

error (’Chyba na vstupu: polet Grovni musi byt
celé ¢&islo’)
elseif (mod(N,2°r)~=0)

error (’Chyba na vstupu: rozméry vektoru musi bjt délitelné
¢islem %d’,27°r)
else
%k vytvoreni matice Skalovjch koeficientd
u=spalloc(r,N,2%*r);
u(1,1:2)=1/sqrt(2) .*[1,1];
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v=spalloc(r,N,2+r);

for k=1:2
v(1,k)=(-1)"(k+1)*u(1,3-k);
end
hvektory pro konstrukci matice transformace
ur=spalloc(r,N,2%r);
vr=spalloc(r,N,2%r);
ur(1, :)=[u(1,1),u(1,N:-1:2)];
vr(1,:)=[v(1,1),v(1,N:-1:2)];

for k=2:r
u(k,1:N/27 (k-1))=u(k-1,1:N/2" (k-1) ) +u(k-1,N/2" (k-1)+
1:N/27(k-2));
ur(k,1:N/2°(k-1))=[u(k,1) ,u(k,N/2"(k-1) :-1:2)1;
v(k,1:N/27 (k-1))=v(k-1,1:N/2" (k-1) ) +v (k-1,N/2" (k-1)+
1:N/27(k-2));
vr(k,1:N/2°(k-1))=[v(k,1),v(k,N/2"(k-1):-1:2)];
end
h% matice reprezentujici downsampling
Down=spalloc(N/2,N,N/2);
for i=1:N/2
Down(i,2*(i-1)+1)=1;
end
%/ waveletovd transformace vektoru z
A=speye (N) ;
B=speye (N) ;

for k=1:r
M=N/2" (k-1);
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clear DM

clear W

clear T

DM=[Down(1:M/2,1:M)*toeplitz(ur(k,1:N/2"(k-1)),
u(k,1:N/27(k-1)));

Down(1:M/2,1:M)*toeplitz(vr(k,1:N/2"(k-1)),

v(k,1:N/2°(k-1)))]1;

W=[DM, sparse([], (1, [],M,N-M,0) ;sparse([], (], [],N-M,M,0),
speye (N-M)];

T=[DM’,sparse([],[1,[]1,M,N-M,0) ;sparse([],[],[],N-M,M,0),
speye (N-M)];

A=W*A;

B=B*T;
end

rozklad=Axz’;

%% komprese vektoru

if komprese==
[komprese, index]=sort (abs(rozklad),’descend’);
rozklad_komprese=zeros(1,length(rozklad)) ;
for i=1:K

rozklad_komprese (index (i) )=rozklad(index(i));

end

else
rozklad_komprese=rozklad’;

end

%% zpé&tna rekonstrukce vektoru
rekonstrukce=B*rozklad_komprese’;

end
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5.2 Transformace vektoru pomoci Daubechies waveletu D6

Pro pouziti waveletové transformace vektoru pomoci Daubechies waveletu D6

jsem v MATLABu vytvorila program komprese_daubechies. Tento program se

od programu komprese_haar lisi pouzitym waveletem, vstupy i vystupy téchto

programt se shoduji, nebudeme je proto znovu popisovat.

function[rekonstrukce]=komprese_daubechies(z,r,K)

b
b
b

b
b
b
b
b
o

o
o
b

program provede waveletovou transformaci vektoru pomoci Daubechies
waveletu D6 na r-té urovni. Dale dojde ke kompresi vektoru z K

pivodnich dat a ke zpé&tné rekonstrukci vektoru.

VSTUP
z - vektoru, ktery chceme komprimovat
r - poCet uUrovni waveletové transformace

K - pocet dat, které pouZijeme pr¥i kompresi plvodniho vektoru.
Tento parametr je nepovinny, p¥i jeho neuvedeni nedojde k Zzadné

kompresi pivodniho vektoru

VYSTUP
vektor - vektor ziskany zpétnou transformaci po kompresi

z K plvodnich dat

if nargin < 3

komprese=0;

else

komprese=1;

end

N=

length(z);

if (nargin == 3 && (K<=0 || K>N))

error (’Chyba na vstupu: polet dat pro kompresi vektoru musi
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byt kladné ¢islo mensi nez %d’,N)
elseif (nargin == 3 && K"=round(K))
error (’Chyba na vstupu: polet dat pro kompresi musi bjt celé
¢islo?’)
elseif r<0
error (’Chyba na vstupu: polet tUrovni musi byt nezdporné &islo’)
elseif (r“=round(r))
error (’Chyba na vstupu: polet Grovni musi byt celé &islo’)
elseif (mod(N,2°r)"~=0)
error (’Chyba na vstupu: rozméry vektoru musi byt délitelné
¢islem %d’,27°r)

else

%k vytvoteni matice Skalovjch koeficientt

u=spalloc(r,N,6%r);

a=1-sqrt(10);
b=1+sqrt (10);
c=sqrt (6+2*sqrt (10)) ;

u(1,1)=sqrt(2)/32x(b+c);
u(1,2)=sqrt(2)/32*(2*a+3*b+3%c) ;
u(1,3)=sqrt(2)/32*x(6*a+d*b+2%c) ;
u(1,4)=sqrt(2)/32*x(6*a+d*b-2%c) ;
u(1,5)=sqrt(2)/32*(2*a+3*b-3%c) ;
u(1,6)=sqrt(2)/32x(b-c);

v=spalloc(r,N,6%r);
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for k=1:2
v(1,k)=(-1)"(k+1)*u(1,3-k);
end
for k=3:N
v(1,k)=(-1)"(k+1)*u(1,3-k+N);
end
hvektory pro konstrukci matice transformace
ur=spalloc(r,N,6%r);
vr=spalloc(r,N,6%r);
ur(1,:)=[u(1,1),u(1,N:-1:2)];
vr(1l,:)=[v(1,1),v(1,N:-1:2)];
for k=2:r
u(k,1:N/27 (k-1))=u(k-1,1:N/2" (k-1)) +u(k-1,N/2" (k-1)+
1:N/27 (k-2));
ur(k,1:N/2"°(k-1))=[u(k,1) ,u(k,N/2"(k-1) :-1:2)1;
v(k,1:N/27 (k-1))=v(k-1,1:N/2" (k-1) ) +v (k-1,N/2" (k-1)+
1:N/27(k-2));
vr(k,1:N/2°(k-1))=[v(k,1),v(k,N/2"(k-1):-1:2)];

end

h% matice reprezentujici downsampling
Down=spalloc(N/2,N,N/2);
for i=1:N/2
Down(i,2*(i-1)+1)=1;
end
%)% waveletova transformace vektoru z
A=speye (N) ;
B=speye (N) ;

for k=1:r
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M=N/2"(k-1);

clear DM

clear W

clear T

DM=[Down(1:M/2,1:M)*toeplitz(ur(k,1:N/2"(k-1)),
u(k,1:N/2"7(k-1)));

Down(1:M/2,1:M)*toeplitz(vr(k,1:N/2"(k-1)),

v(k,1:N/2°(k-1)))]1;

W=[DM, sparse([], (1, [],M,N-M,0) ;sparse([], (], [],N-M,M,0),
speye (N-M)];

T=[DM’,sparse([],[],[]1,M,N-M,0);sparse([],[],[],N-M,M,0),
speye (N-M)];

A=W*A;

B=B*T;
end

rozklad=Axz’;

%% komprese vektoru
if komprese==
[komprese, index]=sort (abs(rozklad),’descend’);
rozklad_komprese=zeros(1,length(rozklad)) ;
for i=1:K
rozklad_komprese (index (i) )=rozklad(index(i));
end
else
rozklad_komprese=rozklad’;
end
%% zpé&tna rekonstrukce vektoru
rekonstrukce=B*rozklad_komprese’;

end
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5.3 Transformace obrazu pomoci Haarova waveletu D2

Pro waveletovou transformaci obrazu pomoci Haarova waveletu jsem
v MATLABu sestavila program komprese2_haar. Program ma 3 vstupni pa-
rametry, 2 povinné a jeden nepovinny. Nepovinny parametr K udava procenta
puvodnich dat, ze kterych se provede zpétna rekonstrukce obrazu. Pokud tento
parametr neni uveden, zpétné rekonstrukce se provede ze 100 % piivodnich dat,
ke kompresi obrazu tedy nedojde. Prvnim povinnym vstupem je nazev bitmapo-
vého souboru, ktery je uveden v fetézci string. Pokud neni soubor v aktualnim
adresafi, je potfeba uvést celou cestu k tomuto souboru. Vstupem muze byt ja-
kykoli bitmapovy soubor, ktery je podporovan v MATLABu implementovanou
funkci imread. Druhy povinny vstup r udava pocet irovni waveletové transfor-
mace. Program ptevede barevny obraz do skaly Sedi, provede jeho waveletovou
transformaci na r-té tirovni a pfipadnou kompresi a z hodnot ziskanych transfor-
maci obraz zpétné zrekonstruuje. V pripadé, Ze rozméry matice, kterou je obraz
reprezentovan, nejsou délitelné ¢islem 2", je matice doplnéna o pozadovany pocet
nulovych radkid nebo sloupcu tak, aby se mohla realizovat transformace na r-té
urovni. Vystupem je matice C, kterd reprezentuje zpétnou rekonstrukci obrazu.
Program také vykresli ptivodni obraz ve skale Sedi, jeho transformaci v logarit-
mickém meéritku a v pripadé komprese dat jeho zpétnou rekonstrukei.

Program lze jednoduse modifikovat pro transformaci barevného obrazu, ktery
je reprezentovan tfemi maticemi, kde kazda odpovida jedné barevné slozce mo-
delu RGB, nebo jiného barevného modelu.

Pro konstrukci matice waveletové transformace je v programu pouzita im-
plementovana funkce toeplitz, jejiz vystupem je Toeplitzova matice. Special-
nim typem Toeplizovy matice je cirkulantni matice, ktera reprezentuje konvoluci.
Vzhledem k tomu, Ze konvoluce je soucasti Mallatova algoritmu, mtzeme vyuzit
funkci toeplitz a zjednodusit tak zapis matice transformace.

Pii kompresi obrazu vyuziva program primarné koeficienty odpovidajici pro-
jekci obrazu do skalového prostoru, které dale doplnuje koeficienty odpovidajici

projekci do prostoru detaili az do naplnéni zadanych procent dat K. V ptipadé, ze
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zadany pocet dat pro rekonstrukci v procentech je mensi nez procentualni zastou-

peni koeficienti ze skalového prostoru, program vypise na obrazovku varovani,

které napi. pro kompresi na druhé trovni zni nasledovné

Warning: DoSlo ke kompresi dilezitjch dat. NavySte pocet trovni

nebo procenta pro kompresi nad 6.25 Y%

Zpétna rekonstrukce se provede pouze z Casti koeficient ze Skalového pro-

storu, dojde tedy ke ztraté informaci, které zarucuji aproximaci ptivodniho ob-

razu. Proto je uzivatel vyzvan ke zvySeni poc¢tu urovni transformace nebo k po-

uziti vétsiho poctu ptvodnich dat ke kompresi.

function[C]=komprese2_haar(string,r,K)

b
b
b

b
b
b
o
o
o
b

b
b
b
o

program provede waveletovou transformaci obrazu pomoci Haarova
waveletu na r-té drovni. Dale dojde ke kompresi obrazu

z K procent pivodnich dat a ke zpétné rekonstrukci obrazu.

VSTUP

string - nazev souboru obrazu, ktery chceme komprimovat.
Nazev souboru musi byt uveden v apostrofech.

r — pocCet urovni waveletové transformace

K - mnoZstvi dat v procentech, které pouZijeme p¥i kompresi
pivodniho obrazu. Tento parametr je nepovinny, pfi jeho

neuvedeni nedojde k Zadné kompresi ptvodniho obrazu

VYSTUP
Program zobrazi plvodni obraz, jeho waveletovou transformaci a
v pripadé komprese obraz ziskany zpétnou transformaci z K procent

pivodnich dat

if nargin < 3
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komprese=0;
else
komprese=1;

end

C=double(rgb2gray(imread(string)));
[N1,N2]=size(C) ;

figure(1)

imshow(C, [0,255])

if (nargin == 3 && (K<=0 || K>100))
error (’Chyba na vstupu: mnoZstvi dat v procentech pro kompresi
obrazu musi leZet v itervalu (0,100>7)
elseif r<0
error (’Chyba na vstupu: poet Grovni musi byt nezdporné &islo’)
elseif (r"=round(r))
error (’Chyba na vstupu: polet Grovni musi byt celé &islo’)
else
zvetseni=0;
puv_N1=N1;
puv_N2=N2;
if (mod(N1,2°r)"=0)
zvetseni=1;
N1=N1+(2"r-mod(N1,2°r));
C(puv_N1+1:N1,:)=zeros(N1-puv_N1,N2);
end
if (mod(N2,2°r)~=0)
zvetseni=1;
N2=N2+ (2 r-mod(N2,2°r)) ;
C(1:N1,puv_N2+1:N2)=zeros(N1,N2-puv_N2);
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end

%k vytvoteni matice Skalovjch koeficientt
ul=spalloc(r,N1,2*r);
ul(1,1:2)=1/sqrt(2).*[1,1];
vi=spalloc(r,N1,2x*r);
for k=1:2

v1(1,k)=(-1)"(k+1)*ul(1,3-k);

end

hvektory pro konstrukci matice transformace
url=spalloc(r,N1,2*r);
vril=spalloc(r,N1,2x*r);
url(1,:)=[ul(1,1),ul(1,N1:-1:2)1;
vrl(1l,:)=[v1(1,1),v1(1,N1:-1:2)];

for k=2:r
ul(k,1:N1/2"°(k-1))=ul(k-1,1:N1/2" (k-1))+ul(k-1,N1/2" (k-1)+
1:N1/27(k-2));
url(k,1:N1/2"(k-1))=[ul(k,1),ul(k,N1/2"(k-1):-1:2)]1;
vi(k,1:N1/2"(k-1))=v1(k-1,1:N1/2"(k-1))+v1i(k-1,N1/2" (k-1)+
1:N1/27(k-2));
vrl(k,1:N1/2"(k-1))=[vi(k,1),v1(k,N1/2"(k-1):-1:2)];

end

u2=spalloc(r,N2,2*r);
u2(1,1:2)=1/sqrt(2) .x[1,1];
v2=spalloc(r,N2,2x*r);

for k=1:2
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v2(1,k)=(-1)"(k+1)*u2(1,3-k);
end
ur2=spalloc(r,N2,2*r);
vr2=spalloc(r,N2,2*r);
ur2(1,:)=[u2(1,1),u2(1,N2:-1:2)1;
vr2(1,:)=[v2(1,1),v2(1,N2:-1:2)];
for k=2:r
u2(k,1:N2/2"(k-1))=u2(k-1,1:N2/2" (k-1))+u2(k-1,N2/2" (k-1)+
1:N2/27(k-2));
ur2(k,1:N2/2" (k-1))=[u2(k, 1) ,u2(k,N2/2" (k-1) :-1:2)];
v2(k,1:N2/27 (k-1))=v2(k-1,1:N2/2" (k-1))+v2(k-1,N2/2" (k-1)+
1:N2/27(k-2));
vr2(k,1:N2/2" (k-1))=[v2(k,1) ,v2(k,N2/2" (k-1):-1:2)];

end

%% matice reprezentujici downsampling
Nm=max (N1,N2) ;
Down=spalloc(Nm/2,Nm,Nm/2) ;
for i=1:Nm/2

Down(i,2*(i-1)+1)=1;

end

%% waveletova transformace matice

for j=1:r

M1=N1/2"(j-1);

M2=N2/2"(j-1);

clear DM1

clear DM2
DM1=[Down(1:M1/2,1:M1)*toeplitz(url(j,1:N1/2°(j-1)),
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ul(j,1:N1/2°(G-1)));
Down(1:M1/2,1:M1)*toeplitz(vr1(j,1:N1/2"(j-1)),
v1(j,1:N1/2°(G-D)]1;

DM2=[Down (1:M2/2,1:M2)*toeplitz(ur2(j,1:N2/2"(j-1)),
u2(j,1:N2/2° G-1)));

Down(1:M2/2,1:M2) *toeplitz(vr2(j,1:N2/2"(j-1)),
v2(j,1:N2/2"G-1))1;

C(1:N1/27(j-1),1:N2/27(j-1))= DM1*C(1:N1/2"(j-1),
1:N2/27(j-1))*DM2’;

end

L=log(1+abs(C));
M=max (max (L)) ;
figure(2)

imshow (255%L/M, [0,255])

%% komprese obrazu
if komprese==
if ((K>=100/2"(2%r)))

R=C;
R(1:N1/2°r,1:N2/2"r)=max(max(C)) .*ones(N1/2°r ,N2/2°r);
serazen=sort (abs(reshape(R,1,N1xN2)), ’descend’);
index=floor (K*0.01*N1%N2) ;
mez=serazen(index) ;
R=R.*(abs(R)>=mez) ;
R(1:N1/27r,1:N2/2°r)=C(1:N1/2"r,1:N2/2"1);
C=R;

else
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R=zeros(N1/2°r,N2/2°r);

R(1:N1/2°r,1:N2/2°r)=C(1:N1/2°r,1:N2/2°r);

serazen=sort (abs(reshape(R,1,N1/2"r*N2/2"r)),’descend’) ;

index=floor (K*x (2~ (2*r))*0.01%N1/(2 1) *N2/(2°r));

if index==

error (’Chyba: mnoZstvi dat pro kompresi obrazu je

prilis§ malé, prakticky nebyla pouZita Zadna plGvodni data’)

end

mez=serazen(index) ;

R=R.x*(abs(R)>=mez) ;

C=zeros(N1,N2);

C(1:N1/2°r,1:N2/2°r)=R(1:N1/2°r,1:N2/2°r);

warning (’Do8lo ke kompresi dtleZzitjch dat. NavySte pocet
drovni nebo procenta pro kompresi nad %g %k .’,100/27(2*r));

end

end

%’ zpé&tnad rekonstrukce obrazu

for j=r:-1:1

M1=N1/2"(j-1);

M2=N2/2"(j-1);

clear DM1

clear DM2

DM1=[Down(1:M1/2,1:M1)*toeplitz(url1(j,1:N1/2"(j-1)),
ul(j,1:N1/2~(G-1)));

Down(1:M1/2,1:M1)*toeplitz(vr1(j,1:N1/2"(j-1)),

vi(j,1:N1/2°(G-1D)]1;

DM2=[Down(1:M2/2,1:M2) *toeplitz(ur2(j,1:N2/2°(j-1)),
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u2(j,1:N2/2°(j-1)));
Down(1:M2/2,1:M2)*toeplitz(vr2(j,1:N2/2"(j-1)),
v2(j,1:N2/2°(G-1)]1;

C(1:N1/2"(j-1),1:N2/2°(j-1))= DM1’*C(1:N1/2"(j-1),
1:N2/27(j-1))*DM2;

end
if ((zvetseni==1)&&(komprese==1))
figure(3)
imshow(real (C(1:puv_N1,1:puv_N2)), [0,255])
elseif (komprese==1)
figure(3)
imshow(real(C), [0,255])
end

end

5.4 Transformace obrazu pomoci Daubechies waveletu D6

Druhym programem, ktery jsem pro waveletovou transformaci obrazu
v MATLABu sestavila, je program komprese2_daubechies, ktery pouziva Dau-
bechies wavelety D6. Vstupy i vystupy tohoto programu se shoduji s programem
komprese2_haar, proto je na tomto misté nebudeme znovu vypisovat. Rozdil je
v pouzitych waveletech, které se lisi svymi waveletovymi koeficienty.

Program pro transformaci obrazu lze jednoduse prizptsobit i jinym waveletim

zménou skalovych koeficientii.

function[C]=komprese2_daubechies(string,r,K)
% program provede waveletovou transformaci obrazu pomoci Daubechies
% waveletu D6 na r-té drovni. Dale dojde ke kompresi obrazu

% z K procent pivodnich dat a ke zp&tné rekonstrukci obrazu.
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VSTUP

string - nazev souboru obrazu, ktery chceme komprimovat.

Nazev souboru musi byt uveden v apostrofech.

r - poCet uUrovni waveletové transformace

K - mnoZstvi dat v procentech, které pouZijeme p¥i kompresi
pivodniho obrazu. Tento parametr je nepovinny, pf¥i jeho neuvedeni

nedojde k Zadné kompresi plvodniho obrazu

VYSTUP
Program zobrazi plvodni obraz, jeho waveletovou transformaci a
v pripadé komprese obraz ziskany zpétnou transformaci z K procent

pivodnich dat

if nargin < 3

komprese=0;

else

komprese=1;

end

C=

double (rgb2gray (imread(string))) ;

[N1,N2]=size(C);

figure(1)
imshow(C, [0,255])

if (nargin == 3 && (K<=0 || K>100))

error (’Chyba na vstupu: mnoZstvi dat v procentech pro kompresi

obrazu musi leZet v itervalu (0,100>’)

elseif r<O0

error (’Chyba na vstupu: polet uUrovni musi byt nezdporné &islo’)
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elseif (r"=round(r))
error (’Chyba na vstupu: poet Grovni musi bjt celé &islo’)
else
zvetseni=0;
puv_N1=N1;
puv_N2=N2;
if (mod(N1,2°r)~=0)
zvetseni=1;
N1=N1+(2"r-mod(N1,2°r));
C(puv_N1+1:N1,:)=zeros(N1-puv_N1,N2);
end
if (mod(N2,2°r)"~=0)
zvetseni=1;
N2=N2+(2"r-mod(N2,2°r));
C(1:N1,puv_N2+1:N2)=zeros(N1,N2-puv_N2);

end
%k vytvofeni matice Skalovjch koeficientd
ul=spalloc(r,N1,6%r);
a=1-sqrt(10);
b=1+sqrt (10);
c=sqrt (56+2*sqrt (10)) ;
ul(1,1)=sqrt(2)/32*(b+c);
ul(1,2)=sqrt(2)/32*(2*a+3*b+3*c) ;
ul(1,3)=sqrt(2)/32*(6*xat+d*b+2xc) ;

ul(1,4)=sqrt(2)/32*(6*xatd*b-2%c) ;
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ul(1,5)=sqrt(2)/32*(2*a+3*b-3*c) ;
ul(1,6)=sqrt(2)/32*(b-c);

vi=spalloc(r,N1,6%r);

for k=1:2
v1i(1,k)=(-1)"(k+1)*ul(1,3-k);

end

for k=3:N1
v1i(1,k)=(-1)"(k+1)*ul(1,3-k+N1);

end

hvektory pro konstrukci matice transformace
url=spalloc(r,N1,6%*r);
vril=spalloc(r,N1,6%*r);
url(1,:)=[ul(1,1),ul(1,N1:-1:2)1;
vri(1l,:)=[v1(1,1),v1(1,N1:-1:2)];

for k=2:r

ul(k,1:N1/2"(k-1))=ul(k-1,1:N1/2" (k-1))+ul(k-1,N1/2" (k-1)+
1:N1/27(k-2));

url(k,1:N1/2"(k-1))=[ul(k,1) ,ul(k,N1/2"(k-1):-1:2)];

vi(k,1:N1/27(k-1))=v1(k-1,1:N1/2"(k-1))+v1i(k-1,N1/2" (k-1)+
1:N1/27(k-2));

vrl(k,1:N1/2" (k-1))=[v1(k,1),v1(k,N1/2" (k-1):-1:2)];

end

u2=spalloc(r,N2,6%r);

u2(1,1)=sqrt(2)/32*(b+c);
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u2(1,2)=sqrt(2)/32*(2*a+3*b+3*c) ;
u2(1,3)=sqrt(2)/32* (6*at+d*xb+2xc) ;
u2(1,4)=sqrt(2)/32*(6*a+d*xb-2%c) ;
u2(1,5)=sqrt(2)/32*(2*a+3*b-3*c) ;
u2(1,6)=sqrt(2)/32*(b-c);

v2=spalloc(r,N2,6%r);

for k=1:2
v2(1,k)=(-1)"(k+1)*u2(1,3-k);
end
for k=3:N2
v2(1,k)=(-1)" (k+1)*u2(1,3-k+N2);

end

ur2=spalloc(r,N2,6%*r);
vr2=spalloc(r,N2,6%*r);
ur2(1,:)=[u2(1,1),u2(1,N2:-1:2)1;
vr2(1,:)=[v2(1,1),v2(1,N2:-1:2)];
for k=2:r
u2(k,1:N2/27 (k-1))=u2(k-1,1:N2/2" (k-1) ) +u2(k-1,N2/2" (k-1)+
1:N2/27(k-2));
ur2(k,1:N2/27 (k-1))=[u2(k,1) ,u2(k,N2/2" (k-1):-1:2)];
v2(k,1:N2/27 (k-1))=v2(k-1,1:N2/2" (k-1))+v2(k-1,N2/2" (k-1)+
1:N2/27(k-2));
vr2(k,1:N2/27 (k-1))=[v2(k,1),v2(k,N2/2" (k-1) :-1:2)];

end

h% matice reprezentujici downsampling

Nm=max (N1,N2) ;
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Down=spalloc(Nm/2,Nm,Nm/2) ;
for i=1:Nm/2
Down(i,2*(i-1)+1)=1;

end

%% waveletova transformace matice

for j=1:r

M1=N1/2"(j-1);

M2=N2/2"(j-1);

clear DM1

clear DM2

DM1=[Down(1:M1/2,1:M1)*toeplitz(url(j,1:N1/2"(j-1)),
ul(j,1:N1/2°(3-1)));

Down(1:M1/2,1:M1)*toeplitz(vr1(j,1:N1/2"(j-1)),

v1(j,1:N1/27(j-1)))1;

DM2=[Down(1:M2/2,1:M2)*toeplitz(ur2(j,1:N2/2°(j-1)),
u2(3,1:N2/2° (G-1)));

Down(1:M2/2,1:M2) *toeplitz(vr2(j,1:N2/2"(j-1)),
v2(j,1:N2/2° G-1))1;

C(1:N1/2°(j-1),1:N2/2~(j-1))= DM1*C(1:N1/2"(j-1),
1:N2/27(j-1))*DM2’;

end

L=log(1+abs(C));
M=max (max (L)) ;
figure(2)
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imshow (255%L/M, [0,255])

%% komprese obrazu
if komprese==
if ((K>=100/2"(2*r)))
R=C;
R(1:N1/2°r,1:N2/2"r)=max(max(C)) .*ones(N1/2"r,N2/2°r);
serazen=sort (abs(reshape(R,1,N1xN2)), ’descend’);
index=floor (K*0.01*N1x*N2) ;
mez=serazen(index) ;
R=R.*(abs(R)>=mez) ;
R(1:N1/2°r,1:N2/2°r)=C(1:N1/2°r,1:N2/2"r);
C=R;
else
R=zeros(N1/2°r,N2/2°r);
R(1:N1/2°r,1:N2/2°r)=C(1:N1/2°r,1:N2/2°r);
serazen=sort (abs(reshape(R,1,N1/2°r*N2/2°r)),’descend’) ;
index=floor (K* (2~ (2*xr))*0.01*N1/(2 r)*N2/(2°r));
if index==
error (’Chyba: mnoZstvi dat pro kompresi obrazu je
prilis§ malé, prakticky nebyla pouZita Zadna pGvodni data’)
end
mez=serazen(index) ;
R=R.*(abs(R)>=mez) ;
C=zeros(N1,N2);
C(1:N1/27°r,1:N2/2°r)=R(1:N1/2°r,1:N2/27r);
warning(’Do8lo ke kompresi d@leZzitjch dat. NavySte pocet
drovni nebo procenta pro kompresi nad %g %% .’,100/27(2%r));
end

end
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%% zp&tna rekonstrukce obrazu

for j=r:-1:1

M1=N1/2"(j-1);

M2=N2/2"(j-1);

clear DM1

clear DM2

DM1i=[Down(1:M1/2,1:M1)*toeplitz(url(j,1:N1/27(j-1)),
ul(j,1:N1/2°(3-1)));

Down(1:M1/2,1:M1)*toeplitz(vr1(j,1:N1/2"(j-1)),

vi(j,1:N1/2" (GG-1)))1;

DM2=[Down (1:M2/2,1:M2)*toeplitz(ur2(j,1:N2/2"(j-1)),
u2(j,1:N2/2° G-1)));

Down(1:M2/2,1:M2)*toeplitz(vr2(j,1:N2/2"(j-1)),
v2(3,1:N2/2° G-1)))1;

C(1:N1/27(j-1),1:N2/2~(j-1))= DM1’*C(1:N1/2~(j-1),
1:N2/27(j-1))*DM2;

end
if ((zvetseni==1)&&(komprese==1))
figure(3)
imshow(real (C(1:puv_N1,1:puv_N2)), [0,255])
elseif (komprese==1)
figure(3)
imshow(real(C), [0,255])
end

end
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Zavér

Cilem mé diplomové prace bylo nastudovat zaklady teorie waveletil, zamérit se
na jejich pouziti a v MATLABu sestavit programy pro waveletovou transformaci.

Teorie wavelettl je rozsahlou oblasti matematiky, jejiz komplexni popis presa-
huje ramec této prace. Proto jsem se soustfedila na diskrétni waveletovou trans-
foramci vektoru s kone¢né mnoha slozkami a funkci z prostoru L?(R). Wavele-
tovou transformaci vektoru lze rozsifit na prostor posloupnosti I2(Z), na teorii
v tomto prostoru jsem se v pripadé potieby odkazala a z divodu rozsahu prace
jsem se ji vice nevénovala. Ze stejného divodu jsem se podrobnéji nezabyvala
spojitou waveletovou transformaci a neuvedla jsem vysledky transformace v pro-
storu L?(a,b). Cela préace je zaméfena na ortogonalni wavelety, dale existuji také
wavelety neortogonalni, semiortogonalni a biortogonalni.

Pti psani diplomové prace jsem narazila na absenci dikaz nékterych za-
séddnich tvrzeni v pouzité literature, ktera byla bud technického zaméreni, nebo
diikkazy vét ponechala ¢tenari. Z tohoto diivodu jsem potiebné veéty dokazala, a
tim potvrdila platnost odvozené teorie.

Nastudovanou teorii jsem se rozhodla aplikovat na transformaci a naslednou
kompresi vektoru a obrazu. Tato oblast pouziti neni zdaleka jedina. Dale by bylo
mozné wavelety pouzit napiiklad pro feseni diferencialnich rovnic.

Uvedené programy byly sestaveny v matematickém softwaru MATLAB R2007b
a jsou k dispozici na prilozeném CD. Veskeré vypocty byly provadény na note-
booku lenovo ThinkPad R500, procesor Intel Core2Duo T6570 2,10 GHz, pamét
1,94 GB.
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