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Pouzité symboly

N
No
R

Vi(z)
D?f(x)

obor prirozenych cisel

No =NU {0}

obor realnych ¢isel

obor kladnych (nezapornych) realnych ¢isel
obor zapornych (nekladnych) realnych ¢isel
vektorovy prostor dimenze n nad R

prostor matic typu (n,m) nad R

otevieny interval

uzavieny interval

¢tvercova matice fadu n
transponovana matice

jednotkova matice

nerovnost mezi symetrickymi maticemi

ostra nerovnost mezi symetrickymi maticemi

uspotradana n-tice redlnych c¢isel — vektor
nulovy vektor

norma vektoru z definovanéd matici A
eukleidovskd norma vektoru x

norma matice A souhlasné s eukleid. normou
posloupnost bodu

defini¢ni obor funkce f

mnozina vSech funkci, které maji spojité
vSechny derivace na mnoziné M
az do tadu n, kde n € Ny

gradient funkce f(z) v bodé x

Hessova matice funkce f(x) v bodé z



Uvodni slovo

Matematika za nékolik tisicileti své existence urazila dlouhou a velice naroc-
nou cestu, pii niz se jeji tvar mnohokrate zménila, avsak jeji podstata ztstala
stejna. Je to nejspise kvili riznym pohlediim ve vnimani prirody, u niz se mate-

matikové inspiruji, a stejnému cili — porozumét svétu okolo nés.

L Filozofie svéta je obsaZena v grandiozni knize, stdle otevrené vsem
a kazZdému — myslim tim knihu prirody. Porozumét ji vsak mizZe jen
ten, kdo se nauct jejimu jazyku a pismu, jimz je napsana. Napsdna je

jazykem matematiky a jejim pismem jsou matematicke vzorce.“
Galileo Galilei

Zpocatku, ve starovékém Recku a Rimé, se matematikové zabyvali zejména
algebrou a geometrii, coz vyplynulo z nutnosti a kazdodenniho uzivani mate-
matiky obycejnymi lidmi. Naptiklad hrnc¢it musel umét popsat geometricky tvar
vazy, kterou vytvoril, stejné jako pastyr dokazat urcit pocet ovci na louce, aby
mél jistotu, Ze se mu zadnda neztratila, ale pouze matematik zkoumal geomet-
rické tvary, aniz by premyslel o vaze, a ¢isla beze vztahu k predmétiim ¢i oveim.
Ponévadz to plati dodnes, miizeme fici, ze matematik hleda vztahy a vlastnosti
obecné pro pojmy, které si vytvoril ve svych predstavach na zakladé pozorovani
prirody, a poté se je snazi aplikovat na skutecné problémy tykajici se vsedniho
Zivota, cemuz se tika aplikovana matematika.

Zakladnim stavebnim kamenem aplikované matematiky je matematickd ana-
Iyza, jejiz zaklady polozili Isaac Newton a Gottfried Leibnitz na konci 17. stoleti.
Nejdiive se matematické aplikace objevily ve fyzice a astronomii, poté v dal-
i do ostatnich védnich obort. Vzhledem k velice rychlému rozvoji informac¢nich
technologii se v dnesni dobé rovnéz rychle vyviji i numerickd matematika, jez je
jednim z odvétvi aplikované matematiky a zabyva se feSenim problémi pro urcita
konkrétni data. Hlavnim tikolem numerické matematiky je najit postup — algo-
ritmus, jenz by fesil dany problém co nejpresnéji, nejrychleji a nejjednoduse;ji.
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Numerickd matematika se zabyva naptiklad interpolaci a aproximaci, nume-
rickym derivovanim a integrovanim, feSenim soustav rovnic, linedrnich i nelinear-
nich, a v neposledni fadé také matematickou optimalizaci.

Cilem této prace je seznamit Ctenafe se zaklady problematiky optimalizace,
s Newtonovou metodou, jez fesi optimalizacni problém, ukézat jeji vyhody a
nevyhody a prezentovat aplikaci metody na piikladech. Déle je zde zaméfena
pozornost na sestaveni programu pro feseni optimalizac¢nich tloh ve vypocetnim
systému MATLAB a v neposledni fadé také na mnozinu sebeomezujicich funkci

a jejich vyuziti v optimalizaci.

Obrazek 0: Rozmanitost matematiky.



1 Pripravna kapitola

Tato kapitola se zabyva vysvétlenim nékterych dilezitych pojmi, jez jsou
nezbytné k porozumeéni nasledujicimu textu. Zejména pojednava o zakladech di-
ferencialniho poctu funkci vice redlnych proménnych a vlastnostech symetrickych

matic.

1.1 Kompaktni mnoziny

Definice 1.1. Rekneme, Ze mnozina A C R” je kompaktni, jestlize z kazdé po-
sloupnosti bodt mnoziny A 1ze vybrat konvergentni podposloupnost, jejiz limita

lezi v A.

Véta 1.1. MnozZina A C R" je kompaktni pravé tehdy, kdyZ je omezend a uza-

viend v R™.
Dukaz: viz [9], str. 13.

Priklad 1.1. Pro n = 1, tzn. v R, jsou kompaktni vSechny uzaviené inter-
valy (a,b), kde a, b € R. Oteviené a polouzaviené intervaly kompaktni nejsou.
Polozime-li n = 2, pak v R? je kompaktni napiiklad mnozina na obrazku 1 vlevo,

druha mnozina na tomto obrazku kompaktni neni.

Obrazek 1: Kompaktni a nekompaktni mnozina v R2.

1.2 Definitnost matice

Definice 1.2. Symetrickou ¢tvercovou matici A fadu n nazyvame

- pozitivng definitni, jestlize Vo € R, x # o: xAxT > 0.
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pozitivné semidefinitni, jestlize Vo € R™: zAzT > 0.

negativné definitni, jestlize Vo € R", z # o: xAxT < 0.

negativné semidefinitni, jestlize Vo € R™: zAxT < 0.

indefinitni, jestlize 3 z, y € R™ zAzT > 0, yAyT < 0.

Véta 1.2. (Sylvestrovo kritérium) Necht je ddna symetrickd ctvercovd matice

A= (aij)?,jzl' Oznacme hlavni determinanty této matice
a1y ... A1k
Ak: ......... s k::l,...,n. (1)
k1 - - - Qkk

Matice A je pozitivne definitni prave tehdy, kdyz A, > 0, pro k = 1,...,n,
a negativné definitni, kdyz (—1)*A, > 0.

Dukaz: viz [4], str. 53.

Poznamka 1.1. Symetrickd ¢tvercovd matice A je pozitivné (resp. negativné)
definitni, jsou-li vSechna jeji vlastni ¢isla kladna (resp. zaporna).
Symetricka ¢tvercova matice A je indefinitni praveé tehdy, kdyz je aspon jedno

jeji vlastni cislo kladné a zaroven je aspon jedno jeji vlastni ¢islo zaporné.

Definice 1.3. Rekneme, Ze dvé symetrické ¢tvercové matice A, B jsou ve vztahu
A > B (resp. A = B), je-li matice A — B pozitivné definitni (resp. pozitivné
semidefinitni). Relaci > (resp. >) nazyvame ostra (resp. neostri) nerovnost

mezi symetrickymi maticemi.
Definice 1.4. Méjme bod z € R", pak
1
][5 = (zAz™)2 (2)

je jeho kvadraticka norma definovana symetrickou ¢tvercovou matici A.



1.3 Gradient a Hessova matice

Definice 1.5. O funkci f : D — R, D C R", fekneme, Ze je m-krat spojité
diferencovatelna na mnoziné A C D, pokud mé na A spojité vSechny své

parcidlni derivace az do fadu m. Zapisujeme f € C™(A). Jestlize ma funkce f

na A derivace vech radi, pak f € C*(A) a fikdme, Ze je hladka.

Definice 1.6. Necht je dédna funkce f : D — R, D C R". Mé&jme bod zy € D

a vektor o € R™.

1. Jeslize existuje limita

£ (o) = lim f(xo +ta) — f(xo)

t—0 t

, (3)

pak ji nazyvame smérovou derivaci prvniho fadu funkce f v bodé z

podle vektoru «.

2. Necht existuje derivace f{"s", m € N. Polozme FO () = f(xo). Existuje-
li limita
(Y (m=1)
@-a t - Ja..«
F) (o) = Pné (2o + O;) J (a:o)’

(4)

nazyvame ji smérovou derivaci m-tého radu funkce f v bodé xy podle

vektoru a.

Poznamka 1.2. Rekneme, Ze na mnoziné M C D existuje smérova derivace m-
tého tadu, podle vektoru «, jestlize existuji smérové derivace m-tého radu podle

vektoru « ve vSech bodech mnoziny M.

Definice 1.7. Méjme danu funkci f : D — R, D C R", jez je spojité diferenco-
vatelnd na mnoziné A C D, pak existuje gradient V f(z) funkce f(z) v bodé x

a je nasledujiciho tvaru

Vf(x)= (aixl (x),--- ,%f(x)) , Vo e A. (5)



Definice 1.8. Nechf je déna funkce f : D — R, D C R, kterd je na mnoZiné
A C D dvakrat spojité diferencovatelnd, pak existuje Hessova matice D?f(x)

funkce f(z) v bodé x a ma tvar

D?f(z) = ( > f@))n , Vo € A (6)

01,0z =1

Poznamka 1.3. Bud déana funkce f : D — R, D C R", ktera je na mnoziné
A C D dvakrat spojité diferencovatelna. Na A tudiz existuje jeji Hessova matice.
Méjme bod z* € A, je-li D?f(x*) pozitivné definitni, pak existuje okoli &/ bodu
x* takové, ze pro libovolné x € U je D?f(x) rovnéZ pozitivné definitni.

Véta 1.3. Necht je ddina funkce f : D — R, D C R", kterd je na mnoziné A C D
dvakrdt spojité diferencovatelnd a ryze konvexni (viz definice 1.10). Pak existuji

realné konstanty m, M takove, Ze 0 < m < M, pro néz plati
mE < D*f(z) < ME, Vzc A. (7)

Dukaz: viz [1] str. 460.

Podivejme se blize na geometrickou interpretaci gradientu.
Priklad 1.2. Necht je dana funkce f(z1,...,x,), jeji definiéni obor D C R™
a r9 € D. Najdéte takovy vektor «, ktery urcuje smér nejrychlejsiho ristu
(resp. spadu) funkce f v bodé zg, ||a|, = 1.
Reseni: Ponévadz smérova derivace prvniho fadu podle a je rovna smérnici tecny,

budeme hledat vektor «, pro ktery bude smérova derivace maximalni, a tedy bude

maximalni i smérovy thel. Pro smérovou derivaci plati

fa(@o) = -V f(xo) = llelly - [V (o)l - cosp
Odtud vidime, ze pro ¢ = 0, tedy cosp = 1, bude smérova derivace f/ (zo)
maximalni, z ¢ehoz vyplyva, Ze smér nejrychlejsiho ristu funkce f v bodé zq je

rovnobézny s gradientem, a tudiz hledany vektor o ma tvar

o — V f(x0)
IV f (o)l
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V[ (%0, 0)

Obrazek 2: Geometricka interpretace gradientu v R

Podobné lze ukazat, ze vektor

V f(x0)

7= TN,

urcuje smér nejrychlejsiho spadu funkce f v bodé xg.

1.4 Taylortv vzorec

Véta 1.4. (Taylorova) Necht je dina funkce f : D — R, D C R", a necht
existugi vsechny jeji smerové derivace az do radu m + 1 na D. Mejme dany body
X9, To + o € D a usecku tyto body spojujici, jez cela lezi v D. Pak existuje

0 € (0,1) tak, Ze plati

(m

f(xo+a) = f(xo) + 510 (x0) + 5 L (o) + ... + %fa...)a(fb’o)Jr
(8)

+ G e (20 + 0a)

Dukaz: viz [9], str. 81.
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Poznamka 1.4. Lze ukizat (viz [9], str. 57 a 66), Ze existuji-li smérové derivace

prvniho a druhého Fadu funkce f(x) v bodé =y podle vektoru «, pak pro né plati
falao) = a -V f(zo)", (9)

fo (o) = a- D?f(x) - a™. (10)

1.5 Konvexni funkce

Definice 1.9. Mnozina M se nazyva konvexni, jestlize pro libovolné body x1,
xr9 € M plati
Axp 4+ (1= Naxg € M, VYA e (0;1).

Definice 1.10. Rekneme, 7e funkce f : D (f) — R, kde D (f) C R", je konvexni

na oteviené konvexni mnoziné M C D (f), jestlize pro libovolné X € (0; 1) plati
x4+ (1= Nzo) < Af(z1) + (1= N)f(z2), Vi, 20 € M.

Jestlize je navic v pfedchozim vztahu vzdy splnéna ostra nerovnost pro x; # s,

fekneme, Ze funkce f je ryze konvexni na M.

Poznamka 1.5. Je-li funkce f : D(f) — R, kde D(f) C R", konvexni (resp.
ryze konvexni) na svém defini¢nim oboru, pak jednoduse fikdme, Ze je funkce f

konvexni (resp. ryze konvexni).

Poznamka 1.6. Nechf je funkce f z definice 1.10 dvakrat spojité diferencova-
telna. Lze ukazat, ze f je konvexni (resp. ryze konvexni) na oteviené konvexni
mnoziné M C D (f) pravé tehdy, kdyz je jeji Hessova matice pozitivné semidefi-

nitni (resp. pozitivné definitni) pro vsechna = € M.

Dalsi zakladni poznatky o vlastnostech konvexnich funkci jsou uvedeny na-
priklad v [2] str. 27 nebo v [8]. Pro nase ucely postaci, budeme-li znat tvrzeni

predchozi poznamky.
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2 Uvod do problematiky optimalizace

Optimalizace je matematicka disciplina zabyvajici se studiem problémi a hle-
dajici nejlepsi mozné feseni. Historicky prvni numerickou optimaliza¢ni metodu
uvedl A. Cauchy, jednalo se o metodu nejrychlejsiho spadu.

Uloha, pro jejiz feseni byl vybudovan rozsahly aparat matematické optimali-
zace, zni nasledovné: ,,Najdéte optimalni feSeni daného problému.“ Z ma-
tematického hlediska je to mysleno velice jednoduse. Intuitivné mutzeme fici, ze
mame néjakou vhodnou funkci f, kterou je popsan dany jev ¢i problém, a dale
rovnice a nerovnice, které omezuji mnozinu feseni. Ukolem je urcit, ve kterém
bodé, jenz vyhovuje danym rovnicim a nerovnicim, ma funkce f své minimum
respektive maximum. Budeme tedy hledat extrémy funkce f, coz miZeme fesit
pomoci klasickych optimalizacnich postupii nebo pouzitim rtznych numerickych
metod, at uz s vétsi ¢i mensi presnosti a tspésnosti.

Tato kapitola mé za kol popsat zakladni pojmy z problematiky matema-
tické optimalizace, osvétlit klasickou optimalizacni metodu a seznamit ctenare
s nutnymi a postacujicimi podminkami optimality.

Zadani ulohy, jez se Tesi pomoci metod matematické optimalizace, miize znit

napiiklad nasledovné.

Priklad 2.1. Poradte vedoucimu zemédélského zavodu, ktery dostal za kol na-
koupit traktory. K dispozici ma kapital v hodnoté 21 mil. a 28 lidi, ktefi jsou
ochotni na traktorech pracovat. M& na vybér ze dvou typt traktori. Prvni typ
stoji 3 mil., na jeho provoz je potfeba dvou pracovnikii a primérny meésicni zisk
¢ini 204 tisic, traktor druhého typu by mohl zakoupit za 4 mil., k jeho provozu
je potfeba tii pracovnikli a primérny meésicni zisk je 340 tisic. Kolik traktort

kterého typu ma vedouci nakoupit, aby byl vysledny zisk co nejvyssi?

Jiz z tohoto prikladu, je vidét, Ze optimalizace ma, a jisté i mit bude, v praxi
siroké moznosti vyuziti. A to nejen v zemédélstvi, ekonomice ¢ financich, ale

i ve fyzice, mediciné a mnoha dalsich oborech.
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2.1 Zakladni pojmy a klasicka optimalizacni metoda

Necht je dana funkce f : D — R, kde D C R". Hledame extrémy funkce f
na mnoziné D. Ponévadz je maximum funkce f stejné jako minus minimum
funkce —f, postaci, kdyz dale budeme mluvit jen o minimu funkce, pro maxi-
mum funkce plati analogické tvahy a tvrzeni.

Vime tedy jiz, ze hleddme minimum funkce na dané mnoziné D. Idedlni je

najit globalni minimum této funkce.

Definice 2.1. Necht je ddna funkce f : D — R, D C R", 2* € D nazveme bodem

globalniho minima, jestlize f(z*) < f(z) pro vSechna z € D.

Obvykle je velmi tézké najit globalni minimum funkce, ponévadz zpravidla
nevime, jak funkce vypada na celém svém definicnim oboru. Zname pouze jeji
prubéh v urcitych lokalnich oblastech, a tedy pomoci vétsiny numerickych metod

jsme schopni najit pouze lokalni minimum dané funkce.

Definice 2.2. Necht je dédna funkce f: D — R, D C R", 2* € D nazveme bodem
lokalniho minima, jestlize existuje okoli & bodu z* takové, ze f(z*) < f(x)
pro vSechna x € U. Takovéto lokalni minimum nazyvame neostré. Pokud navic
plati f(z*) < f(x) pro v8echna x € U, = # x*, bod z* nazyvame ostrym lokalnim

minimem funkce f.

Definice 2.3. Bod z* nazveme FeSenim optimalizacniho problému, pokud je

globalnim resp. lokadlnim minimem dané funkce f na D resp. na okoli 4 bodu z*.

Véta 2.1. (Weierstrassova) Necht je funkce f : D — R, D C R"™, spojitda na kom-

paktni mnozine A C D, pak f nabyvd na mnozine A svého minima a mazxima.
Dukaz: viz [9], str. 26.
Nasledujici véty se tykaji nutnych a postacujicich podminek pro minimalitu

bodu x* dané funkce a jsou zakladnimi stavebnimi kameny klasickych postupi

matematické optimalizace (viz priklad 2.2).
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Véta 2.2. (Nutna podminka prvniho ¥adu) Necht funkce f : D — R, D C R", je
spojité diferencovatelnd na néjakém okoli U bodu x*. Jestlize je x* € D lokalnim

minimem funkce f(x), pak plati

Vf(a*) = (a% (x*),...,a;;f(x*)) ~o. (11)

Dukaz: viz [7], str. 15.

Véta 2.3. (Nutnd podminka druhého tadu) Necht funkce f : D — R, D C R,
je dvakrdt spojité diferencovatelnd na néjakém okoli U bodu x* € D. Jestlie je
bod x* lokdalnim minimem funkce f(x), pak je Hessova matice funkce f(z) v bodé

x* pozitivne semidefinitni.
Dukaz: viz [7], str. 15.

Véta 2.4. (Postacujici podminka druhého ¥adu) Necht funkce f : D — R, kde
D C R, je dvakrdt spojite diferencovatelnd na néejakém okoli U bodu x*. JestliZe
je Vf(z*) = o a zdroveri D2 f(x*) je pozitivné definitni, pak je x* bodem ostrého

lokdlntho minima funkce f.

Diikaz: Podstatou dikazu je pouziti Taylorova vzorce pro funkci f v bodé x,
kde ¢ je z dostatecnd malého okoli bodu z*, a tedy je matice D?f(zg) také po-
zitivné definitni. Podle pfedpokladt véty plati V f(z*) = o. Z toho nam vyplyne
tvrzeni. Podrobnéji viz [7], str. 16.

O

Piiklad 2.2. Je déna funkce f(x1,22) = (21 + 22)° — 21 (22 — 3). Zjistéte, ve kte-

rém bodé ma tato funkce lokalni minimum.

Reseni: Defini¢nim oborem funkce f je celé R?, uvazujeme tedy D = R2. Funkce
f(z1,x9) je jisté dvakrat spojité diferencovatelna. Nejdiive uréime V f(z1,25) a

D2 f(z1,xs) a poté zjistime, za jakych okolnosti plati predpoklady véty 2.4. Tedy
Vf(xl,xQ) = (21’1 + To + 3, T+ 232‘2) s
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DQf(IL'l,ZL'Q) = (i ;) .

Rovnost V f(x1,22) = o je splnéna pro x; = —2, xo = 1. Hlavni determi-
nanty Hessovy matice jsou A; = 2, Ay, = 3, a tedy podle Sylvestrova kritéria
je D%f(x1, 15) pozitivné definitni pro viechna [z, z5] € R2. Z toho podle véty 2.4

vyplyva, ze funkce f(xy,x2) ma v bodé [—2,1] ostré lokalni minimum.

Obrézek 3: Graf funkce f(x1,22) = (21 + 22)° — x1 (22 — 3).

Mohlo by se zdat, ze lze kazdou tlohu pii hledani minima dané funkce fesit
timto zptisobem, avsak mnohdy je jednodussi a rychlejsi pouzit nékterou z nu-

merickych metod matematické optimalizace.
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3 Numerické optimaliza¢ni metody

Podstatou uspésného vyteseni optimaliza¢niho problému je spravné prefor-
mulovani zadané slovni tlohy do jazyka matematiky. Nasleduje pak vhodny vy-
bér a pouziti postupu vedouciho k feSeni, ¢imz se zabyva numerickd matema-
tika, ktera tak dala vzniknout numerickym optimalizacnim metodam, jez nasly
na tomto poli své uplatnéni.

Tato kapitola se zabyva matematickym popisem zadani tlohy optimalizace
a ma za ukol osvétlit ¢tenari zakladni pojmy z této problematiky. Je zde rovnéz
objasnén rozdil mezi podminénou a nepodminénou optimalizaci a také vysvétlena
podstata numerickych metod matematické optimalizace.

Problém matematické optimalizace, jejz muzeme také oznacCovat termi-

nem optimalizac¢ni problém, zapisujeme ve tvaru
min f(x), = €D. (12)

Mnozinu D C R™ nazyvame pripustnou mnozinou, prvkim této mnoziny,
x € D, fikAme pripustné body a funkci f nazyvame tcelovou funkci, lze

rovnéz pouzit termin cilova funkce.

3.1 Nepodminéna optimalizace

Vzhledem k tomu, Ze je aparat matematické optimalizace v dnesni dobé€ jiz
velmi rozsahly, rozdélujeme jej na nékolik specializovanych disciplin podle typu
ucelové funkce a pfipustné mnoziny. Jednad se naptiklad o linearni ¢i kvadra-
tické programovani, které fesi problém nalezeni minima linearni resp. kvadratické
funkce.

Optimalizaci Ize také rozlisit podle typu pfipustné mnoziny a to na podminé-
nou resp. nepodminénou, jez se zabyvaji nalezenim minima funkce f : D — R,

pricemz o prvni zminéné hovorime v pripade, kdy
D={xeD(f) | ci(x) >0,Vi=1,....m} CD(f),

kdemEN, CiID(Ci)%R,D(Ci)an, V’l:1,7m
17



Je-li D = D (f), jedné se o nepodminénou optimalizaci. Ponévadz je tato prace
zameéfena na Newtonovu metodu pro tlohu nepodminéné optimalizace, budeme
dale uvazovat ucelovou funkci f: D (f) — R.

O podminéné optimalizaci se bude hovorit pouze v zavéru paté kapitoly

ve spojitosti s vyuzitim sebeomezujicich funkei.

3.2 Optimalizac¢ni algoritmus

Jednim z pristupi k feseni loh matematické optimalizace je pouziti numeric-
kych metod. Pod pojmem numericka optimaliza¢ni metoda si mtizeme predstavit
urc¢ity postup, presnéji receno algoritmus, jenz ma za tkol najit minimum dané
ucelové funkce. Tyto metody jsou iteracni, coz znamend, ze nefesi tlohu hned
zpocatku jako celek, ale postupné krok za krokem sméiuji k feSeni.

Optimaliza¢ni algoritmy maji spolec¢nou zakladni myslenku postupu, kterou

je mozno popsat nasledovne:
Algoritmus 3.1.
e Zvolime pocate¢ni odhad hodnoty feseni, bod zy € D (f).

e Sestavime posloupnost {xy}, zx € D (f), Yk € Ny, zpfesiujicich se odhadu

hledaného feseni, pfi¢emz prvnim ¢lenem posloupnosti {z} je bod .

Numerické optimaliza¢ni metody rozdélujeme podle typu posloupnosti {zy}
na finitni metody, pokud se jedna o kone¢nou posloupnost {z;}i,, m € N,
a infinitni metody, pfi niz konstruujeme nekone¢nou posloupnost {xy}32,.

Newtonova optimalizacni metoda je infinitni metodou, budeme tedy dale
v textu predpokladat, ze hledame posloupnost {xy}52, zpfesiujicich se odhadi

hledaného feSeni.

Poznamka 3.1. Na posloupnost {z}7°, klademe pozadavek konvergence ¢iselné
posloupnosti {f(xy)}2, k ¢islu f(z*), kde * € D (f) je bod lokalniho minima
funkce f(z).
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Definice 3.1. Necht f(z*) = igff) f(z). Posloupnost {z}32,, pro kterou plati
S

flax) = f(z¥) prok — oo, (13)
se nazyva minimalizujici posloupnost ulohy (12).

Definice 3.2. Minimalizujici posloupnost {z;}72, definujeme rekurentné vzta-

hem
Tpy1 = Tp + tedy, (14)
kde d;, € R™ nazyvame smér k-tého kroku a ¢islo t;, € R, ¢, > 0, délka k-tého

kroku, nebot je-li ||dx||, = 1, pak je ty = xp41 — k.

Algoritmus 3.2. M¢jme danu tcelovou funkeci f. Obecné miizeme algoritmus
numerickych metod, souhrnné oznacovanych jako metody spadu, zformulovat

takto:
e Zvolime pocatecni odhad xy € D (f)
e Opakujeme

1. Uréime smér k-tého kroku d,.
2. Zvolime délku k-tého kroku ¢, > 0.

3. Polozime xp 1 1= ) + tidy.
dokud neni splnéna zastavovaci podminka.

Je potteba dodat, ze zastavovaci podminka je kritérium, podle kterého doka-
zeme posoudit ,kvalitu“ odhadu minima tucelové funkce f v k-tém kroku.

Metody, pomoci kterych urcuji optimaliza¢ni algoritmy minimalizujici po-
sloupnost, se jiz rtizni. Rozdil mezi jednotlivymi numerickymi metodami je ve vy-
poc¢tu smeéru k-tého kroku dj a urceni délky k-tého kroku ¢,. Mizeme je rozdélit

do tti skupin podle poctu derivaci, jez potfebuji k vypoctu k-tého kroku.

e metody nultého fadu — nevyzaduji vypocty derivaci
(napt.: Metoda simplexti, Hooke-Jeaveseova metoda)
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e metody prvniho fadu — vyzaduji vypocet gradientu
(napt.: Metoda nejrychlejsiho spadu, Metoda sdruzenych gradientti, kvazi-

Newtonovské metody)

e metody druhého radu — vyzaduji vypocet gradientu a Hessovy matice

(napf.: Newtonova metoda)

Graficky lze algoritmus znazornit pomoci vyvojového diagramu, jenz pro obec-

nou spadovou metodu vypada nasledovné:

while
neni splnéna zastavovaci podminka

smér d,, délka ¢,> 0

X, =x,+td,

—
S

3.3 Rychlost konvergence algoritmu

Optimalizac¢ni algoritmus, ktery pouzijeme pii feseni daného problému, vy-

bereme podle jeho efektivity a presnosti. Efektivitu algoritmu posuzujeme podle
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rychlosti, s jakou konverguje posloupnost {zy},- , k hledanému lokdlnimu minimu

x* ucelové funkce f.

Definice 3.3. Méjme danu posloupnost {zy},-,, jez konverguje k bodu z*. Rek-
neme, 7e tato posloupnost konverguje s rychlosti fadu r pravé tehdy, kdyz

existuji ¢isla ko € Ng, ¢ € R] takova, ze
[zrs1 — 27|y < gllz, — 275, VEk € No, k> ko. (15)

Poznamka 3.2. Jestlize r = 1, pak hovofime o linearni rychlosti konver-

gence. Pokud r = 2, jedna se o kvadratickou rychlost konvergence.

Rychlost konvergence algoritmu mtizeme také chapat jako rychlost konver-

gence C¢iselné posloupnosti { f(z)}r—, k ¢slu f(z*).

Definice 3.4. Méjme danu ucelovou funkci f(z), kterd ma lokalni minimum
v bodé x*. Necht {x;},-, je posloupnost, jez konverguje k bodu z*. Rekneme, Ze
tato posloupnost konverguje s rychlosti radu r, jestlize existuji ¢isla kg € N,

q € R{ takova, ze

| (@err) = (@) < gl f () = f(@)], VE €No, k= ko. (16)

Jiz z nazvu této vlastnosti vyplyva, ze ¢im bude rychlost konvergence vyssi,
tim méné iteracnich kroku je potfeba k dosazeni pozadované ptresnosti vysledku.
Je rovnéz ziejmé, ze pro ruzné ,obtizné“ ucelové funkce bude algoritmus kon-
vergovat riizné rychle. Tedy numerickou optimaliza¢ni metodu vybirame i podle

typu tcelové funkce, na niz ji chceme aplikovat.
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4 Newtonova optimaliza¢ni metoda

Numerickou metodou optimalizace, jiz se budeme dale zabyvat, je Newto-
nova metoda. Jedna se o infinitni numerickou metodu druhého fadu, jejiz hlavni
myslenka — hledani sméru v k-tém kroku — vychézi z Taylorovy véty.

V celé této kapitole budeme uvazovat ucelovou funkci f : D(f) — R, kde
D (f) € R™, ktera je dvakrat spojité diferencovatelna na svém definiénim oboru,
coz znamena, ze zde existuje jeji gradient a Hessova matice. Dale predpokladejme,
ze ©* € D(f) je bodem lokdlniho minima tcelové funkce, tedy plati V f(z*) = o
a D?f(x*) je pozitivné definitni. M&me dano okoli &/ bodu x*, na kterém je

Hessova matice pozitivné definitni, a poc¢atecni odhad zy € U.

4.1 Myslenka

Jestlize jsou splnény predpoklady véty 1.4 (kapitola 1.4), 1ze podle ni aproxi-

movat ucelovou funkci f v bodé xy, coz znamena
/ L 1 (3)
f(zo + a) = f(xo) + fo(20) + ifa,a(xo) + gfa,a,a(xo + 0a).

Definice 4.1. Definujme nyni funkci f , @ to nasledovné

~

Flao +a) = f(zo) + folwo) + 3 Falao), (17)

neboli (dosadime o = y — x)

Fl) = Fa0) + (y — 2)Vf(@)" + 5y — wo)D*f(w)y — 70" (18)

Funkci f nazveme Taylorova aproximace druhého Fadu funkce f v bodé .

Podivejme se nyni blize na funkci f . Vzhledem k pozitivni definitnosti matice
D2 f(z0) se jednd o konvexni kvadratickou funkci proménné y. Hledejme jeji mi-

nimum, které je odhadem minima tcelové funkce f, ponévadz je-li xq blizko z*,

je min f(:p) ~ f(x*).
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Zderivujeme vztah (18) a polozime jej roven nulovému vektoru, tedy dosta-
vame
Vi) = V(o) + (y — 20)D* f(x0) = o.
Odtud pak
y — 20 = =V f(20) [D?f(0)] ",

jednoduchou tpravou ziskame

-1

y =19 — V[f(x0) [sz(%)} (19)

A~

Zjistili jsme, Ze vektor y tvaru (19) je minimum Taylorovy aproximace f,
a tedy hledanym odhadem minima tucelové funkce f.

Oznacme dy = —V f(x0)[D%f(x0)] . Vektor dy je velidina, kterou je po-
tfeba pridat k bodu x(, abychom minimalizovali aproximaci druhého radu tcelové
funkce f (viz obrazek 4).

Polozime bod x; := y a budeme v konstrukci pokracovat dale pro z; na-
misto xy (viz obrazek 4). Timto zptisobem sestavime minimalizujici posloup-

nost {xy}.

~

(xo:f ()

f

(xl ’f(xl)) T

dy.f (x,+ d, )
(Xt d,.f (x,+ dy)) (e, +d, fx,+d))

Obrazek 4: Uelova funkce f a jeji aproximace druhého Fadu f , prvni iteracni

krok — vlevo, druhy iteracni krok — vpravo.

Definice 4.2. Necht je dana tcelova funkce f a pocateéni odhad xy. Definujeme

Newtonovu posloupnost vztahem

1

LThe1 = T — Vf(xk) [D2f(3fk)}i y Vk € No. (20)
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Pro z;, € R", k € Ny, vektor

-1

d, = =V f(ax) [D? f ()] (21)
nazveme Newtonuv krok funkce f v bodé xy.

Poznamka 4.1. Newtontv krok je smér spadu tcéelové funkce, nebof vzhledem

k pozitivni definitnosti Hessovy matice je

AV f ()T = =V f () [D2f ()] V f ()T <0,
z ¢ehoz vyplyva, ze x, — x*, pro k — oo.

V kapitole 4.4 si ukdZeme, Ze je Newtonova posloupnost {z;} skutetné mi-
nimalizujici posloupnosti tlohy (12) konvergujici k bodu z* a také, Ze matice

D2 f(x1) je pozitivné definitni Vk € Ny (viz véta 4.3).

Priklad 4.1. Je zaddna ucelova funkce f : R — R, ktera je na okoli ¢« bodu z*

ryze konvexni. Najdéte jeji minimum pfi volbé pocatecniho odhadu xg € U.

Obrazek 5: Derivace funkce f a jeji linearni aproximace.

Re$end: Minimaliza¢ni problém je charakterizovan rovnici f/'(2*) = 0, kde f’
je, vzhledem ke kladné druhé derivaci funkce f, rostouci. Sestavime funkci f’ ,
coz je linedrni aproximace funkce f’ v bodé xg. Je-li xy blizko bodu z*, pak je
nulovy bod funkce f’ velmi dobrou aproximaci feSeni minimaliza¢niho problému

(viz obrazek 5).
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Definice 4.3. Nechf x;, € R, veli¢ina

=

2

Aww) = |V () [D?f(@0)] 7V f ()" (22)

se nazyva Newtonuv abytek funkce f(z) v bodé xy.

Pokusime se nahlédnout, jakou roli A(z;) v Newtonové metodé hraje. Po-
divejme se nejprve na jiné zptsoby vyjadieni Newtonova ubytku. Dosadime-li

Newtonuv krok dj, do vztahu (22), pak dostavame
N () = —dp V f(a) " (23)

Vyuzijeme-li symetri¢nosti Hessovy matice a rovnost (22) upravime
No(wr) = Vf () [D2f (22)] D2 () [D2f (1)) f ().

N (zx) = dkD? far)df = || dillpe sy (24)
P1i analyze vlastnosti algoritmu musime védét, jakym zptisobem posoudime

kvalitu“ odhadu z;, a rychlost konvergence posloupnosti {zy},-,. Ponévadz ne-

zname z*, nemtizeme ani urcit |[z* — xi|,. K tomuto ucelu vyuzijeme rozdil

fa) — f(a*).
fxg) = f(2") = f(xg) — min Fy) = faw) = flae+ di) (25)

Pro k € Ny miizeme Taylorovu aproximaci druhého fadu funkce f v bodé xy

psat ve tvaru

A~

1
f@n+di) = f(an) + deV f(2x) " + 5dkD? f () dy,
¢ehoz dale vyuzijeme. Za pouziti vztahi (23) a (24) dostavame
; 2 Lo
flak+di) = flan) = A(zi) + 5A% (@),

a po upravée plati
- 1
fag) — o+ dy) = 5)\2(%)- (26)
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Cili 1)\?(z),) je odhadem f(zy) — f(2z*). Tento vyraz slouzi ke zkouméni rych-
losti konvergence algoritmu a hraje tlohu zastavovaciho kritéria algoritmu. Zvo-
lenou povolenou odchylku od pfesného feSeni tlohy, tj. ¢ € RT, v k-tém kroku
porovname s $A%(zx), je-li $1A*(x)) > €, pokracujeme daldi iteraci. V opacném
pripadé algoritmus zastavime.

Zajimavou vlastnosti Newtonovy metody je jeji afinni invariance.

Véta 4.1. Newtoniv krok dy a Newtoniv ubytek A(zy) jsou invariantni vzhledem

ke zméndm souradnic.
Dukaz: viz [1], str. 486.

Predchozi véta nam muze napiiklad pomoci pii optimalizaci nékterych funkci
zadanych implicitné.

Priklad 4.2. Navrhnéte postup, jak minimalizovat funkci y(x) danou implicitné

vztahem y = (z + y) In (z + y).

Reseni: Nejprve zavedeme linearni substituci

u=x+y,
v =Y. (27)

Pomoci téchto vztaht, jez dosadime do implicitniho zadani funkce y, vyjadiime

v jako funkci proménné u. Ziskame tak ptredpis
v=ulnu.

Funkei v(u) budeme minimalizovat Newtonovou metodou (viz kapitola 4.3). Na-
jdeme lokalni minimum funkce v(u) a dopocitame funkéni hodnotu v tomto bodé,

tj.

u* = 0,3679
v* = —0,3679
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Nakonec vyuzijeme vétu 4.1, dvojici u*, v* dosadime do vztaht (27) a vypocteme

x*, y*. Celkem tedy mame
x* = 0,7358

y* = —0,3679,

coz je hledané feseni. Funkce y(z) mé lokdlni minimum v bodé z* = 0,7358

a nabyva zde hodnoty y* = —0,3679.

y=(x+y)In(x+y) v(u) = u In(u)
-0.1} -0.1t
-0.2 -0.2
-0.37 -0.3
-0.4 : : : : — -0.4 : : : : ;
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obrazek 6: Grafy funkci y = (z+y)In(z +y) av =ulnw.

4.2 Zpétné vyhledavani

Zpétné vyhledavani je jednou z metod, pomoci niz urcuji spadové metody
nepodminéné optimalizace délku k-tého kroku ;. Nejednd se ovSem o metodu
exaktni, avSak vyhodou je jeji jednoduchost a efektivnost. Jeji hlavni myslenkou

je minimalizovat tcelovou funkci ve sméru dy, tj. fesit tlohu
mtin flzg +tdy), teR, t>0. (28)

Algoritmus zpétného vyhledavani znézornény pomoci vyvojového diagramu
ma tuto strukturu:
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/ while

] fad) > f)radvf(x)"

l
D

Algoritmus 4.1. Nechf je {z;},-, minimalizujici posloupnost. Algoritmus zpét-

ného vyhledavani délky kroku vypada nasledovné:

e Mame dan bod z; € R™ a smér dj. Déle zvolime parametry « € (0; 0,5)

a (€ (0; 1), na kterych zavisi pfesnost této metody.
e Polozime t;, := 1.
e Dokud je splnéno f(xy+trdy) > f(xr)+atrd,V f(zx)T, polozime t), := Bty

Parametr o zpravidla volime v rozmezi 0,01 az 0,3; podle toho, jak pfesny
odhad chceme zjistit, pficemz ¢im je o mensi, tim lepsi odhad ziskame. Naproti
tomu parametr § nam iiké4, jak hruby odhad bude, a obvykle jej volime v roz-
mezi 0,1 (pro hruby odhad) az 0,8 (pro jemnéjsi odhad). Doporucené hodnoty

parametri jsou prevzaty z [1], str. 466.
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Tato metoda se oznacuje jako zpétné vyhledavani, nebot na pocatku zvolime
t;, = 1 a poté zpétné zjistujeme zda f(xy +1trdy) je postacujici odhad (28). Neni-li
tomu tak, zmensime krok a opét otestujeme. Tento postup opakujeme tak dlouho,

dokud odhad neziskame.

A

St td,)

[ ) +ardwf (%)

N
\ ~

. ;
)+ td ) () k
Obrazek 7: Zpétné vyhledavani kroku ¢;. Podminka metody je splnéna

na intervalu, kde je graf funkce f pod horni ¢arkovanou primkou.

Pro kontrolu ¢ urychleni vypoctu mtzeme pouzit kratky M-soubor, ktery
dale vyuzijeme i pro Newtonovu metodu. Na pocatku jsou zvoleny parametry «,
[ a poté probiha cyklus, ve kterém se hleda krok t;. Funkce urc¢i krok ¢, jenz

bude splilovat podminky popsané vyse, tj. t; ~ mtin flzy +tdy), t e R, t > 0.

M-soubor 4.1. (Zpétné vyhledévani)

function[tk] = backtracking(f,gradf,x,xk,dk)

Jbacktracking Zpé&tné vyhledavani
%  backtracking(F,GRADF,X,XK,DK) hledad optimdlni délku kroku
% v bodé XK ve sméru DK, kde F je optimalizovanad funkce,

%  GRADF jeji gradient a X je vektor proménnjch.
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%»  Tato funkce je potfebnd ke spravné funkénosti M-soubord
% newtonmin a newtonmax, v nichZ je pouZita. Pro samostatné

% pouziti by ji bylo moZno adekvatné& prizplsobit.
tk = 1; alfa = 0.02; beta = 0.8;

while( subs(f,x,xk + tk .* dk) > subs(f,x,xk) + ...
alfa .* tk .* dk * transpose(double(subs(gradf,x,xk))) )
tk = beta * tk;

end

Tento M-soubor by bylo rovnéz mozno prizptusobit pro samostatné pouziti.
Vstupnimi parametry by byly symbolickd funkce £, symbolicky vektor promeén-

nych x, vektory xk a dk, a také parametry alfa a beta.

4.3 Algoritmus

Uvedeme si nyni postup, podle kterého fesime optimaliza¢ni problém, t;j.
tlohu (12), Newtonovou metodou popsanou vyse. Chceme minimalizovat uce-

lovou funkci f, jez spliiuje predpoklady této kapitoly, s poc¢atec¢nim odhadem .

Algoritmus 4.2. Necht je déna tolerance pfesnosti ¢ > 0 a pocatecni odhad
x9 € D(f), v némz je Hessova matice ucelové funkce pozitivné definitni.
Opakujeme

1. Vypocteme Newtoniv krok a ubytek

di = =V f(wi) D2 f(ar)] ' N(an) = —dpV f ()"

2. Otestujeme zastavovaci kritérium, tj. skonéime, jestlize 1)\*(z;) <e.

3. Zvolime délku kroku ¢, pomoci algoritmu zpétného vyhledavani.

4. Polozime w1 := x) + tgdy.
Pro lepsi nazornost se podivejme na vyvojovy diagram Newtonovy optimalizacni

metody:
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v
do = _vf(xo) sz(xoy1
h=—d,vf(x)"

]

X, =X,

d =d,

while
N2 > e

t, — zjistime pomoci metody
zpétného vyhledavani

v

X, =x,t+td,
v
d,=—vf(x) Df (x)"

A= —dvf(x)

Velmi uziteénym k urychleni vypocth je nasledujici M-soubor slouzici k nale-
zeni minima dané ucelové funkce Newtonovou optimaliza¢ni metodou. Nejdiive
jsou ovéreny vstupni parametry, poté je napocitan gradient ucelové funkce a jeji
Hessova matice a nasledné ovéfena pozitivni definitnost této Hessovy matice.
Dale funkce postupuje podle algoritmu popsaného vyse v této kapitole. Funkce f

se musi zadat jako symbolicka, stejné tak i vektor proménnych x.
M-soubor 4.2. (Newtonova metoda — minimalizace)

function [xk,f_xk,k] = newtonmin(f,x,x0,epsilon,maxit)

Jnewtonmin Newtonova optimalizaéni metoda

31



%  newtonmin(F,X,X0,EPSILON,MAXIT) hledd minimum symbolické

%  funkce F(X) pomoci Newtonovy optimalizaéni metody

%  vstup: F - symbolicka funkce

b X - symbolicky vektor prom&nnjch

b X0 - polate&ni odhad

yA EPSILON - tolerance pfesnosti, kladné redlné cislo
h MAXIT - maximdlni polet iteraci, jenZ bude

h po spusSténi Newtonovy metody proveden

%  vystup: xk - odhad lokdlniho minima funkce F(X)

h f_xk - funk&ni hodnota v bodé& xk

b k - polet provedenjch iteraci

%  Funkci lze pouzit i p¥i hledani maxima funkce, zadd se -F
% namisto F, hledand hodnota maxima je pak ¢islo opalné

% k &islu f_xk.

/» doplnéni vstupnich argumentd
if (nargin < 4)
epsilon = 10.7-4;
end
if (nargin < 5)
maxit = 100;

end

% kontrola vstupnich dat
if (epsilon <= 0)
error (’Chyba na vstupu,
EPSILON musi bjt kladné redlné &islo!’);
end

dim = length(x0);
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if (dim “= length(x))
error (’Chyba na vstupu,
vektory X, X0 nemaji stejnou délku!’);

end

% vipolet gradientu funkce f
for (i = 1:dim)
gradf (i) = diff(f,x(i));
end
% vypoCet Hessovy matice funkce f
for (i = 1:dim)
for (j = i:dim)
Hessf(i,j) = diff(gradf(i),x(j));
Hessf(j,i) = Hessf(i,j);

end

gradf_xk = double(subs(gradf,x,xk));

Hessf_xk

double (subs (Hessf,x,xk));

% kontrola pozitivni definitnosti Hessovy matice
v = eig(Hessf_xk);
for (i = 1:dim)

if (v(i) <= 0)

error (’V bodé poclatelniho odhadu neni funkce ...

konvexni, zvolte prosim jiny bod XO0!’);
end

end
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dk = - (gradf_xk * inv(Hessf_xk));
lambda = (-dk) * transp(gradf_xk);
lambdaO = lambda;

% iteralni cyklus - jadro funkce

while(lambda/2 >= epsilon & k <= maxit)

if (z == 0)
tk = backtracking(f,gradf,x,xk,dk);
if (tk == 1)
z =1;
end
end

xk = xk + tk.x*xdk;

k=k+ 1;

gradf_xk = double(subs(gradf,x,xk));
Hessf_xk = double(subs(Hessf,x,xk));
dk = - (gradf_xk * inv(Hessf_xk));

lambda = (-dk) * transp(gradf_xk);

Jkontrola, zda metoda nediverguje
if (isreal(lambda))
if (lambda > lambdaO)
error(’Metoda diverguje,
zkuste jiny pocatecni odhad!’);
end
else
lambda = 0;
xk = xki;

display(’Metoda diverguje,
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zkuste jiny pocatecni odhad!’);
end

end
% vypoCet funkini hodnoty v hledaném bodé
f_xk = subs(f,x,xk);

Jednoduchou tupravou tohoto M-souboru miizeme sestavit M-soubor slouzici

k nalezeni maxima dané ucelové funkce pomoci Newtonovy optimaliza¢ni metody.
M-soubor 4.3. (Newtonova metoda — maximalizace)

function [xk,f_xk,k] = newtonmax(f,x,x0,epsilon,maxit)

Jnewtonmax Newtonova optimalizaéni metoda

%  newtonmax(F,X,X0,EPSILON,MAXIT) hledd maximum symbolické

%  funkce F(X) pomoci Newtonovy optimalizaéni metody

%  vstup: F symbolicka funkce

b X - symbolicky vektor prom&nnjch

b X0 - polateéni odhad

yA EPSILON - tolerance pIesnosti, kladné redlné c¢islo
% MAXIT - maximdlni pocet iteraci, jenZ bude

b po spusSténi Newtonovy metody proveden

%  vystup: xk - odhad lokdlniho maxima funkce F(X)

h f_xk - funk&ni hodnota v bodé& xk

b k - polet provedenjch iteraci

/» doplnéni vstupnich argumentd
if (nargin < 4)

epsilon = 10.7-4;
end

if (nargin < 5)
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maxit = 100;

end

f =-f;
[xk,f_xk,k] = newtonmin(f,x,x0,epsilon,maxit);

f_xk = -f_xk;

Pouziti téchto M-soubort muze vypadat naptiklad nasledovné. Aplikujeme
funkci newtonmin na piiklad 2.2, v némz jsme pouzili klasickou optimalizac¢ni
metodu. Jedna se o funkci f(x1,z2) = (21 + x2)* — x1(22 — 3). Zvolme pocatecni
odhad napiiklad [5, —3] a toleranci e = 0,0001. Maximalni pocet iteraci nemusime
nastavovat, nebot je jeho hodnota prednastavena na 100 iteraci, coZ nadm v tomto

pripadé vyhovuje. Do Matlabu postupné napiseme:

x = sym(’ [x1,x2]7);
fce = (x(1) + x(2))"2 - x(D)*(x(2) - 3);
[reseni,funkcni_hodnota,pocet_kroku] = ...

newtonmin(fce,x, [5,-3],0.0001) ;
Matlab nam vrati:

reseni =
-2.0000 1.0000
funkcni_hodnota = pocet_kroku =

-3 1

Vidime, Ze jiz po prvnim iteracnim kroku jsme dospéli ke stejnému vysledku
jako pii pouziti klasické optimalizace, coz svéd¢i o rychlé konvergenci Newtonovy
metody.

4.3.1 Praktické moZnosti algoritmu

Uvedenim M-filu newtonmin do praxe posléze dojdeme k zavéru, ze program

funguje velmi rychle pro optimalizacni problémy fesené v dimenzich mensich
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nez deset (tj. pro funkce f : D(f) — R, kde D(f) C R* k € N, k < 10).
Chceme-li tento M-file vyuzit i ve vyssich dimenzich, pak srovnatelné rychle pra-
cuje i pti aplikaci na funkce z urcité tfidy. Jedna se o funkce, jez maji takzvané
fidkou Hessovu matici, coZ znamena, %e matice obsahuje velké mnozstvi nulo-

100 2

vych prvki. Do této tifdy patif napriklad funkce f(z) = zia3 + Y ,_5 27, jejiz

Hessova matice je tvaru

122223 82325 0 -+ 0
8x3ry 27 0---0
0 | ¢ Rrroox100

Naproti tomu existuji funkce, jejichz Hessovy matice maji vSechny své prvky
nenulové. Pro tyto funkce M-file newtonmin jiz bézi pomaleji.

Nabizi se nékolik moznosti, jak tento nedostatek opravit. Jednou z nich je
vyuziti diagonalni aproximace Hessovy matice. Namisto vypoctu tplné Hes-
sovy matice vypocteme pouze ty jeji prvky, které lezi na hlavni diagonéle, ostatni
polozime rovny nule. Je zfejmé, Ze je tento proces mnohem rychlejsi nez vypocet
vSech prvkl Hessovy matice.

S takto vzniklou diagonalni matici dale pti optimalizaci pracujeme stejné jako
s Hessovou matici. Novy M-file se od ptvodniho bude liSit pouze ve vypoctu

Hessovy matice ucelové funkce.

M-soubor 4.4. (Newtonova metoda — aproximace Hessovy matice)
function [xk,f_xk,k] = newtaproxmin(f,x,x0,epsilon,maxit)
% vypoCet Hessovy matice funkce f

for (i = 1:dim)

Hessf(i,i) = diff(gradf(i),x(i));

end
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Vyhodou tohoto postupu je jeho vysoka rychlost pii aplikaci na vsechny
funkce. Na druhé strané ovsem takto upravend Newtonova metoda dosahuje mensi
presnosti jednotlivych iteraci, a tedy je potfeba vice kroki k dosazeni stejné pres-
nosti odhadu.

Druhou moznosti, jak se vyporadat s pomalym chodem M-filu newtonmin
pri praci ve vysokych dimenzich, je zména charakteru vstupnich parametri této
funkce. Jde o to, ze dosazovani do symbolické Hessovy matice, vzniklé ze sym-
bolické ucelové funkce, je v Matlabu casové velmi narocné. Program se diky této
skutecnosti vyrazné zpomali p¥i praci s maticemi radt dvacet ¢ vyssich, nebot
musi v kazdém kroku dosadit do ¢tyt set ¢i vice vyrazil.

Zménu provedeme v nékolika krocich. Derivaci symbolickych vyrazt funkci

diff nahradime numerickou derivaci, ¢imz se zbavime naroc¢ného dosazovani.

1. Definice tiéelové funkce

Sestavime M-file mojefce, ktery nam poslouzi k definici ucelové funkce.
Chceme-li napriklad minimalizovat funkci f(z) = sinx, pak tento M-file

bude ve tvaru:

function [y] = mojefce(x)

y = sin(x);

2. Vypocet gradientu a Hessovy matice

Naprogramujeme funkci dfmojefce, jez ndm numericky vypocte gradient

a Hessovu matici i¢elové funkce v bodé z.

function [dfx,ddfx] = dfmojefce(x)

% dfx - gradient dané tucelové funkce

% ddfx - Hessova matice dané ucelové funkce

h = 107-4;
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% vypolet gradientu a diagondlnich prvkd Hessovy matice
for(i = 1:length(x))
yl =x; y3 = x;
y1(i) = y1(i) - h;
y3(i) = y3(i) + h;
dfx(i) = (mojefce(y3) - mojefce(yl)) ./ (2.%h);
ddfx(i,i) = (mojefce(y3) - 2.*mojefce(x) + ...
mojefce(yl)) ./ (h."2);

end

% vypoCet smiSenych druhjch derivaci (tedy zbjvajicich
% prvkd Hessovy matice)
for(i = 1:length(x))

for(j = 1:length(x))

if(i > j)
vyl =x; y2 = x; y3 = x;
y1(i) = y1(i) + h;
y2(i) = y1(j) + h;
y2(j) = y3(i) + h;
y3(j) = y3(j) + h;

ddfx(i,j) = (mojefce(x) - mojefce(yl) + ...
mojefce(y2) - mojefce(y3)) ./ (h."2);
ddfx(j,i) = ddfx(i,j);
end
end

end

3. Zpétné vyhledavani

Musime si adekvatné prizptusobit M-soubor backtracking.
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function[tk] = novezpetne(gradf_xk,xk,dk)

Jnovezpetne Zpé&tné vyhledavani
%  novezpetne(GRADF_XK,XK,DK) hleda optimdlni délku
%  kroku v bodé XK ve sméru DK, kde GRADF_XK je

%  gradient ucelové funkce v bodé XK.

tk = 1; alfa = 0.02; beta = 0.8;

while( mojefce(xk + tk .* dk) > mojefce(xk) + ...
alfa .* tk .* dk * transpose(gradf_xk))
tk = beta * tk;

end

. Optimaliza¢ni M-file

Nakonec si ptizptisobime i funkci newtonmin.

function [xk,f_xk,k] = numernewtonmin(x0,epsilon,maxit)

k=0; xk = x0; z = 0;
[gradf_xk,Hessf_xk] = dfmojefce(xk);

% iteralni cyklus - jadro funkce
while(lambda/2 >= epsilon & k <= maxit)
if (z == 0)

tk = novezpetne(gradf_xk,xk,dk);

[gradf_xk,Hessf_xk] = dfmojefce(xk);
dk = - (gradf_xk * inv(Hessf_xk));
lambda = (-dk) * transpose(gradf_xk);

end
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% vypoCet funkéni hodnoty v hledaném bodé

f_xk = mojefce(xk);

Nevyhodou této metody je narocna piiprava pred jejim prvnim spusténim,
po némz jiz pouze musime zadavat tGcelovou funkci do M-filu mojefce. Rovnéz
konvergence metody je v tomto pripadé nejista a mnohdy bude potieba vyzkouset
vetsi mnozstvi pocatecnich odhadi.

Je samoziejmé, ze veskeré tivahy a tpravy M-soubort, které jsme provedli
za ucelem urychlit béh programu pro minimalizaci i¢elovych funkeci, 1ze aplikovat

i pti Tfeseni tulohy, jez se tyka hledani maxima tcelové funkce.

Piiklad 4.3. Necht f(z) = — [] [In(2 + sinxy)] je funkce definovand na R",
k=1

pricemz x = (x1, 23, ..., x,) € R". Pomoci M-souborl newtonmin, newtaproxmin
a numernewtonmin najdéte minimum funkce f(z), pro a) n = 2, b) n = 15,

c) n = 25. Odhadnéte vyhody a nevyhody jednotlivych M-soubort.

Obrazek 8: Graf funkce f(x) = — [] [In (2 + sinzy)].

2
k=1
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Reseni: Je ziejmé, Ze funkce f ma pro libovolné n € N lokalni minimum v bodé
r* = [3,..., 5] € R". Uvidime, jak si s timto problémem poradi jednotlivé M-
soubory.

V Matlabu spustime postupné vSechny tfi M-soubory. Za pocatecni odhady
volime napriklad vektor zy samych jednicek, pokud by metoda divergovala, zvo-
lime lepsi pocatecni odhad. Tolerance € nechf ma hodnotu 107, Vysledky zapi-
seme prehledné do tabulky. V jednotlivych fadcich je nejprve znazornén piipad

pro n = 2, poté pron = 15 a n = 25.

Tabulka 1
Nazev funkce || [lay — 2]l | Funkéni hodnota v bodé z;, | n |
1,0260 - 10~*2 —1,206948960812 2
newtonmin 6,2031 - 106 —4,098894955135 15
1,1301- 1077 —10,498114718439 25
0 —1,206948960812 2
newtaproxmin 0 —4,098894955159 15
0 —10,498114718439 25
1,2080 - 10~ —1,206948960812 2
numernewtonmin || 9,6562 - 10~° —4,098894955159 15
4,3734-107° —10,498114718439 25
Tabulka 2
Néazev funkce || Pocet iterac¢nich krokii | Cas (s) | n |

3 0,187 | 2

newtonmin 3 18,078 | 15

3 511,594 | 25

2 0,156 | 2

newtaproxmin 2 1,094 | 15

2 2,625 | 25

3 0,015 | 2

numernewtonmin 4 0,125 | 15

4 0,250 | 25

Zajimavym poznatkem v tomto piipadé jisté je, ze pouziti aproximaci nemusi
vzdy vést k méné presnym vysledkiim.

Vyzkousime-li si tyto tii M-fily i na jinych prikladech a ohodnotime-li kvalitu
nékterych jejich vlastnosti, mizeme dojit k zavéru, jez je popsan v nasledujici

tabulce.
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Tabulka 3

Néazev funkce H Rychlost algoritmu ‘ Presnost ‘ Rychlost konvergence
newtonmin nizka vysoka vysoké
newtaproxmin sttedni sttedni vysoka
numernewtonmin vysoka sttedni vysoka

Shrnutim poznatki této kapitoly dochézime k zavéru, ze pro ,malé* optima-
liza¢ni problémy (tj. problémy v prostorech s malou dimenzi) doporu¢ime pouziti
funkce newtonmin, ovSem pro ,,vétsi“ problémy vyuzijeme M-file numernewtonmin
nebo newtaproxmin.

Ve specialnim pripadé, je-li funkce podobného tvaru jako v nasem prikladé
(tj. f(z) =[] g(xx), kde g : D (g) — R je funkce jedné redlné proménné, n € N),
k=1

je velmi vyhodné pouzit prave funkci s aproximaci Hessovy matice newtaproxmin.

Pro ilustraci si nyni uvedeme dva priklady, na nichz si ukazeme pouziti New-

tonovy optimalizac¢ni metody.

Priklad 4.4. Z okna ve vySce hg = 12 metru byl vyhozen fotbalovy mi¢ rychlosti
v = 8 metri za sekundu. Urcete thel o, pod kterym je potfeba mic¢ vyhodit, aby

doletél co nejdale. Odpor vzduchu zanedbejte.

Reseni: Oznacme K kiivku, po které se mi¢ pohybuje. Jedn4 se o parabolu, ktera
protind osu z ve dvou bodech. Jednim z nich je bod [d,0], d > 0, coz je misto
dopadu mice. Budeme se snazit najit vztah mezi délkou hodu a velikosti thlu.

Nejdfive zjistime parametrické vyjadieni krivky I v zavislosti na ¢ase t. Vzhle-
dem k tomu, Ze plati zékon superpozice (skladani) pohybt, miZzeme fici, Ze pohyb
vykonavany micem je slozen z vrhu svislého vzhiiru, ve sméru osy vy, a pohybu rov-
nomeérného primocarého, ve sméru osy x. Pro drahu rovnomérného ptimocarého
pohybu plati

T = v,t.

Drahu pohybu ve sméru osy y vypocteme ze vztahu

1
Y = ho + Uyt — §gt2,
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kde g = 9,81 m/s? je gravitacni zrychleni. Veli¢iny v,, v, jsou slozky rychlosti,

pfi¢emz je ziejmé (viz obréazek 9), Ze plati

U, = VCOS

vy, = vsinq,

z ¢ehoz dostavame parametrické rovnice paraboly K ve tvaru

x = vt cos (29)

1
y = ho+ vtsina — Qth' (30)

0 d

=V

Obrazek 9: Mi¢ letici z bodu [0, hg| po kfivce do bodu [d, 0].

Ze vztahu (29) vyjadiime t, tj.

X
t=

veosa

Jelikoz v okamziku dopadu mice na zem je jeho y-ova soutadnice nulova, polozime

y = 0. Dosazenim za t do rovnice (30) ziskame

. , )
h0+mma——g( r ):o. (31)

COS (v 27 \vcosa
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Nyni chceme vyjadiit proménnou z. Po tpravé vztahu (31) dostdvame kvadra-
tickou funkci

gr? — v?sin (2a) - & — 2hgv* cos® a = 0,

kterou znamym zptsobem vytesime

v%sin 2a + 20 cos a\/vz sin? o + 2ghy

zr(a) = %

Uvazujeme vsak pouze kladny koten, tj.

B v?sin 2a + 2v cos a\/v2 sin? o + 2ghg

z(a) 2%

(32)

nebot délka je vzdy nezdporna.

Funkce z(«) je nasi hledanou funkei, kterou chceme maximalizovat. Budeme
tedy zjisfovat, pro které « je funkéni hodnota z(«) maximalni.

Podivejme se nejdiive, jak bude tato situace vypadat pro vysku hy = 0. Clen
2ghy ve vztahu (32) pod odmocninou se vynuluje a funkce z(a) se po upravé
zredukuje.

_ v?sin2a

o) =—— (33)

Vzhledem k zadani tohoto piikladu postaci, kdyz budeme uvazovat pouze ve-
likosti Gthlu « z intervalu (0, 7). Funkce sinus nabyva své maximalni hodnoty

v bodé 7, polozime tedy 2a = 7, z ¢ehoz po jednoduché tpravé ziskavame feseni

T _ 450

o =

e~ |

Uhel, pod kterym je potfeba mi¢ vyhodit mé velikost 45°, délku hodu pak udava

vztah

d=—.
g

Vysledek, jejz jsme ziskali pro hg = 0 pouzijeme v obecném ptipadé v roli

pocéateéniho odhadu maxima ucelové funkce z(w).
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Funkce x(a) pro hodnoty h0 =0,v=3_8

0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 a

Funkce x(a) pro hodnoty h0 =12,v=8

151

Obréazek 10: Funkce z(a) pro rizné hodnoty vysky hg a rychlosti v.

Chceme maximalizovat funkci z(a) danou vztahem (32). Za timto ucelem
bychom mohli pouzit klasické metody optimalizace, avSsak v tomto pripadé je
patrné, ze analytické feSeni rovnice z'(a) = 0 by bylo velmi pracné. Vyuzijeme
tedy Newtonovu optimaliza¢ni metodu.

Nejprve dosadime do vztahu (32) konkrétni hodnoty ze zadani, tj. hy = 12,
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v=_8ag=9._81, ¢imz dostavame

82 sin 2v + 2 - 8cosa\/828in2a+2-9,81 12
2-9,81 '

z(a) =

Po apravé pak ziskdme

3200 800
(o) = 031 sin 2a0 + 981 a\/64 sin? o 4 235,44,

Zvolime nyni poc¢atecni odhad ag = 7 a toleranci piesnosti ¢ = 0,0001. Dale
budeme postupovat podle algoritmu Newtonovy metody (viz kapitola 4.3). K vy-
poctu pouzijeme funkci naprogramovanou v Matlabu (viz algoritmus 4.3).

V prikazovém okné Matlabu postupné zadame:

a = sym(’a’);

f = 3200/981*sin(2*a) + 800/981*cos(a)*sqrt(64*(sin(a))~2+235.44);

[reseni,funkcni_hodnota,pocet_kroku] = newtonmax(f,a,pi/4,0.0001)

Matlab nam na to odpovi:

reseni =
0.4332
funkcni_hodnota = pocet_kroku =
14.1116 2

Timto jsme zjistili velikost hledaného optiméalniho thlu o* s toleranci ¢, Te-
Senim je a* ~ 0,4332 rad, coz odpovid4 ahlu 24°49'14". Algoritmus k tomuto
vysledku dosel po dvou iterac¢nich krocich, coz potvrzuje vysokou rychlost kon-
vergence.

Pokud bude mi¢ vyhozen z okna pod thlem a = 24°49'14", bude se jednat
o nejdelsi mozny hod pii dané rychlosti v a vysce hg, jehoz délka bude 14,1116

metri.

Priklad 4.5. (Newtonova metoda pro kvadratickou funkei) Pouzijte Newtonovu

metodu pfi hleddni minima kvadratické funkce f(x) = %:prT + bxT + ¢, matice

A je pozitivné definitni. Zvolte libovolny odhad zy € R".
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Reseni: Piedem vime, Ze minimum kvadratické funkce f existuje, nebot je Hes-
sova matice D?f(z) = A, Vo € R", pozitivné definitni. Budeme-li fesit tento
priklad klasickou optimaliza¢ni metodou, tj. funkci f zderivujeme a polozime

rovnu nulovému vektoru, ¢imz dostaneme
Vfix)=zA+b=o,

zjistime, zZe

z* = —bA L,

kde inverzni matice k matici A jisté existuje, ponévadz je matice A pozitivné
definitni, a tudiz regularni.
Pouzijeme-li Newtonovu optimaliza¢ni metodu, zjistime, Ze jiz po prvnim

kroku dosdhneme minima x*.

1. Vyjadiime gradient a Hessovu matici funkce f v bodé xg

Vf(ﬂfo) = SL’()A + b, sz(l‘o) =A.

2. Vypocteme Newtontiv krok

dj, = —(zoA + )AL

3. Ur¢ime z1, jednoduchymi tpravami pak postupné ziskame

r1 = 20 — (ToA +b)A™?
Tr1 = Xy — Ty — bA_l

Ty — —bAil.
Z posledniho vztahu vidime, ze hledané x* = x;.

Vyznamnou vlastnosti Newtonovy metody, kterou jsme diky tomuto prikladu
odhalili, je jeji vysoka efektivita pii aplikaci na kvadratickou funkci ¢i funkei ji

svym pribéhem podobnou.
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4.4 Konvergence

vvvvvv

metody je jeji konvergence k pfesnému feseni tlohy. Rozhodné je nanejvys pod-
statné védét, jaké podminky musi byt splnény, aby minimalizujici posloupnost
konvergovala k pfesnému feseni.

K posouzeni efektivity metody dale potiebujeme znat rychlost konvergence
minimalizujici posloupnosti, nejlépe pak pocet iteracnich krokd potiebnych k do-
sazeni odhadu s pozadovanou pfesnosti.

Predpokladejme, Ze je dana tcelova funkce f, jez je dvakrat spojité diferen-
covatelnd a ryze konvexni na okoli ¢/ bodu x*. Tedy vime, zZe Hessova matice
D?f(z) funkce f je pozitivné definitni a tudiZ existuji konstanty m, M € RT
takové, Ze plati mE < D?f(z) < ME, Vx € U. Dale piedpokladejme, Ze Hessova

matice funkce f splituje Lipschitzovu podminku s konstantou L € Ry, tj.
[D?*f(2) =D*f(y)], < Lllz = ylly, Yo,y €U (34)

Mame tedy k dispozici tTi redlné konstanty, tj. m, M, L, pomoci nichz budeme

konvergenci Newtonovy minimalizujici posloupnosti {z;} zkoumat.

Poznamka 4.2. Konstanta L vyjadiuje kvalitu aproximace funkce f pomoci
Taylorovy aproximace druhého fadu, kterou jsme pouzili pii konstrukci minima-
lizujici posloupnosti (viz definice 4.1). Je-li uc¢elova funkce f kvadratickou funkei,
pak Newtonova posloupnost dosdhne pfesného feSeni po prvnim kroku (viz pii-
klad 4.5). Zaroveii je rozdil D?f(xz) — D?f(y) roven nule, pro viechna z, y € U,
a tedy L = 0. Z tohoto mtzeme jiz nyni odhadnout, Ze ¢im je konstanta L mensi,

tim méne iteracnich kroki Newtonovy metody bude zapotiebi.

Newtonova metoda konverguje ve dvou fazich, jedna se o tlumenou a kvad-
ratickou fazi konvergence. Tyto dvé etapy, jak si pozdéji ukazeme, se od sebe lisi
zejména rychlosti konvergence Newtonovy posloupnosti a vybérem délky kroku #;.

m2

Rovnéz si prokazeme existenci ¢isla ) € R takového, ze 0 < n < "=, podle kterého

je mozné rozhodnout, ve které fazi konvergence se pravé nachazime.
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4.4.1 Tlumena faze konvergence

Etapa konvergence Newtonovy metody, ve které algoritmus zpétného vyhleda-
vani muze zvolit délku kroku ¢, < 1, se oznacuje jako tlumena faze. Rychlost kon-
vergence muze byt totiz ,utlumena“ pravé zkracenou délkou k-tého kroku. New-
tonova posloupnost konverguje pomaleji nezli v kvadratické fazi, avSak i presto

je zde konvergence velmi rychla.

Véta 4.2. Jestlize je v k-tém kroku Newtonovy metody splnéno |V f(zx)|l, > 1,
kden € R, 0 <n < mTQ, potom se Newtonova metoda nachdzi v tlumené fdzi

konvergence a plati vztah

m
f(zr) = [(@r41) = aﬁUQWa (35)
pricemz koeficienty o, B jsou parametry, jezZ volime pri hleddni délky k-tého kroku.

Dukaz: viz [1], str. 489.

Z této véty vyplyva konvergence posloupnosti { f(zx)} k hodnoté f(x*), nebot
je f(zx) > f(zrs1) > f(a*), Vk € Ny, a vyraz afn’{% je pevné dané realné éislo,
které urcuje minimalni rozdil mezi hodnotami f(xy) a f(xg,1). Pfimym dusled-
kem je rovnéz moznost odhadnout pocet iteraci Newtonovy metody v tlumené

fazi.

Drisledek 4.1. Pocet iteraci Newtonovy metody v tlumené fazi je shora omezen
vyrazem
M2
afn*m

(f (xo) — f(27)). (36)

4.4.2 Kvadraticka faze konvergence

Druhou etapou konvergence Newtonovy metody je kvadraticka faze. Tato né-
kdy byva rovnéz oznacovana jako ,,Cista ¢i ,ryzi“ faze konvergence, nebot algo-

ritmus zpétného vyhledavani vzdy urci délku kroku ¢, = 1. Jak jiz nazev etapy
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napovida, bude v této fazi Newtonova posloupnost konvergovat k feseni kvadra-

tickou rychlosti.

Véta 4.3. Predpokladejme, Ze v k-téem kroku Newtonovy metody je splnéno
IVf(ze)ll, <n, kdeneR, 0<n< mTQ, pak plati nasledugici turzend.

1. Posloupnost {xy},-, konverguje k bodu x* kvadratickou rychlosts,
2. posloupnost {||V f(x1)||5} ey konverguje k nule rovnéz kvadraticky.
Dukaz: viz [1], str. 490.

Poznamka 4.3. Lze ukazat, ze n € R z vét 4.2 a 4.3 je mozné vyjadrit ve tvaru

n = min {1, 3(1 —204)}%2, (37)

pricemz je ziejmé, ze plati 0 < n < mTQ

Véta 4.4. Pocet iteracnich kroku Newtonovy metody v kvadratické fazi nent vétsi

v

nez
€
log, (10g2 _O>7
€
kde ey = QL%S, € je zadana tolerance presnosti.
Dtikaz: Ukédzeme si pouze naznak dikazu v jednotlivych krocich. Podrobnéji

viz [1], str. 488. V prvnim kroku dikazu se ukaze platnost vztahu

sV Gkl < (51950l (38)

Odtud vyplyne, ze je-li ||V f(zk)ll, < n, &k € No, pak [V f(z)|, < n, VI € Ny,
[ > k. Jinymi slovy, dostane-li se Newtonova posloupnost do kvadratické faze,
potom jiz stale bude konvergovat kvadraticky.

Chceme nyni urcit pocet itera¢nich kroku [ — k tak, aby platilo
f({L‘l)—f({L‘*)SK:&:, [ € Ny, KGRS_
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Aplikujeme vztah (38) rekurzivné, ¢imz je mozno dojit k nerovnosti

zlfk zlfk

s(l) Wik,
2

IVl < (Q—fnzﬂvf@w”z)

a tedy s vyuzitim vztahu

V() = V) [Df ()] 9 (@) < |9 @)
plati
2 - , m3 2l7k+1
fo) -1~ 2 < Liwwp <2 (3) —e )

Zde jiz vidime, ze zlogaritmujeme-li dvakrat vztah (39), dostavame tvrzeni véty.

OJ
4.4.3 Shrnuti
Newtonova metoda konverguje ve dvou etapach:
1. Tlumena faze konvergence

ty <1)
2

(
IV f ()|, > min {1,3(1 — 2a)} =

pocet iteracnich kroku je mensi nez m5aﬁmiﬁjgi1—2a)2} (f(zo) — f(z*))

2. Kvadraticka faze konvergence (t;, = 1)
IV f (@)l < min {1,3(1 - 20)} 7

é 1 53 o s Nz v 3
pocet iteracnich kroki je mensi nez  log, (log2 ZLmEs)

Prihlédneme-li k faktu, ze vyraz log, (log2 5—0) roste velmi pomalu se zmensu-
€
jicim se ¢, mizeme jej povazovat za konstantu. Jiz Sest iteraci v kvadratické fazi

zplsobi, Ze € & 5 - 1072 (viz [1], str. 489). Tedy miiZeme psat

log, (log2 %) ~ 6.
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Véta 4.5. Celkovy pocet iteraci Newtonovy optimalizacni metody nent vétsi nez

vyraz

M?L?
mPafmin {1,9(1 — 2a)?}

(Floo) = £+ o, (1o, T3 ) (40)

Dukaz: Plyne z dusledku 4.1 a véty 4.4.

Na prikladé si ukazeme zavislost chyby Newtonovy metody v k-tém kroku,
tj. f(xk) — f(x*), na poctu iterac¢nich kroku k. Zvolme si né&jakou funkci, jez
splnuje predpoklady této kapitoly. Nebudeme volit kvadratickou funkci, ponévadz
jiz. vime, ze pri libovolném pocatecnim odhadu zy metoda najde presné reseni

po prvnim kroku (viz piiklad 4.5).

Priklad 4.6. Pomoci Newtonovy optimalizacni metody najdéte minimum funkce
flz,y) = (x —1)*+ (z +y)? — In(xy), urdete, pii jakém poctu kroki dosdhneme

presnosti € = 1071°.
Reseni: Zvolme pocatecni odhad z¢ = [1,1] a zadejme data do Matlabu.

x = sym(’ [x1,x2]7); x0 = [1,1];
fce = (x(1) - 1).72 - log(x(1).*x(2)) + (x(1) + x(2)).72;
[xk,f_xk,k] = newtonmin(fce,x,x0,10"°-15);

Matlab odpovi:

xk =

0.6556 0.4516
f xk =

2.5617
k =

6
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Obrazek 11: Graf funkce f(z,y) = (z —1)? + (z + y)? — In(xy), promitnuty

do roviny Ozy, a Newtonovy posloupnosti {x;} (prvni ¢tyfi iterace).

Timto jsme zjistili, Ze bodem minima funkce f je bod [0,6556; 0,4516], v ném?z
funkce nabyva hodnotu 2,5617, a to s piesnosti 107, Nechdme-li si v kazdém
kroku vypsat kvadrat Newtonova tibytku A\?(xy), ziskdme vektor lambda, ktery
vydélime dvéma, zaddme do Matlabu a nakreslime graf zavislosti f(zy) — f(x*)

na po¢tu iterac¢nich kroka k (viz obrazek 12).

lambda = [3.2727,0.4231,0.1457,0.0138,9.8423e-005, ...
4.5850e-009,9.8695e-018] ;

lambda = lambda ./ 2
[1.6364,0.2115,0.0728,0.0069,4.9212e-005, ...
2.2925e-009,4.9348e-018] ;

k = [0:6];

plot(k,lambda) ;
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f(x,) = f(x*)

10

10715

10

Obrazek 12: Zavislost rozdilu f(zx) — f(2*) na po¢tu itera¢nich kroku k

pii pouziti Newtonovy metody na tcelovou funkci
fla,y) = (z = 1) + (x +y)* — In(zy).

Zjistili jsme tedy, Ze jiz po Sesti krocich dosdhneme pfesnosti 1071°, coz vy-
povida o velmi vysoké rychlosti konvergence algoritmu.

Pti volbé jiného pocatecniho odhadu, napfiklad bodu zy = [5; 0,5], dostaneme
naprosto stejny vysledek a to jiz po péti iteracnich krocich.

Otestujeme-li dalsi rizné pocatecni odhady, zjistime, Ze okoli bodu minima,
ze kterého lze volit pocatecni odhad tak, aby metoda k tomuto bodu konvergovala
je relativné velké, nebot napiiklad pro xg = [z; 23], kde 2} € RT a 22 € (0,1),
metoda konverguje k bodu [0,6556; 0,4516]. Pozdéji si vSak ukdZzeme, ze takovéato

volnost ve volbé pocatecniho odhadu obecné neplati.

Ptiklad 4.7. Najdéte minimum funkce f(x) = —In (1 — az™) —Z?ﬁl In (1 — 2?),
kde x € R?°, s piesnosti ¢ = 1072, Pouzijte Newtonovu optimaliza¢ni metodu
a nakreslete graf zavislosti rozdilu f(z;) — f(z*) na poctu iteracnich kroku k.

Vektor a € R* je ndhodny realny vektor, a; € (0;10), Vi =1,...,20.

Reseni: V Matlabu si napiseme nasledujici skript, na jehoZ konci spustime M-file

newtonmin. Jako poc¢ateéni odhad zvolime g = (—0,5; —0,5; ... ; —0,5) € R?.

95



n=20; x =sym(C’[ ]’); fce = sym(’0’);
hvytvorime vektor proménnjch x a polatecni odhad x0
for (i = 1:n)
x(1) = sym([’x’,int2str(i)]);
x0(i) = -0.5;
end
a =10 .* rand(n,1);
hvytvo¥ime tGCelovou funkci
fce = fce - log(l - x * a);
for(i = 1:n)
fce = fce - log(l - x(i).72);

end

[xk,f_xk,k] = newtonmin(fce,x,x0,107-20)

Spustime skript a zjistime tak, ze pro konkrétni, ndhodné vybrany vektor a

je Teseni ulohy ve tvaru

xk =
-0.1634 -0.2067 -0.2372 -0.1938 -0.0480 ...
-0.1093 -0.2404 -0.2361 -0.1105 -0.2307 ...
-0.0158 -0.0954 -0.2118 -0.0027 -0.0378 ...
-0.0551 -0.0540 -0.1604 -0.0738 -0.0541

f xk =
-2.4465

k =

5

Graf zavislosti rozdilu f(z;) — f(2*) na poc¢tu iteracnich kroka k nakreslime

pomoci stejného postupu jako v prikladé 4.6.
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10

10°

f(x,) = (x*)

10—10

Obrazek 13: Zavislost rozdilu f(zx) — f(2*) na po¢tu iteracnich krokt k

prii pouziti Newtonovy metody na ucelovou funkci

f@) =~ (1 —ax®) ~ 2 In(1 - a?).

Vidime, ze postaci pouze pét iteracnich kroki, abychom dosahli vyborné apro-
ximace minima ucelové funkce. Pravé rychla konvergence metody je jeji nejvétsi

vyhodou.

Poznamka 4.4. V piikladé 4.7 pracujeme ve vektorovém prostoru s dimenzi
dvacet, a tedy se nabizi otazka, zda neni vhodnéjsi pouzit M-file numernewtonmin,
jenz vyuziva numerickou derivaci k urychleni vypoctu, namisto klasického M-
souboru newtonmin.

Pouzitim funkce numernewtonmin dojdeme k srovnatelné kvalitnimu vysledku
v mnohonasobné kratsim ,,pocitacovém* cCase, avSak spusténi funkce newtonmin
je jednodussi a mame vétsi jistotu, ze se pri zadavani ucelové funkce nedopustime
chyby. Navic pouzivani numerickych derivaci muze vést i k nejistoté ohledné

konvergence metody.
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4.5 Vyhody a nevyhody metody

Rekli jsme si jiz, jak se Newtonova optimaliza¢ni metoda pouziva, podle ja-
kého ,receptu postupujeme pri konstrukci minimalizujici posloupnosti a také
jsme odhadli rychlost konvergence metody. Je na case, abychom si tyto poznatky
shrnuli a zamysleli se nad efektivitou jejiho praktického vyuziti.

Newtonova metoda méa nékolik velmi podstatnych vyhod, diky kterym je casto
pouzivana, avsSak i zde plati znamé ,néco za néco“, a tudiz se musime potykat
i s jistymi nevyhodami této metody.

Vyhody:

+ Konvergence Newtonovy metody je obecné velmi rychla a dosahuje rychlosti

az kvadratické pobliz bodu z* (viz pfiklad 4.6 a 4.7).

+ Dostane-li se Newtonova metoda do kvadratické faze konvergence, pak
po piiblizné Sesti iteracich dosdhne velmi vysoké ptesnosti odhadu (viz pii-

klad 4.6).
+ Newtonova metoda je invariantni vzhledem ke zménam souradnic.

+ Vykonnost Newtonovy metody je podobna v prostorech riizné velkych di-
menzi. Naptiklad rozdil mezi chovanim metody v R? a R? je pouze ve v&tsi
¢asové narocnosti pro vypocet Hessovy matice tcelové funkce v daném bodé
(viz ptiklad 4.7). P#i prechodu mezi prostory R1? a R'%% je mozno pozorovat

mirné navyseni poc¢tu potiebnych iteracnich krok.

+ Newtonova metoda nezavisi na volbé parametri, které by mohly ovlivnit
jeji efektivitu.
Nevyhody:

— Newtonova metoda je pamétové velmi naro¢né zejména z divodu vypocti

Hessovy matice tucelové funkce a Newtonova kroku (viz M-file 4.2).

— Pozadavek dobrého zvoleni pocatecniho odhadu je u Newtonovy metody

velmi podstatny, jelikoz by se mohlo stat, ze by metoda zacala divergovat
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(viz ptiklad 4.8) nebo bychom konvergovali do mist, kam jsme vibec ne-
chtéli (viz priklad 4.9). Naroky na kvalitu poc¢atecniho odhadu se zvysuji

se zvysujicim se poctem nezavisle proménnych tcelové funkce.

Podivejme se v zavéru této kapitoly jesté na dva priklady, které poukazuji
na dilezitost volby pocatecniho odhadu pfi aplikaci Newtonovy optimalizacni

metody.

Piiklad 4.8. Funkce f(z) =In(e” + ™) ma jediné minimum, a to bod z* = 0.
Najdéte jej pomoci Newtonovy optimalizacni metody, pouzijte jako pocatecni

odhad a) zg = 1, resp. b) o = 1,1.

f()

Obrazek 14: Graf funkce f(x) = In (e” + e~®). Cervena ¢ara znazoriiuje postup
Newtonovy metody pfi volbé pocatecniho odhadu xy = 1, modra pak jeji

postup pfi volbé zq = 1,1.
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Reseni:
a) Zadame data do Matlabu a pouzijeme M-file newtonmin:

x = sym(’x’); f = log(exp(x) + exp(-x));
[xk,f_xk,k] = newtonmin(f,x,1,10°-15)

Timto po péti krocich dosdhneme odhadu minima zj, = —2,3471-107 ~ 0.

b) Pouzijeme-li stejny postup jako v a) zjistime, Ze metoda pro takto zvoleny
pocatecni odhad diverguje. Pti pouziti funkce newtonmin nam tuto skutec-

nost Matlab ohlasi.

Piiklad 4.9. Najdéte lokalni minimum funkce f(z,y) = /& + sin (2z) siny po-
moci Newtonovy optimaliza¢ni metody s ptresnosti 1071, Zvolte jako poc¢atecni
odhad a) zyg = [4,1; 4,3], resp. b) x¢ = [4,3; 4,3].
Reseni: Budeme postupovat stejné jako v predchozich ptikladech, tedy vyuzijeme
M-file newtonmin.
a) x = sym(’ [x1,x2]°);
fce = sin(2*x(1)) .*sin(x(2)) + sqrt(x(1));
[xk,f_xk,k] = newtonmin(fce,x,[4.1,4.3],10°-15)

Dozvime se tak, ze

xk =
3.8632 4.7124

f_xk = k =
0.9736 4

Nase ucelova funkce f mé lokdlni minimum v bodé [3,8632; 4,7124].

b) Zadame-li
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[xk,f_xk,k] = newtonmin(fce,x,[4.3,4.3],10°-15)
Zjistime, Ze

xk =
5.4441 1.5708

f_xk = k =
1.3390 4

V tomto piipadé jsme nasli lokalni minimum v bodé [5,4441; 1,5708].

Obrazek 15: Graf funkce f(z,y) = \/x + sin (2z) siny. Na obrazku jsou
vyznaceny pocatecni odhady zy a odhady feSeni z*,

v ptipadé a) ¢erné, b) modre.

Z tohoto ptikladu je zfejmé, ze muze nastat situace, kdy relativné mala zména

minima, pricemz mnohdy postaci, bude-li zménéna pouze jedna komponenta po-

c¢atecéniho odhadu.
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V soucasné dobé se fesi i otdzka redukce paméfové naroc¢nosti metody. Jed-
nou z moznosti muze byt naptiklad pouziti Choleského rozkladu (L-U rozklad
symetrické matice) ¢i metoda proménné metriky (viz [2] str. 119), jinou pak
aplikace kvazi-Newtonovskych metod (viz [7] str. 192). Timto se v8ak zde

hloubé€ji zabyvat nebudeme.
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5 Sebeomezujici funkce

V kapitole 4.4, jez se vénovala konvergenci Newtonovy optimalizacni metody,
jsme se dozvédéli, ze vysledny odhad poc¢tu kroktt Newtonovy metody pfi zvolené
toleranci pfresnosti zavisi na trojici readlnych konstant m, M a L. Nedostatkem
ovsem je skutecnost, ze tyto konstanty vétsinou nezname, a tedy nedokazeme ani
konkrétnéji specifikovat hledany odhad poc¢tu krokt metody. Navic se musime
smifit s tim, Ze se tyto konstanty méni pfi zméné souradnicového systému, coz
vzhledem k afinni invarianci samotné Newtonovy metody muze vést k mensi
pruhlednosti ¢i neesteticnosti analyzy této metody.

Z téchto dlivodti si miizeme polozit otazku, zda existuje ekvivalentni vyjadieni

predpokladii
mE <D?f(z) < ME, |D*f(z) = D*f(y)||, < L]z —yll,,

které by bylo nezavislé na zméné souradnic a mohli bychom je pouzit k analyze
Newtonovy metody. Kladné tuto otdzku zodpovédéli panové Nesterov a Nemi-
rovski, kteif jako prvni definovali sebeomezujici funkce'.

Cilem této kapitoly je sezndmeni Ctenafe s problematikou sebeomezujicich
funkci, zejména s jejich zakladnimi vlastnostmi a nasledné pak jejich vyuzitim,
jez je tzce spojeno nejen s Newtonovou metodou, ale i s dalsimi optimaliza¢nimi

metodami.

5.1 Definice

Jak tedy vypada takova sebeomezujici funkce? Zacnéme s jeji definici, jde-li

o funkci jedné proménné.

Definice 5.1. Trikrat spojité diferencovatelnd konvexni funkce f: D (f) — R,
kde D (f) C R, se nazyva sebeomezujici na mnoziné A C D (f), jestlize plati
vztah

(@) < 2[f"(@)]7, Vre A (41)

Lptekl. z angl. origindlu self-concordant functions
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Je-li A =D (f), fikdme, Ze funkce f je sebeomezujici.
Poznamka 5.1. Z definice 5.1 plyne, Ze pro kazdou sebeomezujici funkei plati
f'(x) 20, VzeD(f).

Poznamka 5.2. Je ziejmé, ze vSechny linearni a konvexni kvadratické funkce

jsou sebeomezujici, nebot jejich tieti derivace jsou identicky nulové.

Skutecnost, Ze se v definici 5.1 vyskytuje ve vztahu (41) pravé konstanta 2,
je zavedena konvence pro zjednoduseni vyrazli, jez budou nasledovat. Bez ijmy
na obecnosti bychom mohli namisto této konstanty dosadit do vztahu (41) li-
bovolné kladné redlné ¢islo K. Je ziejmé, ze K > 0, nebotf v opacéném piipadé,
pro K < 0, by definice sebeomezujici funkce, vzhledem k nezapornosti levé strany

nerovnosti (41), ztratila sviyj puvodni smysl.

Véta 5.1. Bud ddna funkce f : D (f) — R, kde D (f) C R. Jestlize je splnéna

nerovnost

| < k@)’ ween(f), (42

pro néjaké kladné redlné cislo K, pak je funkce f(x) = K{f(a:) sebeomezujict.

Duikaz: Chceme ukézat, ze funkce f spliiuje podminku (41). Jisté plati vztahy

1" ()] =

a tedy tvrzeni vety je pravdivé.

0

Definice 5.2. Jestlize t¥ikrat spojité diferencovatelna funkce f : D ( f) — R,

kde D (f) C R, spliiuje vztah (42) pro vSechna = € D (f), fekneme, ze f je
K-sebeomezujici.
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Déle budeme zkoumat pouze sebeomezujici funkce, nebot diky vété 5.1 mii-

zeme Fici, ze vlastnosti K-sebeomezujicich funkei jsou v podstaté stejné jako vlast-

nosti sebeomezujicich funkei.
Priklad 5.1. Ukazte, ze funkce f(xr) =z — Inz je sebeomezujici.

Reseni: Nejdiive vypoc¢teme postupné prvni tii derivace funkce f(x). Zjistime,
ze f'l(x) = 1 -1 f"(x) = %, f"(x) = —%. Nyni ovéiime, zda je splnéna

podminka (41). Pouhym dosazenim a jednoduchou tpravou zjistime, ze

A1t =2() =2 = 1wl wep().

xr2

Vzhledem k tomu, Ze vztah (41) povoluje i rovnost, je funkce f(z) = z — Inx

sebeomezujici.
281 4
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Obréazek 16: Graf funkce f(z) = x — Inz (vlevo) a grafy jeji druhé a treti

derivace (vpravo).

Piiklad 5.2. Funkce g(z) = xlnz —Inz, kde z € R a také h(z) = —Ina?, kde

x € Rt prop € (1;400), jsou sebeomezujici funkce. Pfi ovéfovani tohoto tvrzeni
lze postupovat analogicky jako v prikladé 5.1.
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Pfi rozhodovani o sebeomezenosti dané funkce f na intervalu (a,b) mizeme
rovnéz vyuzit M-file, jenz vychazi z podobného principu jako vykresleni grafu
funkce v Matlabu. Tedy vygenerujeme si jemnou sit pro nezévisle proménnou x
na intervalu (a, b) a otestujeme pro vSechny tyto hodnoty podminku (41). Plati-
li tato podminka ve vSech piipadech, mtizeme, vzhledem ke spojitosti funkce f

i jejich derivaci az do tfetiho Fadu, ¥ici, Ze je dand funkce na (a,b) sebeomezujici.
M-soubor 5.1. (Testovani sebeomezenosti funkce na omezeném intervalu)

function [] = isselfc(f,interval)

hisselfc

%  isselfc(F,INTERVAL) testuje, zda je funkce F sebeomezujici

% na daném INTERVALU

%  vstup: F - symbolickd funkce jedné proménné

yA INTERVAL - [a,b], kde a, b jsou redlna ¢isla

%  vystup: Matlab napiSe, zda funkce F je &i neni sebeomezujici

yA na daném intervalu.

% kontrola, zda je interval spravné zadan
if (interval(1) > interval(2))
inter = interval(l);
interval(1l) = interval(2);
interval(2) = inter;

end

v = [(interval(l) + 10°-32):0.01: (interval(2) - 10°-32)];
df = diff(f);

ddf = diff(df);

dddf = diff(ddf);

2.*(subs(ddf,v)) .~ (3/2) - abs(subs(dddf,v));

kriterium

kriterium = round(10°10.*kriterium)./10710;
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% testovani podminky
i=1;
while(i <= length(v) & kriterium(i) >= 0)
i=1+1;

end
% rozhodnuti o vysledku
if (i == (length(v) + 1))

disp(’Testovanad funkce je na daném intervalu sebeomezujici.’);
else

disp(’Testovand funkce neni na daném intervalu sebeomezujici.’);

end

Nasledujici definice nam ukazuje, jaka podminka musi byt splnéna, mé-li byt
funkce vice proménnych sebeomezujici. Strucné feceno musi byt tato funkce se-

beomezujici podél kazdého sméru na svém defini¢nim oboru.

Definice 5.3. Rekneme, 7e funkce f : D (f) — R, kde D (f) CR",n € N,n > 1,
je sebeomezujici, jestlize je sebeomezujici funkce jedné proménné definovanéa

predpisem f(t) = f(zo +ta) pro libovolné o € R™ takové, Ze x¢, xo+tar € D (f).

Priklad 5.3. Ukazte, Ze funkce f : RT x R — R, jeZ mé explicitni vyjadfeni

ve tvaru f(z,y) =y — Inx, je sebeomezujici.

Reseni: Postupovat budeme tak, Ze ovéiime platnost definice 5.3. Nejprve zvolme

libovolny vektor a@ = (ay, ) a bod (g, ) vyhovujici jiz zminované definici.

Funkci f(t) definujeme vztahem
F(t) = f(wo + tag, yo + taz) = yo + tan — In (zg + tay).
Dale f(t) zderivujeme, ¢imz dostavéme

() = (w0 + tay) 2 a2,
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() = =2 (2 + tay) " ad.

Jisté plati rovnosti

N

]E///(t)

20/ ()2 = 2o + tan) *ad]? =2 (o + tar) * o} =

I

coz znamend, ze funkce f(x,y) je sebeomezujici.

Obréazek 17: Graf funkce f(z,y) =y — Inz.

5.2 Vlastnosti sebeomezujicich funkci

Sebeomezujici funkce maji nékolik zajimavych vlastnosti, jez ndm mohou po-
slouzit nejen k vytvareni dalsich sebeomezujicich funkci, ale i k lepsi orientaci
mezi témito funkcemi a také k rozhodovani, zda dana funkce je ¢i neni sebeome-
zujici.

Nejdfive se zaméfime na mnozinu vSech sebeomezujicich funkei f : D (f) — R,

kde D (f) C R™. Oznacme ji 8", n € N, a plati, ze
S C{feCD(f); D(f) CR"}.

Véta 5.2. Mnozina 8™, Vn € N, je uzavrend vzhledem k operacim scitani funkci

a ndsobent funkci realnym cislem o > 1.
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Dukaz:

(a) Vétu nejprve dokdzeme pro n = 1.

Pro libovolné funkce f, g € S' a pro viechna z € D (f)ND (g) jsou splnény

nerovnosti
(@) + " @) < 1" @) +1g"(@)] <2 (1"(@)F +¢"()F).

Vzhledem k tomu, zZe sebeomezujici funkce maji vzdy nezapornou druhou

derivaci, vyuzijeme nerovnost

3
2

Njw

az +b S(a—l—b)%, Va, b > 0.

Dostavame tak

3
2

[ (2) + 9" ()] < 2(f"(2) + g"(x))?,

a tedy funkce f + ¢ je sebeomezujici.

Rovnéz pro libovolné oo € R, o > 1 plati, Ze funkce af € St, nebot
af"(@)] < 20 (f'(x)* <2(af'(2))*, VaeD(f).

(b) Pro n > 2 plyne tvrzeni véty ihned z definice 5.3 a ¢asti (a).

Spojenim ¢asti (a), (b) ziskdme platnost dokazovaného tvrzeni.

O

Dusledek 5.1. Necht jsou dany funkce f(z) € S", g(y) € S™ (m, n € N)
a jejich defini¢ni obory D (f), D (g), pak funkce h(z,y) = f(z)+ g(y), definovana

na mnoziné D (f) x D (g) C R"™™ je sebeomezujici.

Dukaz: Prihlédneme-li k faktu, Ze se na funkce f(z), g(y) mizeme divat jako

na funkce (n + m)-proménnych, je tvrzeni pfimym dutsledkem véty 5.2.

0
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Poznamka 5.3. Pro a € (0;1) a sebeomezujici funkci f nedokdzeme obecné
fici, zda funkce af je ¢i neni sebeomezujici. Je-li a < 0, je ziejmé, ze funkce o f

sebeomezujici neni.

Definice 5.4. Necht je dana sebeomezujici funkce f. Funkci af, kde o € (0;1),
nazveme minimalni sebeomezujici funkci k funkci f pravé tehdy, kdyz funkce

af je sebeomezujici a plati, ze funkce ra f neni sebeomezujici pro zadné r € (0; 1).

Vlastnost funkce ,,sebeomezenost” je nezavisla na zméné souradnic. Tedy dalsi
uziteCnou vlastnosti sebeomezujicich funkeci je jejich afinni invariance, coz fika

nasledujici véta.

Véta 5.3. Méjme ddanu funkci f(x) € 8™, kden € N, ddle pak A € R"*", b € R".
Pak i funkce f(xA +b) je sebeomezujici.

Dikaz: Tvrzeni postaci dokazat pro n = 1. Platnost véty pro obecné n € N
pak bude podle definice 5.3 zarucena.

Necht je tedy déna sebeomezujici funkce f : D(f) — R, kde D(f) C R.
Ukézeme, Ze i funkce f(a:) = f(az+0b) € 8!, pfidemz a, b € R, a # 0. Pro derivace
slozené funkce f(z) plati

A

f'(z) = a*f"(az +b),

f///(x) — a3f///(ax + b)

Navic je splnéna nerovnost

[N

|@® " (az + b)| < 2 [a®f"(ax + )] ?,

a tedy je funkce f () opravdu sebeomezujici.

Priklad 5.4. Rozhodnéte, zda jsou nasledujici funkce sebeomezujici.
(a) f(z) = (22 —1) —In(2z — 1), D(f) = (5; +00)

(b) fm,y) =2 —Inz+y’—y+1,D(f)=R" xR
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Resenti:

(a) Vyuzijeme vétu 5.3 a zavedeme linedrni substituci t = 2z —1. Z pfikladu 5.1
vime, ze funkce f (t) =t —Int je sebeomezujici, z ¢ehoz vyplyva, ze i funkce

f(x) je sebeomezujici.

(b) Funkci f(z,y) mizeme zapsat ve tvaru f(x,y) = fi(z) + f2(y), pficemz
fi(x) = x—Inxa fo(y) = y*—y+1 jsou sebeomezujici funkce (viz piiklad 5.1
a poznamka 5.2). Tudiz podle dusledku 5.1 plyne, Ze i funkce f(x,y) je

sebeomezujici.

5.3 Newtonova metoda pro sebeomezujici funkce

Predpokladejme, ze tucelova funkce f je sebeomezujici, méa na svém definic-
nim oboru stacionarni bod z* € D (f), tj. Vf(z*) = o, a jeji Hessova matice je
pozitivné definitni. VSechny tvahy a tvrzeni, které jsme si uvedli ve ¢tvrté ka-
pitole tak ztistavaji v platnosti. Nyni na tuto problematiku navazeme. Nejdiive
se zamérime na konvergenci Newtonovy metody a poté se pokusime odstranit

nejistotu pii volbé pocateéniho odhadu.

5.3.1 Konvergence

Podobné jako v kapitole 4.4, kde jsme analyzovali konvergenci Newtonovy me-
tody obecné, se ted zaméFime na tuto analyzu z pohledu sebeomezujicich funkci.
Newtonova metoda opét konverguje ve dvou fazich — tlumené a kvadratické. Tvr-
zeni, jez si uvedeme, jsou analogicka vétam z kapitoly 4.4, avSak s tim rozdilem,
ze roli gradientu prevezme Newtontv ubytek a navic se obejdeme bez nezna-
mych konstant M, m, L. Pro srovnani s predchozim je vzdy u véty, dusledku ¢i
poznamky uvedeno, které tvrzeni v kapitole 4.4 je obdobné.

Méjme danu néjakou ryze konvexni sebeomezujici funkei f : D(f) — R,
D(f) € R", kterd ma v bodé z* € D (f) staciondrni bod. (Tento fakt implikuje,

jak si pozdéji ukdzeme, ze f méa v bodé x* ostré globalni minimum.)
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Véta 5.4. (véta 4.2) Predpoklidejme, Ze je v k-tém kroku Newtonovy metody
splnéno A(xy) > n, kden € R, 0 <n < i, potom se Newtonova metoda nachdzi

v tlumené fazi konvergence a plati vztah

flzr) = f(rpg) > af ) (43)

I+n
pricemz koeficienty o, B jsou parametry, jezZ volime pri hleddni délky k-tého kroku.

Dukaz: viz [1], str. 504.

Predchozi véta nam tika, ze rozdil funkénich hodnot v po sobé jdoucich ¢lenech
Newtonovy posloupnosti je vétsi nez pevné dané kladné realné cislo, z ¢ehoz

vyplyva nasledujici disledek.

Diusledek 5.2. (dusledek 4.1) Pocet iteraci Newtonovy metody v tlumené fazi

je shora omezen vyrazem

(@) = £)). (44)

Véta 5.5. (véta 4.4) Jestlize je splnéno Nzy) <n,n € R, 0<n < i, pak se
Newtonova metoda nachdzi v kvadratické fazi. Pocet iteracnich kroku Newtonovy

metody v této fdzi neni vetsi nez

1
log, (10g2 g) )

kde ¢ je zadand tolerance presnosti.

Dukaz: viz [1], str. 503.

Poznamka 5.4. (poznamka 4.3) Lze ukazat, ze n € R z vét 5.4 a 5.5 je mozné

vyjadrit ve tvaru
(1 —-2a)

- (45)

77:
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Slozime vse dohromady a ziskame tak finalni celkové omezeni na pocet ite-

rac¢nich kroktt Newtonovy optimaliza¢ni metody.

Véta 5.6. (véta 4.5) Celkovy pocet iteraci Newtonovy optimalizacni metody nenit
vetsi neZli vyraz

20 — 8a . 1
m(f(xo) — f(z")) + log, <log2 g) (46)

Dikaz: plyne z dtsledku 5.2 a véty 5.5.

Vyraz uvedeny v ptredchozi vété zavisi pouze na parametrech zpétného vy-
hledavani a pozadované presnosti feseni, coz znamend, ze pro konkrétni zvolena
¢isla a, (3, € jsme schopni tento vyraz vycislit. Ziskdme tak urcity nasobek rozdilu
f(xo) — f(x*) a k nému pri¢itame konstantu, kterou mizeme nahradit ¢islem Sest,
ponévadz jak jsme si jiz dfive fekli, funkce log, (log, =) roste velmi pomalu.

Napiiklad pfi klasické volbé ¢ = 1071° o = 0,1 a 8 = 0,8 obdrZime horni

hranici na pocet iteraci ve tvaru

375(f (o) — f(27)) + 6.

Je dilezité si uvédomit, ze toto omezeni nam ukazuje, co se miize stat v nej-
horsim pripadé. Ve skutecnosti je pocet potfebnych iteracnich krokt témer vzdy

znacné mensi. Lze fici, Ze i hruby odhad

f(zo) — f(z*) +6

je veelku slusnym priblizenim poc¢tu potfebnych iteraci.

5.3.2 Podatecni odhad

Pro jednoduchost budeme pracovat s funkci jedné proménné. Zavéry, které
si zde uvedeme, by ovSem bylo mozné zobecnit i pro libovolnou sebeomezujici
funkci, pfi¢emz namisto s absolutni hodnotou bychom pak pracovali s néjakou

vhodné zvolenou normou.
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Prihlédneme-li k faktu, ze vsechny sebeomezujici funkce jsou konvexni, tj.

f"(x) >0, Vx € D(f), plati pro né nasledujici véta.
Véta 5.7. Necht je funkce f:D(f) — R, kde D (f) C R, sebeomezujici, pak:
(i) Libovolné lokdlni minimum funkce f na D (f) je i globdlnim minimem.

(i) MnoZina bodi z D (f), v nichZ funkce f nabyvd na D (f) svého minima, je
konvexni. Je-li navic funkce [ ryze konvexni na D (f), pak je tato mnoZina

nejvyse jednoprvkovd.

(111) Je-li x* € D(f) staciondrnim bodem funkce f, pak je jejim globdalnim mi-

nimem.

Dtikaz: Véta je pfimym disledkem obecnéjsiho tvrzeni uvedeného i s ditkazem
napiiklad ve [2], str. 29.

OJ

Kdybychom zjistili, pro jakou volbu poc¢atecniho odhadu Newtonova posloup-

nost konverguje k presnému feseni optimalizacniho problému, ziskali bychom vétsi

jistotu pfi pouzivani Newtonovy metody.

Véta 5.8. Necht je ddna sebeomezujici ucelovd funkce f : D(f) — R, kde
D(f) C R, kterd ma v bodé x* € D (f) lokdlni minimum. JestliZe existuje okoli U

bodu x* takové, Ze plati vztah

2[f'(x)] </ f"(x), Vrel, (47)

pak Newtonova minimalizujici posloupnost {xy} s libovolnym pocdtecnim odha-

dem zy € U konverguje k bodu x*.

Dtikaz: Definujme nejprve funkei

e

Je ziejmé, Ze posloupnost {x}, jez je dana rekurentnim vztahem x 1 = g(zy),

Vk € N, je Newtonova minimalizujici posloupnost. Bod z* je pevnym bodem
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funkce g, tj. g(z*) = 2%, nebot f'(z*) = 0. Ponévadz je funkce f sebeomezujici,

tedy f € C3(D(f)), je funkce g spojité diferencovatelnd a jeji derivace ma tvar

o0 _ P@F @
7= T

Predpokladejme, Ze existuje okoli U bodu z* takové, Ze je splnéna podminka (47),

Vo € U, pak s vyuzitim sebeomezenosti funkce f dostavame

/' (@)]

s [f'(@)] _, |f(2)]
()2

<A@ g = s <L (9

g ()] = 1" ()]

Jisté existuje realnd konstanta M € (0; 1) takova, ze
lJ'(z)| <M <1, Vzel.

Zvolme libovolny bod xy € U. Podle véty o stiedni hodnoté diferencidlniho poctu

existuje y; lezici mezi body zy a x* takové, ze plati
|1 — 2"| = |g(w0) — g(2")| = |g'(w1)| [0 — 271
Vzhledem k tomu, ze rovnéz y, € U je
|z — 2" = |¢'(y1)| |lwo — 2| < M |ao — 27|,

z ¢ehoz vidime, ze bod z; € U je blize bodu z*. Aplikujeme tento postup dale

pro xs, Coz znamena
|22 — 2% = |g'(y2)| [01 — 27| < M |ay — 2"| < M? |wg — 2],
a tak dale
2k — | = |g' ()| |p—y — 2| < M |z — ™|, VEk €N
Odtud vidime, ze plati nerovnosti
0 < lim |z — 2*| < |zo — 2*| lim M*,
k—oo k—o0
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a tedy z véty o limité tii posloupnosti plyne, ze {z;} konverguje k bodu z*,
ponévadz pro M € (0; 1) je /}1—{20 MF = 0.

O

Z predchozi véty vyplyva ziejmy disledek vztahujici se k aplikaci této véty

obecné na K-sebeomezujici funkce.

Dusledek 5.3. Bud déna K-sebeomezujici ucelova funkce f : D(f) — R, kde
D (f) C R, kterda ma v bodé z* € D (f) lokdlni minimum. Pokud existuje okoli ¢/

bodu x* takové, ze plati vztah

K|f'(z)] < f"(z), Vzel, (49)

pak Newtonova minimalizujici posloupnost {x;} s libovolnym pocateénim odha-

dem xg € U konverguje k bodu z*.

Dukaz: Postupujeme analogicky jako v dukaze véty 5.8, pfi¢emz ve vztahu (48)
figuruje konstanta K namisto dvojky.

U
Priklad 5.5. Najdéte minimum sebeomezujici funkce f(x) = xlnz — Inz.

Reseni: Pokud zvolime jako poc¢ateéni odhad bod xy = 2,1 a pouzijeme M-file
newtonmin stejné jako v predchozich prikladech, zjistime, ze Newtonova metoda
diverguje.

Avsak napriklad s poc¢atecnim odhadem xy = 1,35 vime, ze metoda bude kon-
vergovat, ponévadz tento bod spliuje podminky véty 5.8. Vskutku, pri takto
zvoleném pocatecnim odhadu zjistime pomoci funkce newtonmin, ze z* = 1

a také f(x*) = 0.
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Obréazek 18: Graf funkce f(z) = xlnz — Inx, ¢ervené je vyznacena mnozina

pocatecnich odhadti, pro néz Newtonova posloupnost konverguje podle véty 5.8.

V nékterych priikladech lze vyuzit faktu, ze funkce f a rf, r € R*, maji glo-
balni minimum ve stejném bodé. Navic konverguje-li Newtonova minimalizujici
posloupnost s pocatecnim odhadem =z, k presnému feseni optimalizacni ulohy
pro funkci f, konverguje i pro funkci rf. Toto lze jednoduse ukazat, ponévadz

plati rovnosti

o) rf' ()

Try1 = Tk — f”(xk) = Ty Tf”(xk)’

VEk € Ny,

a tudiz jsou tyto Newtonovy posloupnosti totozné.

Piiklad 5.6. Je dana funkce f(z) = 20x—10—101n (22 — 1), najdéte jeji globalni
minimum.

Reseni: Nejprve definujme funkei g(z) = 15f(z) = 22 — 1 — In (22 — 1). Tato
funkce je sebeomezujici (viz piiklad 5.4) a zarovenn ma stejné globalni minimum
jako funkce f(z). PouZijeme Matlab a v ném pro tento ucel naprogramovanou
funkci newtonmin. Zvolme za pocatecni odhad bod xzq = 1,2. Metoda bude jisté
konvergovat, coz bychom v piivodnim pripadé nevédéli. Vysledkem je bod z* = 1.
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2x -1 -log(2x - 1) 20x — 10 - 10log(2x - 1)
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Obrazek 19: Graf funkce g(x) =2z — 1 —In (22 — 1) (vlevo) a
f(x) =20z — 10 — 101n (22 — 1) (vpravo), ¢ervené jsou vyznaceny mnoziny

pocatecnich odhadti, pro néz Newtonova posloupnost konverguje podle véty 5.8.

Na tomto prikladu mtzeme vidét, Ze je velmi uzitecné najit k tcelové funkci
f minimalni sebeomezujici funkci af, kde a € (0;1), a tu pak minimalizovat,
protoze tak ziskame vétsi jistotu ve volbé pocatecniho odhadu, jak je zfejmé

z obrazku 19, a vysledek bude stejny jako u minimalizace funkce f.

Diusledek 5.4. Predpoklddejme, ze f : D(f) — R, kde D(f) C R, je sebeo-
mezujici ucelova funkce, kterd ma v bodé z* € D (f) lokdlni minimum. Jestlize

existuje okoli U bodu x* a kladné realné cislo r» > 2 takové, ze plati vztah

rIff (@) <V '), Vrel, (50)

pak Newtonova minimalizujici posloupnost {x;} s libovolnym pocateénim odha-

dem zy € U konverguje k bodu z*.

Dukaz: Predpokladejme, Ze r > 2, pak plati nerovnosti

21/ (@) <r|f (@) <V ['(x), Vrel,

a tudiz podle véty 5.8 Newtonova posloupnost konverguje k z*.
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5.4 Vyuziti sebeomezujicich funkci

Zjistili jsme jiz, ze Newtonova metoda funguje obecné velmi dobfe pro ryze
konvexni funkce. Toto tvrzeni mutzeme obhéajit nejen empiricky ziskanymi vy-
sledky, ale i analyzou konvergence Newtonovy metody z kapitoly 4.4. Nevyhodou
vsak je skutecnost, ze konstanty, na kterych zavisi odhad maximéalniho poctu
iteracnich kroki Newtonovy metody, ve vétsiné pripadti nezname.

Omezime-li se pfi analyze Newtonovy metody pouze na sebeomezujici funkce,
miizeme o konvergenci metody fici vice. Zejména jiz zminovany odhad v tomto
pripadé nezavisi na neznamych konstantach a lze jej vyjadrit jako soucet malé
konstanty a nasobku rozdilu f(z¢) — f(z*).

Dosud neni zcela znamo, zda Newtonova metoda pracuje lépe pro sebeome-
zujici funkce. I pfesto maji tyto funkce své uplatnéni, a to zejména v podminéné

optimalizaci.

5.4.1 Pouziti sebeomezujicich funkci v bariérové metodé

Uvazujme problém matematického programovani ve tvaru
min f(z), za podminek ¢;(x)>0,Vi=1,...,m, (51)

kde funkce f : R — Ra¢ : R" — R, Vi = 1,...,m, jsou dvakrat spojité
diferencovatelné. Pfipustnd mnozina D = {z € R" | ¢;(x) > 0,Vi=1,...,m} jiz
obecné neni cely defini¢ni obor ucelové funkce, a tudiz se jedna o podminénou
optimalizaci. Nemtzeme tedy jednoduse pouzit Newtonovu metodu, jak jsme si
to uvedli v pripadé optimalizace nepodminéné.

Jednim z moznych piistupt k feseni tlohy (51) je tvorba ,bariér” na hranici
pripustné mnoziny. Jedna se o vhodnou tpravu tcelové funkce tak, abychom méli
jistotu, ze pri volbé pocatecniho odhadu xy € D budou vSechny prvky minima-
lizujici posloupnosti rovnéz lezet v pripustné mnoziné. Tento postup se oznacuje
jako bariérova metoda, ptricemz roli bariér mohou hrat pravé sebeomezujici

funkece.
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Definice 5.5. Necht ¥ € RT. Sebeomezujici funkci f : D — R, kde D C R je
uzaviend a neprazdnd mnozina, nazyvame sebeomezujici bariérovou funkci
na D s parametrem ¥ (jednoduse 1-sebeomezujici bariérou na D) pravé tehdy,

kdyz je splnéna nerovnost

|f'(2)] < \/IOf"(z), VxeD. (52)
Piiklad 5.7. Ukazte, ze funkce f(z) = —Inz je 1-sebeomezujici bariéra na R*.

Reseni: Snadno nahlédneme, podobné jako v pifkladé 5.1, Zze funkce f(z) je
sebeomezujici na R*.

Déle vypocteme prvni a druhou derivaci funkce f(x), tedy

a nyni ovéfime platnost vztahu (52), pri¢emz polozime ¥ = 1. Jisté plati rovnosti

Vo) = % - ﬁ _ren

a tedy opravdu je funkce f(z) 1-sebeomezujici bariéra na R™.

Poznamka 5.5. Sebeomezujici bariéry na D C R" se definuji analogicky jako
sebeomezujici funkce vice proménnych (viz definice 5.3). Tedy je potieba, aby

vztah (52) platil podél kazdého sméru na D.

Sebeomezujici bariéry maji spoustu uzitecnych vlastnosti. Napiiklad lze uka-

zat (viz [6], str. 42), Ze funkce

g(x) = —In(ax +0b), kde D(g9) CR, a, bR,
h(z) = —In(az™ +b), kde D(h) CR", a €R", bER

jsou, stejné jako funkce f(x) = —Inx uvedend v piikladu 5.7, 1-sebeomezujicimi
bariérami. Pro lepsi seznameni se s témito funkcemi je mozno nahlédnou napii-

klad do [6], str. 41.
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Vzhledem k tomu, ze je bariérova metoda popsana v mnoha publikacich
(napt. v [1], str. 568) a neni naplni této prace, uvedeme si zde pouze poznatky
nutné k pochopeni v ¢em metoda spociva a jak jsou v ni pouzity sebeomezujici
funkce.

Zjednodusené Feceno, spoc¢iva bariérova metoda v tom, ze definujeme novou
funkei g(x), ktera je téméf nulova na pfipustné mnoziné a zaroven pii ptiblizovani
se k hranici pripustné mnoziny roste funkce nade vsechny meze. V disledku pak
pouzijeme libovolnou metodu nepodminéné optimalizace, napiiklad Newtonovu

metodu, a najdeme minimum funkce f(z) + g(z).

Definice 5.6. Logaritmickou bariérovou funkci tlohy (51) nazveme funkci

Flosm) = [(2) = p ) _In(ci(@), peRr”. (53)

Obréazek 20: Grafickd interpretace bariérové metody.

Predpoklddejme, Ze bod z* je lokdlni minimum funkce f(z) na D C R™.
Potom funkce F mé lokalni minimum pobliz bodu z* pro vsechna dostatecné

mald ;. € RT. Prevedeme tedy problém (51) na tlohu
min F(x;u), =€ R, (54)
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kterou jiz muzeme fesit Newtonovou metodou. Dostaneme tak odhad minima z*.
Jeho kvalita vsak zavisi na hodnoté konstanty p, kterou zvolime. Je-1i 4 moc velké,
dostaneme velmi spatny odhad. Naopak je-li moc malé, nemusi mit bariéra zadné
ucinky a Newtonova posloupnost nam muze ,,vyskocit“ z pripustné mnoziny, coz

bychom rozhodné nechtéli (viz obrazek 21).

161
14r

12r

10t
F(x;0,05)

Obrazek 21: Situace pfi riznych volbach konstanty .

Tento problém lze jednoduse vyftesit tak, Ze si zvolime posloupnost { s} kon-
vergujici shora k nule. Postupné pak fesime tlohu (54) pro jednotliva pu, pficemz
za pocatecni odhad xy v k-tém spusténi Newtonovy metody vzdy volime odhad
minima, jejz jsme ziskali v predchozim kroku.

Podivejme se nyni na konkrétni ptiklad, ktery budeme fesit pomoci bariérové

metody, pfi niz aplikujeme sebeomezujici funkce.

Priklad 5.8. Najdéte minimum funkce f(z,y,2) = = — 4y + 2 na mnoziné D

prvki z R?, pro néz plati nerovnosti

v

r+y 1
—3r+2y > -1 (55)

y<5 220,220
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Reseni: Nejprve sestavime logaritmickou bariérovou funkci, jez mé tvar
Flay,zip) =2 —4y+2—pln (2 +y — 1) — pln (~3z + 2y + 1) —
—pIn(=y +5) — pln (z) — pin(z),

Déle zvolme pocateéni odhad [xg; yo; 20] € D, napiiklad bod [1;2;1], a posloup-
nost {u,} = {10*0’2’”1}210. Je zfejmé, Ze tato posloupnost konverguje k nule.
V Matlabu si sestavime skript, ktery bude v cyklu pouzivat Newtonovu me-

todu na ucelovou funkci F(z,y, z; ux) zpusobem, ktery jsme si popsali vyse.

x = sym(’ [x1,x2,x3]7);

fx = x(1) - 4.%xx(2) + x(3)°2;
cl =x(1) + x(2) - 1;

c2 = - 3*xx(1) + 2.*x(2) + 1;
c3 = x(1);

cd = - x(2) + 5;

c5 = x(3);

xk = [1,2,1];

for(k = -1:0.2:8)
Fx = fx - (107-k)*(log(c1)+log(c2)+log(c3)+log(c4)+log(ch));
[xk,f_xk,k] = newtonmin(Fx,x,xk,10"(-16))

end
Ziskame tak jednoduse vysledek

xk =
0.0000 5.0000 0.0001
f xk =
-20.0000

Diky tomuto postupu muzeme fici, Ze funkce f(x,y,z) mé na mnoziné D
minimum v bodé [0; 5; 0] a nabyvé zde hodnoty minus dvacet.
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Zavérem se nabizi otazka, z jakého divodu je vyhodné pouzivat v bariérové
metodé€ praveé sebeomezujici bariéry.

Sebeomezujici bariéry zahrnuji sirokou skalu logaritmickych funkci, jsou ryze
konvexni na svém defini¢nim oboru, a tedy ,nedélaji problémy* pfi volbé pocatec-
niho odhadu. Navic pro sebeomezujici funkce obecné zname odhad maximéalniho
poctu iterac¢nich krokt Newtonovy metody.

Metoda, kterou jsme si v této kapitole popsali je jednou z mnoha slouzicich
k podminéné optimalizaci a je nutné se podle zadani tlohy rozhodnout, zda ji

pouzijeme ¢i nikoliv.
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6 Priklad

Motivace

Zndmym matematickym problémem je aproximace funkce f : R — R ¢i dat
{[zs, f(2)] €eR%4=0,...,n}, n € N, danych tabulkou aproxima¢nim polyno-
mem P, (z) stupné nejvyse m € Ny, kde m < n. Tento proces je oznacovan jako
polynomialni aproximace. Pokud by nastala situace m = n, jednalo by se
o polynomialni interpolaci.

Aproximace se vyuziva zejména ke zjednoduseni implicitniho zadani funkce.
Tohoto 1ze posléze vyuzit pri priblizném vypoctu urcitého integralu funkce nebo
derivace funkce v daném bodé.

Je-li ddna mnozina bodt [z, f(x;)] € R% i = 0,...,n, chceme znit vzajem-
nou zavislost mezi hodnotami x; a f(x;). MuZe se napiiklad jednat o méfeni
teploty vzduchu kazdou celou hodinu, pricemz tkolem je zjistit priblizné hod-
noty teplot mezi témito mérenimi. Prolozime tedy méfenim ziskané body urcitou
vhodnou ktivkou. Metody, jenz tento problém ftesi, hledaji pravé tuto kiivku.
V nasem pripadé, ponévadz se zaméfime na polynomidlni aproximaci, se bude
jednat o vhodny polynom P,,(x).

Jednou z aproximacnich metod je metoda nejmensich ¢tverca. Jedna se

o postup hledajici polynom P,,(z), jenz minimalizuje vyraz
=0

kde w; > 0 jsou véhy, i = 0, ..., n. Funkce p?(f, P,,) je tedy soucet obsahii ¢tverct
o stranach f(x;) — P, (z;) vynasobenych piislusnymi vahami.

Zobecnime tento problém néasledovné. Necht je ddna mnozina usporadanych
k-tic {[z;, f(z;)] € R¥;i=0,...,n}, kde ; € R*"*. Ukolem je najit takovy po-
lynom P,,(), Ze minimalizuje vyraz (56), pricemz z € R*"L. Polynom P,,(x) je
stupné nejvyse m € Ny, m < n, a lze jej obecné zapsat ve tvaru

m
_ i1 T
Pm(l’l,---,ﬂfkq) = E Qjyeoy_ L1~ 00 Te—1 M

i1+-+ip_1=0
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kde Ay, € R, I, 01 € Np.
Tuto tlohu lze vytesit pomoci Newtonovy optimalizacni metody, coz si ukéa-

zeme na nasledujicim prikladeé.

Zadani: Aproximujte data dana tabulkou polynomem druhého stupné ve smyslu

metody nejmensich ¢tverci.

Tabulka 4
T 10 15| 20 | 25| 30 | 35 | 40 45 | 50 | 55
Yi 910 1056|1111 | 12 | 125 | 11,5 | 10 | 9,5
flzy) | 1 [ 1,5] 22 | 3 10 45| 5 3,0 |55 ] 2
w(z;) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Postup reseni

Hledany polynom Ps(x,y) miZeme zapsat obecné ve tvaru

Pae) = o) (00 ) (2) + 0t (1) 4o

vex ay az \ . (1.2 <12 . , .
pricemz A = (a a ) je redlna symetrickd matice, tedy as = as, a také koefici-
3 Q4

enty by, bs, c € R. Ekvivalentné mtizeme rovnéz psat
Py(x,5) = a12® + agy® + 2ap2y + biw + boy + c.
Nejprve sestavime funkci p?(f, P,) danou vztahem (56), jez v tomto pripadé

ma tvar

9
2
P*(f, ) = E 1 [f(%, i) — (a2} + aqy? + 2a0my; + by + bay; + C)] .
i—0

Na funkci p?(f, P) se miizeme divat jako na funkci Sesti proménnych (ay,
as, a4, by, by, ¢) a budeme ji chtit minimalizovat. Za timto Géelem pouzijeme

Newtonovu optimaliza¢ni metodu. V Matlabu si napiseme skript:
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xx = [10:5:55];
yy = [9,10,10.5,11,11.5,12,12.5,11.5,10,9.5];
zz = [1,1.5,2.2,3,10,4.5,5,3.5,5.5,2];

prom = sym(’ [x,y]’);

A = sym(’[al,a2;a2,a4]’);
b = sym(’ [b1,b2]’);
c = sym(’c’);

polynom = prom*A*transpose(prom) + b*transpose(prom) + c;

Y%sestaveni funkce, kterou chceme minimalizovat
ro = sym(’0’);
1:10)

for (i

ro = ro + (subs(polynom,prom, [xx(i),yy(i)]) - zz(i))."2;

end

%hledani optimadlnich hodnot
[optim,fcni_hodnota,pocet_kroku] = newtonmin(ro,...

[A(1,1),A(1,2),A(2,2),b,c],[0,0,0,0,0,0],0.0001)
Spustime skript a Matlab ndm odpovi:

optim =
-0.0356 0.0160 1.2429 2.1331 -32.3934 171.2770
fcni_hodnota = pocet_kroku =

24.7746 1

Timto jsme zjistili, ze aproximacni funkce druhého stupné pro data z tabulky 4

ma tvar

Py(z,y) = —0,035622 + 1,2429y2 + 0,0320zy + 2,1331z — 32,3934y + 171,2770.
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40+

Obrazek 22: Graf aproximac¢niho polynomu Py(x,y) a bodu [z, vi, f(xi, vi)]
danych tabulkou 4.
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Zavér

V vodnich kapitolach této prace jsme se seznamili se zaklady teorie optima-
lizace. Dale jsme se vénovali popisu a analyze Newtonovy optimalizacni metody
pro ulohu nepodminéné optimalizace, coz povazuji za kliCovou Cast celé prace.
Zjistili jsme naptiklad, ze hlavni vyhody Newtonovy optimaliza¢ni metody jsou
v jeji rychlosti, univerzalnosti a afinni nezavislosti na zvoleném soutradnicovém
systému. Naproti tomu podstatnou nevyhodou této metody je jeji pamétova néa-
rocnost pri vypoctu a také dilezitost volby pocatecniho odhadu. V textu jsou
uvedeny nékteré varianty mozného vylepseni Newtonovy metody a bylo by jisté
zajimavé se touto problematikou dale zabyvat.

Pata kapitola je vénovana sebeomezujicim funkcim. Zde po obecném tvodu
nasleduji odpovédi na otazky konvergence a volby pocatecniho odhadu pti apli-
kaci Newtonovy metody na sebeomezujici funkce. Pokud se totiz omezime pouze
na sebeomezujici funkce, mizeme o konvergenci Newtonovy metody fici vice nez
v obecném pripadé. Nasledné je zde uvedena jedna z moznosti vyuziti sebeomezu-
jicich funkci, a to v roli sebeomezujicich bariér, coz nam zprostiedkovava moznost
fesit i tlohy podminéné optimalizace.

Praci ramcové dotvari nejen nazorné obrazky a poutavé priklady, jejichz fe-
Seni by se bez pouziti numerické, zde konkrétné Newtonovy, metody rozhodné
neobeslo, ale i piivodni zdrojové kody a M-soubory sestavené prave k tomuto
ucelu.

Zpracovavani tématu zabyvajiciho se optimalizaci mé zavedlo do TiSe matema-
tické analyzy v akci. Dozvédél jsem se mnoho zajimavého a tekl bych i uzite¢ného
do budoucna. Rad bych se i naddle teorii optimalizace zabyval a to nejen klasic-
kou lokalni numerickou optimalizaci jako v tomto textu, nybrz i globalni ¢i fuzzy
optimalizaci. Zejména jako zajimavé problémy se mi jevi vyuziti sebeomezuji-
cich funkci v oblasti podminéné optimalizace a také aplikace teorie fuzzy mnozin

v optimalizaci.
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