UNIVERZITA PALACKEHO V OLOMOUCI
PRIRODOVEDECKA FAKULTA

DIPLOMOVA PRACE

Metody robustni vii¢i prvkovym odlehlym
hodnotam

Katedra matematické analyzy a aplikaci matematiky
Vedouci diplomové prace: doc. RNDr. Karel Hron, Ph.D.
Vypracovala: Be. Viktorie Nesrstova

Studijni program: N1103 Aplikovand matematika

Studijni obor Aplikace matematiky v ekonomii

Forma studia: prezencni

Rok odevzdani: 2019



BIBLIOGRAFICKA IDENTIFIKACE

Autor: Be. Viktorie Nesrstova

Nazev prace: Metody robustni vici prvkovym odlehlym hodnotam
Typ prace: Diplomové prace

Pracovisté: Katedra matematické analyzy a aplikaci matematiky
Vedouci prace: doc. RNDr. Karel Hron, Ph.D.

Rok obhajoby prace: 2019

Abstrakt: Detekce odlehlych hodnot je velmi dulezita oblast datové analyzy.
Tyto hodnoty mohou byt chyby v pozorovani, ale také mnohdy nesou diilezitou
informaci. Casto se navic stava, %e v celém pozorovani jsou odlehlé jen nékteré
jeho slozky. V této praci jsou predstaveny tii robustni statistické metody vy-
tvofené pro praci s datovymi soubory, které odlehlé hodnoty obsahuji. Nejprve je
¢tenarl sezndmen se samotnou teorif robustni statistiky a kontaminac¢nich modeli.
Déle jsou popsany jiz vysSe zminéné robustni statistické metody, které jsou dale
aplikovany na simulované datové soubory. Zavér prace je vénovan aplikaci téchto
metod na realny datovy soubor.

Klic¢ova slova: Robustni statistika, prvkové odlehlé hodnoty, fadkové odlehlé
hodnoty, metoda Detect Deviating Cells, st¥ilejici S-odhad, t¥ikrokova regrese

Pocet stran: 75
Pocet priloh: 3
Jazyk: cesky



BIBLIOGRAPHICAL IDENTIFICATION

Author: Be. Viktorie Nesrstova
Title: Methods robust against cellwise outliers
Type of thesis: Master’s

Department: Department of Mathematical Analysis and Application of Mathe-
matics

Supervisor: doc. RNDr. Karel Hron, Ph.D.
The year of presentation: 2019

Abstract: Outlier detection is a very important part of a data analysis. Outliers
can be either measurement errors or a piece of a valuable information. Moreover,
it is very common that just a few components of an observation are outlying. The
thesis describes three robust statistical methods designed for datasets containing
outliers. Firstly, a theory of robust statistics and contamination models is expla-
ined. Secondly, the three robust methods are described, followed by applications
on the simulated datasets. Finally, these three methods are applied on a real
dataset as well.

Key words: Robust statistics, cellwise outliers, rowwise outliers, method Detect
Deviating Cells, shooting S-estimator, three-step regression

Number of pages: 75
Number of appendices: 3

Language: Czech



Prohlaseni
Prohlasuji, ze jsem diplomovou praci zpracovala samostatné pod vedenim

pana doc. RNDr. Karla Hrona, Ph.D. a vSechny pouzité zdroje jsem uvedla v
seznamu literatury.

V Olomouci dne ...



Obsah

Uvod 7
1 Uvod do robustni statistiky a problematiky odlehlych pozoro-

vani 8

1.1 Robustni statistika . . . . . . ... oo 8

1.1.1 Pramér a smérodatna odchylka . . . . . . ... ... ... 10

1.1.2  Linearniregrese . . . . . . . . . . . .o 12

1.2 Odlehla pozorovani . . . . . . . ... .. ... 14

1.2.1 Klasicky kontamina¢ni model . . . . . . . .. .. ... .. 15

1.2.2  Nezavisly kontamina¢ni model . . . . . . . .. ... . ... 16

2 Metody pro praci s odlehlymi hodnotami 19

2.1 Detect Deviating Cells . . . . . . ... ... .. ... ... 19

2.1.1  Algoritmus metody DDC . . . . . ... ... ... ... . 20

2.2 Strilejici S-odhad pro robustni regresi . . . . . ... ... 25

221 Ideametody . . . . ... . ... ... .. ... 25

2.2.2  Algoritmus metody . . . . . ... ... 28

2.3 Trikrokova regrese . . . . . ... 29

2.3.1 Kongzistentni filtr . . . . ... ... ... ... 30

2.3.2 Robustniodhad . . . . ... ... 32

3 Aplikace metod na simulovana data 35

3.1 Metoda DDC -simula¢ni studie . . . . .. ... ... ... .... 36

3.2 Trikrokova regrese a stiilejici S-odhad-simulac¢ni studie . . . . . . 44

4 Aplikace metod na reilna data 48

4.1 Analyza datového souboru bez log-transformace proménnych . . . 49

4.2 Analyza datového souboru po log transformaci . . . . . . . . . .. 54

Zaveér 59

Literatura 74



Podékovani

Rada bych na tomto misté podékovala panu doc. RNDr. Karlu Hronovi, Ph.D.
za spolupréci, ochotu a cenné rady, diky kterym jsem tuto praci zdarné dokoncila.
Také bych chtéla podékovat své rodiné a prateltim, ktefi mé po celou dobu studia
podporovali.



Uvod

Cilem této diplomové préace je nastudovat, popsat a prakticky otestovat ro-
bustni statistické metody vhodné pro aplikaci na datové soubory, které obsahuji
odlehla pozorovani. V soucasné dobé se setkavame s datovymi soubory opravdu
velkych rozméri. Je dilezité umét s témito soubory efektivné pracovat, protoze
jen vzacné neobsahuji odlehlé hodnoty, které je potieba spravné identifikovat.

Praci lze rozdélit do dvou hlavnich ¢asti. V prvni ¢asti je v ramci dvou kapitol
predstavena robustni statistika a robustni metody vhodné pro préaci s datovymi
soubory obsahujicimi odlehlé hodnoty. Ve druhé ¢asti jsou tyto metody aplikovany
na nékolik simulovanych a jeden realny datovy soubor.

Prvni kapitola se vénuje robustni statistice a odlehlym pozorovanim. Jejim
cilem je poskytnout ¢tenéri zakladni poznatky o robustni statistice, pro¢ se k
ni pristupuje a jaké zakladni néstroje pouzivia. Déale jsou popsany dva modely
kontaminace datovych soubort.

V dalsi kapitole jsou uvedeny tii robustni statistické metody, které byly v
nedavné dobé vytvoreny. Ctenari je predstavena metoda Detect Deviating Cells,
stiflejici S-odhad a titkrokova regrese. Pro vSechny metody je popséan i jejich
vypocetni algoritmus.

Treti kapitola se zabyvéa simula¢ni studii, ve které jsou aplikovany vSechny tii
metody popsané v kapitole druhé. Kapitola je doplnéna o kody ze softwaru R.

Posledni kapitola je vénovanéa aplikaci zminénych metod na realny datovy
soubor. Analyza datového souboru je provedena hned dvakrat, nebot pii druhé
analyze byla na proménné pouzita log-transformace, ktera reflektuje jejich mé-

ritko.



Kapitola 1

Uvod do robustni statistiky a
problematiky odlehlych pozorovani

Cilem této kapitoly je seznamit Ctenéafe s robustni statistikou a s problema-
tikou odlehlych pozorovani. Dale jsou v této kapitole predstaveny dva modely

kontaminace dat. V nasledujicim textu je ¢erpano prevazné z [1], [L1] a [15].

1.1. Robustni statistika

Obecné miizeme piistupy ke statistice rozdélit na klasicky a robustni. Problé-
mem klasického pfistupu je jeho citlivost na odlehlé pozorovani. Klasické odhady
jako naptiklad vybérovy prumér, vybérova kovariance a korelace a dale také od-
had metodou nejmensich ¢tvercii pro linearni regresi jsou snadno ovlivnitelné, byt
jen jednou ohlehlou hodnotou. Z tohoto divodu se pristupuje pravé k robustni
statistice. Robustni statistické odhady jsou odolné viéci odlehlym hodnotam a po-
skytuji tak relevantnéjsi vysledky.

Nyni si uvedeme nékolik pojmi, se kterymi se v této praci déle setkame.
Pravidlo t¥i sigma:

Necht z;, i = 1,...,n, je dané pozorovani z ndhodného vybéru, T znaci vybérovy

prumeér a s je vybérova smérodatna odchylka. Podil




se tradi¢né pouziva pro méfeni ,,vychylenosti“ daného pozorovéni. Pozorovani,
pro které plati |¢;| > 3, je oznaceno jako podezielé (pravidlo tii sigma), a mize

jit tudiz o odlehlou hodnotu. Toto pravidlo se ale potyké s fadou nevyhod:

1. Ve velkém vybéru ,,dobrych® dat muze dojit k nespravnému oznaceni dobré

hodnoty jako odlehlé.
2. Pro prilis malé vybéry neni pravidlo ti{ sigma efektivni.

3. Je-li ve vybéru vice odlehlych hodnot, jejich efekty se mohou navzijem
ovliviiovat, potazmo ovliviiovat pouzité statistiky, a tudiz nékteré (nebo

v8echny) odlehlé hodnoty mohou zustat nerozpoznané.
Funkce p:
Definice 1.1.1. p—funkci se nazygvd takovd funkce p, pro kterou plati:
1. p(z) je neklesagici funkci |x|
2. p(0)=0
3. p(z) je rostouct pro x > 0 tak, Ze p(x) < p(c0)
4. Je-li p omezend, tak se predpoklidd, Ze p(oco) = 1.

Bod selhani:
Bod selhéni odhadu 6 parametru € je nejmensi kontaminace vybéru takova, ktera

zpiisobi, ze odhad 6 zacne nabyvat libovolnych hodnot [5].

Definice 1.1.2. Mé&jme ddan vijbér {z1, ..., x,}, ve kterém je m hodnot {z;,, ..., z; }
nahrazeno libovolngmi hodnotami {y, . .., ym}. Novy vgbér oznacme jako {z1, ..., z,}.

Bod selhdni odhadu 0 je ddn jako

~ . m A
er(0;xy,...,2,) = min {—; max sup |0(z1,...,2,)| = oo} )
n ,....tm Y1 yeesYm

Odlehlé pozorovani mohou vyrazné ovlivnit klasické ¢iselné charakteristiky ¢i
metody. Podivejme se nyni, jaky vliv maji na pramér, smérodatnou odchylku a

linearni regresi.



1.1.1. Primér a smérodatna odchylka

UvaZujme transponované vektory x = (1, Zs,...,2,)’. Poznamenejme, Ze
v tomto textu nerozlisujeme ndhodné veli¢iny a jejich realizace. Vybérovy prumeér

a vybérovou smérodatnou odchylku definujeme postupné jako

E:%;xz s = nilz(xi_E)Q'

i=1

Na nésledujicim jednoduchém prikladu si ukazeme, jak dokaze jedina odlehla

hodnota v souboru ovlivnit vybérovy priamér a vybérovou smérodatnou odchylku.

Priklad 1.1.1. Mé&jme ndhodny vybér 18 hodnot
5,60 4,90 4,75 520 6,10 3,90 5,45 4,60 35,30

3,55 7,20 4,30 5,15 6,25 5,10 4,35 3,75 7,45

kde 35,30 je ocividné odlehla hodnota. Vypocitame vybérovy prumér a vybé-
rovou smérodatnou odchylku (z = 6,827778, s = 7,187514). MuZeme si po-
vSimnout, ze prumérnd hodnota je vysSsi nez vétsina hodnot ve vybéru. Smé-
rodatnd odchylka navic vysla pfilis vysoka vzhledem k danym hodnotam. Od-
lehla hodnota 35,30 tedy vybérovy primér a vybérovou smérodatnou odchylku
vyrazné ovlivnila. Budeme-li nyni pocitat bez této odlehlé hodnoty, ziskame
T = 5,152941, s = 1,11446, coz jsou hodnoty daleko vice odpovidajici zbylym

hodnotam vybéru.

V praxi ovSsem nemuzeme odlehlé hodnoty jen tak vytadit z datového souboru.
Je tfeba zvazit, jestli dana odlehld hodnota nenese cennou informaci nebo jestli
se ve skutecnosti nejedné o ,,dobrou* hodnotu.

Jako urcitou robustni alternativu vybérového primeéru lze brat vyberovy me-

didn. Seradime-li si pozorovani v x = (x1,Zs,...,2,)’ vzestupné podle velikosti

tak pro néjaké celé ¢islo m plati
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T(m pro n liché, n =2m — 1,
MGd(X) = { x((m))+x(,,L+1)

5 pro n sudé, n = 2m.

Hodnoty priméru a medianu jsou si priblizné rovny, je-li vybér symetricky rozdé-
len okolo stiedu, v ostatnich pripadech to platit nemusi. Vratime-li se k nasemu
prikladu, tak hodnota medidnu pro data s odlehlou hodnotou je Med(x) = 5,125
a pro data bez odlehlé hodnoty Med(x) = 5,1. Hodnota medianu se tedy téméer

nezmeénila.

Pro smérodatnou odchylku 1ze jako robustni alternativu uvazovat medidnovou

absolutni odchylku (MAD)
MAD(x) = Med{|x — Med(x)|}.

Abychom mohli M AD srovnavat se smérodatnou odchylkou, je tfeba nadefinovat
takzvanou normovanou MAD jako

MADN(x) %

kde ®~! je inverze distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni (kvan-
tilova funkce). Pro nas ukazkovy priklad je M AD = 1,18608 pro vybér s odlehlou
hodnotou

a MAD = 1,11195 pro vybér bez odlehlé hodnoty. Je zfejmé, Ze pritomnost
odlehlé hodnoty ve vybéru hodnotu M AD téméf neovlivnila. Srovname-li jesté
obé hodnoty s prislusnymi hodnotami vybérovych smérodatnych odchylek, tak
zjistime, Ze pro vybér s odlehlou hodnotou se MAD a s vyrazné lisi, kdezto
po odstranéni odlehlé hodnoty se M AD a s témét rovnaji.

Miize se zdat vyhodné preferovat medidn a M AD, abychom si ,,pojistili“, Ze
vysledné hodnoty nebudou ovlivnény hodnotami odlehlymi. Nevyhodou ovsem
je, ze median a M AD maji mensi vypovidajici hodnotu v pfipadé, ze datovy
soubor zadné odlehlé hodnoty neobsahuje.

Podivejme se nyni, jak pritomnost odlehlych hodnot ovliviiuje linedrni regresi.

11



1.1.2. Linearni regrese

V této podkapitole si ukazeme, jak mohou odlehlé hodnoty ovlivnit odhady
parametri regresni piimky a nacrtneme mozné robustni alternativy. Uvazujme

nyni klasicky regresni model [0]

Y;:ﬁg—i-ﬁlxi—i-@i, izl,...,n,nZQ,

kde 8y a 1 jsou neznamé parametry, x1, ..., T, jsou znama realna ¢islaa ey ..., &,
jsou chyby méfeni. Klasickd metoda nejmensich ¢tvercli minimalizuje soucet ¢tverct
odchylek pozorovanych hodnot a odhadnutych hodnot. Matematicky vyjadieno
[6], ndhodné veli¢iny BO, 51 se nazyvaji odhady parametru [, a f; metodou

nejmensich ¢tverct, jestlize minimalizuji vyraz

n

S(Bo, B1) = Z(Yz — Bo — Buzy)*.

i=1
Odhady parametri regresni piimky ziskané klasickou metodou nejmensich

¢tvercu jsou citlivé na pritomnost odlehlych hodnot v datovém souboru. Nasle-

dujici dva grafy v obrazku 1.1 tuto citlivost na odlehlé hodnoty ilustruji.

Obrazek 1.1: Znazornéni vlivu odlehlého pozorovani na regresni primku.

Na levém grafu muzeme vidét regresni piimku pro nahodné vygenerovana

data z norméalniho rozdéleni bez odlehlé hodnoty. Regresni pfimka pomérné dobie

12



odpovida povaze datového souboru. Na pravém grafu je vykreslen graf pro ta-
taz data, ovSem s pridanym odlehlym pozorovanim. MiiZzeme si povSimnout vy-
razné zmény sklonu regresni pifimky. Odlehld hodnota k sobé regresni pifimku
,pritdhne”, coz zplisobi, Ze regresni piimka jiz neodpovida povaze zbyvajicich
dat z datového souboru. Z graft je tedy patrné, ze pouhé jedno odlehlé pozo-
rovani v datovém souboru miize nepiiznivym zptisobem ovlivnit sklon regresni
primky, jejiz parametry jsou odhadnuty klasickou metodou nejmensich c¢tvercii.
Pokud jsou v datovém souboru odlehla pozorovani vyrazné ovliviwjici regresni
primku, je na misté pocitat robustni odhady regresni piimky. Podivejme se nyni
na vypocet regresnich parametru. Jak jiz bylo zminéno vyse, odhady parametri

klasickou metodou nejmensich ¢tvercii!, tedy
n
Brs = arg;nin Z(Ti(ﬁ))2>
i=1

kde r;(3) znadi i-té reziduum, nejsou robustni a tudiz na né maji odlehlé hodnoty

velky vliv. Dalsi moznosti je takzvany L1 odhad ve tvaru
By = argmin > ()]
i=1

Tento odhad ale stéle neni piilis§ vhodny. Ackoliv je odolny vici vertikidlnim
odlehlym hodnotam (ve sméru osy y), stdle na ng maji vliv odlehlé hodnoty
ve sméru osy x. Pristoupime tedy k takzvanym M-odhadim. Vyjdeme z néasledu-

jiciho obecného vztahu pro regresni koeficienty
A = argmin > p(ri(B)),
i=1

kde pro prislusné volby p—funkce dostaneme odhady nejmensich ¢&tverci
(p(z) = 2%) nebo L1 odhady (p(x) = |z|). Vzhledem k tomu, Ze chceme redukovat

vliv velkych rezidui, provedeme nésledujici upravu vyrazu na

B= arggninizn; p (@) ,

'Zkratka LS z anglického Least squares.
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kde ¢ znaci robustni odhad smérodatné odchylky rezidui.
Bod selhani robustnich M-odhadu je ale 0% [5], jelikoZ tyto odhady nejsou
obecné robustni vadi vlivnym hodnotam (ve sméru osy z). Z tohoto divodu se

pristupuje k takzvanym MM-odhadim. Vypocet MM-odhadu probiha nésledovné:

1. Vypocet pocateéniho odhadu BO, ktery méa vysokou hodnotu bodu selhani,

ale neni prilis pfesny.

2. Vypocet robustni smérodatné odchylky & pro rezidua r;(8,). Odhad ro-

bustni smérodatné odchylky ¢ musi byt M-odhad, ziskany feSenim rovnice

S (2) -
s> 0.

3. Vypocet odhadu B pomoci algoritmu terativné prevdZenich nejmensich

Gtverci [5].

Vysledny odhad ma stejnou hodnotu bodu selhani jako Bo a je pomérné eficientni.

Problematika robustni statistiky je ovSsem daleko rozsahlejsi nez jak je nyni
nacrtnuto v této praci. Podrobnéji se o ni lze do¢ist napiiklad v [7] nebo [11].
Nyni se podivame na samotnéa odlehléd pozorovani a predstavime si dva modely

kontaminace datového souboru.

1.2. Odlehla pozorovani

Datové soubory tvori obdélnikovou matici o rozmérech n X p, kde n udava
velikost datového souboru a p jeho dimenzi. Jinymi slovy, n je pocet pozorovani
a p je pocet proménnych. V soucasné dobé se mizeme casto setkat s datovymi
soubory s velkym poc¢tem pozorovani i proménnych a casto se stava, zZe je pocet
proménnych vyssi nez pocet pozorovani.

Mnoho datovych souborti obsahuje ve vétsi ¢i mensi mife odlehla pozoro-

vani neboli outliery. Jedna se o ta pozorovani, kterd jsou néjakym zpisobem
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vychylena od ostatnich v daném datovém souboru. Dle [15] mohou byt odlehla
pozorovani v zavislosti na dané situaci bud chyby v pozorovani, které by mohly
nepiiznivé ovlivnit analyzu dat, nebo nové a nec¢ekané informace o struktute da-
ného datového souboru. Muze jit o extrémné vysoké nebo naopak nizké hodnoty
proménnych, pripadné o hodnoty, které spolu s ostatnimi v daném pozorovani
predstavuji nec¢ekanou kombinaci. Abychom potlacili nepiiznivy vliv odlehlych
hodnot na datovou analyzu, je dulezité tyto hodnoty spravné identifikovat. S ros-
toucim poctem proménnych vSak zaroven roste obtiznost identifikace odlehlych
pozorovani.

Podle [15] se vétsinou ve statistice a datové analyze odlehlym pozorovanim
rozumi cely fadek v matici dat. Pro opravdu velké datové soubory jsou ale metody,
které zkoumaji dany soubor takto po rfadcich, nevhodné. Casto se totiz stava, ze
vétSina prvki v daném tadku je v poradku a pouze nékolik méalo z nich jsou
odlehlé hodnoty. Rikéme, ze tyto prvky jsou takzvané kontaminované.

Podivejme se nyni na dva modely, klasicky kontaminacni model a nezdvisly

kontaminacni model.

1.2.1. Klasicky kontaminac¢ni model

Predpokladejme, Ze mnohorozmérny datovy soubor je usporadéan do matice,
jejiz fadky tvoif pozorovani a ve sloupcich jsou proménné, tj. X = (xq,...,%,)7,
kde x; = (zi1,...,%ip)", i = 1,...,n. V&tsina postupii pro robustni analyzu
mnohorozmérnych dat je zaloZzena na klasickém Tukeyho-Huberové kontaminac-
nim modelu (THCM)?, v ném# miZe byt kontaminovany pouze maly podil fadkii
datového souboru. V tomto modelu je kontamina¢ni mechanismus modelovan
jako smés dvou rozdéleni: jedno odpovida nominalnimu modelu a druhé odleh-
lym hodnotdm. Pfesnéji feceno, Tukeyho-Hubertiv kontamina¢ni model uvazuje

nésledujici t¥idu rozdélent:

A, ={H = (1—¢)Hy+cH : H je jakékoliv rozdéleni na R}

27 anglického Tukey-Huber contamination model.
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kde € je pravdépodobnost kontaminace prvku, Hy je centralni parametrické roz-
déleni, napiiklad mnohorozmérné normalni rozdéleni N,(u, ) se st¥edni hodno-
tou p a varian¢ni matici 3, a H je nespecifikované rozdéleni generujici odlehlé
hodnoty. Dale pfedpokladejme, Ze pro pozorovani plati x; ~ H, kde H € 7.
Klicovou vlastnosti tohoto modelu je, Ze pro malé £ vétsSinou dostavame x; ~ Hy,
tudiz detekovani odlehlého pozorovani a snizeni jeho vahy je smysluplné a v praxi
funguje velmi dobfte.
V nésledujici podkapitole si predstavime nezéavisly kontamina¢ni model (ICM)?,

ktery je vhodny pro situace, kdy jsou jednotlivé prvky matice kontaminovény ne-

zévisle.

1.2.2. Nezavisly kontaminac¢ni model

V praxi se muzeme setkat s takovym modelem, ve kterém budou jednotlivé
prvky v X nezavisle kontaminované. Tento piipad je typicky pro vysokodimen-
zionalni data, jejichz proménné jsou casto méreny oddélené, pripadné ziskidny
z riznych zdroji. Model pro nezévisle kontaminované prvky byl poprvé popsan
v [2].

Uvazujme nyni nésledujici tfidu rozdélent:
. = {H : H je rozdéleni pro X = (I — X¢)B. + XB.}

kde fadky X ~ Hy, X ~ H a B. = diag(B,, ..., B,), kde B; jsou nezavislé a
pochéazeji z rozdéleni Bi(1,¢). Kazdy prvek z X je tedy nezavisle kontaminovan
s pravdépodobnosti €. Pravdépodobnost £, Ze alespon jeden prvek z X bude

kontaminovany je vyjadiena jako
E=1—(1—-¢),

kde ¢ je pravdépodobnost kontaminace prvku z datové matice a p znaci jeji di-
menzi. S rostouci hodnotou € nebo p, pripadné pokud obé tyto hodnoty rostou,
bude velmi rychle prekro¢ena hodnota 0,5. Na nasledujicim jednouchém piikladu

si danou situaci ilustrujeme.

37 anglického Independent contamination model.
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Priiklad 1.2.1. Mé&jme ¢ = 0,05 a p postupné rovno hodnotam 20, 25 a 30.
Budeme-li postupné dosazovat do vzorce pro vypocet pravdépodobnosti, ze ale-

spon jeden prvek z X bude kontaminovany, ziskame nasledujici hodnoty:
€1 =0,641 &, =0,722 £3=0,785

Vidime, Ze pouze s lehkym néristem dimenze dochézi k pomérné velkému nartastu
pravdépodobnosti kontaminace alespon jednoho prvku z X. Jesté vyraznéji je
tento narust patrny, pokud si zvolime pevné dimenzi p a bude rist hodnota e.
Necht p = 30 a e se postupné rovna hodnotam 0,01, 0,05 a 0,1. Vypocitané

pravdépodobnosti € jsou nésledujici:
€1 =0,260 & =0,785 £&3=0,957

Miizeme si vSimnout velmi vyrazného néristu pravdépodobnosti kontaminace

alespon jednoho prvku, kdyz hodnota € vzrostla z 0,01 na 0,05.

Je tedy zfejmé, Ze s rostouci pravdépodobnosti € roste pravdépodobnost kon-
taminace celého fadku. Tento fakt je problematicky v tom, ze metody pro od-
halovani fadkovych outlierti se nedokazou vypotradat s datovymi soubory, které
obsahujici vice nez 50% kontaminovanych radku.

Podivejme se nyni na jednu vyraznou odlisnost vySe zminénych modelt.
Bereme-li jako odlehlé pozorovéani cely fadek, potom toto pozorovani svou struk-
turou vibec nezapada do sledovaného datového souboru [15]. V prvkovém modelu
se predpokladé, ze jen nekteré hodnoty jsou odlehlé od ostatnich. Zbyvajici prvky
v pozorovani obsahuji uzitecné informace.

Na obrazku 1.2 je znazornén problém, ktery by nastal, pokud bychom na kazdé
pozorovani obsahujici alesponn jednu odlehlou hodnotu pohlizeli jako na radkové
odlehlé pozorovani. V névaznosti na vyse zminéné tvrzeni, ze takové pozorovani
viibec nezapadé do datového souboru, bychom z datového souboru v pravé casti
obrazku vytadili (potla¢ili) vétsinu pozorovani, ¢imz by byl datovy soubor zne-
hodnocen. Z danych patnacti pozorovani by zbyly pouze ¢tyti. Takovyto datovy
soubor by byl prakticky nepouzitelny pro dalsi analyzu.
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Obrazek 1.2: Radkova a prvkovéa odlehla pozorovéni.

Pro teseni téchto problém je potieba uvést metody, které nezkoumaji datové
soubory pouze po fadku, ale i po jednotlivych proménnych. V nésledujici kapitole
si predstavime tii rizné metody, které se pro praci s odlehlymi pozorovanimi

v datovém souboru vyuzivaji.
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Kapitola 2

Metody pro praci s odlehlymi
hodnotami

Cela nasledujici kapitola pojednava o metodach a postupech vyuzivanych k de-
tekci odlehlych hodnot a potlaceni jejich vlivu. Jmenovité jsou to Detect Devia-
ting Cells, tiikrokové regrese a stfilejici S-odhad pro robustni regresi. V textu je

¢erpano prevazné z [1], [10], [13] a [15].

2.1. Detect Deviating Cells

Metoda Detect Deviating Cells (zkracené DDC) byla predstavena v ¢lanku
[15]. Oproti metodam, které zkoumaji datové soubory po fadcich, respektive dii-
véjsim metodédm pro detekci prvkovych odlehlych hodnot, disponuje nékolika vy-

hodami. Tyto vyhody jsou nésledujici:

Metoda bere v potaz korelace mezi proménnymi.

Na metodu DDC neni kladen pozadavek, aby vice nez 50% pozorovani bylo

bez odlehlych hodnot. Pro tuto metodu neexistuje zadné omezeni na pocet

kontaminovanych pozorovani.

Je vhodné i pro velké datové soubory s velkym poc¢tem proménnych.

Metoda rovnéz pocita odhady odlehlych hodnot a zaroven imputuje chybé-

jici hodnoty do datového souboru.
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Metoda DDC vyuziva ve svém algoritmu robustni statistické nastroje. V nasle-

dujici podkapitole si tento algoritmus predstavime.

2.1.1. Algoritmus metody DDC

Predpokladejme, ze vstupni data tvorici matici X pochézeji z mnohorozmér-
ného normalniho rozdéleni s vektorem stfednich hodnot p a pozitivné semidefi-
nitni varian¢ni matici 3. Nékteré prvky matice X byly poskozeny nebo chybi.
Proménné by mély nabyvat ¢iselnych hodnot a mél by jich byt dostateény pocet.
Je dulezité, aby ¢iselné proménné nabyvaly vicero rtznych hodnot (pokud by
napiiklad hodnoty v nékteré proménné byly pouze 0 a 1, ¢inilo by to problém).
Aby byla tato podminka zajisténa, tak piislusny kod v softwaru nejprve iden-
tifikuje ty proménné, které danou podminku nespliuji, nacez vypocty provede
pouze pro proménné spliujici podminku. Tyto zbyvajici proménné by mély byt
alespon priblizné norméalné rozdélené, coz lze ovérit pomoci Q-Q grafi. Je treba
provést vhodnou transformaci téch proménnych, které nejsou normélné rozdélené,
na pfiblizné norméalné rozdélené proménné.

Nyni miizeme pfistoupit k samotnému algoritmu metody DDC.

1. Standardizace

Pro kazdy j-ty sloupec matice X odhadneme

m; = robLoc;(z;;) a s; =robScale;(x;; —m;), (2.1)

kde robLoc je robustni odhad polohy a robScale je robustni odhad sméro-
datné odchylky (za predpokladu, Ze jeho argumenty byly centrovany), viz
napiiklad ty z kapitoly 1.1.1. Dale standardizujeme matici X na matici Z

néasledujicim zptsobem,

2= S —1 (2.2)
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2. Aplikace jednorozmérné detekce odlehlych hodnot na vsechny

promeénné

Ve druhém kroku definujeme matici U, jejiz prvky jsou néasledujici

_J &y pro |zij| < ¢,
iy = {NA pro |z;;| > c. (2:3)

Protoze jsme v predchozim kroku provedli standardizaci (2.2), je vztah (2.3)

takzvanym sloupcovym detektorem odlehlych hodnot. Prahem ¢ rozumime

C = \/ X%,p? (24>

kde X%,p je p-ty kvantil chi-kvadrat rozdéleni s jednim stupném volnosti.

¢islo

Hodnota p je implicitné zadana jako 0,99. V idealni situaci by tak byl vstup
oznacen jako odlehla hodnota s pravdépodobnosti 0,01.
3. Vztahy mezi dvojicemi proménnych

Vypocitame korelace pro jakékoliv dvé proménné h # j,

corj, = robCorr;(uj, win), (2.5)

kde robCorr je robustni mira korelace. Vypocet probiha pro vSechna 1
pro kterd plati, Ze ani jedna z hodnot u;; nebo u,, neni chybéjici hodnota

(NA). Dale budeme vyuzivat pouze tak silny linearni vztah mezi j a h, ze

corip| > corrlim, 2.6
j

pficemz vychozi hodnota corrlim je 0,5. Proménné j, které splauji (2.6)
pro néjakda h # j, nazveme souvisejici. Tyto proménné nesou dulezitou
informaci o sobé navzajem. Ostatni proménné nazveme nesouvisejici pro-
MEeNnE.

Pro dvojice proménnych (j, k), které spliwji (2.6), spocitame
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bjn, = robSlope;(u;j | wip), (2.7)

kde robSlope slouzi k vypoctu sklonu robustni regresni primky bez abso-
lutniho ¢lenu (napiiklad pomoci nékterého z robustnich odhadii z kapitoly
1.1.2). Pomoci této piimky predikujeme proménnou j z proménné h. Vypo-
¢et sklonu bude pouzit v nasledujicim kroku pro ptredpovédi souvisejicich

proménnych.

. Predikce

Dalsim krokem je vypocet predpovédi Z;; pro vSechny prvky. Pro kazdou
proménnou j predpokladame mnoZzinu H;, ktera obsahuje vSechny pro-

ménné h spliwjici (2.6) véetné j. Pro vSechna ¢ = 1,...,n poloZime

Zij = G({bjnum; h € H;}), (2.8)

kde G je takzvané kombinacni pravidlo [15] pouzité na tato ¢isla. Toto
pravidlo vynechava chybéjici hodnoty a prifazuje nulu tam, kde jiz zadné

hodnoty nezbyvaji.

Pro G lze vyuzit vazeny pramér s vahami wj, = |cor;;| nebo také vazeny
median. Vyhodou (2.8) je fakt, ze podil odlehlého prvku z;;, na Z;; je ome-
zeny, nebot |u;,| < ¢ a ma vliv pouze na jednu slozku. To by ovSem neplatilo
pro piedpovéd z mnohonasobné regrese nejmensich ¢tvercii z; na zbyvaji-

cich p — 1 proménnych z; dohromady.

. Odstranéni zmenseni Skaly

Pouziti predpovédi (2.8) muze vést k tomu, Ze se $kdla vstupi zmensi, coz
je nezadouci. Nabizi se zkusit méné vyrazné zmenseni jednotlivych prvki
bjnuin. Tato moznost je ale bohuzel nedostacujici, nebot tyto prvky mohou
mit jind znaménka pro rizna h. V [15] je tedy doporuceno fesit zmenseni

az po pouziti kombina¢niho pravidla (2.8). Pro tyto tcely nahradime Z;;
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pomoci a;Zz;; pro vSechna i, j, kde

aj := robSlopey (zyj | Zij) (2.9)

je ziskano z regrese pozorovaného z ; na predikované Z ;.

. Vyhledavani prvkovych odlehlych hodnot

Ve ctvrtém a patém kroku jsme vypocitali piedpovédi Z;; pro vSechny
prvky. Nyni spoc¢itame standardizovana rezidua pro jednotlivé prvky po-

moci vztahu

Zz‘j — zz’j

iy = robScaley (zij — Zirj) (2.10)
Déle potom v kazdém j-tém sloupci oznac¢ime vSechny prvky, pro které plati
751 > ¢, jako odlehlé. Hodnota ¢ je uréena ve druhém kroku algoritmu
pomoci (2.4). Déle také sestavime imputovanou matici Z;,,,. Tato matice
je stejna jako matice Z aZ na to, Ze odlehlé hodnoty z;; a chybé&jici hodnoty
jsou nahrazeny jejich odhady Zz;;. Prvky, jez nebyly oznacené jako odlehlé,
zustavaji zachovany beze zmény. Pro zvyseni presnosti odhadi je mozné za

oznacené prvky dosadit NA a zopakovat kroky ¢tyii az Sest.

. Vyhledavani radkovych odlehlych hodnot

Jedna z moznosti, jak oznacit i-ty tadek jako odlehly, je jednoduse spoci-
tat prvky, pro néz |r;;| prekro¢i prah c. Tim by ale byly vynechany fadky
s mnoha pomérné velkym |r;;| < c¢. Dalsi moznosti by bylo porovnat pramér
pies ¢tvercova standardizovana rezidua v i-tém radku ave; (7’223) s hodnotou
c. To by ale vedlo k tomu, Ze by fadek s jednim vyrazné vyénivajicim prv-
kem byl oznacen jako odlehlé pozorovani, coz neni zadouci. Reseni tohoto

problému je néasledujici:

Za predpokladu nulové hypotézy o mnohorozmérném normalnim rozdéleni

bez odlehlych hodnot je rozdéleni veli¢iny r;; blizké normovanému nor-

23



malnimu rozdéleni, tudiz distribu¢ni funkce pro rfj je priblizné distribuéni

funkce F' pro x? rozdéleni, coZ vede k nasledujicimu kritériu:

_ .0 2
T, = zjxlf(leF (r7) (2.11)
Déle provedeme standardizaci T; tak jako v (2.2) a ozna¢ime ty fadky i,
pro néz standardizovana hodnota T; prekro¢i prah ¢ z (2.4). Najdeme-li
1-ty Tadek, pro ktery je hodnota T; neobvykle vysoka, tak to automaticky
neznamena, ze celé pozorovani nezapada mezi ostatni pozorovani z dané

skupiny. Je tfeba ale takovému pozorovani vénovat pozornost.

Ackoliv miuzeme pomoci hodnoty T; identifikovat nékteré fadkové odlehlé
hodnoty, existuji i takové, které i presto zistanou skryty. Z tohoto divodu
je doporuceno pouzit v pozdéjsi fazi analyzy dat, po vylouceni oznac¢enych

radki, radkové robustni metody.

. Destandardizace

Poslednim krokem je destandardizace imputované matice Z;,,, na matici
Ximp- Hlavnim vystupem metody Detect Deviating Cells je matice X,

spolu s indexy prvki i celych fadku, které byly oznacené jako odlehlé.

Metoda Detect Deviating Cells je tedy schopné odhalit jednotlivé prvkové

odlehlé hodnoty v datovém souboru. Klicovym bodem této metody je vypocet

predpovédi kazdého prvku datového souboru. Zde je také vyhodou vyssi dimenze

datové matice. Mame-li vice proménnych, zvysi se nam mnozstvi informace o da-

ném datovém souboru, a tim padem miizeme predikovat hodnoty s vétsi presnosti.

N

odlehlych hodnot brala kazda proménna zvlast. Vyhodou je ovSsem schopnost od-

halit i ty odlehlé hodnoty, které by jinak zistaly skryté. Grafickym vystupem

metody je takzvané cellmap, ktera prehledné oznac¢i prvkové i fadkové odlehlé

hodnoty. Priklady jsou uvedeny ve ¢tvrté kapitole. Kéd pro metodu DDC je do-

stupny jak v softwaru R (knihovna cellWise) [11], tak v Matlabu.
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2.2. Strilejici S-odhad pro robustni regresi

V této podkapitole si ukdzeme regresni odhad nazvany stiilejici S-odhad, ktery
byl predstaven v ¢lanku [13]. Tento odhad je rovnéz vhodny pravé pro pripady,
kdy jsou v pozorovani kontaminovany jen nékteré prvky. Spojuje v sobé takzvany

soufadnicovy spadovy algoritmus a jednoduchy regresni S-odhad.

2.2.1. Idea metody

Strilejici S-odhad vyuziva souradnicovy spadovy algoritmus, taktéz zvany stii-
lejici algoritmus. Tato metoda piivodné pouzivala lasso regresi. Problémem je, Ze
lasso odhady nejsou robustni. Proto je ve stiilejicim S-odhadu lasso odhad na-
hrazen nepenalizovanym S-odhadem. V porovnani s béznou S-regresi umoziuje
soutfadnicovy spadovy algoritmus pii vypoc¢tu odhadu regresnich parametri zva-
zit jednotlivé slozky pozorovani ruzné.

Lasso odhad je v [13] definovan jako

. 1 P P

IBL(ISSO = arg min ﬁ Z(yl - Z xijﬁj)Q + 2\ Z|6]|
BERP i=1 j=1 j=1

Po aktualizaci odhadu lasso koeficientu Bj v soufadnicovém spadovém algoritmu

pro 7 = 1,...,p zustanou vSechny ostatni koeficienty stejné, a to jako Bk, k#j

- 1 R .
Bj,Lasso = argmin — Z((yz - szkﬁk) - xijﬁj)2 + 2)‘Z|6k| + 2>‘|BJ| =

. n
iER T im ki ki

n

—argmin = S (0 — S wubh) — 258, + 2051

: n
B R i=1 ki

(2.12)

coz muzeme vzit jako jednoduchou lasso regresi, kde nova vysvétlovana proménna

?jz(j) :yi_zxikﬁk t=1,...,n (2.13)
oy
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je v regresi na x;; pro pevnou hodnotu j.

V ptipadé stiilejictho S-odhadu chceme zajistit, aby nova vysvétlovana pro-

ménna yji(j ) nebyla ovlivnéna odlehlymi hodnotami v prvcich z;x. Z tohoto divodu

~(k A
W — w 5" — zaBil
ik a'k

kde argumentem vahové funkce w(-) je reziduum z regrese

nadefinujeme regresni vahy

k ,
§ ) na Z;x normované
robustni smérodatnou odchylkou rezidui 6. Tudiz w;;, urcéuje odlehlost prvku x;;

(k)

v regresi g, na x;,. Vahova funkce by méla byt nerostouci na mnoziné kladnych

¢isel a nabyvat hodnot z intervalu [0,1]. V [13] bylo zvoleno pro zachovani jed-
noduchosti silné (binarni) zamitnuti, kde pro r < ¢ je w(r) = 1, jinak se rovna
0. Dle [13] by pfi volbé ¢ = 3 bylo o¢ekavano, ze méné nez 0,3% ¢istych pozoro-
vani budou oznacena jakou odlehld v regresnim modelu s norméalné rozdélenymi
chybami. Jiné volby pro funkci vah jsou samoziejmé mozné.

Nova vysvétlovana proménna gj}j ) je tedy definovana jako

:lji(j) =Y; — Z f@kﬁk kde jik = WirTik + (1 - wzk)izk (2'14)
k]

Narozdil od (2.13), v (2.14) jsou ve vypoctu nové vysvétlované proménné nahra-

zeny hodnoty x;; konvexni kombinaci Z;; pozorované hodnoty x;; a jeji ,,opravené®
(k

hodnoty Z;;. Vzhledem k tomu, Ze zndme g, ) a Bk, muzeme ,,opravenou‘ hodnotu

T, Vypocitat pomoci kalibrace

g
By = 2—. (2.15)
By

Aby nedoslo k vypocetnim problémum, je stanoveno Z;; = 0 pro malé |G|
Hodnota Z;; miize byt interpretovana jako oc¢isténa hodnota x;; v designové ma-
tici. Je-li pozorovani oznaceno jako odlehlé a méa nulovou vahu, potom se

rovna ,opravené* hodnoté z;,. Naopak pokud je pozorovéni ¢isté (tedy ve shodé
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s pfevazujicim rozdélenim datového souboru) a ma vahu jedna, potom se o¢isténa
hodnota rovna té pozorované. Je dulezité poznamenat, Ze hodnoty z;; a w; jsou
zavislé na Bk pro k # j.

K vypoctu regresnitho odhadu Bj nepouZijeme metodu lasso (2.12), ale ro-
bustni nepenalizovany jednoduchy S-regresni odhad [13]. To piimo vede ke stiile-
jicimu S-odhadu, ktery je definovan po jednotlivych proménnych v zavislosti na

tom, ze zname ostatni odhady Bk, k # j, jako

~

p; = argmin 6;(3), (2.16)
BeR

kde 6;(B) je definovano jako feSeni s rovnice

1 n ~(])_ .
1 p<u> s (217)

Tudiz &j(ﬁj) je M-odhad variability vypocitany z rezidui. Hodnota ¢ je rovna
stfedni hodnoté funkce p pii normalnim rozdéleni, t.j. § = E[p(Z)] pro
Z ~ N(0,1). Volba je provedena tak, aby hodnota bodu selhani odhadu ne-
byla prili§ nizkd a zaroven aby bylo docileno dostatecné vysoké eficience. VySsi
hodnota ¢ znamena vyss$i hodnotu bodu selhani, ale nizsi eficienci.

Za funkci p se voli bud Tukey’s biweight

K] _ (1 — (-2)2)3 <
PBI(Z) _ 6 (1 (1 (kBI) ) )7 pOkUd |Z| = kBI’ (2.18)
-BL pokud |z| > kpy,

nebo funkce pojmenovana jako skipped Huber

%,22, pokud |z| < kgp,
pskH( ) =

2.19
kg%, pokud |z| > kep- (2.19)

Funkce Tukey’s biweight a skipped Huber se od sebe pomérné dost lisi. Huberova
funkce je kvadratickd okolo stfedu na intervalu [—kg.m, ksim] a konstantni mimo

tento interval. Oproti tomu Tukey’s biweight funkce je hladka, ale omezuje efekt
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extrémnich hodnot. Podle |13] se kromé téchto dvou funkei daji zvolit i jiné funkce
p, o kterych se blize pise v |1 1]. Hodnoty kp; a kg jsou dle [13] voleny tak, aby
byl bod selhani 20%, a to jako kp; = 3,420 a k..z = 2,177. Tato volba zajistuje

dobry pomér mezi robustnosti a eficienci.

2.2.2. Algoritmus metody

K vypoctu stiilejictho S-odhadu se pouziva iterativni postup, ktery je podobny
soufadnicovému spadovému algoritmu. Samotny algoritmus vypoctu je podrobné
rozepsan v ¢lanku [13], zde si uvedeme jen jeho obecny popis. Kod lze potom
ziskat z webovych stranek jeho autorky [12].

Vyjdeme z predpokladu, ze mame model s absolutnim ¢lenem a.

1. Cyklus algoritmu
()

%

pomoci

(2.14) a (2.15). Dale spocitame jednoduchy regresni S-odhad pro gjgj) na ;.

Za predpokladu pevného j spocitdme v kazdém kroku hodnotu y

K tomuto vypoctu vyuzijeme iterativné prevazeny algoritmus nejmensich
¢tvercit uvedeny v [11]. Sestava z dalsiho iterativniho algoritmu, v jehoz
kazdé iteraci je vypocitan vaZeny odhad nejmensich ¢tverct parametru g;.
Spolu s nim je vypocitdna i nova hodnota M-odhadu smérodatné odchylky

&;(f3;), a to nalezenim pevného bodu rekurzivni verze (2.17),

U)o 5
fs) = 550, p(w)s = s. Nevyhodou ovSem je, Ze neni zaruc¢ena

konvergence tohoto cyklu.

2. Vstupni hodnoty

Nejprve pouzijeme Huberovu funkci na predikované hodnoty a ziskame tak
,priblizné ¢isté“ prediktory j?j. Déle vyuzijeme MM-odhad pro vypocet
vychozich koeficienti Bj(-o) s linedrni kvadratickou kvadratickou (lgq) funkei
p 3] a ladicimi konstantami nastavenymi pro 50% bod selhani a 95% efici-

enci.
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Uvedena metoda je tedy vhodné pro zkoumani kontaminace jednotlivych slo-
zek pozorovani. Stiilejici S-odhad lze také vyuzit také jako diagnosticky nastroj.
Po vypoctu stiilejictho S-odhadu jsou prvky w;; matice vah schopné rozlisit ¢ista
data a odlehlé hodnoty. Navic dokdZzou rozpoznat prvkovou a rfadkovou kontami-
naci. Nizka vaha je prifazena odlehlé hodnoté, vysoka vaha hodnoté ¢isté. Pokud
maji vSechmy slozky pozorovani nizké vahy, pak jsou kontaminované nebo se
jedné o vertikalni odlehlou hodnotu.

Je dilezité zminit, ze stiilejici S-odhad ma problémy s prvkovymi dobrymi
vlivnymi pozorovanimi, tedy extrémnimi pozorovanimi ve sméru regresniho trendu,
jelikoz mé tendenci oznacovat kontaminované slozky dobrych vlivnych pozorovani
jako odlehlé hodnoty pfi vypoctu pocatecnich hodnot algoritmu.

Vzhledem k tomu, 7Ze stfilejici S-odhad pristupuje ke kazdé proménné zvlast,
miize byt pouzit i na datové soubory malého rozsahu, dokonce i na takové, kde

pocet proménnych prevySuje pocet pozorovani, tedy n < p.

2.3. Trikrokova regrese

Posledni metoda, kterou si zde predstavime, je tiikrokovd regrese, ktera byla
navrzena v ¢lanku [10]. Tato metoda se zabyva jak prvkovymi odlehlymi hodno-
tami, tak celymi odlehlymi rfadky.

V [10] byl uveden tiikrokovy regresni odhad, jenz v sobé kombinuje filtrovani
prvkovych odlehlych hodnot a robustni regresi prostrednictvim odhadu varianéni

matice. Strucny algoritmus vypoctu je dan nasledovné:

1. Pouziti konzistentniho jednorozmérného filtru k nalezeni a odstranéné ex-

trémnich prvkovych odlehlych hodnot.

2. Aplikace robustniho odhadu mnohorozmérné polohy a variability na filtro-

vana data za tucelem snizeni vahy fadkovych odlehlych hodnot.
3. Vypocet robustnich regresnich koeficientti z odhadi ziskanych v kroku 2.

Filtrovanim dat je mySleno detekovani odlehlych hodnot a nasledné jejich
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nahrazeni chybéjicimi hodnotami (NA). Je-li zvolen filtr, ktery je schopny dete-
kovat odlehlé hodnoty a zaroven zachovava vSechna ¢ista data, nebo alespon jejich
vétsinu, vysledny odhad mize byt odolny vuéi prvkovym i fadkovym odlehlym
hodnotéam zaroven. Navic docili konzistence a asymptotické normality pro cista

data.

2.3.1. Konzistentni filtr

Pti pfedzpracovani mnohorozmérnych dat a hledani prvkovych odlehlych hod-
not se jako jedna z moznosti nabizi pravidlo ti{ sigma, kde by byly nalezené
odlehlé hodnoty nahrazeny hodnotami NA. K nalezeni odhadu mnohorozmérné
polohy a variability by byl nasledné pouzit takzvany EM algoritmus pro uméle vy-
tvorena nekompletni data. Problémem tohoto pristupu je ale nekonzistence a pro-
blém se zpracovanim radkovych odlehlych hodnot. Z tohoto divodu je vhodné&jsi
pouzit takzvany konzistentnd filtr.

Filtrovani je metoda pro predzpracovani dat provadéna za tucelem kontroly
vlivu potencialnich prvkovych odlehlych hodnot. V [10] je filtrovani provadéno
tak, Ze jsou odlehlé hodnoty oznaceny a nésledné nahrazeny hodnotami NA. Kon-
zistentnim filtrem se rozumi filtr, ktery dokaze asymptoticky zachovat vSechna
data, jsou-li ¢ista, coz je zadouci.

Necht X je ndhodnéa proménna se spojitou distribuéni funkei G(z). Nadefinu-

jeme horni a dolni chvost rozdéleni distribuéni funkce G(x) jako

X —n
F*“(t) = P, <t| X >n" 2.20
(*) G(med(X—n“]X>n”)_ | 77)’ ( )
respektive
!
=X !
FY(t) = P, <t|X 2.21
(*) G(med(nl—X]X<nl)_ | <77)7 ( )

kde med oznacuje medidn, n* = G71(1 —a), ' = GHa) a0 < a < 0,5.
Pro jednoduchost zapisu budeme déle psat s* = med(X —n* | X > n%)
asl=medn'— X | X <nh).
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Necht { X7, ..., X,} je ndhodny vybér z G a necht Xy < X < -+ < X(y) je
odpovidajici uspofddany vybér. Konzistentni odhady pro n%,s*, n', s' jsou dany
jako

=G 1—a), 8 =med{X;—7"|X;>n"})

0 =G ), & =med{n, - X;| X; <i})

kde G (a) = X(na)); 0 < @ < 1 je empiricky kvantil a med({Y1, ..., Y;}) = Y
je vybérovy median. Empirické distribu¢ni funkce pro normované horni a dolni

chvosty jsou dany jako

X S I(0 < BT <t
YL I )

(2.22)

N s 1] 0 ’7" X<t

kde I je indikatorova funkce.

Odlehlé hodnoty z hornitho a dolnfho chvostu jsou odhaleny tak, ze srovname
empirické distribu¢ni funkce normovanych chvosti s jejich oc¢ekavanou distribuci.
Necht obecné {a}t = max(0,a) znadi kladnou ¢ast ¢isla a. Podil oznacenych

odlehlych hodnot z horniho a dolniho chvostu definujeme jako

d* = sup{Fy(t) — F*(t)}*

t>1o

d' = sup{Fy(t) — FL(¢)}*

t>1g

kde Fy(t) = 1—e 8@ a ¢, = 7. Je-li X—n" | X > 0" exponencialné rozdélena

log

- je taktéz exponencialné

s parametrem A" > 0, tak standardlzovany chvost su|X—>n

rozdélen s parametrem log(2), coZ spé&je k vyse popsanému vyjadieni Fy(t) a to.
Nésledné jiz muzeme filtrovat odlehlé hodnoty. Polozime-li
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fe=min{t: FU(t) >1—d"} a & =min{t: F'@t)>1—-d.},

potom filtrujeme hodnoty X; takové, pro které plati

X; <ql — &t nebo X;>n"+ sut.

n-n

Zvoleny model pro tézké chvosty se jevi jako nejvhodnéjsi, nebot dosahuje
dobrého poméru mezi robustnosti a konzistenci procesu filtrace. V [10] je taktéz

dokazana konzistence filtru.

2.3.2. Robustni odhad

Uvazujme model

Yi=a+x]B+¢ (2.24)
pro ¢ = 1,...,n, kde &; jsou nezavislé, stejné rozdélené rozdélené chyby
ax; = (Ts,...,2,)". Odhady ziskané metodou nejmensich étverci! (aLg, Bg)

jsou definovany jako minimalizace sou¢tu ¢tverci rezidui:

A~ 2 T . “
(Grs,Brg) = argmin Z(Y’ —a—x!8)2%
(avﬁT)ERIH_l =1
Resenf je nasledujici:
N A1~ . N A
/6LS = Exz Ex?ﬁ aLs = Ky — IJ’EIBLS' (225)

~

Vyse zminéné 3,,, 3., i, a ft, jsou prvky empirické varianéni matice a stfedni

hodnoty:

3= (E“ Ei‘fy) a (“’x) (2.26)
Eya: Eyy My

pro sdruzend data {Zi,...,Z,}, kde Z; = (xI',Y;)T.

Index LS je zkratkou pro least squares.
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K docileni robustni regrese pro fadkové odlehlé hodnoty bylo navrhnuto pro-
vést robustifikaci komponent v (2.25). Empirickou varian¢ni matici a pramér na-
hradil mnohorozmérny S-odhad [10]. Tento pfistup se nazyva dvoukrokovd regrese,
zkracené 2S-regrese. Bylo dokazéano, Ze za slabych podminek (symetrie rozdéleni ¢;
a nezavislost ¢;) je dvoukrokova regrese Fisherovsky konzistentni a asymptoticky
normalni, a to i tehdy, kdy S-odhady mnohorozmérné polohy a variability samy
o sobé konzistentni nejsou. Dvoukrokova regrese je navic odolna jak vici vertikal-
nim odlehlym hodnotam, tak i Spatnym vlivhym pozorovanim a dobrym vlivnym
pozorovanim. Pokud je dobrym vlivnym pozorovanim davana mensi vaha, muze
to vést k urcité ztraté eficience. Zaroven to ale zamezuje podhodnoceni rozptylu
odhadu.

V [10] doporucuji zabyvat se prvkovymi i fadkovymi odlehlymi hodnotami
s vyuZitim zobecnéného S-odhadu (GSE)?, ktery vyuziva vyse vysvétleny konzis-

tentni filtr. Globalné robustni regresni odhad, nazyvany 3S-regrese, je dan jako

/335 = S;xlgxya Q3g = my - rhf,éggs (227)

kde S a 1 jsou pifslusné robustnf odhady. Vypodet zobecnéného S-odhadu (m, S)

je nasledujici:

1. Filtrace extrémnich prvkovych odlehlych hodnot tak, aby prvkové konta-
minovana pozorovani neméla velké robustni Mahalanobisovy vzdélenosti ve

druhém kroku.

2. Snizeni vahy prvkovych odlehlych hodnot pouzitim GSE pro mnohorozmér-
nou polohu a variabilitu na data filtrovana v prvnim kroku. GSE je zobec-
néni S-odhadu pro netplna data, kde jednotlivé chybéjici hodnoty vznikaji
nahodné a nezavisle na sobé (tzv. missing at random). Vzhledem k tomu, 7Ze
nezavisly kontamina¢ni model predpoklada, ze prvky jsou ndhodné odlehlé,

tak je predpoklad ndhodné chybéjicich dat pro tento model splnén.

27 anglického generalized S-estimator.
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Podivejme se nyni na cely postup podrobnéji. Uvazujme {xy,...,x,}. Pro
kazdou proménnou x; = {xy;,...,2,;}, 7 = 1,...,p, provedeme filtraci popsa-
nou v podkapitole zabyvajici se konzistentnim filtrem. Necht {Uy, ..., U,} jsou
pomocné vysledné vektory jedni¢ek a nul, kde nula znaci filtrovany vstup v x;,

tedy UZ = (Uil> ey Uip)T, kde

Uy =11, — 85,85, < Xy < il + 84,84,

Filtrace je provedena proto, aby se eliminoval vliv prvkovych odlehlych hod-
not. V pripadé, Ze je podil pozorovani, kterd obsahuji alesponn jeden oznaceny
prvek, velmi maly (kupfikladu méné nez 1%), se odlehlé hodnoty vyrazné nepro-
jevi a muzeme prestat pouzivat filtr. Oznacme si € jako prah, jenz urcuje, kdy se
ma filtr prestat pouzivat. Nyni se blize podivame na postup, ktery zastavi pouzi-
vani filtru v ptipadé, ze podil pozorovani obsahujicich odlehlé hodnoty je mensi
nez £. Tento postup si navic zachovava vSechny robustni vlastnosti filtru. Necht
no = #{1 <i <n:U; =1} je pocet uplnych pozorovani po provedeni filtrace.

Uréime

U;*:H(”_”Osg)wil(”_”o>5), i=1,...,n, (2.28)
n

n

kde ¢ je dostatecné maly prah (lze vzit napiiklad hodnotu & = 0,01). Nyni se
dostavame k samotnému zavedeni zobecnéného S-odhadu (m, S) Necht

Z = (Zy,...,2,)" aU = ((Uz,...,U)T 1). Zobecnény S-odhad je definovan
jako

m = ﬁlgs(Z,U), s = gGS(Z?U)a (229>

kde mgg a SGS jsou robustni mnohorozmérné zobecnéné S-odhady polohy a vari-
ability pro nekompletni data (Z, U). Pokud by vstupni data byla kompletni, tedy
U=(1,...,1), zobecnény S-odhad by se zredukoval na S-odhad.

Tak jako pfedchozi dvé metody, i pro tfikrokovou regresi je k dispozici kod v

softwaru R. Existuje pro ni knihovna s nazvem robreg3S [9].
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Kapitola 3

Aplikace metod na simulovana data

V této kapitole se budeme vénovat simulac¢ni studii, jejimz cilem je prozkoumat
chovani metod popsanych v predchozi kapitole. Pro tcely simulaci bylo nagenero-
vano Sest datovych soubori o rozmeérech n X p, jez vSechny pochazeji z mnohoroz-
mérného normalniho rozdélent, tj. pro kazdy datovy soubor plati X ~ N,(p,,, 3),
p, = 1 a X je jednotkovd matice. Vytvorené datové soubory jsou nasledujicich

rozmeéru:

n || 50 100|100 |200|200 500
p|l5(10 20|10 |20 |10

Tabulka 3.1: Rozméry nagenerovanych datovych soubort.

Poznamka 3.0.1. Je tieba volit datové soubory vhodnych rozméri. V piipadé,
ze datovy soubor obsahuje prilis mnoho proménnych ku malému po¢tu pozorovani

(naptiklad n = 50 a p = 10) tiikrokova regrese vypocetné selhava.

Tyto datové soubory byly nasledné kontaminovany, tzn. byly v nich uméle vy-
tvoreny odlehlé hodnoty. Prvky byly kontaminovany s pravdépodobnosti 0,05
néasledujicim zpisobem

Lij = Tij - @,

kde o € {2,3,...,10}. Kazdy datovy soubor byl postupné kontaminovan vsemi

vybranymi hodnotami a. Z kazdého nagenerovaného datového souboru tak vzniklo
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devét kontaminovanych. Vzdy byly kontaminovany stejné prvky, ale jinou hod-
notou a. S pravdépodobnosti 0,95 zistaly prvky takzvané ,cisté”.
Jako prvni si ukdZzeme simula¢ni studii pro metodu DDC. V ni nas bude zaji-

mat pfevazné uspésnost metody pii hledani uméle vytvorenych odlehlych hodnot.

3.1. Metoda DDC - simulaé¢ni studie

Pro tuto simulaci byl zvolen nagenerovany datovy soubor o rozmérech 100 x 10.
Cilem bylo sledovat tispésnost metody pii detekci odlehlych hodnot, tj. jestli
metoda spravné oznacila jako odlehlé hodnoty ty prvky, které opravdu byly uméle

kontaminovany, a zaroven cisté prvky nebyly chybné oznaceny jako odlehlé.

Poznamka 3.1.1. Kontaminace probihala nésledovné: bylo nagenerovano 100
riaznych kontaminac¢nich matic, jejichz prvky jsou rovny 1 s pravdépodobnosti
0,95 a dané a s pravdépodobnosti 0,05. Prvky datové matice na pozici konta-
minovanych prvki kontamina¢ni matice byly vynasobeny pfislusnym « (nejprve
a = 2). Vysledkem je tedy 100 ruzné kontaminovanych datovych soubori, kde
kontaminovany prvek je 2-z;;. V dalsim kroku byly kontaminovany ty samé prvky,

ale tentokrat c¢islem 3. Stejné se postupovalo i pro zbyvajici hodnoty «.

Metoda DDC pozaduje, aby datovy soubor pochézel z mnohorozmérného nor-
maéalniho rozdéleni. Tento predpoklad je splnén uz z podstaty toho, jakym zptiso-
bem byla data generovana, neni tedy nutné jej ovérovat.

Nyni pfistoupime k samotnym vypoc¢tim. Na vSech 100 kontaminovanych da-
tovych soubori aplikujeme metodu DDC. K tomu slouzi funkce DetectDeviating-
Cells z knihovny cellWise [1]. Vzorovy kod je pro simulaci, ve které prvky kon-

taminujeme vynasobenim ¢islem 2. Pro ostatni hodnoty « je postup analogicky.

> Matice<-1ist()
# 100 prazdnych matic
> for (i in 1:100){

+ Matice[[i]]<-matrix(0,nrow=n,ncol=p)
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+}

# 100 kontaminacnich matic

> for(i in 1:100){

+ for (k in 1:n){

+ for (1 in 1:p){

+ Kont.Matice.2[[i]] [k,1]<-rbinom(1,1,prob=0.95)
+ }

+}

+ Kont.Matice.2[[i]] [which(Kont.Matice.2[[i]] == 0)]<-alfa[1]
+}

# 100x rdzné kontaminovana data

> Data.2<-1list()

> for(i in 1:100){

+ Data.2[[i]]<-Data*Kont.Matice.2[[i]]

+}

# Vypocet DDC

\2

library(cellWise)
for(i in 1:100){

Vv

+

DDC.2[[i]]<-DetectDeviatingCells(Data.2[[1]],DDCpars)

Poznamka 3.1.2. DDCpars stanovuje parametry metody. V této praci byly ve

vypoctech pouzity vychozi parametry metody, tj.

> DDCpars = list(fracNA = 0.5,numDiscrete = 3,precScale = le-12,

+ tolProb = 0.99, corrlim = 0.5, combinRule = "wmean",
+ includeSelf = TRUE, rowdetect = TRUE,
+ returnBigXimp = F, fastDDC = FALSE)

Dalsi moZnosti pro parametry metody jsou popsany v [14].

Data je nagenerovany datovy soubor, n znac¢i pocet pozorovani, p dimenzi. Po

ukonceni vypocti metoda vypiSe, kolik fadkt a sloupcii z datového souboru vy-
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uzila. V tomto pfipadé vypada vystup néasledovné:

The input data has 100 rows and 10 columns.

Poznamka 3.1.3. Metoda DDC pred vypocty provede vlastni predzpracovani
datového souboru. Pokud by datovy soubor obsahoval i jiné nez pouze ¢iselné
proménné, tak by tyto proménné metoda sama z analyzy vyloucila. Datovy soubor
vyuzity pro simulaci obsahuje pouze ¢iselné proménné, a tudiz z néj metoda zadné

sloupce ani fadky neodstranila.

Poznamka 3.1.4. Funkce DetectDeviatingCells v sobé piimo zahrnuje funkci
checkDataSet. Tato funkce slouzi k oc¢isténi datového souboru od fadku a sloupceti,
které nesplnuji dané podminky. Mezi tyto podminky patii ur¢ity maximélni podil
hodnot NA v pozorovani ¢i proménné a minimalni pocet ruznych hodnot, kterych
musi proménné nabyvat. Vice se da o funkci checkDataSet nalézt v [14]. Vyuzitim
funkce DetectDeviatingCells je tedy zéaroven vyuzita i funkce checkDataSet.
Tuto funkci 1ze ale také pouzit zvlast na ocisténi datového souboru pied jeho

néslednou analyzou pomoci jinych metod.

Vystupem metody je seznam obsahujici nékolik slozek. Nas budou predevsim

zajimat tyto:
e remX: o¢isténa data po pouziti funkce checkDataSet
e stdResid: matice rezidui
e indcells: indexy prvki, které byly oznacené jako odlehlé hodnoty
e indrows: indexy fadku, které byly oznacené jako odlehlé

Grafickym vystupem metody DDC je cellmap. Vzhledem k velkému rozsahu pro-
vedené simulace nebyly v této fazi grafické vystupy vytvofeny, a proto si jejich
zobrazeni a interpretaci nechdme az do nésledujici kapitoly.

Béhem simulaci jsme sledovali nékolik ukazatelii, a to hlavné senzitivitu (true
positive rate), miru falesné pozitivity (false positive rate) a miru falesného objevu

(false discovery rate). Tyto hodnoty se vypocitaji nasledovné [3], [4]:
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e senzitivita (True positive rate)

TP

TPR= ——
R TP+ FN’

e mira falesné pozitivity (False positive rate)

FP

FPR= ———
h FP+TN’

e mira falesného objevu (False discovery rate)

TP

FDR=1-———
R TP+ FP’

kde TP znaci true positive, coz v naSem piipadé znamenéd pocet odhalenych
odlehlych hodnot, které opravdu odlehlé jsou (uméle vytvorené pii kontaminaci
datového souboru). Naopak T'N neboli true negative jsou hodnoty, které nejsou
umeéle vytvorené jako odlehlé a byly tak spravné oznaceny jako hodnoty ¢isté.
F'P neboli false positive jsou ty hodnoty, které byly oznaceny jako odlehlé, ale ve
skutec¢nosti odlehlé nejsou. Hodnota F'N znadi false negative, coz jsou ty hodnoty,
které byly uméle vytvorené jako odlehlé, ale byly pii vypoctech oznaceny jako
Cisté.

Senzitivita (T'PR) tedy vyjadiuje proporci vytvofenych odlehlych hodnot,
které byly spravné oznaceny jako odlehlé. Na druhou stranu FPR vyjadiuje
pravdépodobnost chyby 1. druhu. Miru falesného objevu (FDR) definuji v [3]
jako oc¢ekadvanou proporci chybné zamitnutych hypotéz. V nasem piipadé je to
tedy ocekavana proporce chybné oznacenych ¢istych hodnot jako odlehlé.

Podivejme se nyni bliz na vysledky provedené simulace. V tabulce 3.2 je uve-
den medidn a minimalni a maximalni hodnoty TPR, FPR a FDR pro vSechny
kontaminace datového souboru.

Nejprve se podivame na hodnotu 7T'P R. Miizeme si povsimnout velkého rozdilu
v jeji minimalni hodnoté pro a« = 2 a a = 3. P1i kontaminaci datového souboru
¢islem 3 tato hodnota znatelné vzrostla. Vzrostla tedy minimalni proporce od-

lehlych hodnot spravné oznacenych jako odlehlé, z ¢ehoz muzeme usoudit, Ze se
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TPR FPR FDR

Min Med Max Min Med Max Min Med Max

0,0851 | 0,2324 | 0,4286 | 0,0074 | 0,0107 | 0,0137 | 0,3438 | 0,4791 | 0,7500
0,3519 | 0,4722 | 0,6667 | 0,0063 | 0,0105 | 0,0136 | 0,1818 | 0,3000 | 0,5000
0,4203 | 0,5893 | 0,7436 | 0,0053 | 0,0104 | 0,0135 | 0,1364 | 0,2472 | 0,4483
0,5000 | 0,6796 | 0,8333 | 0,0063 | 0,0096 | 0,0134 | 0,1176 | 0,2222 | 0,4062
0,5652 | 0,7287 | 0,8679 | 0,0053 | 0,0095 | 0,0134 | 0,1087 | 0,2043 | 0,4062
0,6304 | 0,7813 | 0,8776 | 0,0053 | 0,0095 | 0,0134 | 0,1020 | 0,1890 | 0,3714
0,6957 | 0,8043 | 0,9184 | 0,0053 | 0,0095 | 0,0134 | 0,0962 | 0,1875 | 0,3714
0,7255 | 0,8298 | 0,9388 | 0,0053 | 0,0095 | 0,0134 | 0,0943 | 0,1818 | 0,3714
0,7255 | 0,8509 | 0,9464 | 0,0053 | 0,0095 | 0,0134 | 0,0943 | 0,1747 | 0,3611

© 00 I O Ul A~ W N|D

—_
()

Tabulka 3.2: Srovnani hodnot TPR, FPR a FDR.

zlepsila schopnost spravné identifikovat skutec¢né odlehlé hodnoty. Dle minimal-
nich hodnot T'PR také miizeme fici, Ze od kontaminace ¢islem 5 byl vzdy spravné
oznacen nadpolovi¢ni pocet skuteénych odlehlych hodnot. Vyrazny skok pozoru-
jeme i u medidnu pro prvni dvé hodnoty «, kde hodnota medianu pro a = 3
je dvonasobkem té pro a = 2. Podivame-li se na maximalni hodnoty T'PR, tak
si mizeme povsimnout, ze i pii kontaminaci malym ¢islem (o = 2) se metodé
v jednom opakovani simulace podafilo najit témér polovinu skutecnych odlehlych
hodnot. Jedna se ale spiSe o zajimavou vyjimku, nebot se vyrazné lisf od vysledkii
ostatnich.

Zaméime se nyni na hodnotu F'PR. Jak bylo uvedeno vyse, vyjadiuje tato
hodnota pravdépodobnost chyby 1. druhu. Je tedy zadouci, aby jeji hodnota
byla nizsi nez hladina vyznamnosti 0,05. Tento pozadavek je pokazdé splnén,
nebot nejvysi hodnota je FFPR = 0,0137. Navic se maximélni hodnota F'PR od
kontaminace souboru ¢islem 5 ustalila na hodnoté FFPR = 0,0134. Obdobné to
plati i pro median, jehoz hodnota se od a = 6 ustélila na 0,0095.

Nakonec se podivame jesté na miru falesného objevu (FDR). Jeji minimalni
hodnota s rostoucim a podle ocekavani klesa, nejvyraznéji opét mezi o = 2

a o = 3. Pro posledni dvé hodnoty « se ustélila. Co se ty¢e maximéalni hodnoty
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FDR, tak pri kontaminaci nejmensim « dosahla maximalni hodnoty 0,75. To
znamena, ze v jednom opakovani simulace se metodé podafilo spravné oznacit
pouze 25% skutecnych odlehlych hodnot. Jedna se ale opét o jeden vyrazny ex-
trém. Vice vypovidajici je hodnota medidnu. Muzeme si také v§imnout, ze od
kontaminace ¢islem o = 4 uz byla mira falesného objevu vzdy mensi nez 0,5.
Nyni si jesté graficky znédzornime senzitivitu (7'PR) ku mife fale$né pozitivity
(FPR). Cim vice se hodnoty blizi levému hornimu rohu grafu, tim byla simulace

v

spésnéjsi v hledani odlehlych hodnot. Naopak, pokud jsou hodnoty blizko dia-

=

gonéle, tak simulace nebyla pfilis ispésna.
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Obrazek 3.1: Srovnani TPR a FPR pro prvni dva kontaminované datové soubory.
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V grafech 3.1 mame vysledky pro kontaminaci ¢isly « = 2 a a = 3. Mezi
hodnotami zobrazenymi v téchto dvou grafech doslo k vyraznému skoku, pii kon-
taminaci ¢islem 3 hodnoty viditelné ,,poskoc¢ily* smérem k levému hornimu rohu.
S rostouci kontamina¢nim ¢&islem o potom dochézelo k ocekavanému zlepSeni
a tedy 1 uspésnéjsi identifikaci odlehlych hodnot. Na obréazcich 3.2 mtuzeme vidét

vyvoj pro zbyvajici hodnoty .

Poznamka 3.1.5. Dle ocekavani byla metoda DDC schopné najit témér vsechny
odlehlé hodnoty po kontaminaci ¢islem 10. Je nutné si ale uvédomit, ze konta-
minované prvky byly opravdu znatelné odlisné od prvku d¢istych, coz analyzu

vyrazné usnadiuje.
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3.2. Trikrokova regrese a strilejici S-odhad—simulac¢ni
studie

Nyni se blize podiviame na dalsi dvé metody uvedené v této praci. Budeme ten-
tokrat pracovat se vSemi Sesti vytvorenymi datovymi soubory, ne pouze

s jednim jako v simula¢ni studii pro metodu DDC. Uvazujme regresni model

}/Z':XIT,B—F&;

proi = 1,...,n, kde chyby &; jsou nezavislé a stejné rozdélené a x; = (w1, ..., T;p)".

Absolutni ¢len uvazujeme jako nulovy. Koeficienty 3 byly nagenerovany z rovno-
mérného rozdéleni. Postupné byly vypocitany odhady koeficienti pomoci t¥ikro-
kové regrese a stiilejictho S-odhadu (s vyuzitim obou ztatovych funkei) pro vsechny
nagenerované datové soubory, a to jak pro datové soubory postupné kontamino-
vané vSemi hodnotami «, tak pro ty ¢isté. Vliv odlehlych pozorovani na vypoci-
tané koeficienty budeme sledovat pomoci stredni ctvercové chyby vypocitané ze

vztahu

kde N znaci pocet simulaci a Bj(m) je odhad koeficientu B](-m) pro m-tou simulaci,

m =1,..., N. Provedenych simulaci bylo opét 100 pro kazdé a.

Podivejme se nejprve na dva ,nejextrémnéjsi datové soubory, a to nejmensi
o rozmérech 50 X 5 a nejvétsi o rozmérech 500 x 10. V grafech na obrazku 3.3 je
vykresleno, jak se s rostoucim cislem o ménila stfedni ¢tvercova chyba odhadi
parametri. Pro oba dva datové soubory vychazela stfedni ¢tvercova chyba velmi
mald postupné pro vSechna « pii vypoctech vSemi tfemi metodami. V pripadé
mensiho datového souboru ovsem miizeme pozorovat vétsi vykyvy v hodnotéach.
Vétsi chyba vychazela v pripadé vypoctu odhadu koeficienti pomoci t¥ikrokové
regrese. Strilejici S-odhad daval nepatrné lepsi vysledky pii vyuziti Tukey’s biwei-

ght ztratové funkce. Na druhou stranu, v piipadé datového souboru 500 x 10
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Obréazek 3.3: MSE pro datové soubory o rozmérech 50 x 5 a 500 x 10.

vychézela nejmensi chyba pro odhady vypocitané pomoci tiikrokové regrese. Je
nutné si ale uvédomit, ze v obou pripadech se stfedni ¢tvercovéa chyba pohybovala
v opravdu velmi malych hodnotéch, tudiz i rozdily mezi vypocitanymi odhady
jsou velmi malé.

Déle se zamérime na datové soubory se 100 pozorovanimi a s postupné 10
a 20 proménnymi. Stfedni ¢tvercova chyba pro tyto datové soubory je znazornéna
v grafech na obrézku 3.4. Zde je situace zajimavéjsi. V obou piipadech s rostoucim
a vyrazné rostla chyba u odhadu tiikrokové regrese. Pro datovy soubor s mensi
dimenz{ zacala chyba rist od o = 3, kdezto v pripadé vétsiho datového souboru
muzeme pozorovat narist chyby jiz od o = 2. Nejvyssi hodnota stfedni ¢tvercové
chyby pro mensi datovy soubor je 0,4790, kdezto pro datovy soubor s 20 promén-
nymi vzrostla az na hodnotu 1,1953 (hodnoty obou chyb v ptipadé o = 10). Navic
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Obrazek 3.4: MSE pro datové soubory o rozmérech 100 x 10 a 100 x 20.

u datového souboru s vétsim poctem proménnych muzeme pozorovat lehky na-
rust chyby pro strilejici S-odhad se ztratovou funkci skipped Huber. V. mensim
datovém souboru jsou chyby pro stfilejici S-odhad velmi malé a témér stejné
pro oba typy odhadi.

Posledni datové soubory jsou ty o rozmérech 200 x 10 a 200 x 20. Tak jako
v predchozim pripadé, i zde jsou chyby pro stfilejici S-odhad v mensim datovém
souboru témér shodné a velmi malé. Opét vzrostla chyba pro odhady trikrokoveé
regrese, ale tentokrat az od hodnoty oo = 7, pro mensi hodnoty « byly chyby srov-
natelné jako chyby pro strilejici S-odhady. Nejvyssi hodnota chyby byla 0,0927
pro o = 10 pro odhad tiikrokové regrese. V datovém souboru s 20 proménnymi
opét pozorujeme vyraznéjsi a rychlejsi narust chyby pro odkady tiikrokové re-

grese. Co se tyce strilejiciho S-odhadu, tak s rostoucim « chyba pro oba odhady
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Obrazek 3.5: MSE pro datové soubory o rozmérech 200 x 10 a 200 x 20.

mirné nartsta (vice pro odhad se skipped Huber ztratovou funkci). Velmi zaji-
mavy je markantni narust chyby pro stfilejici S-odhad se skipped Huber ztréto-
vou funkei pro o = 10, kdy hodnota dosahla 0,2633. V zadné provedené simulaci
takto ,;skokové“ chyba nenarostla.

Zavérem tedy muzeme Fict, ze témér ve vSech simulacich chyba vyraznéji rostla
pro odhady vypoéitané tiikrokovou regresi (vyjimkou je datovy soubor 500 x 10,
nicméné to je datovy soubor s mnoha pozorovanimi a malo proménnymi). VEtsi
chybu pozorujeme také v pripadé, kdy vzroste pocet proménnych v datovém

souboru.
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Kapitola 4

Aplikace metod na realna data

V této kapitole aplikujeme popsané metody na realny datovy soubor. Tim je
soubor bodyfat primo implementovany do softwaru R v knihovné mfp.

Datovy soubor bodyfat obsahuje dohromady 252 pozorovani (muzi ve véku
od 22 let do 81 let) a 16 proménnych. Zaméfuje se na procento tuku v téle
jedince stanovené pomoci vihy ¢lovéka a namérenych obvodi riznych ¢asti téla.

Pro analyzu byly zvoleny nésledujici proménné:
e brozek: hodnoty télesného tuku v procentech
e age: vék pozorovaného jedince
e neck (N): obvod krku
e chest (CH): obvod hrudniku
e abdomen (ABD): obvod bficha
e hip (H): obvod bokiti
e thigh (T): obvod stehna
e knee (K): obvod kolena
e ankle (A): obvod kotniku

e biceps (B): obvod bicepsu
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e forearm (F): obvod predlokti
e wrist (W): obvod zapésti

Vs8echny hodnoty namérenych obvodi jednotlivych ¢asti téla jsou uvedeny v centi-
metrech. Proménna brozek byla pfed samotnou analyzou transformoviana pomoci

logitové transformace, tj.:
> logit(bodyfat$brozek, percents=TRUE)

Vybrany datovy soubor byl vyuzit ke dvéma analyzam. Nejprve byl zkoumam
soubor, na kterém byla provedena pouze logitova transformace proménné brozek.
Déle byl analyzovan soubor, kde kromé transformace prvni proménné byly ostatni
proménné transformovany pomoci log-transformace, coz se jevi jako vhodnéjsi
vzhledem k puvodnimu (podilovému) méfitku proménnych. Datovy soubor bez

pouziti log-transformace je k nahlédnuti v piiloze A.

4.1. Analyza datového souboru bez log-transformace
proménnych

Nejprve tedy budeme zkoumat vybrany datovy soubor, aniz bychom jeho
proménné transformovali (vyjimku tvori proménné brozek). Abychom mohli po-
uzit metodu DDC, je tfeba nejprve ovérit, zda datovy soubor pochézi z mnoho-
rozmérného norméalntho rozdéleni. Abychom si o tomto udélali alesponn hrubou
predstavu, vykreslime si Q-Q grafy pro jednotlivé proménné. Tyto grafy jsou k
nahlédnuti v priloze B.

Na zékladé vykreslenych Q-Q grafi normalitu jednotlivych proménnych i pres
nékteré nedostatky nezamitame, a tudiz mizeme na datovy soubor aplikovat

metodu DDC. Pomoci jednoduchého piikazu
> DDC1<-DetectDeviatingCells(bodyfat,DDCpars)

provedeme pifslusny vypocet. Podivejme se nyni, kolik prvki metoda oznacila

jako odlehlé hodnoty a jestli byly jako odlehlé oznaceny i nékteré radky.
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> I1<-DDC1$indcells # indexy prvkid, které byly analyjzou
oznaCeny jako odlehlé hodnoty

> IR1<-DDC1$indrows # indexy tadkl, které byly oznaleny jako odlehlé

Celkem bylo jako odlehlé hodnoty oznaceno 71 prvki. Navic byl oznacen také
jeden cely fadek (jedno pozorovani), a to radek ¢islo 39. V grafu 4.1 jsou tyto
odlehlé hodnoty nézorné zobrazeny. Do grafu byla vybrana pouze ta pozorovani,
ktera obsahovala alespon jednu oznacenou odlehlou hodnotu. Vzorovy kéd pro

vytvoreni cellmap je nasledujici:

> indexDDCcellsl = matrix(FALSE,nrow=nl,ncol=d1)
> indexDDCcells1[DDC1$indcells] = TRUE
> ggpcol = cellMap(D=DDC1$remX,

+ R=DDC1$stdResid,

+ indcells=which(indexDDCcells1==TRUE),
+ indrows=DDC1$indrows,

+ xlabels=colnames (DDC1$remX) ,

+ ylabels=rownames (DDC1$remX) ,

+ mTitle="BodyFat_bez_transformace",

+ yshowindex=yshowindex,

+ showVals="D",

+ hjustYlabels=0.5)

> plot(ggpcol)

Poznamka 4.1.1. Symbol n1 znad¢i pocet fadki matice remX, d1 pocet jejich
sloupcti. Parametr showVals urcuje, zda budou v polickach vypsany hodnoty

vstupni matice dat ("D"), nebo rezidua ("R").

Cervend oznacené policko znamena, ze hodnota na dané pozici byla metodou
vyhodnocena jako priilis vysoka. Naopak modfe oznac¢ené policko je na zékladé
vypocti metody prilis nizkd hodnota. Pokud je cely fadek oznacen cerné, tak je
dané pozorovani vyhodoceno jako odlehlé. Zluté hodnoty jsou potom ty hodnoty,
které nijak nevybocuji.
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Obréazek 4.1: Cellmap pro datovy soubor bodyfat (bez transformace proménnych).

Miizeme si povSimnout, ze vétsina vykreslenych pozorovani obsahuje pouze jednu
oznacenou odlehlou hodnotu. Vyraznéji se projevila pozorovani 36, 39 a 41. Tato
tfi pozorovani maji vSechna zvysSené hodnoty v proménnych chest, abdomen
a hip. Pozorovani 39 se zda byt hodné extrémni, nebot vétsina jeho hodnot je
oznacena jako zvysené. Navic jej metoda oznacila jako cely radek. Pozornost si
zaslouzi i pozorovani 41, nebot polovina jeho hodnot byla taktéz oznacena jako
vysoké odlehlé hodnoty. Zajimava je také podobnost pozorovani 216 a 242, je-
jichz oznacené zvysené hodnoty jsou shodné v proménnych chest, abdomena hip.
Nicméné oproti pozorovani 39 a 41 neptisobi jako vyrazné extrémy.

Nyni pfistoupime k vypoctum koeficientu trikrokové regrese a stfilejiciho
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S-odhadu. Uvazujme model

logit(brozek) = By + frage + Paneck + Bszchest + fyabdomen + Bship + Pethigh+
+ Brknee + Bgankle + Bobiceps + Lo forearm + Briwrist + €

Vypocet regresnich koeficientii provedeme pomoci nasledujicich piikazi:

# Vypolet koeficientd trikrokové regrese

> BF.3s<-robreg3S(y=bodyfat$brozek,x=as.matrix(subset (bodyfat,

+ select=-brozek)))

> BF.3s$coef

# Strilejici S-odhad uzitim funkce Tukey’s biweight

> BF.shooting <- shooting(x=as.matrix(subset(bodyfat,select=-brozek)),
+ y=bodyfat$brozek)

> BF.shooting$coef

# Strilejici S-odhad uZitim funkce skipped Huber

> BF.shooting.Huber<-shooting(x=as.matrix(subset(bodyfat,select=-brozek)),
+ y=bodyfat$brozek, k=2.176922, method=’skHuber’)

>BF .shooting.Huber$coef

Poznamka 4.1.2. Funkce Tukey’s biweight je pro vypocet nastavena jako vy-
chozi. Chceme-li pouzit funkci skipped Huber, je tfeba do prikazu doplnit piislusny

parametr.

V tabulce 4.1 jsou uvedeny vSechny vypocitané koeficienty a jejich smérodatné
odchylky. Pro srovnani jsou uvedeny i hodnoty koeficient spocitané klasickou

metodou nejmensich ¢tverci.

Poznamka 4.1.3. Sloupec 3S oznacuje koeficienty vypocitané pomoci tiikrokové
regrese, sloupce shooting - T.bw. a shooting - skH. stiilejici S-odhady ziskané
postupné s vyuzitim funkci Tukey’s biweight a skipped Huber a ve sloupci LS jsou
koeficienty vypocitané metodou nejmensich ¢tverci. Pro vSechny koeficienty jsou

potom ve sloupcich oznac¢enych jako sd uvedeny jejich smérodatné odchylky.
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3S shooting - T.bw. | shooting - skH. LS

Proménna | koef. sd koef. sd koef. sd koef. sd
(Intercept) | -2,6070 | 0,0186 | -2,6207 | 0,0164 | -2,6441 | 0,0162 | -2,6213 | 0,0182
age 0,0057 | 0,0015 | 0,0056 | 0,0013 | 0,0049 | 0,0013 | 0,0059 | 0,0014
neck -0,0311 | 0,0077 | -0,0336 | 0,0068 | -0,0346 | 0,0067 | -0,0422 | 0,0075
chest -0,0090 | 0,0022 | -0,0072 | 0,0019 | -0,0068 | 0,0019 | -0,0044 | 0,0022
abdomen | 0,0523 | 0,0017 | 0,0490 | 0,0015 | 0,0496 | 0,0015 | 0,0529 | 0,0017
hip -0,0168 | 0,0026 | -0,0115 | 0,0023 | -0,0148 | 0,0023 | -0,0271 | 0,0025
thigh 0,0225 | 0,0035 | 0,0178 | 0,0031 | 0,0202 | 0,0031 | 0,0263 | 0,0035
knee -0,0086 | 0,0077 | -0,0228 | 0,0068 | -0,0202 | 0,0067 | -0,0044 | 0,0076
ankle -0,0071 | 0,0110 | 0,0103 | 0,0097 | 0,0111 | 0,0096 | 0,0041 | 0,0108
biceps 0,0187 | 0,0062 | 0,0117 | 0,0054 | 0,0081 | 0,0054 | 0,0072 | 0,0060
forearm 0,0053 | 0,0092 | 0,0207 | 0,0081 | 0,0226 | 0,0080 | 0,0291 | 0,0090
wrist -0,0941 | 0,0199 | -0,0985 | 0,0176 | -0,0914 | 0,0173 | -0,0971 | 0,0196

Tabulka 4.1: Odhadnuté regresni koeficienty pro datovy soubor bodyfat.

Pro srovnani odhadi jesté vypocitame jejich ¢tvercové normované vzdalenosti [10]

p
n- Z<BJ’A - Bj,B)Q . MAD(:UU, Ce 7xnj)2-
7=1

Jejich prehled je v tabulce 4.2.

LS

Odhad 3S | shooting - T.bw. | shooting - skH. LS
35 - 1,5001 1,2852 2,4953
shooting - T.bw. - 0,2079 3,6925
shooting - skH. - 2,3973

Tabulka 4.2: Ctvercové normované vzdalenosti pro dvojice vektoru koeficientii.

Nejprve se budeme vénovat vysledkiim v tabulce 4.1. Pfi pohledu na vypo-

¢itané smérodatné odchylky jednotlivych koeficient si mtizeme povSimnout, ze

koeficienty vypocitané pomoci tiikrokové regrese a metody nejmensich ¢tvercii

23




maji ve vSech ptripadech smérodatnou odchylku nepatrné vyssi nez ty, které byly
vypo¢itany pomoci stfilejiciho S-odhadu (ty se od sebe lisi pouze minimalné).
Ve v8ech pripadech vysla nejvétsi smérodatna odchylka pro proménnou wrist.

Co se tyce samotnych regresnich koeficientti, ve vSech pfipadech vysla nejvyssi
hodnota pro proménnou abdomen. Z toho mizeme usuzovat, ze se tuk ve vétsiné
pripadi nejvice ukladé v oblasti bricha, a tudiz se obvod bficha vyrazné promitne
na kone¢né hodnoté procent tuku v téle. Podobné se projevily i proménné thigh
a forearm. Zajimavé ovSem je, ze koeficient pro proménnou forearm vysel vyrazné
mensi pii vypoctu tiikrokovou regresi nez pii vypoctech zbyvajicimi metodami.
Za povsimnuti stoji taktéz rozdil v koeficientech proménné ankle, nebot pomoci
trikrokové regrese vySel tento koeficient zaporny, ale pii vypoctech ostatnimi
metodami vysel vzdy kladny.

Podivejme se nyni jesté na ¢tvercové normované vzdalenosti pro jednotlivé
dvojice vektoru koeficientti. Podle o¢ekévani jsou vSechny robustni odhady nej-
vice odlisné pravé od odhadi pomoci metody nejmensich ¢tvercii. Nejblize jsou
si oba strilejici S-odhady, coz se dalo ocekavat, nebot jde o vypocetné stejné
odhady, rozdil je pouze v pouzité ztratové funkci. Nejvétsi rozdil mizeme pozo-
rovat mezi st¥ilejicim S-odhadem s Tukey’s biweight funkei a odhadem nejmensich
¢tvercu. Odhady vypocitené pomoci titkrokové regrese jsou o néco bliz stiflejicim
S-odhadtim s vyuzitim Huberovy funkce nez s vyuzitim Tukey’s biweight. Tento

rozdil nicméné neni piilis vyrazny.

4.2. Analyza datového souboru po log transformaci

V této ¢asti budeme analyzovat opét datovy soubor bodyfat, ale s tim rozdi-
lem, Ze vSechny proménné transformujeme pomoci log-transformace (na promén-
nou brozek je opét pouzita logitova transformace).

Tak jako v pfedchozi podkapitole, opét si nejdiive vykreslime Q-Q grafy
(v priloze C) , abychom ovéfili normalitu jednotlivych proménnych a mohli tak
na datovy soubor aplikovat metodu DDC.

Normalitu tak jako u dat bez log-transformace nezamitame. Piejdeme tedy
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k identifikaci odlehlych hodnot pomoci metody DDC. Koéd je analogicky jako

pro datovy soubor bez transformace.
> DDC2<-DetectDeviatingCells(bodyfat.T,DDCpars)
Opét si zobrazime, které hodnoty byly metodou oznaceny jako odlehlé.

I2<-DDC2%indcells
IR2<-DDC2%$indrows

Nyni metoda oznacila jako odlehlé hodnoty celkem 67 prvki, coz je sice méné
nez v predchozim vypoctu, ale nikterak vyrazné. Vyraznéjsim rozdilem je fakt,
ze byly oznaceny dohromady dva celé tadky jako odlehlé. K pozorovani 39, které
bylo takto oznaceno v predchozim vypoctu, pribylo i pozorovani ¢islo 3. Vysledky
si opét graficky zobrazime na obrazku 4.2.

Podobné jako v predchozich vypoctech, i zde vétsina zobrazenych pozorovani
obsahuje pouze jednu ¢i dvé hodnoty oznacené jako odlehlé. U pozorovani 36 a 41
jiz nepozorujeme tolik hodnot oznacenych jako vyrazné zvysSené, jako tomu bylo
v predchozich vypoctech. Dale také vypadla podobnost pozorovani 216 a 242,
u kterych drive vysly tii odlehlé hodnoty ve shodnych proménnych. Pro pozoro-
vani 242 metoda nyni neoznacila zddnou hodnotu jako odlehlou, a tudiz neni ani
vykreslené v grafu.

Déle budeme opét pokracovat vypoctem koeficientu tiikrokové regrese a stii-

lejictho S-odhadu. Uvazujme nyni model

logit(brozek) = By + Pilog(age) + Balog(neck) + Pslog(chest) + Salog(abdomen)+
+ Bslog(hip) + Bslog(thigh) + Brlog(knee) + Bslog(ankle)+
+ Bolog(biceps) + Biplog(forearm) + Biilog(wrist) 4

Kod pro vypocty odhadii regresnich koeficientii je analogii kodu z predchozi pod-
kapitoly.

# Vypolet koeficientd trikrokové regrese

> BF.T.3s<-robreg3S(y=bodyfat.T$brozek,x=as.matrix(subset(bodyfat.T,
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Obrazek 4.2: Cellmap pro datovy soubor bodyfat (log-transformace proménnych).

+ select=-brozek)))

> BF.T.3s$coef

# Strilejici S-odhad uzitim funkce Tukey’s biweight

> BF.T.shooting <- shooting(x=as.matrix(subset(bodyfat.T,select=-brozek)),
+ y=bodyfat.T$brozek)

> BF.T.shooting$coef

# Strilejici S-odhad uZitim funkce skipped Huber

> BF.T.shooting.Huber<-shooting(x=as.matrix(subset(bodyfat.T,

+ select=-brozek)), y=bodyfat.T$brozek, k=2.176922, method=’skHuber’)

> BF.T.shooting.Huber$coef

Prehled v8ech vypocitanych koeficient spoleéné s koeficienty vypocitanymi me-
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todou nejmensich ¢tverct je uveden v tabulce 4.3.

3S shooting - T.bw. | shooting - skH. LS

Proménna | koef. sd koef. sd koef. sd koef. sd
(Intercept) | -9,2461 | 0,0177 | -9,0604 | 0,0154 | 9,5801 | 0,0135 | -9,3900 | 0,0175
age 0,2209 | 0,0607 | 0,2213 | 0,0528 | 0,1966 | 0,0463 | 0,2209 | 0,0601
neck -1,1935 | 0,2802 | -1,2838 | 0,2437 | -1,5687 | 0,2135 | -1,5758 | 0,2771
chest -0,8575 | 0,2165 | -0,5926 | 0,1882 | -0,4605 | 0,1649 | -0,4394 | 0,2141
abdomen | 4,8529 | 0,1565 | 4,5985 | 0,1361 | 4,5996 | 0,1193 | 5,0054 | 0,1548
hip -1,5249 | 0,2572 | -1,2323 | 0,2236 | -1,2424 | 0,1960 | -2,2181 | 0,2543
thigh 1,0888 | 0,2054 | 0,9761 | 0,1786 | 1,1370 | 0,1565 | 1,4225 | 0,2031
knee -0,3541 | 0,2872 | -0,8177 | 0,2497 | -0,9878 | 0,2189 | -0,4444 | 0,2840
ankle -0,1471 | 0,2571 | 0,1162 | 0,2235 | 0,2845 | 0,1959 | 0,0737 | 0,2543
biceps 0,6262 | 0,1901 | 0,3578 | 0,1653 | 0,3894 | 0,1449 | 0,2775 | 0,1880
forearm 0,0771 | 0,2480 | 0,5899 | 0,2156 | 0,5778 | 0,1890 | 0,6093 | 0,2453
wrist -1,6376 | 0,3483 | -1,8879 | 0,3028 | -1,7329 | 0,2654 | -1,7086 | 0,3444

Tabulka 4.3: Odhadnuté regresni koeficienty pro datovy soubor bodyfat po log-
transformaci proménnych.

Nejprve se opét podivame na smérodatné odchylky jednotlivych koeficient.
Tak jako v predchozim piipadé, i nyni maji odhady spocitané tiikrokovou re-
gresi a metodou nejmensich ¢tverct vétsi smérodatné odchylky nez ty vypoci-
tané pomoci strilejictho S-odhadu. Nicméné nyni miZzeme pozorovat vétsi rozdil
mezi smérodatnymi odchylkami pro odhady spocitané sttilejicim S-odhadem nez
v pfedchozim piipadé. Nejveétsi smérodatnou odchylku opét pozorujeme u koefi-
cientli proménné wrist.

Podivejme se nyni na samotné hodnoty regresnich koeficientti. Také v tomto
pripadé muzeme na zakladé spocitanych koeficientii usuzovat, ze nejvice se tuk
uklada v oblasti bficha. Podobné je to také s proménnymi thigh a forearm. Shodné
s predchozim pfipadem také pozorujeme, ze koeficient proménné forearm opét
vysel vypoctem tiikrokové regrese prekvapivé nizky vzhledem k vypocétim pomoci
ostatnich metod. Taktéz si opét povSimnéme rozdilu ve znaménku koeficientii pro

proménnou ankle. TTikrokovou regresi jsme opét ziskali koeficient zaporny, kdezto
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ostatni metody jej urcily jako kladny.

Odhad 3S | shooting - T.bw. | shooting - skH. LS
3S - 1,2223 1,6729 1,7921
shooting - T.bw. - 0,2327 2,0318
shooting - skH. - 1,8796
LS -

Tabulka 4.4: Ctvercové normované vzdalenosti pro dvojice vektoru koeficientii.

Oproti vypoc¢tim v pfedchozi podkapitole si miizeme v tabulce 4.4 povsimnout,
ze nyni je vétsi rozdil mezi koeficienty t¥ikrokové regrese a st¥ilejicimi S-odhady se
skipped Huber funkci. Tento rozdil ale neni ptilis vyrazny. Tak jako v pfedchozim
piipadé, i nyni je nejvétsi rozdil mezi koeficienty stiilejictho S-odhadu s Tukey’s
biweight funkci a koeficienty odhadnutymi pomoci metody nejmensich ¢tverct.
Zavérem jesté srovname vysledky regrese z této a predchozi podkapitoly.
Shodné vyslo, Ze se tuk patrné nejvice ukldda v oblasti bficha, stehen a pred-
lokti, pri¢emz bricho vyslo v obou pfipadech jako ,nejrizikovéjsi partie”. Vy-
raznéjsi rozdily mezi vysledky obou vypoctu se neobjevily, pouze se mirné lisily
efekty nékterych vysvétlujicich proménnych jakoz i ¢tvercové normované vzdale-

nosti mezi vektory regresnich koeficienti.
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Zaver

Prvni kapitolu této prace jsem vénovala zakladim robustni statistiky, aby si
i ¢tenar, ktery se zatim s touto teorii nesetkal, udélal zakladni ptrehled
o dané oblasti statistiky. Dale jsem se vénovala problematice odlehlych pozorovani
a predstavila dva modely kontaminace dat.

Ve druhé kapitole jsem se vénovala tfem robustnim metodam pro préci s da-
tovymi soubory obsahujicimi odlehlé hodnoty. Postupné jsem popsala metodu
Detect Deviating Cells, stfilejici S-odhad a tiikrokovou regresi. Pro kazdou me-
todu jsem také popsala jeji algoritmus. Z téchto tii mi jako nejvice intuitivni
prisel algoritmus metody Detect Deviating Cells.

Ve treti kapitole jsem se zaméfila na simulaéni studii. Vytvorila jsem si nékolik
datovym souborti, na které jsem nasledné aplikovala metody popsané
ve druhé kapitole a vysledky zhodnotila. Prekvapilo mé, Ze odhady spocitané
pomoci tiikrokové regrese se v simula¢ni studii ukédzaly mnohem vice nachylné
na vyskyt odlehlych hodnot v datovém souboru nez odhady spocitané pomoci
stiflejicitho S-odhadu. Necekanym zjisténim byl také nahly skokovy narist MSE
stiilejictho S-odhadu s funkci skipped Huber v datovém souboru o rozmérech
200 x 20 pri nejvyssi pouzité kontaminaci dat.

V posledni, ¢tvrté kapitole, jsem se vénovala aplikacim popsanych metod
na realny datovy soubor. Provedla jsem dvé analyzy, nejprve pro datovy soubor
bez transformace proménnych a poté pro datovy soubor, jehoz proménné byly
transformovany log-transformaci. Vysledky se lisily pfedevSsim v poctu radki,
které metoda DDC oznacila jako odlehlé. Pti pouziti metody DDC na datovy

soubor bez pouziti log-transformace se také vice pozorovani jevilo jako nestan-
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dardni.

Tato prace pro mé byla velmi pfinosna, nebot jsem prostudovala nové metody,
se kterymi jsem se diive nesetkala. Vyzvou pro mé byla simula¢ni studie, protoze
jsem ji doposud neprovadéla. Navic jsem nékolikrat celila problému, Ze vytvoreny
datovy soubor nebyl vhodnych rozmért, coz zptisobilo vypocetni selhani metod
a musela jsem vytvorit datovy soubor jiny. Velmi se mi libil graficky vystup

metody DDC, ktery je ndzorny a snadno interpretovatelny.
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Priloha A

Datovy soubot bodyfat bez transformace proménnych (mimo brozek).

brozek | age | N CH | ABD H T K A B F \%%
-1,7768 | 23 | 36,2 93,1 | 85,2 | 945 | 59 | 37,3 (21,9 | 32 | 274 | 17,1
-2,3069 | 22 | 38,5 | 93,6 83 98,7 | 58,7 | 37,3 | 23,4 | 30,5 | 28,9 | 18,2
-1,0627 | 22 | 34 | 95,8 | 87,9 | 99,2 | 59,6 | 38,9 | 24 | 28,8 | 25,2 | 16,6
-1,9138 | 26 | 37,4 | 101,8 | 86,4 | 101,2 | 60,1 | 37,3 | 22,8 | 32,4 | 29,4 | 18,2
-0,8998 | 24 | 344 | 97,3 100 | 101,9 | 63,2 | 42,2 | 24 | 32,2 | 27,7 | 17,7
-1,2616 | 24 | 39 | 104,5| 944 | 107,.8 | 66 42 1256 | 35,7 | 30,6 | 18,8
-1,3523 | 26 | 36,4 | 105,1 | 90,7 | 100,3 | 58,4 | 38,3 | 22,9 | 31,9 | 27,8 | 17,7
-1,7615 | 25 | 37,8 | 99,6 | 88,5 | 97,1 | 60 | 39,4 |23,2]30,5| 29 | 188
-2,5349 | 25 | 38,1 | 100,9 | 825 | 99,9 | 629 | 38,3 | 23,8 | 35,9 | 31,1 | 18,2
-1,8236 | 23 | 42,1 | 99,6 | 88,6 | 104,1 | 63,1 | 41,7 | 25 | 356 | 30 | 19,2
-2,2396 | 26 | 38,5 | 101,56 | 83,6 | 98,2 | 59,7 | 39,7 | 25,2 | 32,8 | 29,4 | 18,5
-2,1349 | 27 | 39,4 | 103,6 | 90,9 | 107,7 | 66,2 | 39,2 | 25,9 | 37,2 | 30,2 | 19
-1,2671 | 32 | 38,4 | 102 91,6 | 103,9 | 63,4 | 38,3 | 21,5 | 32,5 | 28,6 | 17,7
-1,2506 | 30 | 39,4 | 104,1 | 101,8 | 108,6 | 66 | 41,5 | 23,7 | 36,9 | 31,6 | 18,8
-1,2018 | 35 | 40,5 | 101,3 | 96,4 | 100,1 | 69 39 | 23,1 36,11 30,5 18,2
-1,2671 | 35 | 36,4 | 99,1 | 928 | 99,2 | 63,1 | 38,7 | 21,7 | 31,1 | 26,4 | 16,9
-0,8859 | 34 | 389 |101,9 | 96,4 | 105,2 | 64,8 | 40,8 | 23,1 | 36,2 | 30,8 | 17,3
-1,1648 | 32 | 42,1 | 1076 | 97,5 107 | 66,9 | 40 | 24,4 | 38,2 | 31,6 | 19,3
-1,5303 | 28 | 38 | 106,8 | 89,6 | 1024 | 64,2 | 38,7 | 22,9 | 37,2 | 30,5 | 18,5
-1,5045 | 33 | 40 | 106,2 | 100,5 | 109 | 65,8 | 40,6 | 24 | 37,1 | 30,1 | 18,2
-1,3523 | 28 | 39,1 | 103,3 | 95,9 | 104,9 | 63,5 | 38 |22,1|325|30,3 | 18,4
-1,5831 | 28 | 41,3 | 111,4 | 98,8 | 104,8 | 63,4 | 40,6 | 24,6 | 33 | 32,8 | 19,9
-1,5565 | 31 | 33,9 | 86 76,4 | 94,6 | 57,4 | 35,3 | 22,2 | 27,9 | 25,9 | 16,7
-1,4358 | 32 | 35,5 | 86,7 80 93,4 | 54,9 | 36,2 | 22,1 | 29,8 | 26,7 | 17,1
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brozek | age | N CH | ABD H T K A B F \%%
-1,659 | 28 |34,5| 90,2 | 76,3 | 958 | 584|355 (229 31,1 | 28 | 17,6
-2,6068 | 27 | 35,7 | 89,6 | 79,7 | 96,5 | 55 | 36,7 | 22,5 | 29,9 | 28,2 | 17,7
-2,1349 | 34 | 36,2 | 88,6 | 74,6 | 85,3 | 51,7 |34,7 214|287 | 27 | 16,5
-1,1648 | 31 | 388 | 974 | 88,7 | 94,7 | 57,5 | 36 21 | 29,2 | 26,6 | 17
-2,5921 | 27 [ 364 | 93,5 | 73,9 | 88,5 | 50,1 | 34,5 |21,3]30,5|27,9 | 172
-2,0476 | 29 | 36,7 | 974 | 83,5 | 98,7 | 58,9 | 35,3 | 22,6 | 30,1 | 26,7 | 17,6
-1.8 32 | 38,7 |100,5 | 88,7 | 99,8 | 57,5 | 38,7339 | 325|277 |184
-2,354 | 29 | 37,3 | 93,5 | 84,5 | 100,6 | 58,5 | 38,8 | 21,5 | 30,1 | 26,4 | 17,9
-1,7167 | 27 | 38,1 | 93 79,1 | 94,5 | 57,3 | 36,2 | 245 | 29 30 | 18,8
-1,2451 | 41 | 39,8 | 111,7 | 100,5 | 108,3 | 67,1 | 44,2 | 25,2 | 37,5 | 31,5 | 18,7
-0,7517 | 41 | 42,1 | 117 | 1156 | 116,1 | 71,2 | 43,3 | 26,3 | 37,3 | 31,7 | 19,7
-0,4561 | 49 | 38,4 | 118,5 | 113,1 | 113,8 | 61,9 | 38,3 | 21,9 | 32 | 298 | 17
-1,1029 | 40 | 38,5 | 106,5 | 100,9 | 106,2 | 63,5 | 39,9 | 22,6 | 35,1 | 30,6 | 19
-0,9137 | 50 | 42,1 | 105,6 | 98,8 | 104,8 | 66 | 41,5 | 24,7 | 33,2 | 30,5 | 19,4
-0,6362 | 46 | 51,2 | 136,2 | 148,1 | 147,7 | 87,3 | 49,1 | 29,6 | 45 29 | 214
-0,743 | 50 | 40,2 | 114,8 | 108,1 | 102,5 | 61,3 | 41,1 | 24,7 | 34,1 | 31 | 18,3
-0,6657 | 45 | 43,2 | 128,3 | 126,2 | 125,6 | 72,5 | 39,6 | 26,6 | 36,4 | 32,7 | 21,4
-0,7257 | 44 | 36,6 | 106 | 104,3 | 115,5 | 70,6 | 42,5 | 23,7 | 33,6 | 28,7 | 17,4
-0,7824 | 48 | 37,3 | 113,3 | 111,2 | 114,1 | 67,7 | 40,9 | 25 | 36,7 | 29,8 | 18,4
-0,7648 | 41 | 41,5 | 106,6 | 104,3 | 106 65 | 40,2 | 23 | 358 | 31,5 | 18,8
-2,145 | 39 | 31,5 | 85,1 76 88,2 | 50 | 34,7 | 21 |26,1] 23,1 16,1
-1,6661 | 43 | 35,7 | 96,6 | 81,0 | 97,2 | 584 | 38,2 | 23,4 | 29,7 | 27,4 | 18,3
-1,8886 | 40 | 33,6 | 88,2 | 73,7 | 88,5 | 53,3 |34,5 225|279 26,2 | 17,3
-2,366 | 39 | 34,6 | 89,8 | 79,5 | 92,7 | 52,7 |37,5| 21,9 | 288 | 26,8 | 17,9
-1,7167 | 45 | 32,8 | 923 | 834 | 90,4 | 52 | 358 | 20,6 | 28,8 | 25,5 | 16,3
-2,5489 | A7 | 34 | 834 | 704 | 87,2 | 50,6 | 344 | 21,9 | 26,8 | 25,8 | 16,8
-1,9309 | 47 | 34,9 | 90,2 | 86,7 | 98,3 | 52,6 | 37,2 | 224 | 26 | 25,8 | 17,3
-2,2506 | 40 | 34,3 | 89,2 | 779 91 51,4349 | 21 |26,7|26,1|17,2
-2,115 | 51 | 36,5 | 89,7 82 89,1 | 49,3 | 33,7 |21,4|296| 26 | 16,9
-2,2841 | 49 | 35,1 | 93,3 | 79,6 | 91,6 | 52,6 | 37,6 | 22,6 | 38,5 | 27,4 | 18,5
-2,5631 | 42 | 378 | 87,6 | 77,6 | 88,6 | 51,9 | 349|225 | 27,7 | 27,5185
-1,1753 | 54 | 39,9 | 107,6 | 100 99,6 | 57,2 | 38 22 | 3591 30,2 | 18,9
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brozek | age | N CH | ABD H T K A B F \%%

-1,2894 | 58 | 39,1 | 100 99,8 | 102,5 | 62,1 | 39,6 | 22,5 | 33,1 | 28,3 | 18,5
-0,9323 | 62 | 40,5 | 111,56 | 104,2 | 105,8 | 61,8 | 39,8 | 22,7 | 37,7 | 30,9 | 19,2
-0,7824 | 54 | 40,5 | 1154 | 105,3 97 59,1 | 38 |225]| 31,6 | 28,8 | 18,2
-1,0827 | 61 | 38,4 | 104,8 | 98,3 | 99,6 | 60,6 | 37,7 | 22,9 | 34,5 | 29,6 | 18,5
-1,0135 | 62 | 41,4 | 112,3 | 104,8 | 103,1 | 61,6 | 40,9 | 23,1 | 36,2 | 31,8 | 20,2
-0,854 | 56 | 35,6 | 102,9 | 94,7 | 100,8 | 60,9 | 38 | 22,1 | 32,5 | 29,8 | 18,3
-0,8179 | 54 | 38 | 107,6 | 1024 | 994 | 61 | 39,4 | 23,6 | 32,7 | 29,9 | 19,1
-1,0281 | 61 | 37,4 | 1053 | 99,7 | 99,7 | 60,8 | 40,1 | 22,7 | 33,6 | 29 | 188
-0,7561 | 57 | 40,1 | 105,3 | 105,5 | 108,3 | 65 | 41,2 | 24,7 | 35,3 | 31,1 | 18,4
-0,8494 | 55 | 40,9 | 103 | 100,3 | 104,2 | 64,8 | 40,2 | 22,7 | 34,8 | 30,1 | 18,7
-1,2342 | 54 | 35,6 | 90 83,9 | 93,9 | 55 | 36,1 21,7296 | 274 | 17,4
-1,6732 | 55 | 36,9 | 954 | 86,6 | 91,8 | 54,3 | 354 | 21,5 | 32,8 | 27,4 | 18,7
-2,2841 | 54 | 375 ] 89,3 | 784 | 96,1 | 56 | 37,4 | 22,4 | 32,6 | 28,1 | 18,1
-1,7315 | 55 | 36,3 | 944 | 846 | 94,3 | 51,2 | 374|216 |27,3|27,1|17,3
-1,0978 | 62 | 35,5 | 97,6 | 91,5 | 98,5 | 56,6 | 38,6 | 22,4 | 31,5 | 27,3 | 18,6
-2,0476 | 55 | 38,7 | 88,5 | 82,8 | 955 | 589 | 37,6 | 21,6 | 30,3 | 27,3 | 18,3
-2,076 | 56 | 36,4 | 93,6 | 829 | 96,3 | 52,9 | 37,5 | 23,1 29,7 | 273 18,2
-1,6948 | 55 | 33,2 | 87,7 76 88,6 | 50,9 | 35,4 | 19,1 | 29,3 | 25,7 | 16,9
-1,8236 | 61 | 36,5 | 934 | 83,3 93 |55,51352 209|294 | 27 | 16,8
-1,3935 | 61 36 | 91,6 | 81,8 | 94,8 | 54,5 | 37 | 214|293 | 27 | 18,3
-2,0665 | 57 | 38,7 | 91,6 | 788 | 94,3 | 56,7 | 39,7 | 24,2 | 30,2 | 29,2 | 18,1
-1,2018 | 69 | 38,7 | 102 95 98,3 | 55 | 38,3 | 21,8 | 30,8 | 25,7 | 18,8
-1,2342 | 81 | 378 | 96,4 | 954 | 99,3 | 53,5 | 37,5 |21,5| 314 | 26,8 | 18,3
-1,3757 | 66 | 37,4 | 102,7 | 98,6 | 100,2 | 56,5 | 39,3 | 22,7 | 30,3 | 28,7 | 19

-0,7913 | 67 | 384 | 97,7 | 958 | 97,1 | 54,8 | 38,2 | 23,7 | 294 | 27,2 | 19

-0,9845 | 64 | 38,1 | 97,1 89 96,9 | 54,8 | 38 22 1299|252 | 17,7
-1,3995 | 64 | 39,3 | 103,1 | 97,8 | 99,6 | 58,9 | 39 23 34,3296 | 19

-0,9749 | 70 | 38,7 | 101,8 | 94,9 95 56 | 36,5 | 24,1 | 31,2 | 27,3 | 19,2
-0,9797 | 72 | 38,5 ] 1014 | 99,8 | 96,2 | 56,3 | 36,6 | 22 | 29,7 | 26,3 | 18

-0,9941 | 67 | 36,5 | 98,9 | 89,7 | 96,2 | 54,7 | 37,8 | 33,7 | 324 | 27,7 | 18,2
-1,6034 | 72 | 37,7 97,5 | 8,1 | 96,9 | 57,2 | 37,7 |21,8]32,6| 28 | 188
-1,1543 | 64 | 36,5 | 104,3 | 90,9 | 93,8 | 57,8 | 39,5 | 23,3 | 29,2 | 28,4 | 18,1
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brozek | age | N CH | ABD H T K A B F \%%
-2,1051 | 46 | 38 | 97,3 86 99,3 | 61 | 384|238 |30,2]|293] 18,8
-1,6519 | 48 | 36,7 | 96,7 | 86,5 | 98,3 | 60,4 | 39,9 | 24,4 | 28,8 | 29,6 | 18,7
-1,2838 | 46 | 37,2 | 99,7 | 95,6 | 102,2 | 58,3 | 38,2 | 22,5 | 29,1 | 27,7 | 17,7
-1,4055 | 44 | 39,2 | 101,9 | 93,2 | 100,6 | 58,9 | 39,7 | 23,1 | 31,4 | 28,4 | 18,8
-2,0665 | 47 | 375 97,2 | 83,1 | 954 | 56,9 | 38,3 | 22,1 | 30,1 | 28,2 | 18,4
-1,0726 | 46 | 38 | 106,6 | 97,5 | 100,6 | 58,9 | 40,5 | 24,5 | 33,3 | 29,6 | 19,1
-2,0289 | 47 | 37,3 | 99,6 | 88,8 | 1014|574 | 39,6 | 24,6 | 30,3 | 27,9 | 17,8
-1,4542 | 53 | 41,1 | 113,2 | 99,2 | 107,5 | 61,7 | 42,3 | 23,2 | 32,9 | 30,8 | 20,4
-1,9835 | 38 | 37,5 99,1 | 91,6 | 1024 | 60,6 | 39,4 | 22,9 | 31,6 | 30,1 | 18,5
-1,897 | 50 | 38,7 | 99,4 | 86,7 | 96,2 | 62,1 | 39,3 | 23,3 | 30,6 | 27,8 | 18,2
-1,4297 | 46 | 35,9 | 95,1 | 88,2 | 92,8 | 54,7 | 37,3 | 21,9 | 31,6 | 27,5 | 18,2
-1,2018 | 47 | 40 | 107,5 94 103,7 | 62,7 | 39 | 22,3 | 35,3309 | 18,3
-1,2506 | 49 | 40,1 | 106,5 95 101,7 | 59 394|223 |322| 31 | 18,6
-1,2894 | 48 | 37 | 99,1 92 98,3 | 59,3 | 38,4 | 22,4 | 279 | 26,2 | 17

-1,3063 | 41 | 36,3 | 96,7 | 89,2 | 98,3 | 60 | 38,4 232 | 31 | 29,2184
-1,1912 | 49 | 40,7 | 103,5 | 95,5 | 101,6 | 59,1 | 39,8 | 25,4 | 31 | 30,3 | 19,7
-1,0478 | 43 | 39,6 | 104 98,6 | 99,5 | 59,5 | 36,1 | 22 | 30,1272 177
-1,4236 | 43 | 31,1 | 93,1 | 87,3 | 96,6 | 54,7 | 39 |248 | 31 | 294 | 188
-1,3465 | 43 | 38,6 | 105,2 | 102,8 | 103,6 | 61,2 | 39,3 | 23,5 | 30,5 | 28,5 | 18,1
-1,3995 | 52 | 42 110 | 101,6 | 100,7 | 55,8 | 38,7 | 23,4 | 35,1 | 29,6 | 19,1
-1,4604 | 43 | 38,5 | 110,1 | 88,7 | 102,1 | 57,5 | 40 | 24,8 | 35,1 | 30,7 | 19,2
-1,2396 | 40 | 34,2 | 97,8 | 92,3 | 100,6 | 57,5 | 36,8 | 22,8 | 32,1 | 26 | 17,3
-1,3234 | 43 | 37,2 ] 96,3 | 90,6 | 99,3 | 61,9 | 38 |22,3|33,3| 28,2 18,1
-0,9323 | 43 | 37,1 | 108 105 103 | 63,7 | 40 | 23,6 | 33,5 | 27,8 | 17,4
-1,2072 | 47 | 40,2 | 99,7 95 98,6 | 62,3 | 38,1 | 23,9 | 35,3 | 31,1 | 19,8
-1,2451 | 42 | 35,3 | 93,5 | 89,6 | 99,8 | 61,5 | 37,8 | 21,9 | 30,7 | 27,6 | 17,4
-0,9893 | 48 | 38 | 100,7 | 924 | 97,5 | 59,3 | 38,1 |21,8 | 31,8 | 27,3 | 17,5
-1,4918 | 40 | 36,3 | 97 86,6 | 92,6 | 55,9 | 36,3 | 22,1 | 29,8 | 26,3 | 17,3
-1,3063 | 48 | 36,8 | 96 90 99,7 | 58,8 | 38,4 | 22,8 | 299 | 28 | 18,1
-1,6661 | 51 | 41 | 99,2 90 96,4 | 56,8 | 38,8 | 23,3 | 33,4 | 29,8 | 19,5
-1,0281 | 40 | 38,3 | 954 | 924 | 104,3 | 64,6 | 41,1 | 24,8 | 33,6 | 29,5 | 18,5
-1,4175 | 44 | 38 | 101,8 | 87,5 101 | 58,5 (39,2 | 24,5 | 32,1 | 28,6 | 18
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brozek | age | N CH | ABD H T K A B F \%%

-0,937 | 52 | 40,8 | 104,3 | 99,2 | 104,1 | 58,5 | 39,3 | 24,6 | 33,9 | 31,2 | 19,5
-1,0527 | 44 | 39,5 | 99,2 | 98,1 | 101,4 | 57,1 | 40,5 | 23,2 | 33 | 29,6 | 18,4
-1,6171 | 40 | 36,9 | 99,3 | 83,3 | 97,5 | 60,5 | 38,7 | 22,6 | 344 | 28 | 17,6
-1,5368 | 47 | 36,9 | 94 86,1 | 95,2 | 58,1 | 36,5 | 22,1 | 30,6 | 27,5 | 17,6
-1,6732 | 50 | 37,7 | 98,9 | 84,1 94 | 585 1]36,6 | 235|344 |292 | 18

-1,4481 | 46 | 36,6 | 101 89,9 100 | 60,7 | 36 | 21,9 | 35,6 | 30,2 | 17,6
-0,9654 | 42 | 38,9 | 98,7 | 92,1 | 98,5 | 60,7 | 36,8 | 22,2 | 33,8 | 30,3 | 17,2
-1,4481 | 43 | 37,5 | 95,9 78 93,2 | 53,5 | 35,8 | 20,8 | 33,9 | 28,2 | 17,4
-1,2727 | 40 | 39,8 | 103,9 | 93,5 | 99,5 | 61,7 | 39 |21,8| 333|296 | 18,1
-1,6034 | 42 | 38,3 | 96,2 87 97,8 | 57,41 36,9 | 22,2 | 31,6 | 27,8 | 17,7
-1,4115 | 49 | 355 | 97,8 | 90,1 | 958 | 57 | 38,7 |23,2|27,5| 26,5 | 17,6
-1,1753 | 40 | 36,3 | 946 | 90,3 | 99,1 | 60,3 | 38,5 | 23 |31,2| 284 | 17,1
-1,1284 | 47 | 37,8 | 103,6 | 99,8 | 103,2 | 61,2 | 38,1 | 22,6 | 33,5 | 28,6 | 17,9
-1,0183 | 50 | 37,8 | 1004 | 89,4 | 92,3 | 56,1 | 35,6 | 20,5 | 33,6 | 29,3 | 17,3
-1,0928 | 41 | 36,5 | 984 | 87,2 | 984 | 56 | 36,9 | 23 34 1298 | 18,1
-0,9702 | 44 | 37,8 | 104,6 | 101,1 | 102,1 | 58,9 | 37,9 | 22,7 | 30,9 | 28,8 | 17,6
-1,2179 | 39 | 37 | 929 | 86,1 | 95,6 | 58,8 | 36,1 | 22,4 | 32,7 | 28,3 | 17,1
-0,8722 | 43 | 37,7 | 97,8 | 98,6 | 100,6 | 63,6 | 39,2 | 23,8 | 34,3 | 284 | 17,7
-1,1965 | 40 | 34,3 | 98,3 | 88,5 | 98,3 | 58,1 | 38,4 | 22,5 | 31,7 | 27,4 | 17,6
-1,2894 | 49 | 40,8 | 104,7 | 106,6 | 107,7 | 66,5 | 42,5 | 24,5 | 35,5 | 29,8 | 18,7
-1,0677 | 40 | 374 | 98,6 | 93,1 | 101,6 | 59,1 | 39,6 | 21,6 | 30,8 | 27,9 | 16,6
-1,4055 | 40 | 36,5 | 99,5 93 99,3 | 604 | 38,2 | 22 32 | 28,5 | 17,8
-1,1491 | 52 | 37,5 | 102,7 91 98,9 | 57,1 | 36,7 | 22,3 | 31,6 | 27,5 | 17,9
-2,0015 | 23 | 355 92,1 | 77,1 | 93,9 | 56,1 | 36,1 | 22,7 | 30,5 | 27,2 | 18,2
-1,9223 | 23 | 38 | 96,6 | 85,3 | 102,5| 59,1 | 37,6 | 23,2 | 31,8 | 29,7 | 18,3
-1,6449 | 24 | 35,7 | 92,7 | 81,9 | 953 | 564 | 36,5 | 22 | 33,5 | 28,3 | 17,3
-1,3523 | 24 | 39,2 | 102 99,1 | 110,1 | 71,2 | 43,5 | 25,2 | 36,1 | 30,3 | 18,7
-0,8631 | 25 | 40,9 | 110,9 | 100,5 | 106,2 | 68,4 | 40,8 | 24,6 | 33,3 | 29,7 | 18,4
-2,4029 | 25 | 352 923 | 76,5 | 92,1 | 51,9 | 357 | 22 | 258|252 | 16,9
-1,0577 | 26 | 40,6 | 114,1 | 106,8 | 113,9 | 67,6 | 42,7 | 24,7 | 36 | 30,4 | 18,4
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brozek | age | N CH | ABD H T K A B F \%%
-2,0015 | 26 | 354 | 929 | 776 | 93,5 | 569|359 204|316 | 29 | 178
-1,3465 | 26 | 41,8 | 108,3 | 102,9 | 114,4 | 729 | 43,5 | 25,1 | 38,5 | 33,8 | 19,6
-1,9395 | 27 | 34,1 ] 88,5 | 728 | 91,1 | 53,6 | 36,8 | 23,8 | 27,8 | 26,3 | 17,4
-1,5045 | 27 | 379 | 94 88,2 | 95,2 | 56,8 | 37,4 | 22,8 | 30,6 | 28,3 | 17,9
-1,2671 | 27 | 38,2 | 101,1 | 100,1 | 105 | 62,1 | 40 | 24,9 |33,7|29,2|19/4
-1,4604 | 28 | 35,6 | 92,1 | 83,5 | 98,3 | 57,3 | 37,8 | 21,7 | 32,2 | 27,7 | 17,7
-0,7957 | 28 | 38,5 | 105,6 | 105 | 106,4 | 68,6 | 40 | 25,2 | 35,2 | 30,7 | 19,1
-1,9482 | 28 | 37 | 98,5 | 90,8 | 102,5| 60,8 | 38,5 | 25 | 31,6 | 28 | 18,6
-1,7615 | 30 | 359 | 88,7 | 76,6 | 89,8 | 50,1 | 34,8 | 21,8 | 27 | 34,9 | 16,9
-1,1859 | 31 | 36,2 | 101,1 | 924 | 99,3 | 594 | 39 | 24,6 | 30,1 | 28,2 | 18,2
-2,0015 | 31 35 94 81,2 | 91,5 | 52,5 | 36,6 | 21 27 26,3 | 16,5
-1,6171 | 33 | 38,5 | 103,8 | 95,6 | 105,1 | 61,4 | 40,6 | 25 | 31,3 | 29,2 | 19,1
-1,7241 | 33 | 40,7 ] 98,9 | 92,1 | 103,5| 64 | 37,3 | 23,5 | 33,5 30,6 | 19,7
-1,5899 | 34 | 36 | 89,2 | 834 | 89,6 | 524 | 35,6 | 20,4 | 28,3 | 26,2 | 16,5
-0,9606 | 34 | 39,5 | 1114 | 106 | 108,8 | 63,8 | 42 |234| 34 | 31,2 | 18,5
-1,3523 | 35 | 40,5 | 107,5 | 95,1 | 104,5 | 64,8 | 41,3 | 25,6 | 36,4 | 33,7 | 19,4
-1,2179 | 35 | 385 ] 99,1 | 904 | 95,6 | 55,5 (34,2 | 21,9 | 30,2 | 28,7 | 17,7
-1,295 | 35 | 43,9 | 108,2 | 100,4 | 106,8 | 63,3 | 41,7 | 24,6 | 37,2 | 33,1 | 19,8
-0,5987 | 35 | 40,4 | 1149 | 1159 | 111,9 | 744 | 40,6 | 24 | 36,1 | 31,8 | 18,8
-1,5045 | 35 | 37,6 | 99,1 | 90,8 | 98,1 | 60,1 | 39,1 | 23,4 | 32,5 | 29,8 | 17,4
-2,6836 | 35 | 37 | 92,2 | 81,9 | 92,8 | 54,7 | 36,2 | 22,1 | 304 | 27,4 | 17,7
-3,1014 | 35 | 34 | 90,8 75 89,2 | 50 | 348 | 22 | 248|259 16,9
-1,2838 | 35 | 38,4 | 100,5 | 90,3 | 98,7 | 57,8 | 37,3 | 22,4 | 31 | 28,7 | 17,7
-1,4855 | 36 | 38,7 | 98,2 | 90,3 | 99,9 | 59,2 | 37,7 |21,5|324 | 284 | 17,8
-1,0527 | 36 | 41,5 | 115,3 | 108,8 | 1144 | 69,2 | 42,4 | 24 | 354 | 21 | 20,1
-1,9569 | 37 | 36 | 96,8 | 794 | 89,2 | 50,3 | 34,8 | 22,2 | 31 | 26,9 | 16,9
-1,7167 | 37 | 353 ] 926 | 83,2 | 96,4 | 60 | 38,1 | 22 |31,5]| 26,6 | 16,7
-0,854 | 37 | 42,1 119,2 | 110,3 | 113,9 | 69,8 | 42,6 | 24,8 | 34,4 | 29,5 | 184
-1,1859 | 38 | 38 | 102,7 | 92,7 | 101,9 | 64,7 | 39,5 | 24,7 | 34,8 | 30,3 | 18,1
-1,4855 | 39 | 42,8 | 109,5 | 104,5 | 109,9 | 69,5 | 43,1 | 25,8 | 39,1 | 32,5 | 19,9
-0,9941 | 39 | 40 | 108,5 | 104,6 | 109,8 | 68,1 | 42,8 | 24,1 | 35,6 | 29 19
-3,6636 | 40 | 33,8 | 79,3 | 69,4 85 | 47,21 33,5 20,2 | 27,7 |24,6 | 16,5
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brozek | age | N CH | ABD H T K A B F \%%
-1,8316 | 40 | 355 | 955 | 83,6 | 91,6 | 54,1 | 36,2 | 21,8 | 314 | 28,3 | 17,2
-1,7922 | 40 | 35,3 | 92,3 | 86,8 | 96,1 | 58 | 39,4 22,7 | 30 | 264 | 17,4
-1,4481 | 40 | 37,7 ] 98,9 | 90,4 | 955 | 554 | 38,9 | 224 |30,5|289 | 17,7
-2,0665 | 40 | 39,4 | 89,5 | 83,7 | 98,1 | 57,3 | 39,7 | 22,6 | 32,9 | 29,3 | 18,2
-1,1336 | 41 | 41,9 | 117,5 | 109,3 | 108,8 | 67,7 | 41,3 | 24,7 | 37,2 | 31,8 | 20
-1,2894 | 41 | 38,5 | 1074 | 98,9 | 104,1 | 63,5 | 39,8 | 23,5 | 36,4 | 30,4 | 19,1
-1,2838 | 41 | 40,8 | 109,2 98 101,8 | 62,8 | 41,3 | 24,8 | 36,6 | 32,4 | 18,8
-1,0928 | 41 38 |103,4 | 101,2 | 103,1 | 61,5 | 40,4 | 22,9 | 33,4 | 29,2 | 18,5
-1,8396 | 41 | 364 | 914 | 80,6 | 92,3 | 54,3 | 36,3 | 21,8 | 29,6 | 27,3 | 17,9
-0,5247 | 42 | 41,8 | 1152 | 113,7 | 1124 | 68,5 | 45 | 25,5 | 37,1 | 31,2 | 19,9
-1,5368 | 42 | 40,7 | 104,9 | 94,1 | 102,7 | 60,6 | 38,6 | 24,7 | 34 | 30,1 | 18,7
-1,0827 | 42 | 38,5 | 106,7 | 105,7 | 111,8 | 65,3 | 43,3 | 26 | 33,7 | 29,9 | 18,5

-1,17 42 | 354 | 92,2 | 85,6 | 96,5 | 60,2 | 38,9 | 224 | 31,7 | 27,1 | 17,1
-1,0429 | 42 | 38,5 | 101,6 | 96,6 | 100,6 | 61,1 | 38,4 | 24,1 | 32,9 | 29,8 | 18,8
-1,2126 | 42 | 35,5 | 97,8 86 96,2 | 57,7 | 38,6 | 24 | 312|273 | 17,4
-1,4358 | 42 | 36,5 | 92 89,7 101 | 62,3 | 38 | 22,3 | 30,8 27,8 16,9
-2,2616 | 42 | 376 | 94 78 99 | 575 ] 40 |225]30,6 | 30 | 185
-1,1543 | 43 | 37,4 | 103,7 | 89,7 | 94,2 | 585 | 39 |24,1 | 33,8 | 28,8 | 18,8
-1,7845 | 43 | 37,8 | 102,7 | 89,2 | 99,2 | 60,2 | 39,2 | 23,8 | 31,7 | 28,4 | 18,6
-1,2018 | 43 | 352 | 91,1 | 85,7 | 96,9 | 55,5 | 35,7 | 22 | 294|266 | 17,4
-0,9044 | 43 | 37,9 | 107,2 | 103,1 | 105,5 | 68,8 | 38,3 | 23,7 | 32,1 | 28,9 | 18,7
-2,3185 | 44 | 37,9 | 100,8 | 89,1 | 102,6 | 60,6 | 39 24 1329 29,2 | 18,4
-0,6531 | 44 | 40,9 | 121,6 | 113,9 | 107,1 | 63,5 | 40,3 | 21,8 | 34,8 | 30,7 | 17,4
-1,4982 | 44 | 41,9 | 105,6 | 96,3 102 | 63,3 | 39,8 | 24,1 | 37,3 | 23,1 | 19,4
-0,7257 | 44 | 39,1 | 100,6 | 93,9 | 100,1 | 58,9 | 37,6 | 21,4 | 33,1 | 29,5 | 17,3
-0,7343 | 47 | 40,2 | 102,7 | 101,3 | 101,7 | 60,7 | 39,4 | 23,3 | 36,7 | 31,6 | 18,4
-1,9835 | 47 | 36 | 99,8 | 83,9 | 91,8 | 53 | 36,2 | 22,5 | 31,4 | 27,5 | 17,7
-1,8803 | 47 | 34,5 ] 929 | 844 94 56 | 38,2226 | 29 |262 17,6
-2,2073 | 49 | 358 | 91,2 | 794 89 | 51,1 35 [21,7]309 | 288|174
-0,9654 | 49 | 40,2 | 115,6 | 104 109 | 63,7 | 40,3 | 23,2 | 36,8 | 31 | 18,9
-1,3349 | 49 | 38,3 | 98,3 | 89,7 | 99,1 | 56,3 | 38,8 | 23 | 29,5 | 27,9 | 18,6
-1,3816 | 50 | 39 | 103,7 | 97,6 | 104,2 | 60 | 40,9 | 25,5 | 32,7 | 30 19
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brozek | age | N CH | ABD H T K A B F \%%
-1,3349 | 50 | 374 | 98,7 | 87,6 | 96,1 | 57,1 | 38,1 | 21,8 | 28,6 | 26,7 | 18

-0,1867 | 51 | 41,2 | 119,8 | 122,1 | 112,8 | 62,5 | 36,9 | 23,6 | 34,7 | 29,1 | 18,4
-1,6875 | 51 | 34,8 | 928 | 81,1 | 96,3 | 53,8 | 36,5 | 21,5 | 31,3 | 26,3 | 17,8
-2,1654 | 51 [ 36,9 | 93,3 | 81,56 | 94,4 | 54,7 | 39 |22,6 | 27,5| 25,9 | 18,6
-1,0877 | 52 | 39,4 | 106,8 | 100 105 | 63,9 | 39,2 | 22,9 | 35,7 | 30,4 | 19,2
-1,5967 | 53 | 37,6 | 93,9 | 88,7 | 94,5 | 53,7 | 36,2 | 22 | 28,5 | 25,7 | 17,1
-1,7691 | 54 | 38,5 | 99 91,8 | 96,2 | 57,7 | 38,1 |23,9| 31,4299 | 189
-1,0183 | 54 | 42,5 | 119,9 | 110,4 | 105,5 | 64,2 | 42,7 | 27 | 384 | 32 | 19,6
-1,8316 | 54 | 374 | 942 | 87,6 | 95,6 | 59,7 | 40,2 | 234|279 | 27 | 178
-2,4029 | 55 [ 35,2 ] 92,7 | 828 | 91,9 | 544 | 352 | 22,5294 | 26,8 | 17

-1,8803 | 55 | 41,1 | 106,9 | 95,3 | 98,2 | 574 | 37,1 | 21,8 | 34,1 | 31,1 | 19,2
-1,7615 | 55 | 33,4 | 88,8 | 782 | 87,5 | 50,8 | 33 |19,7] 253 | 22 | 158
-1,6103 | 55 | 37,2 | 101,7 | 91,1 | 97,1 | 56,6 | 38,5 | 22,6 | 33,4 | 29,3 | 18,8
-1,0577 | 55 | 38,3 | 105,3 | 96,7 | 106,6 | 64 | 42,6 | 23,4 | 33,2 | 30 | 18,4
-1,6034 | 56 | 38,1 | 104 89,4 | 98,4 | 584 | 37,4 | 22,5 | 34,6 | 30,1 | 18,8
-1,4792 | 56 | 374 | 98,6 93 97 | 554 ]38,8 232324297 | 19

-1,897 | 57 | 35,2| 99,6 | 86,4 | 90,1 | 53 35 | 21,3 | 31,7273 | 16,9
-1,5303 | 57 | 39,4 | 1034 | 96,7 | 100,7 | 59,3 | 38,6 | 22,8 | 31,8 | 29,1 | 19

-1,5698 | 58 | 38 | 100,2 | 88,1 | 97,8 | 57,1 | 38,9 | 23,6 | 30,9 | 29,6 | 18

-0,9893 | 58 | 35,1 | 949 | 949 | 100,2 | 56,8 | 35,9 | 21 | 27,8 | 26,1 | 17,6
-1,0086 | 60 | 40,4 | 97,2 | 93,3 94 | 543|357 | 21 | 31,3 28,7183
-1,3875 | 62 | 38,3 | 104,7 | 95,6 | 93,7 | 544 | 37,1 | 22,7 | 30,3 | 26,3 | 18,3
-1,0827 | 62 | 40,6 | 104 98,2 | 101,1 | 59,3 | 40,3 | 23 | 32,6 | 28,5 | 19

-0,9654 | 63 | 40,2 | 117,6 | 113,8 | 111,8 | 63,4 | 41,1 | 22,3 | 35,1 | 29,6 | 18,5
-1,7691 | 64 | 379 | 958 | 828 | 94,5 | 61,2 | 39,1 | 22,3 | 29,8 | 28,9 | 18,3
-0,854 | 65 | 40,8 | 106,4 | 100,5 | 100,5 | 59,2 | 38,1 | 24 | 35,9 | 30,5 | 19,1
-1,4729 | 65 | 34,7 93 79,7 | 87,6 | 50,7 | 33,4 | 20,1 | 28,5 | 24,8 | 16,5
-0,6446 | 65 | 38,8 | 119,6 | 118 | 114,3 | 61,3 | 42,1 | 23,4 | 349 | 30,1 | 19,4
-0,8314 | 66 | 41,4 | 119,7 | 109 | 109,1 | 63,7 | 42,4 | 24,6 | 35,6 | 30,7 | 19,5
-0,7386 | 67 | 41,3 | 1158 | 113,4 | 109,8 | 65,6 | 46 | 25,4 | 35,3 | 29,8 | 19,5
-0,8859 | 67 | 40,7 | 118,3 | 106,1 | 101,6 | 58,2 | 38,8 | 24,1 | 32,1 | 29,3 | 18,5
-1,5831 | 68 | 36,3 | 974 | 84,3 | 94,4 | 54,3 | 37,5 | 22,6 | 29,2 | 27,3 | 18,5
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brozek | age | N CH | ABD H T K A B F \%%
-0,8404 | 69 | 40,8 | 113,7 | 107,6 | 110 | 63,3 | 44 | 22,6 | 37,5 | 32,6 | 18,8
-1,8639 | 70 | 34,9 | 89,2 | 83,6 | 88,8 | 49,6 | 34,8 | 21,5 | 25,6 | 25,7 | 18,5
-0,6998 | 72 | 40,9 | 108,5 | 105 | 104,5 | 59,6 | 40,8 | 23,2 | 35,2 | 28,6 | 20,1
-0,8768 | 72 | 389 | 111,1 | 111,5 | 101,7 | 60,3 | 37,3 | 21,5 | 31,3 | 27,2 | 18
-1,0183 | 72 | 38,9 | 108,3 | 101,3 | 97,8 | 56 | 41,6 | 22,7 | 30,5 | 29,4 | 19,8
-0,7692 | 74 | 40,8 | 1124 | 108,5 | 107,1 | 59,3 | 42,2 | 24,6 | 33,7 | 30 | 20,9
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Priloha B

Q-Q grafy pro jednotlivé proménné bez log-transformace (proménné brozek po
logitové transformaci).
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Priloha C

Q-Q grafy pro jednotlivé proménné po log-transformaci (proménné brozek po
logitové transformaci).
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