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ABSTRAKT

Delaunayho triangulacia je vyznamny geometricky koncept s aplikaciami v pocitacove;j
grafike, geografickych informacnych systémoch, medicine a inzinierstve. Tato praca sa
zaobera teoretickymi principmi Delaunayho triangulacie, roznymi algoritmami a ich
aplikaciami v praxi. Skiima sa vyznam a potencial Delaunayho trianguléacie v digitalnom
svete a navrhuje buduce smerovania vyskumu.

ABSTRACT

Delaunay triangulation is a significant geometric concept with applications in computer
graphics, geographic information systems, medicine, and engineering. This thesis focuses
on the theoretical principles of Delaunay triangulation, various algorithms, and their
practical applications. The importance and potential of Delaunay triangulation in the
digital world are explored, and future research directions are proposed.

KLUCOVE SLOVA

Delaunayho triangul4cia, rovnostranny trojuholnik, Voroného diagram, triangulécia,
dualita, algoritmy
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1 UVOD

Delaunayho triangulécia je vyznamny geometricky koncept v oblasti pocitacovej grafiky
a vypoctovej geometrie. Jej zakladny princip spociva v rozdeleni mnoziny bodov v rovine
do nepravidelnych trojuholnikov tak, aby bola splnend podmienka tykajuca sa kruznic
opisanych okolo tychto trojuholnikov. Tento koncept, pomenovany po ruskom
matematikovi Borisovi Delaunayovi, ma Siroké spektrum aplikacii v réznych odvetviach,
vratane pocitaCovej grafiky, geografickych informacnych systémov, mediciny, ale aj v
inzinierstve a prirodnych vedach.

Cielom tejto bakalarskej prace je poskytnut pohlad na principy a metddy
Delaunayho triangulacie, jej vlastnosti a algoritmické implementacie. Dalej sa praca
zameriava na konkrétne aplikacie tejto triangulacie v réznych oblastiach.

Prva Cast prace sa venuje teoretickému zakladu triangulacie vo v§eobecnosti ako aj
Delaunayho triangulacie, kde su popisané jej definicie, vlastnosti a vztahy s inymi
geometrickymi Struktirami ako je Voroného diagram. Nasleduje prehl'ad existujacich
algoritmov na vytvorenie Delaunayho triangulacie.

Posledna Cast’ prace sa zameriava na konkrétne aplikacie Delaunayho triangulécie
v roznych odvetviach. St tu uvedené priklady vyuzitia v pocitaCovej grafike pre
generovanie sietovych Struktar, v geografickych informacnych systémoch (GIS) aj
planovanie trasy robota.

Tato bakalarska praca poskytuje komplexny prehl'ad o Delaunayho triangulacii a
jej vyzname v sucasnom digitalnom svete. S narastom poctu dat a zlozitosti problémov v
roznych odvetviach je pochopenie a efektivne vyuzivanie tohto geometrického nastroja
stale dolezitejSie pre d’alsi rozvoj technologii a aplikacii.
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2 TRIANGULACIA

Triangulacia je kl'uCovym pojmom v oblasti vypoctovej geometrie a matematickej
topologie, ktory sa pouziva v roznych aplikaciach ako pocitacova grafika, geografické
informacné systémy (GIS), analyza dat asimulacie. Existuje niekol’ko metod
triangulacie, vzhladom ku konkrétnemu problému ajeho Specifické vlastnosti.
Delaunayho triangulacia je efektivna pre spojenie bodov, ale modze mat problémy
s konkavnymi oblast’ami, zatial' co Greedy triangulacia je jednoduchsia, ale jej kvalita je
nizsia. Je preto dolezité zvazit vyhody aj nevyhody danej metody pred aplikovanim.

Definicia: Triangulaciu 7 nad mnozinou bodov P = {pi, p2, ..., pn} v rovine pred-
stavuje také planarne rozdelenie, ktoré vytvori sibor m trojuholnikov T = {11, t, ... , tm}
tak, aby platilo

e Tubovol'né dva trojuholniky maja spolo¢nu najviac jednu hranu alebo vrchol,

e vo vnutri ziadneho trojuholnika nelezi ziadny d’alsi bod z P,

e zjednotenim trojuholnikov je suvisla mnozina v 2D, vSeobecne nemusi byt
konvexnd amodze obsahovat diery. Diera v triangulacii je oblast v
dvojrozmernom priestore, ktora nie je pokryta ziadnym trojuholnikom v danej
triangulacii. Formalne je mozné definovat' dieru v triangulacii ako spojenu
mnozinu bodov, ktoré nie su obsiahnuté v ziadnom trojuholniku triangulécie. Tato
oblast’ je teda oddelena od zvysku priestoru, ktory je pokryty trojuholnikmi [1].

Obrazok 1: Vzajomna poloha trojuholnikov pre vylucujucu triangulaciu [1]

Pre triangulaciu T nad mnozinou bodov P = {p1, p2, ..., p»} v rovine platia
vzt'ahy, odvodené z Eulerovej formule

m=2n—"ngo +2np — 2 (D)
ng =3n—ngo +3np — 3 2)
m — pocet trojuholnikov
ny — pocet hran
Ngo — pocet vrcholov konvexnych hran
np — pocet dier.

2.1 Kiritéria kvality triangulacie

Triangulacné algoritmy patria medzi najviac teoreticky rozpracované postupy. Medzi
kritéria kvality patria
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jednoduchost algoritmu a 'ahka implementacia,
mozny prevod do vysSich dimenzit,
optimalny tvar trojuholnikovej siete,
produkcia ¢o najviac pravidelnych trojuholnikov, bliziacich sa rovnostrannym,
mala citlivost’ na singularne pripady, kedy je nemozné triangulaciu zostrojit’ alebo
je triangulacia nejednoznacna [1].

Je dolezité pochopit, ze dané kritéria mézu byt jeden k druhému v kontraste.

Napriklad vacsia jednoduchost’ implementacie nie je v sulade s jej rychlostou. V praxi

je vyhradne pouzivana prave Delaunayho triangulécia, jej formalne vymedzenie bude

popisané v d’alSej Casti. Medzi d’alSie kritéria, ktoré je potrebné zohl'adnit' patri aj

triangulacia nekonvexnych hran, ide o schopnost’ triangulovat aj oblasti obsahujuce

diery. Ku prikladu, v mapach su vynechavané niektoré oblasti ako budovy alebo vodné

plochy.

2.2

Delenie triangulacii

Delenie triangulacii podl'a geometrickej konstrukcie

18

Greedy triangulécia,

Delaunayho triangulécia,

MWT (Minimum Weight triangulation),
triangulacia s povinnymi hranami,

datovo zavisla triangulacia.

Delenie triangulacii podl'a pouzitych kritérii

Lokalne optimdlna trianguldcia.
Konvexny Stvoruholnik tvoreny 2 susednymi trojuholnikmi triangulovanymi
optiméalne vzhladom k zadanym kritériam. Medzi tieto kritéria moze patrit
minimalny alebo maximalny uhol, plocha trojuholnika, polomer vpisanej resp.
opisanej kruznice alebo vySka v trojuholniku. VSetky kritéria si zalozené na
geometrickych zalezitostiach.

Globdlne oprimalna triangulacia.
Vsetky trojuholniky triangulacie st optimalne vzhl'adom k zadanym kritériam.
V praxi je najviac vyuzivana, aj pre genetické algoritmy a Greedy triangulaciu.
Minimalizuje sa celkova diZka stran trojuholnika. Dalsie kritériom st predom
definované povinné hrany vo vnutri triangulacie, tzv. Constrained Triangulation.
Vyuziva sa pre lepSiu aproximaciu terénu.

Multikriteridlne optimalizovanda trianguldcia.
Kombinacia viacerych lokalnych a globalnych kritérii. Nevyhodou je dlhy vypoc-
tovy Cas, doposial’ nie je znamy ziaden efektivny algoritmus [2].
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3 VORONEHO DIAGRAM

Prvykrat bol Voroného diagram pouzity vroku 1850 nemeckym matematikom
Dirichtelom, avSak pomenovanie dostal az po ukrajinskom matematikovi, ktorym bol
Georgy Fedoseevich Voronoi, ktory sa zaoberal pouzutim v obecnej n-dimenzii.

Na mnozine bodov M je zostrojeny Voroného diagram, s vynimkou krajnych bodov
je kazdy bod mnoziny M vo vnutri konvexného mnohouholnika, ktory nazyvame
Voroného bunky. V skutoCnosti sa aj krajné body nachadzaju v iiom, avSak maju
neobmedzenu vel'kost a teda bod p je sucastou konvexnej obalky mnoziny M [5].

Obrazok 2: Voroného diagram [6]

Hrany Voroného diagramu medzi susednymi bunkami maju takd vlastnost, ze
obidve obsahuju body p; a pj z mnoziny M, priCom kazdy bod na tychto hranach je
rovnako vzdialeny od bodov p; a p;. Napriklad pre dva body modzeme vizualizovat
Voroného diagram, kde vznikne plocha rozdelena priamkou, znamou ako bisektor [6].

Obrazok 3: Najjednoduchsi pripad Voroného diagramu [6]

Voroného diagramy maju Siroky vplyv v rdznych oblastiach, ako napriklad vo
fyzike hviezd pri skiimani rozlozenia galaxii vo vesmire, v robotike pri hl'adani najlepse;
cesty pre robota s minimalnym poctom prekazok, v ekonomike pri simulaciach subojov
medzi firmami a ich vplyvu na dané uzemie. Voroného diagramy sa rovnako vyuzivaju
pri optimalizacii umiestnenia centier sluzieb, ako su divadl4, skoly, arady, pri analyzach
oblasti posobnosti a casovych dojazdov integrovanych zachrannych sluzieb. Existuje
mnoho aplikacii, kde moézeme efektivne vyuzit Voroného diagramy na analyzu
priestorového usporiadania udajov [6].
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3.1 Konvexna obalka

Je podmnozina bodov M roviny nazyvana konvexnou ak akakol'vek priamka uréena
dvojicou I'ubovol'ne vybratych bodov z danej podmnoziny sa nachadza cela v mnozine
M. Je to najmensia konvexna mnozina obsahujtca vsetky body M. Pre konvexnu obalku
konecnej mnoziny M bodov v rovine plati, ze je to unikatny konvexny mnohouholnik,

ktorého vrcholy st body z mnoziny M a tento mnohouholnik obsahuje vSetky body
mnoziny M [5].

_-'—F"‘_F._,. ——
e -
" 2 . e
[ \
| L]
|II L III
[ -III
|".I . * . II'
III ™ - -|',+
.
1 * - [ ] L] |
lll [ ] ‘ [ I
II - |
\ -
|| . . .
| . .
| [ ]
II . . - L]
-—

Obrazok 4: Konvexna obalka [4]

3.2 Dualita medzi Voroného diagramom a Delaunayho triangulaciou

Spociva v tom, ze kazdy Voroného vrchol je spojeny so stredom kruznice v Delaunayho
triangulacii, ktora neobsahuje ziadny iny bod. Naopak, kazdy stred kruznice v
Delaunayho triangulacii je spojeny so vSetkymi Voroného vrcholmi, ktoré patria do
prislusnej Voroného bunky. Tato dualita poskytuje uzitoény nastroj na analyzu
priestorového usporiadania bodov a ich vzajomnych vzt'ahov vo vypoctovych aplikaciach
ako je pocitacova grafika, geografické informacné systémy, alebo analyza dat [7].

a
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Existuju vsak Specialne pripady, kedy tato dualita neplati alebo je nejednoznacna.

e Tri alebo viac bodov, ktoré su kolinearne, ¢o vedie k nekonecnym polomerom
opisanych kruznic.

e Styri alebo viac bodov leziacich na dokonalom kruhu, &o sposobuje
nejednoznacnu triangulaciu a trivialne identické stredy.

e Hrany Voroného diagramu, ktoré smeruju do nekonecna, nie su jednoznacne
definované pre kone¢ni mnozinu bodov P. Hrany smerujice do nekonecna
zacinaju od stredu obvodu a st kolmé na spolocnu hranu medzi zachovanym a
ignorovanym trojuholnikom [7].
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4 DELAUNAYHO TRIANGULACIA (DT)

Pojem Delaunayho trianguldcia ziskal nazov podla matematika Borisa Delaunayho
(vyslovuje sa Delone) a jeho prace z r. 1934, kde formuloval jej Specifické vlastnosti.
Odvtedy ziskal Siroké vyuzitie v analytickej geometrii a primarne sa pouziva na
generovanie sietového modelu povrchu alebo uzavretého priestoru, ktory
umoziuje analyzu hranicnych podmienok. DT je bodova Struktira pozostavajuca
z trojuholnikov, ktoré sa nesmu prekryvat. Pri rozSireni na rovinu alebo povrch nie st
trojuholniky obmedzené na jednotnost. V skutocnosti budu atypické Delaunayho
triangulacie zahriat’ trojuholniky réznych vel'kosti a uhlov. Tieto komplexné triangulacie
pokrytia vS§ak maju Specifické vlastnosti, ktoré musia dodrziavat’ vyvojové algoritmy. Je
to spdsob definovania takej siete, aby spojil konecny pocet bodov v danej oblasti [3].
Ak P je mnozina n bodov v rovine neleziacich na priamke, tak k je pocet bodov,
ktoré lezia na hranici konvexného obalu bodov z mnoziny P. Potom plati, ze kazda DT
ma presne 2n-2-k trojuholnikov a 3n-3-k hran [11].
Medzi Specifické vlastnosti DT patri
e vo vnutri opisanej kruznice l'ubovol'ného trojuholnika nelezi ziaden iny bod
mnoziny P,

¢ DT maximalizuje minimalny uhol, av§ak neminimalizuje maximalny uhol,

e je lokalne aj globalne optimalny voci kritériu minimalneho uhlu,

e hranicou je konvexna obalka,

e vysledné trojuholniky sa v porovnani s ostatnymi triangulaciami najviac blizia

rovnostrannym trojuholnikom [3].

Obrazok 6: Ukazka Delaunayho triangulacie [2]

DT je najCastejSie pouzivana triangulacia, ktora existuje v 2D ako aj v 3D pod
pojmom Delaunayho tetrahedronizacia. Pre triangulaciu v 3D platia rovnaké podmienky
ako u 2D, avSak je roz§irena o jednu dimenziu. Kritéria sa hodnotia podl'a gule opisanej
Stvorstenu. Ak V je mnozina vrcholov v 3D priestore, tak DT je nad mnozinou bodov V,
pre ktoré plati, ze gula opisand danému Stvorstenu neobsahuje ziaden d'al§i bod
z mnoziny V [10].

N
W
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4.1 Jednoznacnost’ Delaunayho triangulacie

Moze nastat’ situacia, kedy Styri a viac bodov z V su kocirkularne a lezia v konvexne;j
obalke, vtedy Delaunayho triangulécia nie je jednoznacne uréena a moze sa triangulovat’
I'ubovolne. Vzhl'adom k posudzovanému kritériu je len jedna triangulacia optimalna [1].

Obrazok 7: Nejednoznacnost’ DT [1]

4.2 Maximalizacia minimalneho uhla

V 2D Delaunayho trianguldcia maximalizuje minimalny uhol v porovnani s ostatnymi
triangulaciami. Najmensi uhol v DT je aspor taky vel'ky ako najmensi uhol ktorejkol'vek
inej. Nejde vSak nutne aj o minimalizovanie maximalneho uhla ako aj minimalizovanie
dizky hran [7].

08 : i 08

06

04

00 05 10 15 20 0.0 05 10 15 20

Obrazok 8: Maximalizicia minimalneho uhla, nie minimalizacie dizky hran [7]
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5 ALGORITMY DELAUNAYHO TRIANGULACIE

Existuje niekol’ko algoritmov pre vytvorenie Delaunayho triangulacie z mnoziny bodov.
Medzi najpouzivanejsie patria d’alej popisané algoritmy. Algoritmus je presne defino-
vany postup, ktory na zaklade zadanych informéacii vygeneruje vysledné data. V tomto
pripade ide o Delaunayho triangulaciu, ktord vznikne zvlozenych vstupnych dat.
Dalezitou sucastou je aj efektivita konkrétneho algoritmu [10].

5.1 Metoda lokalneho zlepSenia

Tato metdda je vel'mi tazko dostupna pre vyssie dimenzie, preto sa vyuziva iba v 2D.
Vychadza hlavne z 'ubovol'nej triangulacie a hlavnym znakom je tzv. legalizéacia hran.

Je hrana ppy, ktora je sucast'ou trojuholnikov ppip: aj trojuholnika pjp;pr. Hrana
pipk je lokalne optimalna podl'a Delaunayho kritéria prave vtedy, ked” kruznica opisana
trojuholniku p;pip: neobsahuje bod p;. Ak nie je hrana p;pi lokélne optimalna, potom na
ziskanie Delaunayho triangulécie je potrebné hranu legalizovat’. To je mozné dosiahnut’
tak, ze sa vykona zmena hran. Tato vymena meni aj trojuholniky pipip: a pipjp, preto je
potrebné znova overit’ vzniknuté hrany pip«, ppj, pipi @ pipi, €1 su stale lokalne optimalne.
Ak k tomu neddjde, je potrebné znovu legalizovat’ hrany. Na zaciatku st pridavané hrany,
ktoré by mohli byt nelegalne podl'a Delaunayho kritéria, a pri vymene st doil pridavané
d’alsie hrany, ktoré je nutné legalizovat [6].

Py

Obrazok 9: Zmena diagonaly [2]

Na obrazku 9 je pribliZzena problematika legalizacie hran. Ak body pip;pp: tvoria
konvexny Stvoruholnik a zaroveri nelezia na opisanej kruznici, tak jedna z hran pjpx alebo
pip; je nelegalna. Ide o takzvané kritérium prazdnej opisanej kruznice. Ak je dana
triangulacia obalkou opisanych kruznic trojuholnika nad kone¢nou mnozinou P réznych
bodov a opisana kruznica trojuholnika v tejto triangulacii je prazdna kruznica, tak tento
trojuholnik spitia kritérium prazdnej opisanej kruznice [9].

[\
()]
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5.2 Inkrementalne vkladanie

Algoritmus inkrementalneho vkladania je online algoritmom, teda vznika postupnym
pridavanim bodov a je mozné do hotovej triangulécie pridavat’ d’alSiu mnozinu bodov.
Predpokladanad je Delaunayho triangulacia v 2D a do lubovolného trojuholnika je
vlozeny novy bod. Trojuholnik sa tym rozdeli na 3 Casti. V pripade ak by bol bod pridany
na hranu, potom kazdy trojuholnik, ktory zdiel'a tuto hranu, by sa rozdelil na 2 Casti. Toto
zaruci, ze vysledok bude triangulécia, avSak nie vzdy pdjde o Delaunayho triangulaciu.
Pre ziskanie DT je nutné overit, & pozmeneny trojuholnik spiiia Delaunayho kritérium.
Pre kazdu hranu trojuholnika, do ktorého sme novy bod vlozili, vykoname tzv. legalizaciu
[12].
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Obrazok 10: Inkrementalne vkladanie bodu [12]

ZjednodusSeny princip algoritmu:
e konStrukcia dostatocne obalujuceho trojuholnika (simplexu), ktory obsahuje
vSetky body vstupnej mnoziny
e pridanie bodov do triangulacie
¢ n3jdenie trojuholnika, s ktorym dany pridany bod inciduje
e legalizacia novo vytvorenej triangulacie
e odstranenie obklopujuceho trojuholnika
e orezanie na konvexna obalku.
Druhy az stvrty bod sa opakuje, az pokial nie st v triangulacii vSetky body [1].
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Obrazok 11: Vzniknuta DT po odstraneni simplexu [1]

V 3D prostredi nie je triangulaciou trojuholnik, ale skor Stvoruholnik alebo
tetraéder. Pridanie nového bodu je v tomto pripade komplikovanejsie. Podobne ako pri
2D triangulacii, za¢iname vytvorenim vel'kého tetraédra, do ktorého postupne pridavame
body. Pridavanie bodov dovnutra tetraédra prebieha podobne ako pri trojuholnikoch. Pri
pridavani bodu na stenu tetraédra je potrebné vytvorit’ tri nové tetraédre, aby sa zachovala
integrita Struktury. Avsak situacia je zlozitejSia, ak je bod pridany na hranu tetraédra,
kedy musime vytvorit’ dva nové tetraédre, namiesto jedného. Najzasadnejsi rozdiel je v
procese prehodenia hran, pretoze neexistuje len jedna moznost’ prehodenia hran a mdze
nastat’ situacia, kedy tetraédre nie je mozné prehodit’ vobec [6].

d

swap 22

T,

Obrazok 12: Swap 22 [10]

Na obrazku 12 je tzv. prehodenie (Swap), dvoch tetrahedronov na iné dva
tetrahedrony. Tento druh swapu je preveditelny, ak su aspon dve strany tetrahedronov
v jednej rovine a zaroveti su suCastou danej triangulacie. Autor [10] uvadza aj iné druhy
swapov 44, 32, 23, ktoré nie st v tejto bakalarskej praci blizsie popisované.

5.3 Algoritmus radidalneho zametania

Technika radialneho zametania je mocnou metdédou vypoctove] geometrie, najmé pre
Voroného diagramy. Na rozdiel od metody vkladania, tato technika znizuje dimenziona-
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litu problému. V podstate transformuje staticky problém vypoctu Voroného diagramu v
rovine na dynamicky problém spravovania prieseCnika diagramu so zvislou priamkou.
Delaunayho triangulacia vznikne tak, ze sa spoja generujuce body z oblasti, ktoré maju
spolo¢nu hranu [13].

Fortuneho algoritmus (plane sweep algorithm) simuluje pohyb priamky cez rovinu
zdola. V kazdom okamihu je ¢ast’ diagramu pod hranou pohybu spracovavana. Fortune v
rokoch 1985 a 1987 pozoroval, ze aktualizacie na priamke v pohybe je mozno vykonat’ v
case O(log n), ak sa zohladni urcitd kontinudlna deformacia diagramu. Skrz tato
deformaciu je mozné pdvodny diagram rekonsStruovat v Case O(n). Kombinuje
jednoduchost’ a efektivnost s cielom dosiahnut optimalne casové a priestorové
obmedzenia pre rozne typy diagramov. Tato metoda bola uspeSne aplikovana na
Voroného diagramy ako aj Delaunayho triangulacie [13].

Zakladny princip tohto algoritmu spociva v postupnom pohybe tzv. zametacej
priamky L rovnobeznej na niektoru stranu platna. V anglictine vyraz sweep line, ktora sa
pohybuje napriklad zhora nadol. Vzdy ked’ prejde cez nejaky bod z mnoziny zacne bunku
patriacu k danému bodu aproximovat pomocou krivky kvadratického stupna, ktora je
rovnako vzdialena od daného bodu ako od priamky. Tieto pomocné paraboly sa vyskytuju
naraz vo vacSom mnozstve. Hrany buniek Voroného diagramu sa vytvoria tam, kde sa
dve susedné paraboly pretnu. Jeho ¢asova zlozitost’ pre generovanie diagramu s n bodmi
je O(nlogn) [14].

Algorithm 1: Fortunov algoritmus

inicializuje sa sweepline
while sweepline nepresiel celé platno do
sweepline sa posunie o pixel dalej
if sweepline prejde cez bod diagramu then
prida sa do prioritného frontu udalost typu stranka
end if
if krivka paraboly sa stlaci then
prida sa do prioritného frontu udalost typu kruh
end if
10: end while
11: while prioritny front nie je prazdny do

o m NS m W

[EE
=

12: vezme sa prvy prvok fronty

13: if je to udalost typu stranka then

14: prida sa parabola do beach line

15: else

16: na miesto zaniku paraboly sa prida vrchol diagramu
17: end if

18: end while

Obrazok 13: Fortunov algoritmus - prevzaté z [ 14]
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Obrazok 14: Princip Fortunovho algoritmu [15]

Pocas vykresl'ovania Voroného diagramu sa mozu vyskytnut' dva typy udalosti,
ktoré menia postupnost’:
e miestna udalost
Pri vstupu nového miesta sa vytvori nova parabola. Povodna parabola sa rozdeli
pod novou a vytvoria sa dve nové hrany vychadzajuce zo stredu. Tato udalost
nahradi postupnost’ pi, xi, pi+1, Xi+1, pi+2, kde p; a pix> maju ohnisko pdvodnej
paraboly a pi+1 ma ohnisko v novom mieste.
e kruznicova udalost
Ked parabola zanikne, susedné paraboly ju stlaia a vytvori sa nova hrana. Tato
udalost’ nahradi postupnost’ xi.1, pi, xi novou hranou x;. Miesto, kde parabola p;
zanikne, ma rovnaku vzdialenost od ohniska p; ako od ohnisk oboch susednych
oblukov, ¢o urcuje stred kruznice, preto sa nazyva kruznicova udalost [15].

5.4 Rozdel’ a Panuj

Jednou z Siroko pouzivanych metod pre navrh rychlych algoritmov je rozdel a panuj,
v anglictine vyraz Divide and Conquer. Shames a Hoey [1975] zistili, ze tato metdda
dobre funguje pri rieSeni problémov v oblasti vypoctove] geometrie a najmé pri
konStrukcii Voroného diagramu v rovine. Dana mnozina n miest je rozdelend do dvoch
podmnozin pomocou vertikalnej Ciary. Diagramy pre tieto podmnoziny su vypocitané
rekurzivne a nasledne su zluc¢ené dohromady k vytvoreniu celkového diagramu. Obrazok
14 ukazuje retazec hran (hruba Ciara) konstruovany pocas procesu zlucovania diagramu
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pre l'avé body (Ciarkované) s diagramom pre pravé body (bodka). Nasledne spojenim
generujucich bodov z oblasti, ktoré maju spolo¢nu hranu vznikne z Voroného diagramu
Delaunayho triangulécia [13].

Obrazok 15: Algoritmus rozdel a panuj [13]

Zvlast je mozné zluCovat dva diagramy v O(n) Case, ¢o implikuje O(n log n)
algoritmus, ak je rozdel'ujuci krok vykonany vyvazene. Napriek tomuto rychlemu
pristupu su tu urcité nevyhody v implementacii: komplikovanost, pravdepodobne vysoké
chyby a naro¢nost’ konstrukcie. Rozdelenie roviny na uzke dosky nuti vrcholy definované
miestami v doske pristupovat k nekonecnu. Algoritmus s ofakavanym casom O(n)
pouzivajuci metddu rozdelenia a panovania na urcitu podmnozinu miest bol popisany
Bentleyom [1980]. Rozdel a panuj je zakladnym principom velkého mnozstva
algoritmov na vypocet obecnych Voronovych diagramov v rovine. Ako prvi ho
podrobnejsie opisali Shames a Hoey. Uviedli, ze ich algoritmus sa vztahuje aj na
najvzdialenejsi Voroného diagram v rovine [13].
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6 APLIKOVANIE DELAUNAYHO
TRIANGULACIE V PRAXI

Delaunayho triangulacia je jednym z najdolezitejSich geometrickych konceptov s
vyznamnymi aplikaciami v rdznych oblastiach. Tato kapitola bude zamerana na niektoré
z najzaujimavejSich aplikacii Delaunayho triangulacie v praxi a aky prinos ma pre
konkrétne problémy.

Jednou z aplikécii, ktora stoji za zmienku, je Minimalna kostra v euklidovskej
rovine. Tento problém hladania najkratSej siete medzi bodmi, je uzko spojeny s
Delaunayho triangulaciou a poskytuje nam u&inny spdsob na minimalizaciu dizky
komunikac¢nych sieti a optimalizaciu réznych distribuovanych systémov v logistike
a dorucovani. Okrem toho je tu aj generovanie sieti, ktoré sa vyuziva na tvorbu map
a vyobrazenie terénu. Tieto priklady len naznacuju Siroké spektrum aplikécii Delaunayho
triangulacie a jej dolezitost’ v praktickych situaciach.

6.1 Minimalna kostra v euklidovskej rovine

Ak V je kone¢na mnozina bodov v rovine a EMK je euklidovska minimalna kostra
mnoziny V, potom hrany v EMK st hranami Delaunayho triangulacie mnoziny V.
Problém hladania euklidovskej miniméalnej kostry mozeme l'ahko previest na hl'adanie
minimalnej kostry v ohodnotenom grafe konstruovanim uplného grafu Kn spojenim
vSetkych dvojic bodov v, v; z V priamkami a ohodnotenim hran euklidovskymi
vzdialenostami ich koncovych bodov [11].

Pretoze minimalna kostra takto zkonsStruovaného uplného grafu zodpoveda
minimalnej kostre pre mnozinu bodov V, na jej najdenie mdzeme pouzit' niektory zo
znamych algoritmov pre hl'adanie minimalnej kostre grafu. Problémom je potreba
skonstruovat’ uplny graf, ¢o spOsobuje vysoku zlozitost. Naopak konstrukcia EMK
z Delaunayho triangulacie je ¢asovo menej naro¢na a efektivnejsia [11].

V dnesnej dobe je kladend velka potreba tovarni na mikro¢ipy vzhladom na
rozvijajuci sa priemysel v tomto smere tak, aby boli ¢o najviac efektivne a Gcinné.
Delaunayho triangulacia moze byt v tomto pripade pouzitd k urceniu idealnej polohy
tovarni vzhladom k geografickému rozlozenie zakaznikov. Tymto spdsobom mozu
efektivne distribuovat’ vyrobky na trh a minimalizovat naklady na dopravu. V ¢lanku [16]
je uvedené, ze priemerne az 80 % dodavatelov eurOpskych firiem posobiacich
v polovoditovom priemysle sidli mimo EU. EU prijala Akt o &ipoch s cielom zabezpeit
buducu konkurencieschopnost’ a udrzat’ si postavenie v oblasti technologii, v pripadoch
podobnym situacii pocas  covidove] pandémii. Vyuzitie je zastupené aj v
telekomunikacnych sietach na vytvorenie optimalnej trasy pre prenos signalov medzi
bodmi v sieti, &m sa minimalizuje dizka kablov, naklady na prenos a &as prenosu alebo
pri planovani tras pre dopravné siete a distribu¢né cesty na najdenie najefektivnejsSich
ciest medzi miestami dodania a distribucie.

(OS]
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Obrazok 16: Konstrukcia EMK pomocou Delaunayho triangulacie [11]

6.2 Steinerov minimalny strom

Steinerov problém je lokalizany optimaliza¢ny problém linii. Pomocou Delaunayho
triangulécie je mozné ngjst aproximaciu Steinerocho minimalneho stromu. AvSak nejde
uplne o optimalne riesenie. Konkrétny priklad Steinerovho problému si predstavme, ze
na rovine su tri tovarne (Obrazok 17: a)), kde mdzeme slobodne vybudovat cesty.
Problémom je vytvorit siet’ ciest spojujucich tieto tovarne s minimalnou dizkou ciest, za
predpokladu, ze cesty su priamo spojené medzi tymito tovarfiami. RieSenie s EMK
(Obrazok 17: b)) je dané pre tri body, na ktorych st tovarne umiestnené, avSak toto
rieSenie nie je optimalne, ak je povolené pridat’ novy bod. Problémom je najst Stvrty bod,
ktory minimalizuje diZku ciest spojujucich tieto tri (Obrazok 17: ¢)) [9].

(a) (b) (c)
Obrazok 17: Konkrétny Steinerov problém [9]

(O]
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Euklidovské Steinerove minimalne stromy maji mnoho zaujimavych vlastnosti.
Medzi najddlezitejsie z nich patria:

e V kazdom bode Steinerovho stromu sa stretdvaju presne tri spojenia a tri uhly (ou,
o2, 03), ktoré tieto spojenia vytvaraju v akomkol'vek bode Steinerovho stromu,
maju kazdy hodnotu 120 stupiiov (t.j. ci=3 a ou = a2 = a3 = 120°).

e Najviac tri spojenia sa stretavaju v kazdom bode P (c; < 3). Ak prave tri spojenia
sa stretavaju v bode v P (¢; = 3), potom vSetky uhly (ou, o2, a3) st 120°. Ak prave
dve spojenia sa stretavaju v bode v P (c; = 2), potom uhly ou a a2 st vicSie alebo
rovné 120°.

e Aknje pocetzadanych bodov, tak pocet Steinerovych bodov’ (tzv.bodov,
ktoré k zadanym pridame, aby sa minimalizovala celkova dlZzka spojenia) je
najviac rovna n—-2 [9].

Navod na rieSenie problému zobrazeny na obrazku 18, spociva v tom, Ze najprv sa
prida novy bod, xs, v tesnej blizkosti x2, nasledne sa spoji x2, s x6, maticova susednost’
vyslednej siete sa stane rovnakou ako t4 v euklidovskom Steinerovom strome. Vysledkom
je Co najkratsia cesta medzi danymi bodmi [9].

Obrazok 18: Steinerov strom [9]

6.3 Generovanie sieti

Pri triangulacii mnoziny bodov je ziaduce, aby vytvorené trojuholniky boli o najviac
rovnostranné. Takto vytvorené trojuholniky by mali o najlepsSie lokalne reprezentovat
hodnotu plochy. Dalsou pozadovanou charakteristikou trianguladného procesu je, aby
bola vytvorend jednoznacna trianguléacia nezavisla na pociatocnom bode alebo orientacii
mnoziny dat. Tieto vysledky by mali byt predvidatelné a jednoducho opakovateIné.
Delaunayho triangulacia tieto podmienky obecne spiiia, aj ked” existuj uréité konfigu-
racie mnoziny dat (ako napriklad pravouhl4d mriezka), ktoré maju lokalne nejednoznacné
rieSenia.

Delaunayho triangulacia je blizko pribuznd s Dirichletovym mozaikovanim
mnoziny bodov, ktoré rozdel'uje body unikatnou mnozinou polygonov, zndmych ako
Thiessenove polygony alebo Voroného diagramy, ktoré uz boli blizsie definované
v predchadzajucej kapitole [17] .

(O8]
(O8]
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Delaunayho triangulacia mé& vyhodu vhodne tvarovanych rovnostrannych
trojuholnikov. Na vstupe do triangula¢ného algoritmu je polygon a nie mnozinu bodov.
Existuje triangulécia, ktora velmi presne kopiuje Delaunayho triangulaciu a musi byt
dana mnozina hran (vrstevnic), na ktorych je vykonana triangulacia. Tato triangulécia je
nazyvana Viazana Delaunayho triangulacia, v angli¢tine znama pod pojmom Constrained
Delaunay triangulation - CDT [17].

Obrazok 19: Trinagulacia z bodov na mape Ceskej republiky [17]

Moznost vnutit’ do triangulacie urcité hrany ma mnoho vyuziti. Jednym z nich je
napriklad triangulacia nekonvexného tvaru pri zachovani vonkajsej nekonvexnej obalky.
Delaunayova triangulacia by obsahovala aj konvexnu obalku vstupnych bodov. Pri
pouziti CDT mozeme definovat’ hrany obalky ako povinné. Dalsie vyuZitie je napriklad
pri modelovani terénu, kde je mozné pomocou hran vnutit algoritmu aj trojuholniky,
ktoré nie su Delaunayho [10].

Obrazok 20: Vnutena hrana ab [10]
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6.4 Planovanie tras robota

Voroného diagramy su suCastou najvyznamnejSich Struktir pre planovanie tras v
pocitaCovej geometrii. Autor [18] v tejto konkrétnej praci zvolil kombinaciu Voroného
diagramu s pouzitim Delaunayho triangul4cie na planovanie trasy autonémneho robota.
Pri tomto spdsobe je nevyhnutné zvazit' trasu tak, aby bola o najd’ale; od prekazok.
Takze v 2D priestore su vSetky body, ktoré su rovnako vzdialené od dvoch bariér,
povazované za sucast’ Voroného diagramu.

Ako prvy krok je pozadovany obraz zo suboru alebo z kamery umiestnenej v
prostredi. Obraz je predspracovany a konvertovany na binarnu maticu. Po ziskani tohto
pociatocného suboru su prekazky v prostredi oznaCené a ulozena je aj ich pozicia
a rozmer. Dal§im krokom je konstrukcia Voroného diagramu. Tato funkcia dava ako
vysledok rad naviga¢nych rieSeni. S Voroného diagramom a informaciami o prekazkach
sa pridavaju zaciato¢né a cielové body. Tieto body su spojené pomocou euklidovske;j
vzdialenosti. Nakoniec musia byt urCené optimalne cesty pre navigaciu. Aplikuje sa
Delaunayho triangulacia na overenie navigacie robota na vzdialenost’ r od prekazok. Téato
vzdialenost r sa vypocita ako polomer kruznice, ktora ohrani¢uje robota. Pre vyber
konecCnej cesty sa pouziva rekurzivna metdda, ktord porovnava rdzne trasy pomocou
euklidovskej vzdialenosti [18].
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Obrazok 21: Trasa robota ziskana pomocou DT a Voréneho diagramu [18]

6.5 Vyuzitie v chémii

Vyuziva sa na zobrazenie 3D modelu buniek chemickych prvkov pomocou Voroného
diagramu v priestore. Pre zadani mnozinu generujucich bodov p1,p2, ..., ps, je generovany
Voroného diagram tak, ze z kazdého generujiceho bodu rastie gul'a, vSetky s rovnakou
rychlostou, az pokial' nenastane dotyk gule pre susedné generujuce body. Bunky
Voroného diagramu potom budi konvexnymi mnohostenmi [19].

(%)
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Obrazok 22: Rast Voroného buniek [19]

V pripade potreby modelacie tvaru kryS§talu niektorej konkrétnej latky, staci poznat’
rozlozenie atomov v danej latke. Atomy ur¢ime ako mnozinu generujucich bodov, pre
ktoru sa vykresli Voroného diagram a k nemu najde jeho Delaunayho triangulacia, ktora

je vhodnou aproximaciou tvaru kryStalu aj na urCenie Strukturalnych vlastnosti proteinov
¢i konstrukcia povrchu molekul a iné aplikacie [19].
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7 ZAVER

V tejto bakalarskej praci boli preskimané zakladné principy Delaunayho triangulacie a
jej rozmanité aplikacie v roznych oblastiach. Teoreticky vyklad umoznil lepsie
porozumiet’ matematickym zakladom tejto triangulacie a jej vlastnostiam, ako aj
sposobom, ako ju efektivne implementovat pomocou uvedenych algoritmov.

Aplikacie Delaunayho triangulacie su rozSirené v mnohych odvetviach, o
umoziuje analyzovat komplexné data a vztahy v priestore od pocitacove] grafiky a
geografickych informacnych systémov az po medicinu a inzinierstvo.

Napriek svojej vSeobecnosti a vykonnosti existuju v§ak aj obmedzenia Delaunayho
triangulacie, ako je napriklad zavislost na rozmiestneni bodov a ¢asova narocnost’ pri
vel'kych datovych mnozinach. Budice smerovania vyskumu by sa mali zamerat' na
vylepSenie algoritmov pre rychlejSie a presnejSie vytvaranie triangulacie, ako aj na
identifikaciu novych aplikacii.

Celkovo je Delaunayho triangulacia vyznamnym prispevkom k digitalnemu svetu
a ma potencial na d’alsi rozvoj a inovacie. Je dolezité pokracovat’ vo vyskume a vyuzivani
tejto triangulacie na rieSenie komplexnych problémov a prispiet tak k dalSiemu
technologickému pokroku.

(8]
Q



KOJDOVA,Monika. Delauneyho triangulace a jeji aplikace

38



Ustav automatizace a informatiky, FSI VUT v Brné, 2024

Z0OZNAM POUZITEJ LITERATURY

[1]

(2]

(3]

(4]

(5]

[6]

(7]

(8]

[9]

[10]

SURYNKOVA, Petra. Triangulace. Online. In: Academic Webside Petra
Surynkova. [2009]. Dostupné z: http://surynkova.info/dokumenty/mff/PG/-
PG_sylabus_p.php . [cit. 2024-04-28].

BAYER, Tomas. Rovinné triangulace a jejich vyuziti. Online. PDF. Dostupné
také z: https://web.natur.cuni.cz/~bayertom/images/courses/Adk/adk5 new.pdf.

Using a Delaunay Triangulation Algorithm for Mesh Generation. Online. In:
Cadence System Analysis. Dostupné z: https://resources.system-analysis.ca-
dence.com/computational-fluid-dynamics/msa2021-using-a-delaunay-

triangulation-algorithm-for-mesh-generation. [cit. 2024-04-28].

Konvexny obal. Online. In: KoreSpondencny seminar z programovania. 2018.
Dostupné z: https://www.ksp.sk/. [cit. 2024-04-28].

LEIFER, Filip. Delaunayho triangulace a jeji aplikace. Diplomova praca. Bmo:
Vysoké uceni technické v Brne, 2006.

NEMEC, Pavel. Zjemnéni Delaunayovy triangulace molekuldrnich struktur.
Diplomova Praca. Brno Fakulta informatiky: Masarykova univerzita, 2012.

Delaunay triangulation. Online. In: Wikipedia: the free encyclopedia. San
Francisco (CA): Wikimedia Foundation, 2001, 2024. Dostupné¢ z:
https://en.wikipedia.org/wiki/Delaunay_triangulation. [cit. 2024-04-28].

Duality of DT and VD. Online. In: ResearchGate. Dostupné z: https://www.re-
searcheate.net/figure/a-Delaunay-triangulation-b-Voronoi-diagram-c-Duality-of-
DT-and-VD_fig2 254084470. [cit. 2024-05-03].

OKABE, Atsuyuki; BOOTS, Barry; SUGINARA, Kokochi a CHIU, Sung
Nok. Spatial tessellations: concepts and applications of Voronoi diagrams. 2nd
ed. Wiley series in probability and statistics. Chichester: Wiley, c2000. ISBN 04-
719-8635-6.

FUKSA Miroslav, Delaunayova triangulace s omezenim (CDT) v E2 a E3. Plzen,
2006. Diplomova prace. Zapadoceska univerzita v Plzni, Katedra informatiky a
vypocetni techniky

39


http://surynkova.info/dokumenty/mff/PG/-
https://web.natur.cuni.cz/~bavertom/images/courses/Adk/adk5
https://resources.system-analysis.ca-
http://dence.com/computational-fluid-dynamics/msa2021-using-a-delaunay-
https://www.ksp.sk/
https://en.wikipedia.org/wiki/Delaunay
https://www.re-
http://searchgate.net/figure/a-Delaunav-triangulation-b-Voronoi-diagram-c-Duality-of-

KOJDOVA,Monika. Delauneyho triangulace a jeji aplikace

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

40

ZELINKA, Ivan; OPLATKOVA, Zuzana; SEDA, Milos; OSMERA, Pavel a
VCELAR, Frantisek. : principy a aplikace. Praha: BEN - technicka literatura,
2009. ISBN 978-80-7300-218-3.

DE BERG, Mark; CHEONG, Otfried; KREVELD, Marc van a OVERMARS,
Mark. Computational geometry: algorithms and applications. 3rd ed. Berlin:
Springer, c2008. ISBN 978-3-642-09681-5.

AURENHAMMER, Franz. ACM Computing Surveys. Online. 3rd. New Y ork:
Association for Computing Machinery, 1991. ISBN 0360-0300. Dostupné z:
https://web.archive.org/web/20070612223013id_/http://web.cs.swarthmore.edu/
~adanner/cs97/p345-aurenhammer.pdf. [cit. 2024-05-03].

SARAL Tomas. Vizualizdcia Voronoi delenia. Online, Bakalarska praca,
vedouci doc. RNDr. Vlastislav Dohnal Ph.D. Brno: Masarykova univerzita,
2018. Dostupné z: https://is.muni.cz/th/oSmyk/VisualizaciaVoronoiDelenia.pdf.
[cit. 2024-04-28].

Fortumiv  algoritmus a jeho implementace. Online. In: https://ivankuc-
kir.blogspot.com/. 2011. Dostupné z: https://ivankuckir.blogspot.com/2011/03-
[fortunuv-algoritmus-jeho-implementace.html. [cit. 2024-04-28].

Akt o &ipoch - plan EU na prekonanie krizy polovodiov. Online. 2023, s. 3.
Dostupné z: Eurdpsky parlament, https://www.europarl.europa.eu/topics/sk/ar-
ticle/20230210STO74502/akt-o-cipoch-plan-eu-na-prekonanie-nedostatku-polo-
vodicov. [cit. 2024-05-05].

Delaunayho  triangulace:  Triangulace.  Online. In: .  Dostupné
z: https://old.kgm.zcu.cz/studium/ugi/cviceni/chO8s01.html. [cit. 2024-05-05].

FERNANDO, Martinez Santa; SARMIENTO, Martinez; HERNAN, Fredy a
EDWAR, Jacinto Gomez. Using the delaunay triangulation and voronoi
diagrams for navigation in observable environments. Online. 2014, s. 9. ISSN
0123-921X. Dostupné z: https://www.redalyc.org/articulo.oa?id=257059812007.
[cit. 2024-05-14].

HOMROVA, Jana. Zobecnéné Voroneho diagramy. Online. Diplomova prace.
Plzen: Zapadoceska univerzita v Plzni, Fakulta aplikovanych véd. 2012. Dostupné
z: https://theses.cz/id/a9kait/. [cit. 2024-05-05].



https://web.archive.org/web/20070612223013id
http://web.cs.swarthmore.edu/
https://is.muni.cz/th/o5myk/VisualizaciaVoronoiDelenia.pdf
https://ivankuc-
http://kir.blogspot.com/
https://ivankuckir.blogspot.com/2011/03-
https://www.europarl.europa.eu/topics/sk/ar-
https://old.kgm.zcu.cz/studium/ugi/cviceni/ch08s01.html
https://www.redalvc.org/articulo.oa?id=257059812007
https://theses.cz/id/a9kait/

Ustav automatizace a informatiky, FSI VUT v Brné, 2024

Obrazok 1:
Obrazok 2:
Obrazok 3:
Obrazok 4:
Obrazok 5:
Obrazok 6:
Obrazok 7:
Obrazok 8:
Obrazok 9:

Obrazok 10:
Obrazok 11:
Obrazok 12:
Obrazok 13:
Obrazok 14:
Obrazok 15:
Obrazok 16:
Obrazok 17:
Obrazok 18:
Obrazok 19:
Obrazok 20:
Obrazok 21:
Obrazok 22:

ZOZNAM OBRAZKOV

Vzajomna poloha trojuholnikov pre vylucujtcu trianguléaciu [1] ..... 17
Voroného diagram [6] .......cccceeeveerviinieiiiiniiiiiecieccce e 19
Najjednoduchsi pripad Voroného diagramu [6] .........ccceeeiiininnnnne 19
Konvexna obalka [4] ..coveeeieeeie e 20
Dualita VD @ DT [8]..ccceoeeeieeiie ettt e erae e e ees 20
Ukazka Delaunayho triangulacie [2] .......ccccoevvevieiiniiiienieiiiniinnne, 23
Nejednoznacnost DT [1].ccoeeeiirieiereiiecieciesieece e 24
Maximalizacia minimalneho uhla [7].....cccoooeiiiiniiiniiiieiiinieeeee 24
Zmena diagonaly [2]....cceeveeueeienienireeece et 25
Inkrementalne vkladanie bodu [12].....coceeiiiiiiniiiniceieciceieeee 26
Vzniknuta DT po odstraneni simplexu [1]......ccccocveviiiiniiiniiiinnas 27
SWaAP 22 [10]ueieeiieiiiieeeie et 27
Fortunov algoritmus - prevzaté z [14] .....ccccocveveeiiniiniiniiiiiiiiins 28
Princip Fortunovho algoritmu [15]......ccceeieniinniiniiiiniiiiiiiiiiins 29
Algoritmus rozdel a panuj [13]...cccceeoiriiniininiiiiiieiieniciccies 30
Konstrukcia EMK pomocou Delaunayho triangulécie [11]............ 32
Konkrétny Steinerov problém [9]........cccceevverieniniiiniiiieniiiiiiiiiinns 32
Steinerov Strom [9] ....eeeveeieeeeeee et e 33
Trinagulacia z bodov na mape Ceskej republiky [17]......cc.ccoou..... 34
Vnutena hrana ab [10] ...ocveeoiieiienie e 34
Trasa robota ziskana pomocou DT a Voroneho diagramu [18] ...... 35
Rast Voroného buniek [19] ....ccoveeiiiieiiieeiiieceeesecesieceieceeiieee 36

41



