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Uvod

Jednim z hlavnich problémi, které resi statistické metody pracujici s mno-
horozmérnymi daty, je otazka optimalniho snizeni dimenze dat napoméhajictho
k objasnéni vztahii mezi pozorovanymi objekty. Mezi nejvyznamnéjsi metody to-
hoto typu patii analyza hlavnich komponent a faktorovéa analyza. Obdobnou tlohu
fesi 1 vicerozmérné skalovani (dale budeme pouzivat uz jen zkratku MDS, z angl.
Multidimensional Scaling). Misto datové matice v8ak pracuje s proximitni matici
vyjadiujici nepodobnost mezi objekty.

Ukolem této diplomové prace je podat uceleny piehled nejvyznamnéjsich metod
MDS a aplikovat je na reilna data. Obsah préce je rozdélen do Sesti kapitol.

Prvni kapitola nas uvede do problematiky MDS. PopiSeme si situaci a tkol,
ktery tesi, dozvime se, jak je to s jednoznacnosti feSeni a jak a podle ¢eho lze
metody MDS délit. Také se budeme zabyvat historii této metody a moznostmi
jejtho vyuziti. Blize se pak podivame na proximitni matici, ktera stoji na pocatku
kazdé tulohy fesené pomoci MDS.

V druhé kapitole se zaméfime na skupinu metrickych metod. Predstavime si
klasicky model MDS a jeho méné restriktivni variantu. Déle si ukdzeme, jak vhodné
zvolit dimenzi FeSeni, a na ilustrativnim piikladé si priblizime vypocetni algorit-
mus.

Ve tieti kapitole se budeme vénovat nemetrickému MDS. Vysvétlime si, co to
jsou disparity a jakym postupem je mizeme urcit. Poté si objasnime algoritmus
vedouci k nalezeni feSeni, ktery je zalozen na minimalizaci ztratové funkce Stress.
Budeme se také zabyvat otazkou spravné volby dimenze feSeni a vyznamem She-
pardova diagramu. Ziskané poznatky budeme demonstrovat na ilustrativnim pii-
kladeé.

Ve ¢tvrté kapitole se budeme koncentrovat na to, jak lze v ilohach MDS vyuzit
statisticky software R. Seznamime se s funkcemi, jez slouzi k FeSeni metrickych

i nemetrickych tloh, a prozkouméme jejich parametry.



V paté kapitole budeme metodu MDS pouzivat na realnych datech. UkaZeme
si priklad pouziti metrického i nemetrického MDS.

V posledni (Sesté) kapitole se podivame na aplikaci MDS v jiné mnohorozmérné
statistické metodé a to korespondencni analyze. Dozvime se, jak lze k prizkumu
vztahtt mezi kategorialnimi proménnymi v kontingen¢nich tabulkach uplatnit du-
alni skalovani. Uzite¢nost této metody predvedeme na prikladé.

V textu prace budeme pouzivat nasledujici znaceni. Matice budeme znagcit vel-
kym tuénym pismem (tedy napiiklad M, piipadné M™™ pokud budeme chtit
zdaraznit jeji rozméry). Vektory budeme ozna¢ovat malym tuénym pismem, pii-

¢emz v bude predstavovat sloupcovy vektor.
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1 Seznameni se s metodou MDS

Text této kapitoly se opird o publikace [2], [3], [4] a [5].

Uvazujme situaci, kdy mame n objekti a na kazdém z nich napozorovanych
p proménnych (standardné n > p). Na objekty lze pohlizet jako na m bodi
v p—rozmérném prostoru o soufadnicich x; = (z;1, . .. ,mip)T, 1=1,...,n. Matict

T

nxp) ziskame uspofadanim X= (x;,...,x,)".

soutadnic objekti (datovou matici) X!

V tlohéach vicerozmérného skilovani nemame typicky na vstupu matici X, ale
tzv. proximitni matici A které je teoreticky z jisté matice soufadnic X (ob-
vykle ndm neznamého rozméru p) ziskdna. Prvky matice A predstavuji ¢iselné
vyjadfenou nepodobnost mezi objekty.

Ukolem MDS je na zakladé danych nepodobnosti mezi objekty vytvoiit jejich
prostorovou reprezentaci. V podstaté jde o techniku spocivajici v redukei dimenze
dat, nebot cilem je najit takovou mnozinu bodu v prostoru nizké dimenze ¢, jejichz
vzajemné vzdélenosti co nejlépe odpovidaji tém v relativni konfiguraci bodi v pro-
storu vyssi dimenze p. Ziskanou matici soufadnic budeme znacit Y% . Pro snadné
grafické zobrazeni se snazime volit ¢ = 2, eventualné ¢ = 3. Graf s vyslednymi body
nazyvame mapou objekti. Mapa objektid ndm mé pomoci oziejmit jejich vzajemné
vztahy, jez z proximitni matice nemusi byt patrné.

Je tfeba poznamenat, ze MDS dava feSeni jednozna¢né az na rotaci, reflexi
a translaci. Zfejmeé se vzdalenosti mezi vyslednymi body nezméni, pokud konfigu-
raci bodu otoc¢ime, zrcadlové prevratime, ¢i posuneme. Tedy, je-liy;, i =1,...,n,
feSeni MDS, pak také z, = Ay, +b, i =1,...,n, kde A je ortogonalni matice a b
vektor posunuti, predstavuje feseni MDS. Problém s lokaci konfigurace se obvykle
Fesf umisténim jejtho stiedu do pocatku, tj. y = 237" | y; = 0.

Podle typu dat v proximitni matici se MDS déli na metrické a nemetrické.
V metrickém MDS predstavuji nepodobnosti kvantitativni data v podobé vzda-
lenosti, zatimco v nemetrickém MDS maji nepodobnosti charakter kvalitativnich

dat ordinalniho typu.
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Koteny MDS sahaji do 30. let 20. stoleti. Mezi védce, ktefi se zaslouzili o roz-
voj metrickych metod, patii predevsim G. Young, A. Householder, W. Torgerson,
S. Messick, R. Abelson a L. Tucker. Za zakladatele nemetrickych metod povazu-
jeme R. Sheparda, na jehoz praci navazal J. Kruskal.

MDS lze vyuzit vSude tam, kde nés muze zajimat otazka, pro¢ jsou urcité
predméty zkoumani vnimany stejné, ¢i odlisné, tedy napt. v psychologii, sociologii,

politologii ¢i marketingu.

1.1 Proximitni matice

Vstupem do algoritmu MDS je proximitni matice (matice relaci mezi objekty)
A = (5., kde &;; je ¢islo vyjadiujici nepodobnost mezi i—tym a j—tym
objektem. Matici A téZz nazyvame matici nepodobnosti.

Nepodobnost nemusi byt jedinym urcenim vztahu mezi dvéma objekty. Nékdy
muZze proximitni matice obsahovat podobnosti s;;, jez se ovSsem obvykle prevadi
na nepodobnost. Uvazujeme-li napfiklad d;; v intervalu (0, 1), pak nejjednodussi
transformaci je 0;; = 1 — s;;.

V klasickém modelu metrického MDS povazujeme kazdé ¢islo z vychozi pro-
ximitni matice za vzddlenost d;; mezi i—tym a j—tym objektem. Matici A pak
ztotozitujeme s matici vzddlenosti D™ = (d;;). V MDS se nejcastéji pouziva
vzdalenost euklidovska, ale 1ze pocitat i s jinymi typy. Uvedme piehled téch neju-

Zivangjsich:

. . . 2
euklidovskd vzddlenost: d;; = \/Zi:l (:Blk — :lrjk) ,

y ) . . . 2
¢tvercovd euklidovskd vzddlenost: dij = > v _, (xlk — xjk) ,

o : ) ) 2
vazend euklidovskd vzddlenost: d;; = \/2§:1 Wy (xm — :L“jk) , Y wp =1,

Minkowského vzddlenost: d;; = Q/Zi:l |$zk — xjk})\, A>0,

12



e Mahalanobisova vzddlenost: d;; = \/(xl — Xj)TS_l (xi — xj),

S = ﬁZ’Z:l (XZ' _i) (Xi _§>T7

I

e Hemmingova (Manhattanskd) vzddlenost: d;; = _, ‘x,k — Tk

e Cebysevova vzddlenost: d;; = max |$Zk — xjk‘.
k:l7"'7p

A je symetrickou matici s nezdpornymi prvky, jejiz hlavni diagonalu tvoii nuly,
tj.
0ij >0, 0;; =0, 0;5 =0, Vi,j=1,...,n. (1)
Ve skutec¢nosti nemusi byt A vzdy symetricka. V takovém piipadé z ni symetrickou
matici vytvoiime, napi. Gpravami d;; < %((51-]- +d;i), pro ta i a j, ktera nespliuji
tfeti podminku z (1).
Proto, abychom na nepodobnosti mohli pohlizet jako na metrické vzdalenosti,

vyzadujeme, aby d;; spliiovaly tzv. trojuhelnikovou nerovnost, t;.
5ij§5ik+5k_j7 Vi,j,kzl,...,n. (2)

Proximitni matici miizeme ziskat dotazovanim, expertnimi odhady apod., pfi-

padné ji vypocitat z datové matice, méame-li X k dispozici.
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2 Metrické MDS

Obsah této kapitoly vychazi ze zdroju (2], [3], [4] a [5].

V metrickém MDS jsou nepodobnosti §;; v proximitni matici A™*™) vyjadieny
pomoci vzdalenosti d;;.

Mame-li k dispozici soutadnice vyjadiujici umisténi objektii v p—rozmérném
prostoru, pak snadno vypocitame jejich vzajemné vzdalenosti. Metrické MDS ndm
umozni vytesit opacny problém. S vyuzitim danych vzdéalenosti mezi objekty nalez-
neme soufadnice odpovidajici jejich poloze. Pro zjednoduseni grafického zobrazeni
feSeni hledame tyto souradnice v prostoru dimenze q < p, pricemz je zadouci, aby
q = 2, ptipadné ¢ = 3.

Reseni se hledd tak, aby euklidovské vzdélenosti mezi body v redukovaném
prostoru d;; byly nejlepsi moznou aproximaci danych nepodobnosti d;; a tedy aby

byla minimalni mira vzajemného nesouladu S:

S = Z(%’ —dj;)%. (3)

1<j

Na vypocetni algoritmus metrického MDS se podivame z hlediska klasického

modelu W. Torgersona.

2.1 Klasické MDS

Klasicky Torgersentiv model metrického MDS je zalozen na predpokladu shody

nepodobnosti d;; a vzdalenosti d;;, které jsou euklidovské, tj.

0ij = dig = | > (win — 231.)*. (4)
k=1
Proximitni matici A je tedy matice vzdalenosti D™ = (dij), jez je euklidovska.

Matici soufadnic Y™*9 odvodime z euklidovské matice D pomoci transfor-

(nxn)

mace D na matici skaldrnich soucini B a nasledného spektralniho rozkladu B.

14



Znéme-li matici X("*P) pak je matice B dana vztahem
B=XX" (5)

a pro jeji prvky b;; plati
p
k=1

Z (4) a (6) plyne, Ze ¢tvercové vzdalenosti 1ze pomoci prvka B zapsat jako
Za predpokladu, ze X je centrovana (X = 0), je Y " xy =0, Vb =1,...,p
az (6) vyplyva, ze y o b =0,Vj=1,...,n.

Sumaci (7) pfes i, pfes j a pies ¢ a j dostaneme

Z dgj = Z b” + nbjj,

=1 =1

zn: dzzj = z": bii + nby;, (8)
j=1 i=1

i=1 j=1
S vyuzitim (7) a (8) muZzeme nyni prvky matice B vyjadfit pomoci ¢tvercovych

vzdalenosti jako

1
bij = _§(d12j —di, — d%j +d2,), (9)
kde
2 1 2
di- = _Zdzj7
n =
@2 =1 Y d? 10
o — E; 59 ( )
1 n n
2 2



Oznacime-li

1
aij = —Edij, (11)
dostaneme
bij = Gij — Gie — Qaj + Gee, (12)
kde

n
1
aio:_E Qi
n 4 7
J=1
n

1
toj = — > ai, (13)
=1

n n

to= 5Ny
i=1 j=1
Matice B je pak dvojité centrovanou verzi matice A" = (a,;), tzn.
B = HAH, (14)
kde H™™ = T — %J, I je jednotkova matice a J™*™ je matice samych

jednicek.

Jiz vime, jak z matice D ziskdme matici B a mizeme pristoupit k problematice
spektralniho rozkladu B.

Matice B je symetricki. Predpokladame, ze matice X méa plnou hodnost, tedy
h(X) = p a v disledku (5) je i h(B) = p. Proto pro B plati, Ze méa p nenulovych
a n — p nulovych vlastnich ¢isel. Jelikoz je D euklidovska matice, je B pozitivné
semidefinitni a neobsahuje tak zadna zaporna vlastni ¢isla.

B tak muZzeme rozlozit na
B=V,A VT, (15)

kde AP = diag()\y,...,),) je diagonalni matice kladnych vlastnich ¢isel B,

pficemz A\; > Ao > ... > )\, a vV, ) — (v1,...,Vp) je matice odpovidajicich
T

normovanych vlastnich vektori, a proto v, v, =1, Vi=1,... n.
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Matici souradnic, kterd udava feSeni v p—rozmérném prostoru vypocitame

podle vztahu

N

XxP) = VA2, (16)

Nejlepsi g—rozmérnou reprezentaci (¢ < p) feSeni (16) ziskame tak, Ze v matici
A, ponechame pouze prvnich ¢ vlastnich ¢isel a v matici V; odpovidajici g—tici
vlastnich vektort, tj.

Y <9 = VA2, (17)

kde A9 = diag(Aj,...,A,) a VXD = (v, ... v,).

Pokud proximitni matice obsahuje euklidovské vzdalenosti vypocitané z datové
matice X, pak je klasické MDS ekvivalentni metodé hlavnich komponent. Proto
byvé také nazyvano analijzou hlavnich os. Soutadnice objektt na ¢ hlavnich oséch
odpovidaji komponentnim skore objekt na ¢ hlavnich komponentach.

Zaroven jde o projekci objektti na ¢ ortonormalnich os pii zachovani maximalni

variability dat.

2.2 Meéné restriktivni varianta klasického M DS

V praxi mame v proximitni matici ziidkakdy presné euklidovské vzdalenosti
mezi pozorovanymi objekty. Napf. méme-li dany vzdélenosti mezi mésty, jsou to
vzdalenosti silni¢ni ¢i letecké, které lze povazovat pouze za piiblizné vyjadieni
vzdalenosti euklidovskych.

Proto existuje dalsi model metrického MDS, jenz na nepodobnosti klade méné
omezujici podminky nez ten klasicky Torgerseniv. Predpoklada, ze vychozi ne-
podobnosti d;; jsou pouhymi aproximacemi skuteénych euklidovskych vzdalenosti

dij; t_]

p
5@‘ = dij + ]{7 = (Izk — .Z’jk)g —+ k’, (18)
k=1

17



kde k je néjaka konstanta.

Pouzijeme stejny vypocetni algoritmus jako v klasickém modelu. Na pocatku
stoji proximitni matice A*™ = (0;7). Transformujeme ji na matici skalarnich
sou¢intt B™*™ a matici soufadnic Y(™*9 ziskdme opét pomoci spektralniho roz-
kladu B.

Plati, Ze miniméalné jedno vlastni ¢islo B je nulové. Nyni vSak matice B ne-
musi byt semidefinitni. Proto mtze obsahovat i zaporné vlastni ¢isla, jez vedou
na imaginarni soutradnice.

Tento problém lze vyfesit dvéma zpusoby. Budto muzeme zaporna vlastni ¢isla
ignorovat, pokud je prvnich ¢ vlastnich ¢isel kladnych, nebo lze matici B zménit
na pozitivné semidefinitni pfi¢tenim vhodné konstanty ¢ ke vSem mimodiagonélnim
prvkim matice A, tj.

0ij < 0;5 +cproi # j. (19)

2.3 Volba dimenze metrického reSeni

Za jeden z klicovych tkoli MDS povazujeme adekvatni zvoleni dimenze fe-
Seni ¢. Na jednu stranu se snazime vzit dostatecné malé g pro jednoduché grafické
znézornéni. Na druhou stranu ale mizeme vybérem piilis nizkého g ziskat zkreslené
vysledky. Plati, Ze bez ztraty informace lze dostat feseni v prostoru dimenze n — 1.

Vybér vhodného ¢ souvisi s velikosti vlastnich ¢isel \; matice skalarnich sou-
¢int. Ta jsou sefazena sestupné. Teoreticky muzeme zvolit takové ¢, ze pocinaje
Ag+1 se vlastni ¢isla ,stabilizuji“, tj. hodnota A,y je podstatné mensi nez velikost
predeslych vlastnich ¢isel. V praxi obvykle volime ¢ = 2, eventualné ¢ = 3.

Vhodnost volby ¢ pak posuzujeme podle kritéria

9N\

P = =1

=S (20)
! Zi:l Ai

které udava miru vysvétlené variability pfi pouziti prvnich ¢ rozméra. Pricemz

za dobré feSeni je povazovano takové, kdy hodnota P, je minimalné 0,8. (Tuto
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hrani¢ni hodnotu samoziejmé nelze brat za jedinou moznou, jeji volba se muze
lisit v souvislosti s podstatou Feseného problému.) Je zfejmé, ze nejvic variability
skryva prvni rozmér feseni, nasleduje druhy rozmér atd.

Pro matici B, jez neni pozitivné semidefinitni, upravime podobu kritéria (20)

na
q /\
P = = (21)
D DR PN
nebo
4 A\
P, = =17 (22)

Yo max(A;, 0)

2.4 Tlustrativni priklad k metrickému MDS

[ustrativni priklad 1 ndm bude slouzit k demonstraci vypocetniho algoritmu

metrického a v dalsi kapitole i nemetrického MDS.

Priklad 1. Vytvorte mapu objekti A, B, C, D a E, mate-li v tabulce 1 k dispozici

jejich vzajemné nepodobnosti.

A B C D E

A

B|13

Cl15 1,8
D|73 63 5,1
E

74 6,1 71 93

Tabulka 1: Nepodobnosti mezi objekty v prikladu 1

Pro metricky charakter ilohy budeme uvazovat, Ze nepodobnosti z tabulky 1
predstavuji vzdalenosti (v km) mezi uréitymi stanovisti A, B, C, D a E. Nasim
cilem bude vytvorit orienta¢ni plan, ktery by znazornoval vzajemnou polohu sta-

novist.
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Pri teseni prikladu pomoci metrického MDS se budeme fidit postupem z ta-

bulky 2.

L. Ze vstupni proximitni matice A™*™) = (§;;) vytvoffme matici
1
A(nxn) = (CLZ‘J‘), kde CLZ']' = —55123
2. Dvojitym centrovanim A ziskdme matici skalarnich soucini

B("") = HAH, kde H"™" =T — 1J 1" je jednotkova matice

a J™*") je matice samych jednicek.

3. Najdeme vlastni ¢isla A\ > Ay > ... > A\, a odpovidajici normované
vlastni vektory vy, ..., v, matice B.

4. Zvolime dimenzi feSeni q.

D. Pokud je nékteré z prvnich ¢ vlastnich ¢isel zaporné, provedeme

v matici A upravy d;; < d;; + ¢ pro i # j (¢ je vhodné zvolena
konstanta tak, abychom dostali pozitivné semidefinitni matici B) a

vratime se ke kroku 1.

Méme-li ¢ vlastnich ¢isel kladnych, spoc¢itdme hodnotu kritéria

)Y
P, = &=t
i

Jestlize je hodnota P, < 0,8, provedeme g <— ¢ + 1 a navratime se

na zacatek kroku 5.

6. Vytvoifme matice A0%9 = diag(\y, ..., \,) a

VD = (v, ..., v,).

7. Vypocitame matici soutadnic pro ¢g—rozmérné reseni

Y (x40 — VA3,

8. Vytvorime mapu objekt podle matice Y.

Tabulka 2: Prakticky vypocetni algoritmus metrického MDS
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1. Z proximitni matice
00 1,3 15 73 74
1,3 00 1,8 6,2 6,1
A= 15 18 00 51 71
73 6,2 51 00 9.3
74 6,1 71 93 0,0
ziskame matici A:
0,00 —-085 —1,13 —26,66 —27,38
-0,85 0,00 —1,62 -19,22 —18,61
A= -1,13 —1,62 0,00 —13,01 —25,21
—26,66 —19,22 —13,01 0,00 —43,25
—27,38 —18,61 —2521 —43,25 0,00

2. Vytvorime matici skalarnich sou¢nt B:
824 426 4,11 —-917 745
4,26 1,96 048 —489 —1,81
B = 4,11 048 2,23 1,46  —8,28
—-9,17 —4,89 1,46 26,69 —14,09
7,45 —181 —828 —14,09 31,62

3. Najdeme vlastni ¢isla B:
A =44.79; Ay = 26,88; A3 =0,71; Ay =0,00; A5 = —1,63
a odpovidajici vlastni vektory:
v] = (-0,02; 0,03; —0,17; —0,61; 0,77),

(—0,58; —0,25; —0,21; 0,61; 0,43),

(—0,12; 0,77, —0,62; 0,08; —0,11),

(—0,45; —0,45; —0,45; —0,45; —0,45),

= (0,67; —0,38; —0,59; 0,22; 0,08).

2
T
AE]
T
Vy
T
Vs

4. Vzhledem k velikosti vlastnich ¢isel se jako vhodna volba pro dimenzi feseni jevi

q=2.
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5. Prvni dvé vlastni ¢isla jsou kladné, a proto nemusime upravovat matici A.
Spocitame hodnotu kritéria P:

P, = 0,97 > 0,8, vysledné feseni tedy bude velmi dobré.

6. Vytvorime matici A:

A [ 4479 0.00
L 0,00 26,88

a matici V:
—-0,02 —-0,58
0,03 —0,25
V=] -017 -0,21
—0,61 0,61
0,77 0,43

7. Vypocteme matici souradnic Y:

—0,12 —2,99
0,23 —1,31
Y=| —1,15 1,09
—4,10 3,15
515 2,25

8. Vytvorime mapu objekti, jez se nachézi na obrazku 1.

Ziskané TeSeni je nalezeno tak, ze matice euklidovskych vzdalenosti mezi vy-
slednymi body D*:
0,00 1,71 2,16 7,32 7,44
1,71 0,00 1,40 6,22 6,08
D*=| 2,16 1,40 0,00 5,17 7,14
7,32 6,22 5,17 0,00 9,30
7,44 6,08 7,14 9,30 0,00

je nejlepsi aproximaci vstupni proximitni matice a to z hlediska minimélni miry
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Obrazek 1: Mapa objektt k metrické verzi piikladu 1

vzajemného nesouladu (3). Neznamena to ale, ze by mélo platit: ¢im mensi je pu-
vodni nepodobnost mezi dvéma objekty, tim blize u sebe jsou odpovidajici body
na mapé objektu. Napfiklad dana vzdalenost mezi B a C je vétsi nez ta mezi A a
B ¢i A a C, avSak u bodu feSeni je tomu naopak.

Dosahnout takového feseni, aby pofadi ptivodnich nepodobnosti pokud mozno
odpovidalo tém na mapé objekti, je cilem nemetrického MDS, jimz se budeme

zabyvat v nasledujici kapitole.
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3 Nemetrické MDS

Informace pouzité v této kapitole jsou ¢erpany z literatury [2], [3], [4] a [5].

Motivaci pro vznik nemetricktho MDS byly dvé hlavni slabiny metrického
MDS: za prvé, definice explicitni funkéni zavislosti mezi nepodobnostmi a vzdale-
nostmi a za druhé, omezeni na euklidovskou geometrii.

Idea nemetrického MDS spoé¢iva v mirnéjsim pozadavku na vztah mezi nepo-
dobnostmi a vzdalenostmi. Predpokladame, ze skuteéné vzdalenosti d;; (tj. vzda-
lenosti mezi body v relativni p—rozmérné konfiguraci) jsou funkénimi hodnotami
danych nepodobnosti ;;:

dij = f(035), (23)

pficemz f je neznamé rostouci funkce. A tedy je-li 6;; < 0x, pak f(0;;) < f (k).

Nemetrické MDS se od metrického lisi ve zptisobu, jakym zachézi s nepodob-
nostmi. Zatimco metrické MDS pracuje s ¢iselnymi hodnotami, nemetrické s po-
fadim hodnot.

Pomoci nemetrického MDS tak fesime piiklady, kdy méme k dispozici nepodob-
nosti v podobé ordinalnich dat. Mezi takové tlohy patii i ty, v nichZ je proximitni
matice ziskdna dotazovanim. A to tak, Ze jsou respondenti pozadani, aby zhodno-
tili podobnost (nepodobnost) mezi pozorovanymi objekty. V takovych piipadech
jsou tazani schopni posoudit, zda jsou urcité objekty podobnéjsi nez jiné. Avsak
stézi budou moci vyjadrit, o jakou hodnotu se lisi.

Méame-li tedy n pozorovanych objektti, pak kazdy dotazovany priradi jednotli-
vym dvojicim objektii ¢islo z urcité skaly, pricemz nejmensi hodnota skily odpovida
shodnym a nejvétsi hodnota naprosto odlisnym objekttm.

Proximitni matici A™™ = (§;;) pak dostaneme nésledovné. Na diagonéle
budou nuly. Pro kazdy z m = n(n — 1)/2 pari objektii spo¢itdme priumér z prifa-
zenych hodnot. Takto ziskdme prvky d;;, ¢ < j, které se rovnaji prvkim J;;.

Ukolem nemetrického MDS je na zakladé danych pofadi hodnot nepodobnosti

mezi objekty vytvorit jejich reprezentaci v g—rozmérném prostoru (¢ < p). Chceme
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najit takovou konfiguraci, v niz poradi vzdélenosti d;; mezi body zachovava po-
fadi ptivodnich nepodobnosti d;;. Tedy, je-li m nepodobnosti d;;, 7 < j sefazeno

od nejmensi po nejvetsi:

61'1]'1 < 5@'2]'2 < ... < 5imjm7 (24)
pak pro prislusné vzdalenosti dj; ma platit:
d;:jl < d:ZjQ < te < d:mjm; (25)
piitom d}; predstavuji Minkowského vzdalenosti, tj.
P
d:j =7 Z |yzk — yjkl)‘, A > 0. (26)

k=1

Ne vzdy bude pro vysledné feseni platit podminka (25). Ve skute¢nosti budeme
chtit, aby podminka monoténnosti (avsak slabé) platila pro tzv. disparity a?l-j,
jez aproximuji vzdalenosti dj;. Disparity jsou proto urcovany tak, aby spliovaly

nerovnost:

~ A

diljl < di2j2 <...< CZ (27)

Matice souradnic Y(™*9 je hledana pomoci iterativniho Shepard-Kruskalova

algoritmu, ktery je zalozen na minimalizaci ztratové funkce Stress, jez je defino-

vana.:
Stress(Y) = Z (d;‘j - Czij)Q. (28)
i<j
Bézné byva kritérium (28) nahrazeno jeho normovanou verzi (28):
SN2
(dr — d;
Stress(Y) = ZK]( 2 23) : (29)
Yici (d5)

pripadné

A

Stress(Y) = i< (d; — dy) (30)

—\27

Zi<j (dfj o d*)
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kde d* je primérna vzdalenost di;.
Podle vysledné hodnoty Stressu posuzujeme kvalitu celého modelu. Tabulka 3

uvadi Kruskalem doporuc¢ené hodnoty.

Stress Kvalita modelu

> 0,2 slaba

0,1 —-0,2 uspokojiva

0,05 — 0,1 | dobra
0,025 — 0,05 | vynikajici

0 — 0,025 | perfektni

Tabulka 3: Hodnoceni kvality modelu nemetrického MDS podle Stressu

3.1 PAV algoritmus

Disparity czij dostaneme pro vzdalenosti d;; provedenim monoténni regrese ne-
podobnosti d;; na dj; s pozadavkem slabé monotonnosti, tj. je-li d;; < O, pak
Jij < dy. Jednou z nejuzivanéjsich metod k urceni disparit je PAV algoritmus
(z angl. pool-adjacent violators).

PAV algoritmus je popsan nasledovné: k m vzestupné sefazenym ¢;; prifadime
odpovidajici dj;. Postupné prochazime dj; a zjistujeme, zda ma jejich usporadant
neklesajici charakter. Kdykoli je v néjakém bloku tato podminka porusena, nahra-
dime hodnoty dané skupiny prvku jejich prumérem. Ptitom jako pocatek bloku je
bran posledni prvek, ktery neni mensi nez jeho predchiidce.

Aplikaci PAV algoritmu si ukédZzeme na nasledujicim ilustrativnim piikladu.

Priklad 2. Pro n = 5 objektd je v prvnim sloupci tabulky 4 dano m = 10
vzajemnych nepodobnosti d;;, ¢ < j sefazenych od nejmensi po nejvétsi. Ve druhém
sloupci se nachdzi jejich odpovidajici vzdalenosti d;; na mapé objektti. Pomoci PAV

algoritmu urcete pro vzdalenosti d;; disparity CZU
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§ dy 1 I I IV dy
11 12 12 12 12 12 12
23 31 31 24 24 24 24
25 2,8 28 24 24 24 24
34 1,3 13 24 24 24 24
38 27 27 27 27 27 27
47 52 52 52 44 42 42
49 3,6 3.6 36 44 42 42
55 3,8 3.8 38 38 42 472
62 65 65 65 65 65 59
6,8 53 53 53 53 53 59

Tabulka 4: Urc¢ovani disparit podle PAV algoritmu v ptikladu 2

Regent prikladu demonstruje tabulka 4. V kazdém ze sloupci I az IV je vy-
znacena prvni skupina prvki, které porusuji pozadavek nesestupného usporadani.
Vsem prvkim ze zvyraznéné bloku je v nasledném sloupci pfifazena jejich pri-

mérné hodnota. Posledni sloupec obsahuje vysledné disparity.

3.2 Shepard-Kruskaliv algoritmus

Cilem Shepard-Kruskalova algoritmu je najit takovou konfiguraci boda Y (>,
pro kterou je hodnota Stressu minimalni a pfitom je splnéna podminka slabé
monoténnosti pro disparity (27). Jde o optimaliza¢ni iterativni proces, jehoz kazda
iterace se sklada z nésledujicich kroki.

V prvnim kroku kazdé iterace t = 0, 1, . .. nejprve ur¢ime konfiguraci Y; a vypo-

¢itdme Minkowského vzdalenosti d;kj(t) mezi body v této konfiguraci. Bézné volime
A =2 a v tom pripadé d;;(t) predstavuji vzdalenostii euklidovské.
V dalsim kroku nalezneme ke vzdélenostem d;(t) odpovidajici disparity cil(;)

K tomu pouzijeme PAV algoritmus.

27



V poslednim kroku spoc¢itame pro danou Y, hodnotu funkce Stress(Y;). Pokud
je tato hodnota minimem funkce, matice Y = Y, pfedstavuje vysledné reseni.
V opa¢ném pripadé prejdeme k dalsi iteraci.

Pocatecni konfiguraci Y volime obvykle tak, Ze na proximitni matici A apli-
kujeme metrické MDS nebo vyuzijeme vysledky z predchozi tlohy. Pouzit 1ze i ge-
nerovani ndhodnych c¢isel.

Kazda nasledna konfigurace pro t = 1,2,... je ziskdna z predeslé konfigurace
uzitim metody nejvétsiho spadu, jez zaruci, ze Stress je minimalizovan nejrych-
lejsim moznym zpusobem. Tato metoda spoc¢iva v tom, Ze konfigurace je posunuta

ve sméru uréeném parcialnimi derivacemi funkce Stress(y) podle y, kde

y= (y117y127"'7y1qa"'7ynq)T' (31)

Nové soufadnice ziskdme vypoctem:

y =y — gz, (32)

8St'r’ess /‘ 0Stress

a ay je délka kroku v t—té iteraci. Pro urychleni algoritmu byva délka kroku prii-

kde

(33)

bézné ménéna. Kruskal doporucuje jako startovaci hodnotu o = 0,2.

Cely proces je ukonéen tehdy, je-li dosazeno minima funkce Stress (tj. roz-
dil v pristi hodnoté Stressu je zanedbatelné maly). Muze ale nastat situace, Ze
kone¢na hodnota Stressu predstavuje misto globalniho minima (pro zvolenou di-
menzi ¢) pouze minimum lokéalni, nebot vybrani pocatecni konfigurace nemusi
byt optimélni. Proto nékdy zkousime rizné Y, a dostavame-li stejné tfeSeni, pak

je zfejmé dosazeno globalniho minima.

3.3 Volba dimenze nemetrického resSeni

Teoreticky vybereme vhodny rozmér feseni tak, ze vypocitdme minimalni hod-

notu Stressu pro rizna g, kterou oznacime Sy, a zobrazime body (¢, S,). Cim vétsi
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je zvolené ¢, tim je hodnota S, mensi. Proto, spojime-li body (¢, .S,), dostaneme
krivku klesajicho pribéhu.

Adekvatni pocet rozméru reSeni indikuje tzv. elbow kritérium, coz je misto,
v némz graf prechézi ze strmého na horizontalni. A pro vyssi dimenzi se tak hod-
nota S, zmensi jen nepatrné.

V praxi chceme, aby byla dimenze feSeni co nejmensi. Z toho divodu, dostaneme-
li kvalitni model (dle tabulky 3) pro ¢ = 2 nebo ¢ = 3, volime dvou ¢ trojrozmérné

feSeni.
3.4 Shepardiv diagram

Vztah mezi pivodnimi nepodobnostmi d;;, ¢ < j, vzdalenostmi ve vysledné
konfiguraci dj; a jim prifazenymi disparitami (jij lze graficky znazornit pomoci
Shepardova diagramu.

Shepardiiv diagram mé podobu bodového grafu prolozeného kiivkou monoténni
regrese. Stupnice na ose x odpovidé skile nepodobnosti a stupnice osy y rozpéti
vzdalenosti a disparit. Kazdy bod predstavuje hodnotu d;; vzhledem k prislusné d;;.
Schodovité rostouci kiivka prochazi hodnotami disparit.

Se¢teme-li ¢tvercové odchylky bodit od kiivky, dostaneme hodnotu Stressu (28).
Proto Shepardiv diagramu slouzi k posuzovani kvality modelu. Cfm méns jsou
body vzdaleny od kfivky, tim je model lepsi. V idealnim piipadé lezi vSechny body
na kfivce.

Na obrazku 2 najdeme Sheparduv diagram k piikladu 2.

3.5 Tlustrativni priklad k nemetrickému MDS

K demonstraci algoritmu nemetrického MDS nédm bude slouzit opét piiklad 1.
Pro nemetricky charakter tilohy budeme uvazovat, Ze nepodobnosti z tabul-
ky 1 pfedstavuji nepodobnosti mezi vyrobky A, B, C, D a E ziskané dotazovanim

zékazniki. Kazdy respondent mél pro m = 10 dvojic vyrobki zhodnotit jejich
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Vzdélenosti, disparity

Nepodobnosti

Obrézek 2: Shepardiv diagram k piikladu 2

vzajemnou podobnost a prifadit jim ¢islo na skale od 0 do 10, kde 0 odpovida na-
prosto shodnym a 10 zcela odlisSnym vyrobkiim. Dané hodnoty pak tvori primeér

hodnot, které zadkaznici priradili.

P1i TfeSeni prikladu pomoci nemetrického MDS se budeme fidit postupem z ta-

bulky 5.

1. Vzestupné usporadame nepodobnosti: ¢, j, 7 < j:
019 = 1,3 < 013 = 1.5 < 093 = 1,8 < 034 = 5,1 < 095 = 6,2 < 0oy = 6,3 < 035 =
= 7,1 < 514 = 7,3 < 515 = 7,4 < 545 = 9,3

2. Zvolime q = 2.

3. Polozime t = 0.

4. Jako pocatecni konfiguraci zvolime matici soufadnic ziskanou metrickym MDS:
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m = %n(n — 1) nepodobnosti ¢;;, ¢ < j z proximitni matice

A = (§;;) sefadime od nejmensi po nejvetsi.

Zvolime dimenzi TeSeni q.

Polozime t = 0.

Stanovime konfiguraci bodi Y!"*9.

Y ziskame aplikaci metricktho MDS na matici A.

Y, t =1,2,... dostaneme z pfedchozi konfigurace uzitim metody

nejstrméjsiho sestupu.

Vypocitame (euklidovské) vzdalenosti d;-kj(t), i < j mezi body v kon-

figuraci Y.

K dfj(t) urcime disparity cfg-), i < j (podle PAV algoritmu).

Spocitame hodnotu ztratové funkce Stress pro Y,:

(W _g®
Stress(Y,) = \/—ZKJ (a7"-d))

i<y (d:j(t)y

Dokud nedostaneme minimum S, funkce Stress, provedeme

t <+ t+ 1 a vratime se ke kroku 4.

Pokud S, > 0,2, polozime ¢ <— ¢ + 1 a navratime se ke kroku 3.

V opa¢ném piipadé predstavuje matice z posledni iterace Y vy-

sledné reSeni.

Vytvoiime mapu objekti podle matice Y.

Tabulka 5: Prakticky vypocetni algoritmus nemetrického MDS
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-0,12 —-2,99

0,23 —1,31
Yo=| —1,15 —1,09
—4,10 3,15
515 2,25

5. Vypocitame euklidovské vzdélenosti d:j(o) i < j:
i) = 171 dif = 2,16; &) = 1,40; &5 =517 &5 = 6,08; diy” = 6,22;
& =714; &0 =732 &V =744; @Y =930

6. K d;kj(o) uréime PAV algoritmem disparity a?l(»;)) 1< 7
dY =171 <d% =178<dY =1,78<d) =517<dY =6,08 <d) =
=622<dY =714<d9 =732<d? =744 <d¥ =930

7. Ztratova funkce Stress mé pro Yo hodnotu Stress(Yy) = 0,029.

Zménime ¢t na t = 1 a vratime se ke kroku 4.

4. Vypocitame souradnice pro Y;:

—0,19 —2.87
0,37 —1,34
Y, = | —-1,23 —1.20
4,11 3,16
516 2,25

4. V sedmé iteraci dostaneme:
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-0,29 -291

1,10 —1,78
Y.=| —154 —1,16
—4,09 3,38
4,83 246

7. Hodnota Stressu pro Y7 je Stress(Yr7) = 0,000 = 5.

Vysledna matice soutradnic je Y = Y.

8. Podle hodnoty S5 lze dvourozmérné feseni povazovat za perfektni.

9. Vytvorime mapu objekti, jez se nachazi na obrazku 3.

Obrazek 3: Mapa objektt k nemetrické verzi prikladu 1

Matice euklidovskych vzdalenosti mezi vyslednymi body D*:
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0,00 1,80 2,15 7,35 7,42
1,80 0,00 2,71 7,32 5,64
D=1 2,15 2,71 0,00 521 7,33
7,35 7,32 521 0,00 8,96
742 564 7,33 8,96 0,00
aproximuje vstupni proximitni matici tak, aby hodnota Stressu byla minimé&lni.

~

V tomto piikladé odpovida poradi nepodobnosti ¢; ; nejen poradi disparit d,;, ale

i poradi vzdalenosti d;;.

To, ze vysledné Feseni lze pokladat za perfektni, ilustruje i prislusny Sheparduv

diagram, jenz nalezneme na obrazku 4.

Vzdalenosti, disparity

MNepodobnosti

Obrazek 4: Sheparduv diagram k piikladu 1
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4 MDS v R

Tato kapitola je vénovana tomu, jak lze pro MDS vyuzit statisticky software

R. Jeji obsah vychézi z napovédy v R a zdroje [2].

4.1 Metrické ulohy

K teseni metrickych uloh MDS klasickym zptisobem slouzi v R piikaz cmdscale.

Tato funkce vyzaduje jeden povinny argument, dalsi ¢tyii jsou nepovinné:

od

e cig

e add

e X.ret

povinny parametr, ve kterém je zadana vstupni proximitni matice; muze
jit o matici vzdalenosti vypocitanou funkei dist, mame-li k dispozici
datovou matici, nebo o jakoukoli symetrickou matici nepodobnosti typu
n xn;

v tomto nepovinném argumentu zadavame zvolenou dimenzi feSeni, tedy
g v naem znaceni; musi byt z mnoziny {1,2,...,n — 1}; defaultni hod-

nota je nastavena na 2;

parametr, jemuz pritadime logickou hodnotu TRUE, pokud chceme mit
na vystupu kromé vyslednych soutadnic i vlastni ¢isla matice skalarnich
soucinu B; vychozi hodnotou je u tohoto, i u zbyvajicich nepovinnych

argumentt, FALSE;

u tohoto parametru lze nastavit to, aby byla k mimodiagonalnim prv-
kim proximitni matice pri¢tena konstanta c tak, abychom u matice B

dostali jen nezaporna vlastni ¢isla;

argument, jenz urcuje, zda ma byt na vystupu i dvojité centrovana ma-
tice ¢tvercovych nepodobnosti (vynasobenim této matice ¢islem —% do-

staneme matici B).

Méame-li tedy pod nézvem Delta uloZzenou proximitni matici, pak dvojrozmérné

metrické feseni dostaneme zadédnim prikazu:

> cmdscale(Delta)
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coz je ekvivalentni s:

> cmdscale(Delta, k = 2, eig = FALSE, add = FALSE,

+

x.ret = FALSE)

VysSe uvedenym zptsobem ziskame pouze vysledné souradnice feseni. Pokud

je ale alespon u jednoho z parametri logickych hodnot zaddno TRUE, na vystupu

dostaneme seznam obsahujici néasledujici polozky:

e $points

o $eig

°o $x

e $ac

o $GOF

tento prvek seznamu obsahuje matici s poctem sloupcii rovnym k,

jejiz fadky udévaji souradnice bodii na mapé objektii;

v této polozce jsou vypséna vlastni c¢isla matice B, pokud

eig = TRUE,; jinak je vracena hodnota NULL;

pii volbé x.ret = TRUE se v tomto prvku seznamu skryva dvojité
centrovana matice ¢tvercovych nepodobnosti, v opa¢ném piipadé hod-
nota NULL;

pokud zadame add = TRUE, tato polozka nam ukaze, jaka konstanta
byla pfipoc¢tena k mimodiagonélnim prvkam proximitni matice; jestli

nevybereme pravdivou logickou hodnotu, je vrécena 0;

posledni prvek seznamu predstavuje dvourozmérny vektor, jehoz
prvni slozka udava hodnotu kritéria (21) a druha hodnotu (22) pro ¢

rovno k.

Vratme se nyni k ilustrativnimu piikladu 1 z kapitoly 2 a podivejme se na jeho

feSen{ v R.

Nejprve vytvorime piislusnou proximitni matici Delta a pojmenujeme jeji

radky a sloupce. Dostaneme:

> Delta
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Prejdeme k feSeni pomoci funkce cmdscale. Nechame si zobrazit i vlastni ¢isla
matice B:

> reseni = cmdscale(Delta, eig = TRUE)
> reseni

$points

[,1] [,2]
A -0.1232445 -2.992941
B 0.2254902 -1.314891
C -1.1523629 -1.094363
D -4.1032885 3.151575
E 5.1534056 2.250619

$eig
[1] 4.478854e+01 2.688197e+01 7.131198e-01 -1.554312e
-15 -1.625633e+00

$x
NULL

$ac
[1] O

$GOF
[1] 0.9683992 0.9901481

Nakonec vytvorime mapu objekti, ktera se nachazi na obrazku 1:

> Y = reseni$points

> x = Y[,1]

>y = Y[,2]

> plot(x, y, type = "n", xlab = "x", ylab = "y",
+ x1lim = range(x)*1.2, ylim = range(y)*1.2)
> text(x, y, label = colnames (Delta))

Zajimé-li nas podoba matice vzdalenosti mezi vyslednymi body, provedeme:

\2

D_q = as.matrix(dist(Y))
D_q

\

A B C D E
A 0.000000 1.713904 2.159556 7.320917 7.438948
1.713904 0.000000 1.395389 6.219939 6.082533
2.159556 1.395389 0.000000 5.170682 7.138040
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D 7.320917 6.219939 5.170682 0.000000 9.300436
E 7.438948 6.082533 7.138040 9.300436 0.000000

4.2 Nemetrické tulohy

Nemetrické tlohy MDS lze v R Tesit pomoci funkce isoMDS, ktera je soucasti

knihovny MASS. M4 jeden povinny argument a Sest nepovinnych:

od

°y

e maxit

e trace

e tol

*p

povinny parametr predstavujici vstupni proximitni matici;

v tomto prvnim nepovinném argumentu zadame pocatecni konfiguraci,
pokud nechceme, aby ji bylo klasické Teseni; jinak je automaticky zvo-

leno y = cmdscale(d, k);

parametr, jimz lze vybrat jinou dimenzi feseni nez je defaulitni hodnota
k=2

timto argumentem s vychozi hodnotou maxit = 50 miZeme zménit na-

staveni maximéalniho poctu iterac;

jde o parametr logickych hodnot; pokud nezménime jeho defaultni hod-
notu TRUE, tak na vystupu dostaneme pocateéni hodnotu funkce Stress
a hodnotu Stressu po kazdé paté iteraci; dale je ndm poskytnuta infor-
mace o tom, pro¢ byl ukonéen vypodcet, tj. bud kvili provedeni maximal-
niho po¢tu iteraci, nebo diky dosaZeni minima Stressu (podle pravidel

konvergence zabudovanych v programu);

v tomto argumentu lze upravit konvergené¢ni toleranci; automaticky na-

stavena hodnota je tol = le-3;

posledni nepovinny argument s vychozi hodnotou p = 2, jenz predsta-
vuje parametr A ze vzorce (26) pro vypocet Minkowského vzdélenosti

v konfiguraci.

Standardni dvojrozmérné nemetrické feseni pro vstupni proximitni matici Delta

pak dostaneme:
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> isoMDS (Delta)

coz je ekvivalentni s:

> isoMDS(Delta, y = cmdscale(Delta, k), k = 2

+ maxit = 50, trace = TRUE, tol = 1le-3, p = 2)
Na vystupu dostavame seznam obsahujici dvé polozky:

e $points v tomto prvku se nachézi vysledna matice souradnic;

e $stress tato polozka obsahuje finalni hodnotu funkce Stress (v procentech).

Reseni nemetrické verze piikladu 1 v R ziskame takto:

> library ("MASS")

> reseni = isoMDS(Delta)
initial value 2.854420
iter 5 value 0.416743
final value 0.000000

converged
> reseni
$points

[,1] [,2]
A -0.2925252 -2.907899
B 1.1005277 -1.775666
C -1.5431499 -1.161326
D -4.0908855 3.382435
E 4.8260329 2.462455

$stress
[1] 2.088284e-14

Mapu objektt, jez se nachazi na obrazku 3, dostaneme stejnym ziisobem, jaky

je uveden v predchozi podkapitole.
Ke tvorbé ptislusného Shepardova diagramu vyuzijeme funkci Shepard, jejimiz

vstupnimi argumenty jsou dolni trojuhelnik proximitni matice a vyslednd ma-

tice souradnic. Na vystupu dostaneme seznam, ktery obsahuje po rfadé vzestupné
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uspofadané nepodobnosti, vzdéalenosti ve vysledné konfiguraci a jejich odpovidajici
disparity:

> Shep = Shepard(Deltal[lower.tri(Delta)], Y)
> Shep
$x

(1] 1.3 1.5 1.8 5.1 6.1 6.2 7.1 7.3 7.4 9.3

$y
[1] 1.795146 2.148158 2.714120 5.209292 5.642788
7.318249 7.327911 7.348187 7.418918 8.964251

$yf
[1] 1.795146 2.148158 2.714120 5.209292 5.642788
7.318249 7.327911 7.348187 7.418918 8.964251

Shepardiv diagram, jenz se nachazi na obrazku 4, pak ziskdme nasledovné:

plot (Shep, xlab="Nepodobnosti", ylab="Vzdalenosti,
disparity", xlim=range (Shep$x),
ylim=range (Shep$y), cex=0.7)

lines (Shep$x, Shep$yf, type="S")

v + + Vv
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5 Praktické priklady

V této kapitole si ukdzeme vyuziti metody MDS na reélnych datech. Priklady

budeme Fesit pomoci statistického softwaru R.

5.1 Mssta Ceské republiky

V prvnim piikladu pouzijeme metrické MDS k tomu, abychom s vyuzitim in-
formace o vzdalenostech mezi mésty vytvorili jejich mapu.

Pomoci zdroje [6] ziskdme letecké vzdalenosti mezi deseti nejvétSimi mésty
Cbskérepubhky a vyrobime pfislusnou matici vzdalenosti, jejiz radky a sloupce
budou néalezité pojmenovany:

> D_mestaCR
Pra Brn 0Ost Plz Lib 0lo UnL CBu HKr Par

Praha 0 186 278 84 88 210 69 124 102 97
Brno 186 0 140 242 207 65 246 157 126 112
Ostrava 278 140 0 353 262 79 316 292 180 181
Plzen 84 242 353 0 165 280 112 117 183 175
Liberec 88 207 252 165 0 204 73 204 83 96
Olomouc 210 65 79 280 204 0 259 213 123 117
Usti nad Labem 69 246 316 112 73 259 0 190 137 142

Ceske Budejovice 124 157 292 117 204 213 190 0 169 151
Hradec Kralove 102 126 180 183 83 123 137 169 0 19
Pardubice 97 112 181 175 96 117 142 151 19 0

Uzitim piikazu cmdscale dostaneme soutadnice bodi ve dvourozmérném pro-
storu, jez reprezentuji dan&d mésta. Volbou argumentu eig = TRUE dostaneme
i vlastni ¢isla a velikost kritéria Ps:

> reseni_mestaCR = cmdscale(D_mestaCR, eig = TRUE)
> reseni_mestaCR

$points

[,1] [,2]
Praha 80.12350 -5.113914
Brno -92.34648 64.673772
Ostrava -196.72350 -29.320446
Plzen 148.65183 43.820539
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Liberec 48.45610 -87.283943

Olomouc -129.56868 12.437961
Usti nad Labem 117.63635 -63.591065
Ceske Budejovice 56.33419 116.561715
Hradec Kralove -16.57082 -35.921623
Pardubice -15.99249 -16.262996
$eig

[1] 1.124234e+05 3.394727e+04 1.820858e+02 1.422177
e+02 2.240113e+01 1.335820e-12 -3.656561e+00
-9.122059e+01 -1.235020e+02 -2.139892e+02

$x
NULL

$ac
[1] O

$GOF
[1] 0.9947056 0.9976369

Kritérium Ps je témér rovno jedné a dvourozmeérné reseni je tedy takika per-
fektni

Ze ziskanych soufadnic vytvorime mapu objekti, ktera se nachazi na obrazku 5.

Poloha danych mést se vice lisi ve sméru vychod-zapad nez sever-jih. Prvni
rozmeér TeSeni tak souvisi se zemépisnou délkou a druhy se zemépisnou Sitkou mést.
Avsak proto, aby se v horni (dolni) ¢asti grafu nachazela mésta, ktera lezi severnéji
u soufadnic TeSeni a dostaneme mapu, jez se nachazi na obrézku 6.

Vidime, ze body na mapé z obrazku 6 priblizné odpovidaji pozicim mést na ma-

pé Ceské republiky.

5.2 Politické strany v Poslanecké snémovné

Aplikaci nemetrického MDS si ukdzeme na prikladu, jenz se tyka politickych

stran v Poslanecké snémovné Parlamentu Ceskeé republiky. Budeme pracovat s ma-
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Obrazek 5: Mapa objekti k piikladu o méstech CR (bez rotace)
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Obrézek 6: Mapa objekti k prikladu o méstech CR (po rotaci)
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tici nepodobnosti mezi témi stranami, které v parlamentnich volbach 2013 dostaly
vice nez 5% hlasii a ziskaly tak kiesla v Poslanecké snémovné (tj. CSSD, ANO,
KSCM, TOP 09, ODS, USVIT a KDU-CSL). Nagim cilem bude pokusit se klasi-
fikovat nové vznikla seskupeni ANO a USVIT v rameci snémovnich stran.

Ke tvorbé proximitni matice vyuzijeme volebni kalkulacku [7]. Jeji sou¢asti bylo
pétatiicet otazek, jejichz seznam lze najit v priloze A.1, a odpovédi, které k da-
nym otazkam poskytly kandidujici strany. Snémovni strany ke zminénym otazkam
vyslovily tato stanoviska:

> odpovedi
CSSD ANO KSCM TOP 09 0DS USVIT KDU-CSL

1 Pro Pro Pro Proti Proti Pro Proti
2 Pro Proti - Pro Pro Pro Pro
3 Pro Pro Pro Pro Pro Pro Pro
4 Pro Proti Pro Pro Pro Proti Pro
5 Pro - - Pro Proti Proti Proti
6 Proti - Proti Pro Proti Proti Proti
7 Pro Proti Pro Pro Proti Proti Pro
8 - Pro Pro Proti Proti Proti Proti
9 Proti Proti - Proti Proti Proti Proti
10 - Proti Proti Proti Proti Pro Proti
11 Pro Pro Pro Proti Proti Pro Pro
12 Pro Proti Pro Proti Proti - Pro
13 Pro Pro Pro Proti Proti - Pro
14 Proti - Proti Pro Pro - Proti
15 Proti Proti Proti Pro Pro Pro Pro
16 Pro Proti Pro Proti Proti Proti Proti
17 Proti Pro Proti Pro Pro Pro Proti
18 Pro Proti Pro Proti Proti Proti Pro
19 - Pro - Pro Proti Pro Pro
20 Pro Pro Pro Pro - - Pro
21 - Pro Pro Pro Proti Pro Pro
22 Pro Pro Pro Pro Proti Pro Pro
23 Pro Pro Pro Pro - Proti Pro
24 Proti Proti Proti Pro Proti - Proti
25 Pro Pro Pro Pro Proti - Pro
26 Proti Proti Proti Proti Proti Proti Proti
27 - Pro - Proti Proti Proti Proti
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28 Pro Pro Pro Pro Proti Proti Pro

29 Pro Pro - - Proti Proti -
30 Proti Proti - Proti Proti Proti Proti
31 Pro Pro Pro Proti Proti Proti Pro
32 Pro Pro Pro Proti Pro Proti Proti
33 Proti Pro Proti Pro - Pro -
34 Pro Pro Proti Pro Pro Pro Pro
35 Pro Pro Pro Pro Pro Pro Pro

Tyto odpovédi nam poslouzi k vyjadieni vzajemnych nepodobnosti mezi stra-
nami. Nepodobnosti budeme uvazovat na skile od 0 do 35, kde 0 znamena, ze
strany na vsechny otazky odpovédeély tplné stejné, a 35, ze ke kazdému problému
zaujimaji naprosto odlisny postoj. Pokud strany k nékteré otazce svij nézor ne-
vyjadrily, budeme predpokléadat, Ze se k danému problému stavi napiil pro a napiil
proti. Nepodobnost mezi dvéma stranami pak uré¢ime takto. Budeme prochazet
jejich odpovédi a kdykoli budou u néjaké otazky zcela protichiidné, zvysime nepo-
dobnost o jednicku. Bude-li odpovéd jedné strany pro nebo proti a u druhé strany
nebude uvedena zadna odpovéd, nepodobnost zvysime o jednu polovinu.

V R budeme postupovat tak, ze nejprve matici odpovedi, jez se slozena z "Pro",
"Proti" a "- ", zménime na ¢iselnou matici odpovedi2, kde 1 bude zastupovat
odpovédi "Pro", 0 odpovédi "Proti" a 0.5 neuvedené odpovedi "-":

> odpovedi = as.matrix(odpovedi)

> odpovedi2 = matrix(c(rep(0,nrow(odpovedi)*
+ ncol (odpovedi))),

+ nrow (odpovedi) ,ncol (odpovedi))
> for(i in 1:nrow(odpovedi2))

+ for(j in 1:ncol(odpovedi2))

+ if (odpovedil[i,j] == "Pro"){

+ odpovedi2[i, jl=1

+ } else if (odpovedil[i,j] == "Proti"){
+ odpovedi2 [i, j]=0

+ } else {

+ odpovedi2[i, j]=0.5

+ }

Matici nepodobnosti pak ziskame nasledovné:
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Delta_stranyPS =

ANO
12.

0.
12.
14.
18.
13.

>

+

>

+

+

+

+

>

+

> Delta_stranyPS
CSSD

CSSD 0.0

ANO 12.0

KSCM 5.0

TOP 09 17.0

0DS 20.0

USVIT 18.5

KDU-CSL 8.5

Vyuzitim funkce isoMDS ziskdme dvourozmeérné reseni:

o1 O O O O O

13.

> library ("MASS")
> reseni_stranyPS$S

initial wvalue 10.
iter 5 value 5.2
iter 10 value 4.4
iter 15 value 4.3
iter 20 value 4.2
final wvalue 4.225
converged
> reseni_stranyPS
$points

[,1]
CSSD -8.396533
ANO -3.242085
KSCM -10.992625
TOP 09 4.605881
0DS 12.864873
USVIT 7.636253
KDU-CSL -2.475763

$stress

matrix (c(rep(0,ncol (odpovedi2) ~2)),
ncol (odpovedi2) ,ncol (odpovedi2))

for(i in 1:nrow(Delta_stranyPS))

for(j in 1:ncol(Delta_stranyPS))
for(k in 1:nrow(odpovedi2))

{Delta_stranyPS[i,j] =

abs (odpovedi2 [k, i]

colnames (Delta_stranyPS) =

KSCM TOP 09

5.0 17.0
12.0 14.0
0.0 19.0
19.0 0.0
22.0 12.0
20.5 12.5
9.5 10.5

= isoMDS(Delta_stranyPS)

649730
81802
35196
22084
26686
005

[,2]
1.4010964
7.1758347

-2.0913510
-7.2857362
0.2342304
4.3490228
-3.7830971
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Delta_stranyPS[i,j] +

- odpovedi2[k,j])}

rownames (Delta_stranyPS)
colnames (odpovedi)

0DS

20.
18.
22.
12.

0.
11.
15.

01 O O O O O

USVIT KDU-CSL

18.
13.
20.
12.
11.

0.
13.

5

O O oo oot

8.
13.
9.
10.
15.
13.
0.

O O oo oot



[1] 4.225005

Vidime, zZe minima ztratové funkce Stress bylo dosazeno mezi dvacatou a pét-
advacatou iteraci. Hodnota S, je rovna 0,042 a dvourozmérné teseni je tak dle
tabulky 3 vynikajici.

Kvalita modelu je zfejmé i z ptislusného Shepardova diagramu, jenz se nachézi

na obrazku 7.

15

Vzdalenosti, disparity

10

T T T T
5 10 15 20

MNepodobnosti

Obrazek 7: Shepardiv diagram k ptikladu o politickych stranach v PS

Dimenze feseni rovna dvéma se jevi jako vhodné zvolena i podle elbow kritéria
(viz obrazek 8).

Nyni pomoci ziskanych soufadnic vytvorime mapu objektl, kterd se naléza
na obrazku 9.

Nakonec se zamérime na interpretaci vysledného feseni. Podivame-li se na roz-
misténi stran vzhledem k prvnimu sméru, vidime, ze v levé ¢asti grafu lezi levicova
KSCM a CSSD, v pravé pravicové ODS a TOP 09 a mezi nimi stiedova KDU-
CSL. Z tohoto pohledu bychom pak USVIT mohli povazovat za pravicovou stranu
a ANO za stfedovou, piipadné stfedolevicovou.

Co se tyce druhého sméru feseni, jeho objasnéni uz tak zjevné nebude. Mtuzeme

si vSak vSimnout, Ze v horni ¢asti grafu lezi nové vzniklé strany ANO a USVIT
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Obrézek 8: Elbow kritérium k piikladu o politickych stranach v PS
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Obrazek 9: Mapa objektu k prikladu o politickych stranach v PS
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a v dolnfm konzervativni TOP 09 a KDU-CSL. Projdeme-li si jejich odpovédi a
to, u jakych otazek se lisily, pak bychom mohli rict, Ze poloha stran v tomto sméru

zhruba souvisi s jejich populistickym charakterem.
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6 Korespondenc¢ni analyza

Informace obsazené v této kapitole, jez se zabyva vyuzitim klasického MDS
v mnohorozmérné statistické metodé s nazvem korespondenc¢ni analyza, jsou Cer-
pany z literatury [2] a [5].

Korespondené¢ni analyza slouzi jako néstroj pro analyzu vztahti mezi katego-
rialnfmi proménnymi v kontingencnich tabulkdch. Ukolem metody je najit sou-
fadnice v nizko-dimenzionalnim (dvou ¢i trojrozmérném) prostoru reprezentujici
fadkové a sloupcové kategorie, které maji pomoci objasnit vzajemnou (ne)zéavislost
mezi proménnymi a vztahy mezi jednotlivymi kategoriemi.

Jednou z variant jednoduché korespondencni analyzy (tj. pro dvourozmérné
kontingen¢ni tabulky) je dudini skdlovini, jez spociva v aplikaci klasického MDS
zvlast na matici sloupcovych a zvlast na matici fadkovych vzdalenosti.

Obecné lze dvourozmérnou kontingenéni tabulku pro fadkovou proménnou X
s r kategoriemi a sloupcovou proménnou Y s s kategoriemi zapsat tak, jak je to

uvedeno v tabulce 6.

Xyli1 2 ... s|%
1 nip M1z ... Nis | N4
2 Na1 Moz ... MNgg | Nayt
r MNyr1 Np2 oo Nyps | Ny
Do Ny e 0 Ny | oM

Tabulka 6: Kontingenc¢ni tabulka

Kontingené¢ni tabulka s r fadky a s sloupci mé rs bunék. Vsech n pozorova-
nych objektu je klasifikovano podle Ffadkové a sloupcové kategorie. Kazda ij—ta
buiika obsahuje ¢islo n;;, které udava napozorovanou cetnost v i—té radkové a j—té
sloupcové kategorii. Marginalni ¢etnosti znac¢ime n;, = ijl ni, © = 1,...,r

ang = Ny j=1,...,s Platin=37_ 3" n;=>3_ ny =" n4
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6.1 Dudalni skalovani

Body zastupujici jednotlivé kategorie proménnych dostaneme pomoci dualniho

skalovani nasledovné. Nejprve z kontingenc¢ni tabulky zkonstruujeme rddkové po-

mery :
’g;):%’7::17"‘7T7j:17"‘78 <34)
a sloupcové pomery:
s 2y . ;
Z(j):n_j-’1217"‘7717]:17"‘78' <35)
+J

Poté s vyuzitim fadkovych a sloupcovych poméru ziskime chi-kvadrat vzddle-

nosti mezi Fadky i a j (fadkové vzdalenosti), jez jsou definovany:

T 1 T r 2 ..
d;y ZZE< §-pi) =1 (36)
k=1

kde
Nk
= — 37
P+k n ( )

a chi-kvadrdt vzddlenosti mezi sloupci i a j (sloupcové vzdalenosti), jez jsou defi-

novany:
d(€>:ii(p(s)_p(5>>2 ij=1,...,s (38)
ij £ Diot ik 7k y U ) » 9
kde
N
Pr+ = TJF (39)

Radkové a sloupcové vzdalenosti predstavuji vazené euklidovské vzdéalenosti
s vahami 1/pyy, respektive 1/py,. Podle tvaru vah vidime, ze kategorie s nizsi
¢etnosti maji na vzdalenosti vétsi vliv nez ty s ¢etnosti vyssi .

Nyni pfejdeme k dudlnimu skalovani, coz znamena, Ze nejdiive aplikujeme kla-
sické MDS na matici fadkovych vzdélenosti a pak na matici sloupcovych vzda-

lenosti. Souradnice (ve dvou, pfipadné tfidimenzionélnim prostoru) odpovidajici
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radkovym kategoriim a souradnice pro sloupcové kategorie zobrazime do jednoho
grafu. Tento graf, jenz obsahuje r + s bodu, je oznacovan jako korespondencni
mapa. Je zadouci, aby body reprezentujici fadkové kategorie (fadkové body) byly
oznaceny odlisSnym symbolem ¢i barvou nez ty patiici ke kategoriim sloupcovym
(sloupcové body). Pokud jsou fadkové nebo sloupcové kategorie ur¢itym zptisobem
sefazeny, napi. podle véku, je vhodné pro lepsi vizualizaci body téchto kategorif
v prislusném poradi propojit

Vysledna korespondenéni mapa je interpretovana podle rozestavéni bodu, jez
reflektuje vztahy mezi jednotlivymi kategoriemi. Radkoveé (sloupcové) body, které
jsou blizko sebe indikuji fadkové (sloupcové) kategorie s podobnymi procentnimi
podily (podminénou pravdépodobnosti). Radkové body, jez lezi blizko sloupcovym
bodiim, naznacuji, ze prislusna kombinace se objevuje castéji, nez by bylo v pripadé
nezavislosti proménnych X a Y. Obecné bychom vSak neméli konstatovat, ze je-li
urc¢ity radkovy bod velmi blizko nékterému sloupcovému bodu, pak jsou prislusné
kategorie spolu spfiznéné a naopak.

Plati, ze pro kontingenéni tabulku s r fadky a s sloupci 1ze presné reSeni najit
v prostoru dimenze rovné min{r — 1,s — 1}. Jsou-li tak r i s vétsi nez 3, pak
korespondenéni mapa ve dvourozmérném prostoru, jez se standardné uziva, pred-

stavuje pouhou aproximaci skute¢ného reseni.

6.2 Barva vlasu a oci

V knize [1], v kapitole o kontingen¢nich tabulkach, najdeme piiklad, ve kterém
je vyuzitim chi-kvadrat testu nezavislosti dokazéno, Ze existuje zavislost mezi bar-
vou o¢i a barvou vlasi. My se na tentyz piiklad podivime pohledem korespon-
den¢ni analyzy.

K dispozici mame data tykajici se n = 6800 muzi, u kterych byla zjistovana
barva oc¢i a vlast. Ziskané tidaje jsou uvedeny v tabulce 7.

Priklad budeme fesit v softwaru R. Nejprve pod nazvem tab vytvorime tabulku

odpovidajici dané kontingenc¢ni tabulce. Dostaneme:
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o€i/vlasy svétlée kaStanové cerné zrzavé | ).
modré 1768 807 189 47 | 2811
Sedé nebo zelené 946 1387 746 53 | 3132
hnéedé 115 438 288 16 | 857
> 2829 2632 1223 116 | 6800

Tabulka 7: Kontingenc¢ni tabulka k prikladu o barvé vlasi a oc¢i

> tab

svetle kastanove cerne zrzave
modre 1768 807 189 47
sede nebo zelene 946 1387 746 53
hnede 115 438 288 16

Pomoci nésledné definované funkce £ ziskame matice fadkovych a sloupcovych

vzdalenosti:
> f = function(x){
+ a = t(t(x)/colSums(x))
+ ret = sqrt(colSums((al, rep(l:ncol(x), ncol(x))]-
+ al, rep(l:ncol(x), rep(ncol(x), ncol(x)))]) ~2x
+ sum(x) /rowSums (x)))
+ matrix(ret, ncol = ncol(x))}
> Dr = f(t(tab))
> Dr
[,1] [,2] [,3]

[1,] 0.0000000 0.6943064 1.058330
[2,] 0.6943064 0.0000000 0.364952
[3,] 1.0583299 0.3649520 0.000000

o

>
> Ds = f(tab)
> Ds

[,1] [,2] [,3] [,4]
[1,] 0.0000000 0.6716967 1.0007090 0.4738400
[2,] 0.6716967 0.0000000 0.3297843 0.2014926
[3,] 1.0007090 0.3297843 0.0000000 0.5275901
[4,] 0.4738400 0.2014926 0.5275901 0.0000000

Uzitim pfikazu cmdscale dostaneme souradnice fadkovych a sloupcovych bodi:

> r = cmdscale(Dr, eig = TRUE)
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> r
$points

[,1] [,2]
[1,] 0.5841290 0.004682886
[2,] -0.1099365 -0.013605814
[3,] -0.4741925 0.008922928

$eig
[1] 5.781512e-01 2.866662e-04 -4.079141e-17

$x
NULL

$ac
(1] ©

$GOF
[1] 1 1

> s = cmdscale(Ds, eig = TRUE)
> s

$points

[,1] [,2]

[1,] 0.53638878 0.003894160
[2,] -0.13516706 0.017649465
[3,] -0.46429547 -0.003139508
[4,] 0.06307375 -0.018404117

$eig
[1] 5.255316e-01 6.752361e-04 3.469447e-17 -4.258374e
-18

$x
NULL

$ac
[1] O

$GOF
[1] 11
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Prvky vektoru $GOF odpovidaji tomu, Ze souradnice ve dvourozmérném pro-
storu poskytuji presné reseni, nebot min{r —1,s — 1} = min{3 — 1,4 — 1} = 2.

Nakonec vytvorime koresponden¢ni mapu, kterou najdeme na obrazku 10:

> plot(s$points, xlim = range(s$points[,1],r$points[,1])
+ x*1.2, ylim = range(s$points[,2],r$points[,2])*5
+ ¥1.2, type = "n", xlab = "x", ylab = "y",
+ yaxp = c(-0.1,0.1,2))
> text(s$points, labels = colnames(tab), col = "red",
+ cex = 1.2)
> text(r$points, labels = rownames(tab), col = "blue",
+ cex = 1.2)
kastanove
o hnédé sviétigdre
= o 7| cerné
Sedé nebo zelerl?’zavé
T T T T T T T
06 0.4 02 0.0 0.2 0.4 0.6

Obrazek 10: Koresponden¢éni mapa k prikladu o barvé vlasiu a oci

Z obrazku 10 je patrné, ze existuje zavislost mezi barvou o¢i a barvou vlasii,
nebot pfinejmensim kombinace ¢erné vlasy a hnédé oci, svétlé vlasy a modré oci
i zrzavé vlasy a Sedé nebo zelené o¢i se objevuji ¢astéji, nez by tomu bylo v piipadé

vzajemné nezavislosti.
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ZAvér

Zamérem této diplomové préace bylo objasnit mnohorozmeérnou statistickou me-
todu s nazvem vicerozmérné skalovani (MDS). Jde o metodu, kterd nam na za-
kladé znalosti o vzajemnych nepodobnostech mezi objekty umozni ziskat jejich
grafické zobrazeni v nizkodimenzionalnim prostoru. Matice danych nepodobnosti
byva oznacovana jako proximitni matice a grafu s vyslednymi body fikdme mapa
objektii.

Zékladnim délenim MDS je déleni na metrické a nemetrické metody. V metric-
kych tlohéch pracujeme se vzdalenostmi mezi objekty a pii hledani reseni vyuzi-
vame teorii spektralniho rozkladu matice. Snazime se ziskat takovou mapu objektii,
ve které by vzdalenosti mezi body co nejlépe aproximovaly vzdalenosti pivodni.
Nemetrické MDS pouzivame tehdy, mame-li k dispozici informaci o poradi hodnot
nepodobnosti mezi objekty, a feSeni ziskdme pomoci optimalizac¢niho iterativniho
algoritmu. Chceme docilit toho, aby vzdéalenosti mezi body ve vysledné konfiguraci
zachovavaly poradi piislusnych nepodobnosti.

MDS miize slouzit jako nastroj pro jinou statistickou metodu, a to korespon-
dené¢ni analyzu. Jde o metodu, ktera pracuje s kontingen¢nimi tabulkami. Duélni
skalovani lze pouzit k vizualizaci kategorii proménnych a ke zjisténi, zda jsou pro-

ménné vzajemné zavislé ¢i nezavislé.
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A Priloha

A.1 Otazky z volebni kalkulacky

Seznam otézek ve volebni kalkulacce [7].
1 Zavedeni celostatnich referend
2 Zachovani Senétu
3 Primé volba prezidenta
4 Prezidentské milosti
5 Instituce po celé CR
6 Vypoveéd bez udani divodu
7 Prijeti eura
8 Stop cirkevnim restitucim
9 Dan na skodlivé potraviny
10 Zachovani poplatku za prazdna média
11 Vlastnicka struktura na internetu
12 Progresivni dan
13 DPH na potraviny
14 Privatizace Budvaru
15 Zdravotnické poplatky
16 Zvyseni minimalni mzdy
17 Zachovani 2. pilite
18 Zavedeni registrac¢nich pokladen
19 Oteviena vybérova rizeni
20 Soudci dozivotné
21 Smlouvy povinné na internetu
22 Moznost zabavit neprokidzany majetek
23 Zachovani bioslozek v palivech
24 Skolné na VS
25 Misto ve skolce
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26 Ockovani dobrovolné

27 Adopce homosexualnimi pary

28 Romsti asistenti

29 Zakaz koufeni v restauracich

30 Legalizace marihuany

31 Ceské potraviny povinné

32 Garantované pripojeni k internetu
33 Zachovani limita tézby uhli

34 Clenstvi v NATO

35 Clenstvi v EU

29



