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Abstrakt

V této praci se zamérime na popis nejcastéjsich modelu popisujicich vyvoj populaci

a nasledné provedeme numerické experimenty v prostiedi MATLAB, které nam potvrdi

spravnost teoreticky odvozenych vysledku. Modely jsou skladény od nejjednodussich po slo-
7itéjsi a jsou rozdéleny na modely dynamiky jedné populace a modely koexistence dvou

populaci. Soucasti prace je také program na vykreslovani grafu a trajektorii feseni difer-

encialnich rovnic popisujicich modely uvedené v této praci, véetné stru¢ného popisu tohoto

programu vytvoreného v prosttedi MATLAB.
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Abstract

The aim of this thesis is to describe the most frequent models describing population
dynamics and then to perform some numerical experiments in the MATLAB environment.
These simulations should validate our theoretical results. The models are sorted from the
basic models to the most complicated and are divided into the models which describe
dynamics of one population and models of coexistence of two biological species. The
master’s thesis icludes also a program for drawing graphs and trajectories of solutions of
models described in this thesis including a description of this MATLAB program.
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1 Uvod

Provazanost matematiky a jinych védnich oboru je v dnesni dobé patrna vice nez kdykoliv
predtim. Jeji pomoci jsme schopni porozumét slozitym prirodnim procesum i spravné se
rozhodovat v inzenyrstvi. Oblasti, ve které je vliv matematiky velmi zretelny, je také
biologie a to jak na bunécné urovni, tak i na irovni makroskopické. K popisu biologickych
jevu je totiz ¢asto vyuzivano matematické modelovani, které ndm mnohdy poma&ahd vice
porozumét chovani populaci a odhadnout jejich budouci vyvoj. Pomoci matematickych
modelt jsme nejen schopni predpovédét, jak se populace bude vyvijet, ale pripadné také
vhodné nastavit podminky prostiedi, ve kterém se jedinci vyskytuji, tak, aby nedoslo
k vyhynuti, popi. k pfemnozeni populace.

Cilem této prace je popsani vybranych modeli dynamiky populaci. V prvni ¢asti
diplomové prace jsou popsany modely ve tvaru jedné obycejné diferencialni rovnice, coz
odpovidda modelum popisujicim vyvoj jednoho zivocisného druhu. Pouziti téchto modelu
je vSak mozné pouze za velice specifickych podminek, protoze vétsinou je vyvoj populace
ovlivnén populacemi koexistujicimi. Timto problémem se zabyva druhé cast diplomové
préace, kde jsou popsany nejcastéjsi modely koexistence dvou biologickych druhu. Tyto
modely jsou ve tvaru soustavy dvou diferencidlnich rovnic. V posledni teoretické casti jsou
uvedeny modely ve tvaru parcialnich diferencidlnich rovnic. U modelt ve tvaru obyc¢ejnych
diferencialnich rovnic byla jedinou zkoumanou veli¢inou velikost populace v zavislosti
na case, ovsem u modelu ve tvaru parcialnich diferencialnich rovnic bereme v tivahu také
rozlozeni jedincu v prostoru.

U kazdého modelu jsou uvedeny predpoklady, za kterych je mozné jeho pouziti a kdy
dava dobrou shodu se statistickymi tdaji. Ne vzdy lze totiz konkrétni model pouzit.
Ve vsech piipadech jsou také provedené numerické experimenty v prostredi MATLAB
pro ruzné konkrétni hodnoty parametru diferencidlni rovnice tak, aby byly znazornény
pokud mozno vSechny moznosti vyvoje populace. Vysledné grafy a trajektorie jsou pro
lepsi predstavu uvedeny piimo v textu.

Soucasti diplomové prace je také program na vykreslovani grafu a trajektorii feseni
diferencialnich rovnic popisujicich modely uvedené v této praci. Tento program byl vytvoren
v prostiedi MATLAB a v posledni c¢asti prace se tedy kratce vénuji popisu tohoto pro-
gramu. Jsou zde uvedeny funkce, které program pouziva, popis programu a také ptiklad
toho, jak vysledné trajektorie mohou vypadat.
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2 Model a klasifikace modelu

2.1 Zakladni pojmy

Modelem nazyvéme zjednodusené zobrazeni zkoumané skute¢nosti (napf. problému fizen,
technického procesu, fyzikalniho, chemického, biologického objektu), které je realizovano
k uréitému cili. Mluvime-li o matematickém modelu, mame na mysli abstraktni model
uzivajici matematicky jazyk k popisu chovani systému. Matematické modely maji v dnesni
dobé velmi siroké vyuziti. Velmi ¢asto jsou vyuzivany v piirodnich védéch (fyzika, biolo-
gie), ale také v inzenyrskych disciplindch (strojirenstvi, stavitelstvi, elektrotechnika) a
v neposledni fadé ve védéach spolecenskych (ekonomika, sociologie, politologie).

Modelovdni je i¢elové zobrazovani vysSetrovanych vlastnosti pomoci vhodné zvolenych
vlastnosti modelu. Muzeme si je tedy predstavit jako reprodukci téch vlastnosti ob-
jektu, které chceme déle studovat. Modelovani je dnes velmi rozsitenou pracovni metodou
nachazejici uplatnéni v ruznych oblastech, jak jiz bylo zminéné vyse.

2.2 Deéleni modelu

Modely lze klasifikovat podle ruznych hledisek, jichz je velké mnozstvi. Proto si zde
uvedeme pouze zakladni déleni matematickych modelu.

Zéakladnim kritériem pro tiidéni modelu je jejich chovani v ¢ase. Z tohoto hlediska je
lze délit na:

e statické (v case neménné)

e dynamické (v case se vyvijejici)
o diskrétni

® spojité

e smiSené

Zde mohou nastat v podstaté ¢tyri zakladni moznosti. Model muzeme totiz chapat
jako zobrazeni z jedné mnoziny do mnoziny druhé a pravé podle toho, jestli tyto dveé
mnoziny jsou diskrétni nebo spojité, muzeme modely rozdélit.

Mohou tedy nastat tyto pripady: model je zobrazeni ze spojité mnoziny do mnoziny
spojité, z mnoziny diskrétni do mnoziny diskrétni a dalsi dvé moznosti jsou kombinaci
spojité a diskrétni mnoziny. To jest zobrazeni z mnoziny diskrétni do mnoziny spojité
nebo zobrazeni ze spojité mnoziny do mnoziny diskrétni.

Matematické modely lze také délit dle charakteru veli¢in a proménnych v ném vys-
tupujicich. Jedna z moznosti je déleni na:

e deterministické (v modelu ndhodnd veli¢ina neni)

e stochastické (vyskytuje se zde alespon jedna ndhodnd veli¢ina)

11



Za nahodnou veli¢inu vSak nepovazujeme cas.

Jind moznost klasifikace matematickych modeli vychazi ze vztahu k jejich okoli,
tj. k velicinam, které nejsou soucésti modelu. V tomto ptripadé lze modely rozdélit na:

e autonomni (nezavislé na okoli)
e neautonomni (explicitné zavisi na néjaké vnéjsi proménné)

Posledni moznosti tiidéni, kterou uvedeme, je tridéni z hlediska formalné konstruk-
tivniho na:

e modely matematické — vytvorené pomoci matematickych vyrazovych prostredki

e modely schematické — vSechny ostatni (tj. modely nematematické)

vvvvvv

se déli na autonomni a neautonomni podle toho, zda v jejich pravych strandch je ¢i
neni explicitné uveden cas. Modely autonomni v ¢ase i ostatnich proménnych vyjadiuji
fundamentalni prirodni zakony; napt. rozpad ¢astic probiha stejné ve ¢tvrtek jako v patek,
na Zemi nebo na Marsu. Vétsinu prirodnich procesu popisujeme modely autonomnimi
v ¢ase a neautonomnimi v jinych proménnych.

Dalsi mozné déleni matematickych modelt muzeme najit v [1] ¢i [5].
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3 Model a diferencialni rovnice

3.1 Diferencialni rovnice, jejich soustavy a reseni

VVVVVV

znalosti diferencidlnich rovnic, v tivodni kapitole si pfipomeneme nékteré zakladni pojmy.
U modelu popsanych v této praci se zaméiime na modely, které lze popsat pomoci
diferencialni rovnice prvniho fadu (v pfipadé popisu dynamiky jedné populace), respe-
ktive pomoci soustavy diferencidlnich rovnic prvniho fadu (u dynamiky vice interagujicich
populaci).
Diferencidlni rovnici pruniho 7ddu rozumime rovnici ve tvaru

¥ = f(t, z), (3.1)

kde ' = % znac¢i derivaci prvniho fadu podle proménné t a f je realnd funkce definovana

na 2, piicemz €2 je podmnozina euklidovského prostoru R2.
Resenim této rovnice pak rozumime funkci z, kterd je diferencovatelna v néjakém

intervalu I a splnuje
[t,x(t)] € Q a 2/(t) = f(t,z(t)) pro kazdé t € I.

Ve vétsiné aplikaci hraje nezavisld proménna ¢ v rovnici roli ¢asu. Proto obvykle
predpokldaddme t € (tg, +00) , kde ¢y € R.
Pokud rozsitime rovnici (3.1) o tzv. pocdtecni podminku

x(to) = Ty,

kde tg a o jsou dand ¢isla takova, ze [to, zo] € 2, ziskdvdame Cauchyovu (pocdtecni) dlohu.
Jelikoz ty vétsinou reprezentuje pocatecni cas, klademe obvykle t, = 0.

Véta 3.1 (Existence a jednoznacnost feseni) Necht funkce f(t,x) z rovnice (3.1) je spo-
jJitd v okoli bodu (to, zo). Pak ezistuje v okoli bodu to Teseni Cauchyova problému

a’' = f(t, x),
ZE(to) = X29-

Pokud je navic také %(t’ x) spojitd v okoli bodu (to, xo), pak je toto Fesent jediné.

U modelu popisujicich dynamiku jedné populace vystacime s jednou diferencidlni rovnici
= f(t,x).

V pripadé modelu popisujictho dynamiku vice populaci najednou uzivame soustavu dife-
rencialnich rovnic. Obecné lze tuto soustavu zapsat ve tvaru:

)= filt,z1, .. xy),

A
ry = folt, @1, .., 1), (3.2)

= fult,x1, ..., ),

kde fi, fa, ..., fn jsou funkce definované na néjaké mnoziné 2 C R™!. Tento systém lze
zapsat ve vektorovém tvaru:

x' = f(t,x), (3.3)
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kde x = (x1, T, ..., zy) a £(t,x) = (filt,x1, ..., zn), fo(t,z1, oy Tn)y ey fr(Ey X1, oo )
Resenim této soustavy pak budeme rozumeét n—vektorovou funkci x diferencovatelnou
na néjakém intervalu I tak, ze pro vSechna t € I je [t, z1(t),...,x,(t)] € Qax' = f(t,x(t)).

Nyni definujme dulezity pojem, a to pojem lipschitzovskd funkce. Funkce f : R"™ +— R
se nazyva lipschitzovska vzhledem k proménné z;, pokud existuje konstanta L > 0 takova,
ze

|f(SE1, ...,Lf‘j, ,.I‘n) - f(xl, ey Ljy ,.’L‘n)| S L|ZZ‘J - SU]| (34)

pro véechny (z1,...,%j, ..., %), (21,...,xj,...,x,) z celého definiéniho oboru. Funkce f se
nazyvd lokalné lipschitzovskd v bodé X, jestlize podminka (3.4) je splnéna v néjakém

okoli bodu X?°.

Véta 3.2 (Existence a jednoznacnost fesent soustavy diferencidlnich rovnic) Necht funkce
f(t,x) z rovnice (3.8) je spojitda v okoli bodu (to,%o), kde xo = (x1,0, %20, ..., Tno). Pak
existuje v okoli bodu ty Teseni Cauchyova problému

x' = f(t,x),

X(to) = Xp-

Pokud je navic funkce £(t,x) lipschitzovskd vzhledem k x, tj. vzhledem ke vsem proménnym
X1, L9, ..., Ty, je 1esent této ulohy jednoznacné.

3.2 Autonomni systémy, stabilita reSeni

Ve vétsiné modelu popisujicich dynamiku populaci funkce f ze systému (3.3) neni explic-

.....

pripadé mluvime o autonomnim systému. To, ze funkce f neni explicitné zavisla na t, lze
interpretovat tak, ze vnéjsi podminky systému jsou s ¢asem neménné.
Autonomnim systémem tedy rozumime vektorovou diferencialni rovnici ve tvaru:

x' = f(x), (3.5)

kde x = (z1,22,....,x,) a f(x) = (fi(x1,....xn), fo(T1, o, Tn),s ooy fr(T1, ooy ) je defi-
novana na néjaké oblasti €2, ktera je v pripadé autonomnich systému z prostoru R".

Reseni rovnice (3.5) ve tvaru x = X(t) lze reprezentovat dvojim zpiisobem. Bud' jako
graf funkce x = Z(t) v prostoru R x € nebo jako kfivku danou parametrickou rovnici
x = X(t) v prostoru 2. V druhém piipadé kiivku nazyvame trajektorii systému (3.5).
Jednd se o kolmy prumeét grafu x = X(¢) z R x 2 do €.

Predpokladejme, ze funkce f(x) ve vztahu (3.5) je lipschitzovska a spojitd, coz nam
zajisti existenci a jednoznacnost feseni soustavy diferencidlnich rovnic. Pak trajektorie
feseni autonomniho systému mohou byt trojiho typu:

e singuldrni body, které odpovidaji konstantnim reSenim
e uzaviené trajektorie (cykly), které odpovidaji nekonstantnim periodickym fesenim

e trajektorie samy sebe neprotinajici

14



Dulezitym pojmem v oblasti diferencidlnich rovnic je stabilita feseni. Predpokladejme
Cauchyho ulohu:

x' = f(x)

X(ty) = Xo, (3.6)

kde funkce f(x) spliuje podminky existence a jednoznacnosti feseni. Pak staciondrnim
resenim diferencidlni rovnice (3.6) je funkce x(t) = X takovd, ze f(X) = 0 a jednoznacné
feSeni rovnice (3.6) s po¢dtectni podminkou xy = X je x(t) = X.

Definice 1 (Stabilni feseni) Staciondrni reseni x(t) = X je stabilni, jestlize pro kaZdou
konstantu € > 0 existuje konstanta § > 0 takovd, Ze pokud |xg — X| < 9, pak Teseni x(t)
Cauchyho ilohy (3.6) s odpovidajici poédtecni podminkou Xqo spliuje |x(t) — X| < € pro
vSechna t > tg.

Silnéjsi vliastnosti nez stabilita je asymptoticka stabilita. Stacionarni feseni z se nazyva
asymptoticky stabilni, jestlize pti malé odchylce od ¥ se ¢asem ,narusené® feSeni vrati
zpét k feSeni stacionarnimu. Preciznéji feceno:

Definice 2 (Asymptoticky stabilni feseni) Staciondrni reseni x(t) = X se nazjvd asymp-
toticky stabilni, jestlize existuje konstanta 6 > 0 takovd, Ze pokud |xo — X| < 6, pak reseni
x(t) Cauchyho 1lohy (3.6) s odpovidagjici poédtecni podminkou Xo spliuje lim;_ ., x(t) = X.

Pokud teseni neni stabilni, mluvime o nestabilnim feseni. To znamena, ze pti malé od-
chylce od stacionarniho feseni ¢asovy vyvoj velikosti této vychylky neni omezen. Pfesnou
definici nestability ziskdme negaci definice 1.

Definice 3 (Nestabilni feseni) Staciondrni reseni x(t) = X se nazyjvd nestabilni, jestlize
existuje konstanta € > 0 takovd, Ze pro kazdou konstantu § > 0 (libovolné malou) existuje
cas t* >ty a pocdatecni podminka xg tak, Ze |xo—X| < § a odpovidajici Teseni x(t) systému
(3.6) spliuje |x(t*)—X| > ¢.

Vice o autonomnich systémech diferencidlnich rovnic se muzeme dozvédét napf. v [5]

nebo v [7].

3.3 Autonomni soustava dvou diferencialnich rovnic

K popisu modelu dvou navzajem se ovliviiujicich zivo¢isnych druhtu pouzivame autonomni
soustavu dvou diferencidlnich rovnic ve tvaru:

) = fi(xy, z2), (3.7)

ry = fo(21, 22)

definovanou na oblasti  C R?. Uvazujme autonomni systém (3.7) a predpoklddejme
existenci a jednoznac¢nost feSeni kazdého pocatecniho problému. Pak singularni bod x =
(Z1,T2) systému (3.7) se nazyva

e uzel, pokud existuje ryzi okoli O bodu X takové, ze bod x(t) trajektorie x vychézejici
z libovolného bodu z okoli O plati

lim x(¢) = X nebo tlim x(t) = X,

t—o0

pricemz velikost orientovaného thlu axx(t), kde a # X je pevny bod z 2, ma
konec¢nou limitu.
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e sedlo, jestlize v kazdém okoli existuje pouze konecny kladny pocet trajektorii takovych,
ze pro t — £oo konverguji k X.

e ohnisko, pokud existuje ryzi okoli O bodu X takové, ze bod x(t) trajektorie x
vychézejiciho z libovolného bodu z O ma vlastnost, ze

lim x(f) = X nebo lim x(¢) =X,

t—o00 t——o00

a to tak, ze velikost orientovaného uhlu axx(t), kde a # X je pevny bod z 2, ma
nevlastni limitu.

e stied, pokud existuje ryzi okoli O bodu X takové, ze kazdym bodem okoli prochazi
jedind trajektorie, kterd je uzaviend (tj. cyklus) a obsahuje ve svém vnitiku bod X.

Pro teseni nejjednodussi piipad nastava, pokud systém lze zapsat ve tvaru:

T = axy + bxy,

xh = cxy + dxg, (3.8)
kde a, b, ¢, d € R. Tento systém lze prepsat v maticovém tvaru:
x' = Ax, (3.9)

kde A = ( CCL 2 > ax= ( il ) . Zduraznéme jesté jednou, ze x1 = 1(t) a x5 = xo(t).
2

Jestlize det(A)# 0, pak jedinym staciondrnim bodem autonomniho systému je bod
(0,0). Je-li det(A) = 0, pak stacionarnich bodu je nekoneéné mnoho. Druhym piipadem
se vSak nyni zabyvat nebudeme a zaméiime se pouze na prvni piipad.

Pro urceni typu singuldarniho bodu vyuzivame vypoctu vlastnich ¢isel matice A. Po-

moci dvou vlastnich ¢isel, kterd obdrzime vypoctem, muzeme klasifikovat singularni bod
(0,0) takto:

e nestabilni uzel, jsou-li obé vlastni ¢isla realna kladnéd
e stabilni uzel, jsou-li obé vlastni ¢isla realnd zaporna
e sedlo, jsou-li obé vlastni ¢isla realnd, ale maji opacna znaménka

e nestabilni ohnisko, jsou-li vlastni ¢isla komplexné sdruzena s kladnou realnou
casti

e stabilni ohnisko, jsou-li vlastni ¢isla komplexné sdruzena se zapornou realnou casti
e stied, jsou-li vlastni ¢isla komplexné sdruzend s nulovou realnou ¢asti

Pokud nemame autonomni systém ve tvaru (3.8), ale v obecném tvaru (3.7), pak k
urceni typu singularniho bodu uzivame tzv. varia¢ni matici, coz je v podstaté matice
parcidlnich derivaci. Je to tedy matice tvaru:

! !
J(Z1,%2) = ( j%rl 2“ ) ;
» L1 » L2
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kde
f/ _ 0f1(Z1,72) f _ 0f1(Z1,%2)
1 xr1 1 ) -

axl 8£E2 ’
f/ _ 3f2(331,$2) f _ 0f2(Z1,72)
2,x1 — ox, 2,x2 0z

O tom, jak zjistit typ singularntho bodu v tomto ptipadé hovoii nésledujici véta.

Véta 3.3 Necht funkce fi(x1,x2), fo(x1,22) jsou spojité funkce se spojitymi parcidlnimi
derivacemi druhého ddu v okoli bodu (ZT1,T2) a navic plati, Ze fi(Z1,%2) = fo(Z1,T2) =0
a det(J(z1,22)) # 0. Pak bod (Z1,Z2) je izolovangm singuldrnim bodem systému (3.7).
Pritom tento bod je ohnisko, uzel nebo sedlo systému (3.7), pokud je singuldrnim bodem
stejného typu pro systém:

Ty = [l %1+ [l 0,72

Ty = [3.2,01 T [20,72

Je-li ovsem pro tento systém stiedem, pak pro systém (3.7) je bod (Z1,Z2) stiedem nebo
ohniskem.

3.4 Modely dynamiky populaci

Pokud ma diferencialni rovnice popisovat dynamiku populace, musime ptidat jesté dalsi
pozadavky. Velikost populace je vzdy nezaporna, tj. kladna, nebo nulova. Proto logickym
predpokladem je, ze pocatecni velikost populace uvazujeme x(tg) > 0. V pripadé modelu
dynamiky vice populaci tato podminka samoziejmé plati pro pocatecni velikosti vSech
populaci. Také pro teseni x(t) plati podminka nezapornosti velikosti populace, tj. z(t) > 0
pro t € (ty, +00) a obdobné u modelu dynamiky vice populaci musi byt toto splnéno pro
kazdou populaci, tj. z;(t) > 0 pro t € (ty,+00) .

Touto tvahou lze posoudit i spravnost modelu (tj. spravnost nasich predpokladu).
Pokud pro vsechny pocatecni podminky ziskdvame feseni x(t), které nenabyva zapornych
hodnot pro zadné ¢, pak jsou nase predpoklady v potadku. V opaéném pripadé néktery
predpoklad (nebo i vice) neodpovida skutec¢nosti a je tieba jej zménit.
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4 Matematické modely dynamiky jedné populace

V této kapitole se budeme zabyvat nejjednodussi moznosti, a to pripadem, kdy mate-
maticky model popisuje vyvoj jediné populace. Toto nastava napiiklad v pripadé, ze se
populace vyviji izolované od ostatnich zivocisnych druhu, nebo v pripadé, Ze sice soucasné
koexistuje s jinymi populacemi, ovSsem navzajem se s nimi neovliviiuje a vyviji se nezavisle
na nich. Z praxe ovsem vime, ze vyuziti téchto modelu v praxi je znac¢né omezené, jelikoz
ve vétsiné pripadu dochazi k tomu, ze na vyvoj jednoho zivoc¢isného druhu maé vliv také
velikost populaci druhu, které se zkoumanym druhem soucasné koexistuji. Postupné se
budeme propracovavat od modelu nejjednodussich, které realité odpovidaji jen za velmi
specifickych podminek, az k modeltm slozitéjsim, které davaji uspokojivou shodu se stati-
stickymi udaji.

Ve vsech zde uvedenych modelech budeme predpokladat, ze se jednd o dynamicky, de-
terministicky model se spojitym casem a ze do vyvoje populace nezasahuji zadné nahodné
jevy (bézné se v biologii vyskytuji veli¢iny, jejichz variabilita je 20%). Pro jednoduchost
nebudeme uvazovat ani rozdéleni jedincu podle véku, pohlavi ¢i prostorové rozlozeni.
Jedinou zkoumanou veli¢inou bude velikost populace, tedy pocet jedincu.

Budeme predpokladat model ve tvaru:

d—X = u(t, X)X, (4.10)
dt
kde X = X(t) je velikost populace v ¢ase t a funkce u(t, X) se nazyva specifickd mira
rustu, kterd muze zaviset na t, X, ale také na dalsich parametrech.

Informace o modelech popsanych v této kapitole byly ¢erpany predevsim z [1], u modelu
se zpozdénim (a ¢astecné u modelu populace pod preda¢nim tlakem) byly k odvozenim
vyuzity informace z [2].

4.1 Malthusuv model

Podivdme-li se na rovnici (4.10), ihned se d4 tusit, ze nejjednodussi moznosti je, pokud
specifickd mira rustu pu(t, X) je konstantni, tudiz nezdvisld na ¢ i X. Pokud doplnime
pocatecni velikost populace v case t = 0, ziskdvame pocatecni problém:

dX

T uX

a7
X(O) - Xo,

kde ¢ je konstanta. Model mé samoziejmé smysl pouze v pripadé, ze pocatecni velikost
populace bude kladna. Metodou separace proménnych jednoduse ziskame feseni ve tvaru:

X(t) == Xoegt.

Vidime tedy, ze vyvoj populace zavisi hlavné na parametru g, ktery nazyvame koeficient
rustu. Mohou nastat tii moznosti. V pripadé, ze g > 0 populace neomezené roste a limitné
jde do nekonecna. Pro g = 0 se populace nevyviji a jeji velikost zustava konstantni. Pokud
g < 0, pak se pocet jedincu snizuje, tedy populace postupné vymira. Vyvoj pro jednotlivé
moznosti g pro pocatecni velikost populace 100 jedincu a pro ruzné hodnoty parametru g
muzeme vidét na obrazku (1).

Je vidét, ze tento model v praxi nachézi uplatnéni pouze ve velmi mélo specifickych
pripadech, jelikoz umoznuje rust populace nade vsechny meze. Shodu se statistickymi
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Obréazek 1: Malthusav model

udaji dava pouze v pripadé, ze se jedna o malou populaci a kratky casovy interval, kdy
populaci zkoumame. Pak se totiz jesté nestaci objevit omezené zdroje potravy ¢i vnitro-
druhova konkurence.

4.2 Logisticky model

Jak jiz bylo naznaceno v predchozim piipadé, v realném prostiedi jsou pouze omezené
zdroje potravy a populace tedy nemuze rust do nekonecna, ale po urcité dobé se ustali
na urcitém poctu jedincu. Specifickd mira rustu p je proto funkei velikosti populace.
Ve velké populaci dochazi k velké vnitrodruhové konkurenci, coz zvySuje imrtnost a je
tedy logické predpokladat, ze p je funkei klesajici vzhledem k velikosti populace.

Jednou z moznosti, jak zvolit funkci p tak, aby vyhovovala vyse uvedenému, je zvolit
funkei linedrni: pu(X) = a — bX, kde koeficient a se nazyva koeficient ristu, b se nazyva
koeficient zpomaleni ristu a vyjadiuje ,silu® vnitrodruhové konkurence.

Ziskavame tim diferencidlni rovnici

ax =(a—bX)X (4.11)
dt
s kladnou poéateéni podminkou X (0) = X,. Resen{ tohoto poéateéniho problému ziskdme
separaci proménnych a naslednym rozkladem na parcialni zlomky:

dX
(a —bX)X

X(t) 1 t
——— dX = / dt
/Xo (a —bX)X 0

1 [X® b 1
e —)dX =t
. (et )

12— OXlIXT
|a — bX | Xy

=dt
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Jelikoz pomeéry Xio a ‘;:gg’ jsou kladné, muzeme bez ijmy na obecnosti absolutni hodnoty

odstranit a po upravé jiz ziskavame feseni ve tvaru:

. O,XO
N bXO + (CI, — bXQ)G_at

X(t) (4.12)

Nyni se opét podivame na chovani modelu pro konkrétni hodnoty parametru a, b a
pro ruzné hodnoty pocatecni velikosti populace Xy. Pro koeficient rustu a = 1 a koeficient
zpomaleni rustu b = 0,01 ziskdvame vyvoj populaci, ktery muzeme vidét na obrazku 2.

X(t)

250 -

150~

100

50

Obréazek 2: Logisticky model

Tento model ma dvé stacionarni feseni. Pro X (0) = 0 dostavdme nestabilni feseni
X = 0. Pro vSechny kladné pocdtecni podminky plati lim; ... X(t) = ¢ = 100. Tuto
Druhé stacionarni feseni je tedy X = K, v tomto piipadé se jednd o feSeni stabilni. Je-1i
pocatecni velikost populace vétsi nez je hodnota K, pocet jedincu klesa a limitné se blizi
hodnoté K. V pripadé, ze Xy, < K, populace se rozrusta a opét pro jeji velikost plati
lim; .., X(t) = K. Jak si ovSem muzeme v8imnout, pro velmi malé po¢ateéni hodnoty X
je prirustek nejprve velice pozvolny a az po ur¢ité dobé v populaci dojde k ,,prudkému*
rustu. Funkce je tudiz nejprve konvexni a poté prechazi ve funkci konkavni. Pro kterou
hodnotu X tento prechod nastava zjistime, pokud druhou derivaci polozime rovnu nule.
Ziskavame:

X" = —bX'X + (a — bX)X' = (a — 2bX) X',

Z cehoz jasné vyplyva, ze ke zlomu dochdzi v bodé X = 5 = % Velmi pomaly rust

velikosti populace u malé populace lze vysvétlit napiiklad tim, ze mald populace nema
tak dobré podminky pro rozmnozovéani (tézké hledani partnera, ...), nebo tim, ze v malé
populaci neni tak velky uzitek z pripadné spoluprace mezi jedinci.

V piirodé se mohou nachéazet také populace, u kterych inflexni bod ma jinou hodnotu
nez polovina nosné kapacity prostiedi. Pak je tedy nutné modifikovat model tak, abychom
dostali pozadovanou hodnotu zlomu. Jednou z moznosti je model modifikovat nasledné:

dX N b
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kde b, a a § jsou kladné parametry. Resenfm této diferencidlni rovnice ziskdme model,
ktery mé pro ruzné hodnoty téchto parametru ruzné prubéhy v intervalu X € (0, K).
Podrobné odvozeni a ptiklady prubéhu funkce pro nékteré hodnoty parametru b, o a (8
najdeme napiiklad v [1].

Tento model dava relativné presné vysledky v mnoha piipadech, napiiklad i v pripadé
vyvoje poctu lidi na Zemi. Podrobné porovnani modelu se skute¢nosti muzeme najit v [2],
kde je také zndzornén vyvoj poctu obyvatel v riuznych zemich svéta.

4.3 Populace pod predacnim tlakem

Uvazujme populaci, ktera se nachazi v prostredi, kde se soucasné s ni nachéazi také jeji
preddtofi (napf. néjaky druh hmyzu a ptaci, ktefi tento hmyz lovi). Aby se oviem jednalo
o model dynamiky jedné populace, musime také predpokladat, ze predator se zivi nejen
jedinci této populace, ale ma i jiné zdroje potravy, na které se ,ptreorientuje,” pokud je
pocet jedincu populace nizky (tj. dravec ma neustdle dostatek potravy). Oznacme tedy
X (t) velikost popisované populace v ¢ase t. Pak vyvoj budeme modelovat nésledovné:

dX
— = aX (K = X) = p(X), (4.13)

kde a, K jsou kladné konstanty a ¢len p(X) predstavuje utlum v rustu populace vlivem
predace. Jak si muzeme vsimnout, v pfipadé nulového preda¢niho tlaku predpokladame
logisticky rust populace.

Pro funkci p(X) nyni uvedeme nékolik logickych predpokladu. Funkce p je nekle-
sajici, jelikoz pokud je vice kotisti, predator ji neulovi méné. Déle p(0) = 0, coz zna-
mend, ze pii absenci kotisti predator lovi kofist jinou. Pokud je uvazovand populace
obrovskd, predator nelovi neomezené mnozstvi potravy, ale pouze tolik, kolik mu staci,
tedy limx ., p(X) = a.

Nejjednodussi funkce splnujici tyto predpoklady je funkce:

aX?
X)=——.
p(X) b? + X2
Ziskavame model ve tvaru:
dX aX?
— =aX(K—-X)— — 4.14
ks ( ) e (4.14)

Jak vidime, v modelu se nachazi cela rada parametru. Pro zjednoduseni provedeme substi-
tuci, ¢imz dojde k tzv. prechodu na bezrozmérné veliciny (nékdy je tento prechod nazyvén
dimenzionalni analyza). Myslenka této operace je velice jednoduchd a spoc¢ivé v tom, ze
vhodnou volbou parametrii novych dojde k redukei po¢tu parametrtt piivodnich. Zaved me
tedy substituci

Dosazenim pak ziskdavame

du 1dX dt 1 aX? 1 ab’u?
e S (aX(K - X)— ) == [ abu(K —bu) — —— ) .
dr b dt dr aGf< ) W+XJ a(““ ”>buw%J

Pokud déle oznaéime
B bK o

r 4=
a




puvodni rovnice (4.14) se ndm zjednodusi na tvar

du u u?
—=ru|l——]— = f(u;r, q), 4.15
= (1-2) - e = fwirna) (4.15)
ktery je mnohem vhodnéjsi k dalsimu zkoumani.

Singuldrni body této rovnice musi splnovat f(u;r,q) = 0. Okamzité vidime, zZe jedno
stacionarni feseni je u = 0. Pokud existuje dalsi feseni, musi spliiovat

u u

Ackoliv je mozné ziskat presné analytické feseni této rovnice, je to velice pracné , a proto
je vyhodnéjsi fesit tuto rovnici graficky.

Na obrézku (3) je ¢ervené vykreslen graf pravé strany rovnice (4.16) a modfe piimky
odpovidajici levé strané rovnice pro fixni hodnotu ¢ a rizné hodnoty r. Piimky odpovidajici
levé strané rovnice vzdy prochézeji body [g,0] a [0,r]. Staciondrni feSeni jsou body, ve
kterych se graf a primka protinaji.

Obrazek 3: Graf levé a pravé strany rovnice (4.16)

Podivdme-li se na obrazek (3), vidime, ze staciondrni feSeni u = wus je nestabilni,
of

jelikoz 5=~ > 0, zatimco u; a ug jsou stabilni, protoze % < 0. Stacionarni feseni u = 0 je
q TH+u2

Méjme nyni fixni hodnotu parametru ¢ a zkoumejme, jak se ndm méni pocet kotrenu
rovnice (4.16) v zavislosti na velikosti parametru r (obdobné lze zafixovat velikost r
a meénit velikost ¢). Jestlize 0 < r < ry, pak pfimka protind kfivku pouze v jednom
bodé, tudiz rovnice (4.16) ma pouze jeden kotfen a rovnice (4.15) mé jedno asymptoticky
stabilni feSeni a nestabilni feseni u = 0.

Je-li 1 < r < 1o, rovnice mé tii ruzné koteny, jak muzeme vidét na obrazku (3),
z nichz u; a ugz jsou, jak jiz bylo zminéno vyse, asymptoticky stabilni feseni a zbyla dve
jsou nestabilni. V piipadé r» > r, ma rovnice opét pouze jeden koten a tudiz opét mame
dvé stacionarni feseni, kde u = 0 je nestabilni a druhé feseni je asymptoticky stabilni.

nestabilni, jelikoz lim,, o, 2 = lim, o, u [r (1 . ﬂ) _ ] > 0.
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Zbyva nam piipad, kdy r = rq, respektive r = ry. V tomto piipadé ma rovnice (4.16)
jeden koren jednoduchy a jeden kofen dvojnasobny.

Pro danou hodnotu ¢ jsme samoziejmé schopni hodnoty kritickych hodnot r; a ry
dopocitat. Zde uvedeme pouze vysledny vztah pro jejich vypocet, celé odvozeni muzeme
nalézt v [1]. Pro fixni hodnotu ¢ fesime rovnici

273
= 4.17
¢imz nalezneme dvé kladné hodnoty ~, které dosadime do vztahu
273
rio=-——-=7>5 4.18
RNCERAIE (418

a tim ziskame kritické hodnoty parametru r.

Nyni proved me simulaci pro konkrétni hodnoty ¢ a r a pro rizné pocateéni podminky .
Meéjme fixni hodnotu ¢ = 15. Pomoci vztahu (4.17) a (4.18) zjistime kritické hodnoty
parametru. Pro ¢ = 15 jsou kritické hodnoty r; = 0,2619 a r, = 0,5372. Pomoci pro-
gramu Matlab provedeme numerické experimenty (k feseni uzijeme funkci ode45, kterd k
numerickému vypoctu vyuzivéa integraéni metody Runge-Kutta). Vysledky pro hodnoty
r=0,2,7r=0,35r=ry=0,5372 a r = 0,7 muzeme vidét na nasledujicich obrazcich.

Obrazek 4: vyvoj pro r = 0,2 Obrazek 5: vyvoj pro r = 0,35

20

10

Obrazek 6: vyvoj pro r = ry Obréazek 7: vyvoj pror = 0,7
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Teémito numerickymi pokusy jsme si potvrdili to, co jsme teoreticky odvodili. Na prvnim
obrazku vidime vyvoj populace pro r < r1, konkrétné pro r = 0, 2. Jsou zde opravdu dvé
staciondrni Feseni. Resen{ u = 0 je nestabiln{ a fesenf u; = 0, 2056 je asymptoticky sta-
bilni. Hodnotu wu; ziskdme fesenim rovnice (4.16). Na obrazku 5 mame vykresleny vyvoj
populace pro r; < r < ro, konkrétné pro hodnotu r = 0,35. Vysledek opét souhlasi
s teoretickymi vypocty - u = 0 a uy = 3,4008 jsou nestabilni, zatimco u; = 0,3936
a us = 11,2056 jsou asymptoticky stabilni. Dvé asymptoticky stabilni feseni lze interpre-
tovat naptiklad tak, ze nizsi hodnota nastava, pokud se populace kotisti dostane na tizemi
dravce, kde se vyviji, vyssi hodnota stabilniho feSeni odpovida naopak situaci, kdy dravec
prijde na tzemi koristi. Na obrazku 6 vidime limitni piipad, kdy r = ry. Jak je z obrazku
patrné, hodnota usz = 1,0206 je hodnota asymptoticky stabilni, ovSem hodnota u; o, kterd
je dvojndsobnym kofenem rovnice (4.16), stabilni neni. Je-li velikost populace nizsi, nez
u1,2, populace se sice limitné blizi u, o, ale pii vychyleni smérem k vyssim hodnotam u
se velikost populace zacne zvétSovat a limitné blizit hodnoté us. Na poslednim obrazku
vidime vyvoj populace pro r = 0,7, kde muzeme vidét, ze se zde opét nachazi nestabilni
feseni u = 0 a asymptoticky stabilni feSeni ug = 13,41. Podivame-li se na obrazky (6)
a (7), muzeme si vsimnout podobnosti. Posledni obréazek totiz vznikne tak, ze stacionarni
feSeni u; 5 z obrazku (6) ,,zmizi“. Tento jev se nazyva hysterezni efekt. Méjme fixni ¢ a pos-
tupné zvysujme hodnotu parametru r. Pro r = 0 je u; = 0 a s rostoucim r stacionarni
feseni u; jednodusSe monotonné roste a to az do doby, kdy r = ry, kdy tento stacionarni
bod zmizi a stacionarni bod ,sko¢i* na hodnotu us. Stejné tak pokud snizujeme zpét r,
klesa hodnota ugz a to az do kritické hodnoty r = ry, kdy w3 zmizi a skokové se stacionarni
feSeni presune na hodnotu u;.

Pripomenme si jesté, ze veli¢ina u je velic¢ina, ktera vznikla substituci u = %, proto
ve skutecnosti neudava skuteény pocet jedincu populace, ale néjaky jeho nasobek.

4.4 Modely se zpozdénim

Jednim z nedostatku doposud uvazovanych modelu je predpoklad, Ze jedinec je ihned
po svém narozeni schopen rozmnozovani. V praxi ovSem vétsinou pozorujeme v rozmnozo-
vani zpozdéni, které muze byt zpusobeno napf. tim, ze jedinec nejdiive musi dospét, nez
je schopen reprodukce, poptipadé muzeme jako zpozdéni uvazovat také dobu téhotenstvi.
Pocet jedincu populace pak nezavisi pouze na velikosti populace v case t, ale také na poctu
jedincu v ¢ase t — T, kde T' > 0 je praveé zpozdéni. Obecné lze tedy model se zpozdénim
zapsat ve tvaru

dX(t)

dt

Pro vyfteseni této rovnice tudiz nestaci znat pouze pocatecéni velikost v ¢ase ¢ = 0, ale
musi byt zaddna velikost populace X (t) prot € (=T, 0) . Pak az jsme schopni rovnici fesit.
Jednou z moznosti, jak tento model muze vypadat je opét jistda modifikace logistického
modelu

= f(X(t),X(t-T)). (4.19)

dX (t) X(t— T)} | (4.20)

dt K

kde r, K a T jsou pozitivni konstanty. Konstanta K zde hraje opét roli nosné kapacity

vvvvvv

—rx() |1 -

d)é_?ft) =rX(t) [1 S— w(t — S)X(S)d8:| , (4.21)

—0o0
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napf. v [2]. My se budeme déle zabyvat pouze rovnici (4.20).

Podivdme-li se na rovnici (4.20), okamzité vidime, Ze vyvoj populace zavisi hlavné

X (t—T)
K

na velikosti zlomku @ Jestlize > 1, pak se velikost populace zmensuje, jelikoz

, L, [ oy cr 1k s X(t=T)
pravd strana rovnice je zdporna. V opacném piipade, tj. ==

roste.

< 1, velikost populace

X(t

t1 t1+T 2 t2‘+T t
Obrazek 8: Schematické feseni rovnice (4.20)

Na obrazku (8) vidime schematické feseni rovnice (4.20). Ze tomu tak opravdu je,
objasnime nasledujici tivahou.

Predpokladejme, ze pro néjaké ¢; plati X (¢1) = K a déle, ze pro néjaky ¢as t < t; je
splnéna nerovnost X (¢t —7') < K. Pak % < 1 a z rovnice (4.20) plyne, ze velikost

populace roste, jelikoz d)é—t(t) > 0. Jak t roste, dosdhne ¢asu t = ¢, kdy X (t;) = K. Ovsem
jelikoz zlomek zavisi na velikosti populace v ¢ase t — T, je jeho hodnota stdle mensi nez
jedna a velikost populace nadale roste a to az do hodnoty ¢t = t; + T. Pfi této hodnoté
X(t—T)=X(t1) = K, tedy %t(t) = 0 a velikost populace se v tomto okamziku nemeéni.
Proti +T <t <ty+ T plati X(t —T) > K, a proto d);ft) < 0 a velikost populace klesa.
Takto se déje az do casu t = to+ T, kde t, je ¢as, ve kterém X (to) = K. Od ¢asut = to+T
velikost populace opét roste a feSeni tedy osciluje kolem hodnoty K.

Oscilace kolem hodnoty K mohou byt ruzného charakteru. Muze dochazet k tutlumu
oscilaci v case, zvétsovani amplitudy oscilaci v ¢ase, nebo pro néds nejzajimavéjsi pripad,
kdy se velikost amplitudy neméni a feseni je pak periodické v case. Pro periodické feseni
plati, ze pokud t, je perioda, pak X (t+1t,) = X(¢) pro vSechna t. Z vyse uvedené ivahy je
logické predpokladat, ze perioda feseni je radu 47. Numerickymi vypocty bylo zjisténo, ze

VVVVVV

ovliviiujici chovani modelu.
Pro dalsi zkoumani modelu provedeme dimenziondlni analyzu rovnice (4.20). Prechodem
na bezrozmérné veliciny ziskavame

axr
dt*

= XF()[1 — X (¢ — 1), (4.22)
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kdeX*:%,t*:traT*:rT.
Pokud pro jednoduchost upustime od oznaceni novych jednotek hvézdickou, 1ze predchozi
rovnici prepsat ve tvaru

dX
—r = X0 - X(t - T). (4.23)

Tato rovnice ma dva stacionarni body a to X = 0 a X = 1. Na prvni pohled je patrné, ze
X = 0 je nestabilni, jelikoz pti malém vychyleni z této hodnoty (tj. pokud se objevi néjaci
jedinci této populace) plati d)éft) > 0. Zajimavéjsi je hodnota X = 1. Jelikoz nas zajima
chovani feseni v okoli tohoto bodu, provedeme linearizaci. Oznacme X (t) = 1+ z(t), pak
dosazenim do (4.23) obdrzime

dx(t)
dt

=[l4+z@®))1-1—-2z@t-T)]=—-2t—-T)—az)z(t —T) = —z(t = T).

Posledni tpravu jsme dostali nasledujici ivahou. Chceme provést linearizaci pro hodnotu
X = 1. Linearizaci predpokladdme ve tvaru X(t) = 1 + z(t), kde z(t) je vychylka od
hodnoty X = 1. Pokud tedy X(t) = 1, pak z(t) = 0. Dosazenim pak ziskdme danou
aproximaci. Muzeme proto psat

=—x(t—"T). (4.24)

x(t) = ce, (4.25)
kde c je néjaka konstanta a vlastni ¢islo A je feSenim rovnice
A= —e (4.26)

kterou ziskdme dosazenim (4.25) do rovnice (4.24).

Najit analytické Feseni rovnice (4.26) neni jednoduché, nicméné protoze nds zajima
pouze stabilita feseni, budeme se zabyvat jen redlnou ¢asti . Oznac¢me A\ = n + iw. Pak
dosazenim do (4.26) ziskdvame

A= —e T — =T o=l — _o=Tco5(wT) — i sin(wT)].

Vidime tak, ze

n=—e"Tcoswl, w=—e"TsinwT (4.27)

Nasim tkolem je urcit hodnotu T tak, aby n < 0, pak je totiz feseni stabilni (asym-
ryze imaginarni. Pak se totiz jednda o feSeni periodické.

Nejprve se budeme zabyvat piipadem, kdy w = 0. Pak plati A = 7, coz znamena, ze
vlastni &fslo \ je redlné. Dosazenim do vyse uvedenych vztahii ziskdvdme vztah n = —e =7,
Jelikoz —e~""" < 0 pro vSechny hodnoty soucinu 77, nemiize mit tato rovnice kladny koten.
To znamend, ze pro vSechny hodnoty zpozdéni T' m4 rovnice (4.26) kotfeny A se zadpornou
redlnou casti a feSeni je tedy pro vSechny hodnoty T stabilni.
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Jako druhy piipad predpokladejme w # 0, tzn. ze A neni realné, ale komplexni ¢islo.
Z rovnic (4.27) je vidét, ze pokud w je feseni, pak také —w je TeSeni. Proto muzeme
bez Wjmy na obecnosti predpoklddat w > 0. Z prvni rovnice z (4.27) plyne, ze n < 0
nastava v pripade, pokud 0 < wT' < 7, jelikoz —e " < 0 pro véechna nT. Timto jsme
ziskali nutnou podminku stability feseni.

Z prvni rovnice (4.27) plyne, Ze n = 0 poprvé nastdava v piipadé w1 = 7. Dosazenim
do druhé rovnice dostavdme w = 1, jelikoz sin(%) = 1. Dosazenim zpét do vyrazu wT = 7

ziskavame T' = 7, coz je tedy nejnizsi hodnota T', pti které¢ n = 0. Hodnota T, = 7 se

2
nazyva kritické zpozdéni. Ptechodem zpét do puvodnich jednotek dostdvame, ze X = K
je stabilni, pokud

T
0<rT <X
sy

afeSenf je periodické, pokud je splnéno 77T = 7. Hodnotu kritického zpozdén{ 1ze v puvodnich
jednotkéch vyjddrit ve tvaru T, = 5. Pokud plati rT" > 7, feseni je nestabilni, coz zna-
mend, ze velikost amplitudy oscilaci se s rostoucim casem zvétsuje.

Timto jsme ziskali vztahy, kterymi lze popsat chovani modelu v zavislosti na jeho
parametrech. Opét provedeme numerické simulace v prostredi Matlab. Vyuzijeme k tomu
funkci dde23, kterd slouzi k feseni diferencialnich rovnic se zpozdénim.

Ve vsech piipadech pouzivame hodnotu tzivnosti prosttedi K = 100, rovnici feSime
pro ¢asovy interval ¢ € (0,40) , zpozdéni v modelu je T = 7 a ve vSech piipadech polozime
pro jednoduchost velikost populace v intervalu t € <—§, O> rovnu néjaké konstantni hod-
noté Xj.

Na prvnim obrdzku je vykresleno feseni pro r = 1. To znamena, ze r'T" = 7 a zpozdéni
proto nabyva kritické hodnoty T, pii které je feSeni periodické. Jako pocatecni velikost
populace X (0) (pfesnéji feseno hodnotu velikosti populace pro ¢t € <—%, 0>) jsme zvolili

X(0) = 50.

X(1)

100 —

50

Obréazek 9: Model se zpozdénim pro rT' = 7
Vidime, ze se opravdu jedné o periodické feSeni a perioda feSeni je, jak bylo odvozeno

logickou iivahou na zacatku kapitoly, 47, coz je v nasem pripadé 27. Dukaz a matematické
odvozeni velikosti periody muzeme nalézt v [2].

27



Na obrézku (10) vidime piipad stabilniho feseni. Konkrétné v tomto piipadé byly
pro simulaci voleny nasledujici hodnoty: pocatecni velikost populace Xy = 40, r = 0,8,
plati T = % < 7, a tim je splnéna odvozena podminka stability reseni. Vidime, ze
amplituda TeSeni se s Casem snizuje, coz znamend, ze feseni je asymptoticky stabilni.

Priklad nestabilniho feseni muzeme vidét na obrazku (11). V tomto piipadé byli
parametry rovnice voleny nasledovné: pocatecni velikost populace Xy = 80 a r = 1,2,
coz implikuje rT" = 1,2 7, proto je feseni v tomto ptipadé nestabilni a velikost amplitudy
oscilaci se v ¢ase zvétsuje.

X(O) X(0)

140 2501

1201
200

100

150

100

Obréazek 10: Stabilni feSeni Obréazek 11: Nestabilni feSeni

Simulacemi v prostredi Matlab jsme ukazali, ze nami odvozené zavéry jsou korektni
a ze pokud se v modelu vyskytuje zpozdéni, pak vzdy dochézi k oscilaci kolem hodnoty

vvvvvv

rT. Muzeme si také vSimmnout, ze chovani populace je nezavislé na pocatecni velikosti
populace, vzdy totiz dochazi k oscilacim pravé kolem hodnoty K.

10.000

5.000 /

Number of blowflies

50 100 150 200 Tos0 300
Time (days)

Obrazek 12: Porovnani skutecné velikosti populace masaiky a Nicholsonova modelu

Tento matematicky model nasel v praxi Siroké uplatnéni a shoda s realnymi daty
byla prokazana jiz v poloviné 20. stoleti, kdy Nicholson zkoumal v Austrdlii populaci

28



masafek, kterd zije v blizkosti ovci, a zjistil, ze velikost populace se vyviji podle tohoto
modelu s periodou priblizné 35 az 40 dnu. Porovnani realnych dat a Nicholsonova modelu
muzeme vidét na obrazku 12, ktery byl prevzat z [2].

Dalsim prikladem ovéreni tohoto modelu v praxi jsou zavéry australského matematika
Roberta M. Maye, ktery se zabyval vyvojem populace lumika v Kanadé. V tomto piipadé
byla perioda ptiblizné 4 roky, pficemz biezost u lumiku trva 0,72 roku. Posledni aplikaci
modelu, kterou zde uvedeme, je popis vyvoje hrabosu ve skotskych hordch. Timto se
zabyval David Stirzaker, ktery své vysledky zverejnil v roce 1975 a zjistil, ze perioda
vyvoje populace hrabosu je 4 roky, coz je opét priblizné 4T, jelikoz doba brezosti je
T = 0,75 roku.
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5 Matematické modely koexistence dvou populaci

V této kapitole budeme predpokladat dvé navzajem se ovliviiujici populace, které obyvaji
stejné tzemi. Stejné jako v predchozi kapitole si za neznamou vybereme velikosti populaci,
které oznac¢ime X (t) a Y'(t). Stejné tak jako v prvni kapitole také nebudeme uvazovat
rozdéleni podle pohlavi a vékovou strukturu populace.

Pokud by se populace navzajem neovliviovali, ziskali bychom dvé nezavislé rovnice
ve tvaru:

dX
E = (CLl — le)X,
ay
% = (CLQ — ng)Y,

kde ay, ag, by, by jsou kladné konstanty. Jelikoz se ovSsem populace navzajem neovliviiuji,
feSeni téchto rovnic bychom hledali stejné jako v prvni kapitole. Pokud vsak velikost
jedné populace ovliviiuje velikost populace druhé, musi byt tato skutecnost v rovnici
také zachycena. Lze predpokladat, ze mira ovlivnéni je imérna pravdépodobnosti setkani
jedincu uvazovanych druhu. Tuto pravdépodobnost lze povazovat za timeérnou soucinu
velikosti populaci. Ziskavame tudiz nasledujici soustavu diferencialnich rovnic

dX
% = (Cll — le)X + ClXY,
ay
% = (CLQ — b2Y)Y + CQXY,

kde ¢; a ¢y jsou realna cisla. Pokud ¢; > 0, pak druha populace, jejiz velikost mame
oznacenu jako Y(t), podporuje rust populace prvni, jejiz velikost znac¢ime X (¢). Pokud
naopak druha populace brzdi rust prvni populace, pak ¢; < 0. V pripadé, ze druha
populace neovliviuje velikost velikost prvni, je ¢; = 0. Obdobné znaménko konstanty co
urcuje vliv populace prvni na vyvoj populace druhé.

Podle znamének koeficientu ¢; a ¢co muzeme rozeznat tyto vztahy mezi populacemi

+ + mutualismus (symbidza)
+ — predace (parazitismus)
+ 0 komensalismus

— — konkurence

— 0 amensalismus

0 O neutralismus

Vsechny tyto vztahy se v prirodé vyskytuji a je mozné nalézt velké mnozstvi prikladu,
uvedme si tedy nékteré z nich. Pifkladem symbidzy muze byt napi. vztah mezi rostlinou
a jejim opylovacem nebo motské sasanky a rybky klauna ockatého. Z biologického hlediska
se pojmy predace a parazitismus rozlisuji, pficemz u predace mluvime o vztahu dravec
- korist a u parazitismu o vztahu parazit - hostitel. Oba tyto vztahy jsou vsak mode-
lovany stejnymi rovnicemi, proto tyto pojmy pro nase potieby ztotoznime. Jako piiklad
parazitismu muzeme uvést tasemnici bezbrannou, ktera parazituje ve stievech ¢lovéka
a tim mu skodi. Piikladem komensalismu mohou byt nékteii zastupci stifevni mikroflory,
kteii se zivi zbytky potravy hostitele, ale hostili neskodi.
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5.1 Model konkurence

Nejprve se budeme zabyvat modelem konkurence mezi dvéma biologickymi druhy. To
Vétsinou omezenymi zdroji myslime potravu, pitnou vodu, izemi, nebo u rostlin slunecni
svit. Pfi popisu tohoto modelu budeme vychazet hlavné z [2] a [4].

Uvazujme tzv. Lotkuv-Volterruv model s velikostmi populaci X (¢) a Y (¢). Predpokla-
dejme také, ze populace maji logisticky rust v pripadé absence konkurenc¢ni populace.
Ziskavame pak nésledujici systém diferencialnich rovnic:

dt K K
! ! (5.28)

&Y Y, X

ar K 2K, )

kde rq, 79, Ky, Ks, bis a by jsou kladné konstanty. Konstanty r; a 79 jsou koeficienty
rustu populaci X a Y a konstanty K; a K5 jsou odpovidajici nosné kapacity prostiedi
(tj. hodnoty, na kterych by se velikost dané populace ustélila v piipadé absence populace
konkuren¢ni). Mira vlivu Y na X je ddna konstantou bjs a by udéavd, jak moc je Y
ovlivnéna populaci X.

Ptechodem na bezrozmeérné jednotky, tj. volbou

X Y

—, Uy = —, T =Tt
K’ Ky’

Uy =

ziskavame model ve tvaru

dr Kl
du r b
2(7—) = —211,2 (1 — U9 — ﬂ[(1U1)
dr 1 2
Pokud oznacime
T2 b KQ b Kl
=—, a12 = -, 21 = T
P " 12 12 K, 21 21 e
ziskame vysledné rovnice po dimenzionalni analyze ve tvaru
duq (T
# = U (1 — U — a12U2) = f1(U1,U2)7
T (5.29)
dus(T)
d :PU2(1—U2—G21U1) :fz(U1,U2)-
-
Tento systém ma ctyii body singularity:
up=uy;=0; uy=0,uy=1; uj=1u;=0;
* I —as * I —ayn (5-30)
Ul — - /U/Q _- .
1 — ajpas I — ajpan

Samoziejmé ¢tvrty staciondrni bod v (5.30) méa smysl pouze za predpokladu, ze uj > 0,
usy > 0 a obé hodnoty jsou konecné. Automaticky proto musime pozadovat ajsas # 1.
Zda tento stacionarni bod existuje ¢i nikoliv vidime, pokud vykreslime ve fazovém prostoru
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uy, ug tzv. nulkliny, coz jsou kiivky splaujici fi(uq,us) =0 a fa(ug,us) = 0. Jak muzeme
vidét z (5.29), nulkliny jsou v nasem piipadé piimky spliujici

1—u1—a12u2:0, 1—UQ—CL21U1:O.

Stacionarni bod existuje, pokud tyto dvé piimky maji prusecik v prvnim kvadrantu.
Pokud jsou rovnobézné, nebo se protinaji v jiném kvadrantu, systém ma pouze tii vyse
uvedené stacionarni body.

Je vidét, ze to, jestli ¢tvrty stacionarni bod existuje, ¢i nikoliv, zavisi na velikosti
koeficientll ais a as;. Mohou nastat ¢tyfi moznosti.

(a) a1 <1 aagy <1, pak uj >0au; >0 a ctvrty stacionarni bod existuje;
(b
(c

(d) ap > 1, as < 1, pak systém mé pouze tii stacionarni body;

a1z > 1 aay > 1, pak uj >0 a uy >0 a ctvrty staciondrni bod existuje;

)
) aia < 1, ag; > 1, pak systém mé pouze tii stacionarni body;
)

Pro lepsi predstavu jsou vSechny ¢tyfi moznosti graficky znézornény na obrazku (13),
ktery byl prevzat z [2].

“| @ “| ()

1—uz—az u; =0

1—uy—apu=0

1 u L u
! o | 1

u u

(© (@)

0 T 0 T
s u N
a 1 ! 1 a)

Obrazek 13: Nulkliny modelu (5.29)

Déle nas samoziejmé bude zajimat typ singularity v jednotlivych bodech. K tomu nam
slouzi, jak bylo jiz zminéno v tivodni kapitole, tzv. variacni matice.

* * f{ f{ 1-— 2U>{ - a12u§ _UTGIQ
J(uy, uy) = e ) = . h . 5.31
( ! 2) ( fé,ul fé,uz _pu2a21 p(l - 2U2 - a’?lul) ( )

Pro zjisténi typu singularity v jednotlivych bodech nyni do variac¢ni matice dosadime
hodnoty jednotlivych bodu singularity.
Bod (0, 0) je nestabilni uzel, jelikoz obé vlastni ¢isla varia¢ni matice jsou redlnd kladna.

J(0,0)z(é 2>;»A1=1, Mo = p.
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¢isla jsou
—1 —a12
J(1,0) = =N =-1, Ay =p(1 - .
(1,0) ( 0 p(1—an) ) ! 2= p(l —an)
A1 je tedy vzdy zaporné cislo a stabilita zavisi na velikosti Ag. Pokud ag; > 1, pak Ay < 0
a bod (1,0) je stabilni uzel. V piipadé as; < 1 je Ay kladnd a bod (1,0) je sedlo.
Obdobn4 situace je u bodu (0, 1).

1-— a12 0
—pazr  —p

J(O,l):( >:>)\1:—p, )\2:(1—0,12).
A1 je opét vzdy zdpornd, v piipadé a;s > 1 jei Ay < 0 a bod (0, 1) je opét asymptoticky
stabilni, jelikoz se jedna o stabilni uzel, v pripadé a;o < 1 se jednd opét o sedlo.

Kone¢né variaénf matice posledntho bodu z (5.30), tj. bodu u} = =42 g} = 1921
je tvaru

1—ai2a21’ "2 7 l—aizaz

1— 2(1—a12) o ai2(l—a21) _alg(l—alg)
* % 1—aiza l—ai2a l—aiza
J(ui, u3) = ( R p (1 B 2(1—(121)12_21(121(1—(112)) )

—_ a —_— =
paz1 1—aiza21 1—ai2a21 1—aiza21

_ 1 ( a1z — 1 G12(G12 - 1) )

1 — appag; \ pagi(az —1)  plaz —1)

Odpovidajici vlastni ¢isla 1ze vyjadrit ve tvaru

N _trJ 4+ V(trJ)2 — 4ddet J

’ 2(1 — aj2a91)

la1a — 1+ plags — 1)) £ v/la12 — 1 + plags — 1)]2 — 4p(1 — as2a91) (a1 — 1)(as — 1)
2(1 — ajpaz) '

(5.32)

Jak jiz bylo zminéné vyse, tento ¢tvrty singularni bod existuje, pokud a2 <1 a as < 1,
nebo a;p > 1 a ag > 1.

V piipadé a2 < 1, ag; < 1 vidime, ze jmenovatel (5.32) je kladny, trJ < 0, a detA > 0.
Proto A\; <0, Ay < 0 a bod (u},u}) je stabilnim uzlem.

Pokud a2 > 1 a ag; > 1, determinant (5.32) je zdporny, trA > 0 a detA < 0. Proto
vyraz pod odmocninou je v absolutni hodnoté vétsi nez stopa matice A a vlastni ¢isla
maji tedy ruznd znaménka, tj. Ay < 0 a Ay > 0. Bod (uf,u}) je proto sedlem.

Provedme nyni opét simulace v prostiedi Matlab pro rizné hodnoty parametri tak,
abychom si ovérili teoreticky odvozené vysledky. K numerickému vypoctu opét pouzijeme
funkci oded5, ktera k numerickému vypoctu vyuziva integraéni metody Runge-Kutta.
Pro vSechny simulace bylo voleno p = 0,1. Ve vSech pripadech je simulace provedena
pro nékolik pocatecnich velikosti populaci, které se nachazeji ,na okrajich® vykreslené
oblasti, tj. ¢tverce (0;1,5) % (0;1,5). Neni samoziejmé mozné volit poc¢atecni velikost jedné
populace nulovou. Proto pocatecéni velikost na téchto okrajich byla volena u; = 0,001.
Tj. simulace jsou provedeny pro pocéatecni velikosti populaci (0,001;4), (1, 5;14), (¢;0,001)
a (i;1,5), kde i € (0;1,5) . Prvnim zavérem je, ze bod (0, 0) je vzdy nestabilni uzel. Jelikoz
tomu tak je ve vSech pripadech, nebudeme se timto bodem déle v jednotlivych pripadech
zabyvat.
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Na obrazku (14) mame zndzornénu tzv. silnou konkurenci. Volili jsme a9 = 2 a ag; = 3.
Tim je splnéna podminka existence ¢tvrtého singularniho bodu, jehoz soutadnice jsou

podle (5.30)

1-— -1
ut = d2 _ — 0,2
1—&126L21 1—-2-3
1 — 921 —2

— 12091 1—-2-3

Podle teoretickych zaveéru, které jsme odvodili diive, by pti volbé a;s > 1, as; > 1 mél
byt tento singularni bod sedlem. To je v nasem piipadé, jak vidime z obrazku, splnéno.
Vidime, Ze pro témét vsechny pocatecni velikosti populaci (uq,,ug,) trajektorie smétuji
bud’ do bodu (1,0), nebo do bodu (0, 1). Tyto dva body jsou stabiln{ uzly. Z biologického
hlediska to znamenad, ze preziva pouze jedna populace a druhd vymira. Dokonce vidime,
ze celou oblast lze rozdélit pomyslnou kiivkou, ktera nam oddéluje dvé oblasti, pro které
plati, ze pokud vime, ve které oblasti se nachazi pocatecni velikost populace, pak jsme
schopni Tict, kterd populace pirezije a ktera vymrfe.

u2 wr

u2"V
05 05
%A
— N
(— N
0 1" 0‘5 K%i ‘1 y \ !
Obréazek 14: Silnd konkurence Obrézek 15: Slaba konkurence

.
0 05 1 g 05 1 "

Obrazek 16: Dominance prvniho druhu Obrazek 17: Dominance druhého druhu
Na obrézku (15) nalezneme piiklad tzv. slabé konkurence, ktery odpovida situaci
a1s < 1, a9 < 1. Jeto jediny piipad, kdy prezivaji obé soupeiici populace a jejich velikost

se pro témér vSechny pocatecni velikosti populaci blizi hodnotdm (uf,u}), pricemz tyto
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hodnoty jsou nizsi nez nosné kapacity prostiedi K; a K, jednotlivych populaci. Simulace
je opét provedena pro konkrétni hodnoty parametru, a to pro a;o = 0,8 a as; = 0,7.
Odpovidajici bod singularity ma dle (5.30) soutadnice

1— a19 0, 2
1= = = 0,455
“ 1—@12@21 1—0770,8 ’
1— 0,3
wl = il ) — 0, 682.

N 1—a12a21 B 1—0,70,8

Z vyse uvedeného a z obrazku jasné vyplyvd, ze bod (uf,u}) je stabilnim uzlem a body
(1,0) a (0,1) jsou sedla, coz opét odpovidd odvozenym vysledkim.

Na obrazcich (16) a (17) mame dva velice podobné piipady. Jednd se o dominanci
jednoho druhu, ktera nastava, v piipadé a;ps < 1 a as; > 1, nebo ajp > 1 a as; < 1.
Jak vidime, tak v tomto pripadé existuji pouze tii body singularity. Pro témér vsechny
pocatecni velikosti populaci smétuji vsechny trajektorie do jednoho z bodu singularit.
V piipadé dominance prvniho druhu to je do bodu (1,0), v piipadé dominance druhého
druhu do bodu (0,1). Tento bod je tedy stabilnim uzlem. Druhy z bodu je pak sedlem.
Opét tedy dochézi k tomu, ze jedna populace preziva, zatimco druhd vymird. Na rozdil
od silné konkurence zde ovSem to, ktera prezije a ktera vymfe, nezalezi na pocatecni
podmince, ale na koeficientech a2, ao;.

Tento model je v prirodé velice dulezity, jelikoz konkurence je v piirodé hojné rozsiten4.
Zde jsme uvedli pouze zakladni model zahrnujici konkurenci dvou biologickych druh.

VVVVVV
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[2], kde je popsan také model konkurence s prostorovym rozdélenim. I timto modelem
se zabyvalo mnoho matematiki. Jako pifklad uvedme model konkurence ¢lovéka nean-
drtalského a ¢lovéka moudrého, ktery rozpracoval v 90. letech 20. stoleti J. C. Flores.

5.2 Model symbiézy

V predchozi kapitole jsme uvazovali dvé populace, které obyvaji stejné izemi a souperii
o omezené zdroje potravy. To znamenalo, ze piitomnost jednoho druhu snizuje Sance na
preziti populace druhé. V této kapitole bude situace opacna - budeme uvazovat dvé pop-
ulace, které se vzajemné podporuji, tj. pfitomnost jedincu prvni populace podporuje rust
populace druhé a naopak. Zékladnim zdrojem informaci pro tuto kapitolu byly publikace
7, 12 a [4].

Opét budeme predpokladat model s velikostmi populaci X (t), Y (¢) a logistickym
rustem populace v piipadé absence populace druhé. Ziskavame tim nasledujici systém
diferencialnich rovnic:

dX X Y
— =nX (1—_+b12_)>

dt K K
! ! (5.33)

Dy (1- X s

at K K, )

kde 71, ro, K1, Ko, bia a by; jsou kladné konstanty. Konstanty r; a ry oznacuji koeficienty
rustu populaci X (t) a Y (¢), K a K3 jsou odpovidajici nosné kapacity prostiedi. Konstanta
b1 udava miru vlivu Y na X a by; udavé, jak moc X ovliviiuje Y.
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Opét je pro nas vyhodnéjsi prejit na bezrozmérné jednotky, proto oznacme

X Y ; T

U= ——=, U= —], T=T = —

1 Kl’ 2 K27 1L, p r
Ky K
a12 = bio—, a9 = by —.
12 12K17 21 21K2

Dosazenim a néaslednou upravou ziskame model

d
() =y (1 — w1 + ar2u2) = fi(u, u2),
dr (5.34)
dus(7) ’
e = puy (1 —ug + ag1wq) = faug, ug).

Tim jsme ziskali soustavu dvou diferencialnich rovnic se tfemi parametry misto puvodnich
parametru Sesti. Tento systém ma ¢tyti singularni body

uy=uy=0; uj=0u5=1; uj=1u;=0;
% 1 + a12 « 1 + 921 (535)

, = .
1 —aja9 1 — ajza9

Jelikoz pozadujeme uj > 0, u5 > 0, nutnym predpokladem existence ctvrtého singularniho
bodu je ajsag < 1.
Jako vzdy si urc¢ime varia¢ni matici soustavy

/ / _ * * *
J(UT,U;) _ ( fl,ul fl,uz ) — ( 1 2u1 +a12u2 U1a12 ) (536)

fé,ul féug PU5A21 p(1 — 2ul + asul)

a pro zjisténi typu singularity v jednotlivych bodech dosadime soutadnice téchto bodu.
Bod (0,0) je nestabilni uzel, jelikoz

J(0,0)—(é 2):>A1—1, Do = p.

Body (1,0) a (0,1) jsou sedla, jelikoz vlastni ¢isla odpovidajicich variacnich matic jsou
realnd s ruznymi znaménky, tj. A\ < 0, Ay >0

. -1 a12 _ _
J(]_,O)— < 0 p(1+a21) ) :/\1— ]_, /\g—p(l—I—an),

1+ aig 0
J(0,1) = = A = —p, Ao = (14 a).
( ) ( Pl —p) 1 Py A2 ( 12)
Nejslozitejsi je opét situace u ¢tvrtého singularniho bodu, tj. u bodu uj = 1_1;%,

1+ao;

T . Variacni matice je tvaru
—a12a21

*
U2—

1— 2(1+a12) a12(1+a21) a12(1+a12)
N 1—aiza21 1—ai2a21 1—aiza21
J(u17 u2> - (1+a21) p (1 o 2(1+a21) a21(1—(l12)>

a
paz1 1—aiza21 1—aiza21 1—aiz2a21

- ; —1—ap ao(1 + aa)
1 — apga9 \ pasi(l+axn) p(—=1—az)
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Odpovidajici vlastni ¢isla 1ze vyjadrit ve tvaru

Alzquﬁ;¢@nD2—4daJ
’ 2(1 — ay2a91)
_[F1—a — p(1+ an)] £ V[-1 — a1z — p(1 + a1)]* — 4p(1 — a12a21)(1 + a12) (1 + az)
2(1 - a12a21)

(5.37)

Z (5.37) je jasné videt, ze trJ < 0, detJ > 0 a jmenovatel je kladny z podminky existence
¢tvrtého singuldrniho bodu. Déle plati (viz [2]), Ze vyraz pod odmocninou je za podminky
1 —ajas > 0 vzdy kladny. Proto vlastni ¢isla odpovidajici bodu (uf, u}) jsou obé zdporna
a bod je stabilnim uzlem.

V pripadé, ze neni splnéna podminka existence ¢tvrtého singularniho bodu, tj. v ptipadé
aisas1 > 1, dochazi k neomezenému rustu obou populaci, plati tedy lim;_. u; = 00,
limy_, o U9 = 00.

Vidime, ze u modelu symbiézy dvou biologickych druht neni nejdulezitéjsim parame-
trem velikost jednotlivych koeficienti a1s a ag1, ale velikost jejich sou¢inu. Rozlisili jsme
proto dva pifpady, a to na piipad aj2a2; > 1 a ajpas < 1. Provedme simulace pro tyto
dva pripady.

u2 u2

25

05

Obrazek 18: Symbidza Obrazek 19: Neomezeny rust
Na obrézku (18) mame simulaci pro hodnoty parametri a;o = 0,3, as; = 0,4ap =0, 1.

Touto volbou je splnéna podminka 1 — ajsas; > 0, tzn. podminka existence ¢tvrtého
singuldrniho bodu, jehoz soutadnice lze uréit ze vztahu (5.35)

1+a12 1,3
T e, 1-0,12 00
1 1,4
w0 % g 5gp

 1—apayn 1-0,12

Stejné jako v ptipadé konkurence jsme volili po¢atecni velikosti populaci z okraje vykreslené
oblasti (hrany ¢tverce). Vidime, Ze pro témér vsechny pocateéni podminky se velikost popu-
lact limitné blizi do bodu (u}, u3), ktery je stabilnim uzlem. Tyto hodnoty jsou vyssi nez
nosné kapacity prostredi K, K, pro jednotlivé populace, coz je ddno pravé prospésnosti
symbidzy obou druhu.

Plati-li 1 — ajpa9; < 0, jak je tomu v piipadé obrazku (19), kde a;2 = 2, as; = 3
a p = 0,2, existuji pouze tii body singularity. Dusledkem toho je fakt, ze pro témér
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v8echny pocédteéni podminky (uy,,us,) dochdzi k neomezenému ristu velikosti populaci,
coz samoziejmé ve skutecnosti nemuze nastat vlivem omezenych zdroju potravy a tzemi.
Proto tento ptripad nelze povazovat za redlny.

5.3 Lotkuv-Volterriv model spolecenstva dravec-korist

V nésledujicich dvou kapitoldch se budeme zabyvat modely vztahu dravec-kotist (parazit-
hostitel). To znamend, ze jedna populace je zdrojem potravy (¢asto zdrojem jedinym)
populace druhé.

Prvni kapitola je vénovana Lotkové-Volterrovu modelu, ktery je jednim z nejstarsich
modelu a vychézeli z néj i dalsi matematici. Uz dopiedu je ale nutné uvést, ze tento model

Model je pojmenovan po matematicich, ktefi diferencidlni rovnici popisujici vztah
dravec-kotist nezavisle na sobé navrhli a fesili. Prvnim z nich je Vito Volterra, ktery se
snazil matematicky popsat kolisani velikosti populaci ryb ve stfedozemnim mofi. Sestavil
rovnice, které tyto vztahy popisuji, a poté rovnice rozsitil i o ¢leny urcujici ubytek obou
populaci vlivem rybateni (podrobnéji popsédno napt. v [4]). Druhym matematikem, ktery
odvodil tyto vztahy, byl Alfred Lotka kdyz popisoval hypotetické chemické reakce, kterymi
se snazil vysvétlit periodické chovani koncentraci reagujicich latek. V této kapitole a
kapitole nésledujici budeme vychézet predevsim z [5], [2] a [1].

Pokud oznacime X () velikost populace kofisti a Y (t) velikost populace dravce, muzeme
Lotkuv-Voltérruv model zapsat ve tvaru

X

2~ X(a—bY),

jf/ (5.38)
L y(eX —d

o —vex -,

kde a, b, ¢, a d jsou opét kladné konstanty.
Ze soustavy (5.38) ndm tedy vyplyvaji nasledujici predpoklady pro model:

e v piipadé absence predatora populace kofisti roste exponencialné podle Malthusova
modelu,

e v piipadé absence kortisti predator vymira, a to exponencialné,

e prirustek velikosti populace predatora, stejné jako ubytek populace kotisti, vlivem
pozirani kofisti dravcem, je imérny velikosti soucinu XY.

Clen XY mé v podstaté vyznam zachovani energic a jeji presun mezi jednotlivymi popu-
lacemi.
Prvnim krokem je opét dimenzionédlni analyza modelu. Ozna¢me

uy (1) = ch(t)7 ua(T) = bY—(t), T=at, @ = C—i

a a

Dosazenim do (5.38) a naslednou ipravou ziskdvame novou soustavu diferencidlnich rovnic
tvaru

du
d—l = U1<]. — UQ),
T (5.39)
dus _ aug(u; — 1)
dr 2 '
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Tento systém mé dva stacionarni body - (0,0) a (1,1). Typ singularity ur¢ime pomoci
varia¢ni matice systému (5.39)

It ) — ( Loue = )

auy  afu; — 1)

Dosazenim zjistujeme, Ze bod (0,0) je sedlo, jelikoz vlastni ¢isla variaéni matice v tomto
bodé jsou redlna s opacnymi znaménky.

J(O,O):<(1) _Oa>:>>\1:17 Ay = —aq,

Pro bod (1, 1) dostavame variaéni matici

J(1,1):(2 _01)

Plati tedy, ze trJ(1,1) = 0 a vlastni ¢isla jsou proto komplexné sdruzend s nulovou realnou
¢asti, A2 = £iy/a. Staciondrni bod proto muze byt ohniskem, nebo sttedem. Ukazuje se,
ze tento bod je stredem, coz je dokdzéno napf. v [5].

Ze tomu tak opravdu je se muzeme presvédéit pomoci simulace v prostiedi Matlab.
Jak vidime, jedinym parametrem rovnice (5.39) je «, pro simulaci pouzijeme hodnotu
a = 1,5. Velikost tohoto parametru nema vliv na typ singularity jednotlivych bodu,
proto jsme tuto velikost zvolili ndhodné.

u2-

45+

0 05 1 1,5 2 25 3 3,5 ul
Obrazek 20: Lotkuv-Volterruv model spolecenstva dravec-korist

Opét jsme zvolili nékolik pocatecnich velikosti populaci a pro né provedli simulace,
jejichz vysledky mame vykreslené na obrazku (20). Na ose z méame vykreslenou velikost
populace kofisti, na osa y populace dravce. Na prvni pohled je ziejmé, ze bod (1,1) je
opravdu stfedem a populace cyklicky kolisa kolem tohoto bodu.

Podivejme se jesté podrobnéji na to, jak se velikosti obou populaci vyvijeji. Na obrazku
(21) mame vykreslen vyvoj dravce a kofisti pro parametr o = 1,5 a pocatecni velikosti
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ul,u2-

1 - KOTiSt
m— 2 - predator

15

0,5

Obrazek 21: Vyvoj populaci pro (uy,, us,) = (0,5;0,5)

populaci (uy,,us,) = (0,5;0,5). To znamend, Ze velikosti obou populaci jsou mensi nez
velikosti odpovidajici bodu (1,1), coz je hodnota, kolem které feseni cyklicky osciluje.
Populace kotisti se nejdriv zvétsuje, jelikoz je pouze mélo dravcu, ktefi by korist ulovili.
Naopak populace dravce se vlivem nedostate¢ného mnozstvi jedincu koristi zmensuje.
V okamziku, kdy velikost populace koristi dosahne hodnoty u; = 1, za¢ne se pocet dravcu
zvétsovat vlivem dostatec¢ného mnozstvi potravy (jedincu kotisti). K rustu populace kotisti
dochézi az do doby, kdy us = 1. V tomto okamziku je jiz tolik dravci, ze ulovi vic kofisti,
nez se narodi, a proto korist zacne vymirat. To ma ale za nasledek, ze pii poklesu pod
hodnotu u; = 1 vlivem nedostatecného mnozstvi jedincu kofisti zacne ubyvat i dravcu.
P1i poklesu velikosti populace dravcu pod hodnotu us = 1 se cely proces zacina opakovat.

Z obrazku (20) jsou také vidét nejvétsi nedostatky tohoto modelu. Prvni z nich je fakt,
ze populace sice méni své velikosti v uzavienych cyklech, ovsem pii drobném vychyleni
z tohoto cyklu ,,presko¢i“ do cyklu jiného. Kdybychom si tedy vykreslili jedno nume-ricky
vypoctené feseni pro dlouhy casovy tsek, nebude se jednak o uzavieny cyklus, ale o spiralu,
jelikoz vlivem numerickych chyb bude numerické feseni ,uskakovat® na sousedni cykly
a nebude mit samo od sebe snahu vratit se na puvodni cyklus. Druhym nerealistickym
nedostatkem je fakt, ze muze dochazet k extrémnim vykyvum ve velikostech popula-
ce. Jsou-li na pocatku velikosti populaci velice malé, dochazi k velkému nérustu popu-
lace kotisti a poté i populace dravce. Posledni neredlnost spo¢iva v tom, ze neuvazujeme
nasycenost dravce, tj. ze dravec lovi pouze tolik koristi, aby byl nasycen.

5.4 Realisticky model spolecenstva dravec-korist

V této kapitole se pokusime odstranit hlavni nerealistické prvky, které predchozi model
dravec-kotist vykazoval. Moznosti, jak tyto nedostatky odstranit a model udélat vice
realistickym je vice, v této kapitole je popsdna jedna z téchto moznosti.

Prvni nedostatek, se kterym jsme se v pfedchozim modelu setkali, byl fakt, ze pii
malém vychylen{ se z cyklu fesen{ ,,piesko¢i“ na cyklus jiny. Tim padem by pii kazdé, byt
sebemensi, zméné, ktera neni v rovnici zachycena, byl vyvoj populace odlisny od vyvoje
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puvodniho a v podstaté bychom nebyli schopni predpovidat vyvoj populace. Budeme
proto pozadovat, aby se v modelu vyskytoval tzv. limitni cyklus. Je to cyklus, pro ktery
plati, ze v ptripadé vychyleni se z jeho trajektorie se velikost této vychylky v case asymp-
toticky blizi k nule, tj. TeSeni mé tendenci vratit se na cyklus puvodni. Toto je logicky
predpoklad, jelikoz pokud v prirodé zahyne malé mnozstvi jedincu populace koristi nebo
dravce vlivem nahodného cinitele, nedojde k velké zméné ve vyvoji obou populaci, ale
jedinci jsou ,nahrazeni“ jedinci jinymi. Tato situace presné odpovida existenci limitniho
cyklu.

Dalsi nerealisticky predpoklad, ktery je tieba odstranit, je malthusovsky neomezeny
rust populace koristi v pripadé absence predatora. Pokud opét oznac¢ime populaci kofisti
X (t) a populaci dravece Y (t), pak tento nedostatek odstranime, pokud pro kotist uvazujeme
”fi—)t( = X f(X,Y). To znamend, ze rust velikosti populace kotisti se bude tidit nejen velikosti
populace dravce, ale také velikosti populace koristi. Vhodnou volbou pro rust populace
kotisti v ptipadé absence dravce se zda byt logisticky rust. Pak lze psat

dX X

E_X_T(l_?> - YV(X),
kde r a K jsou opét konstanty a V(X)) je tzv. trofickd funkce. Tato funkce je funkcionaln{
odezva predatora na zmeénu velikosti populace kotisti. V podstaté udava, kolik kofisti
zabije jeden dravec za jednotku case v zavislosti na velikosti populace kotisti. Je logické
predpokladat, ze pii nadbytku kofisti dravec zabije pouze tolik jedincu koristi, nez dojde
k jeho nasyceni a dél uz lovit kotist nebude. Déle budeme ptredpokladat nasledujici

e V(0) =0 - neni-li dostupnd kofist, dravec nic neulovi

e limx ., V(X) =S - pii nadbytku kotisti dravec ulovi nejvyse S jedincu kofisti za
jednotku casu

e funkce V' (X) je neklesajici - vzroste-li mnozstvi kofisti, dravec neulovi méné

Na obrazku (22) mdme Ctyfi nejcastéji uvazované prubéhy trofickych funkei, z nichz
kazdy ma své opodstatnéni, proc je volen zrovna takovyto tvar. Komentare k jednotlivym
prubéhum a jejich pouziti u konkrétnich pripadu lze nalézt v [1].

My budeme v dalsim uvazovat trofickou funkci typu 17 z obrazku (22), kterou lze
zapsat ve tvaru

kX
- X+D’
kde k a D jsou kladné konstanty. Dosazenim do puvodni rovnice pro vyvoj populace kofisti

vvvvvv

V(X) (5.40)

pro populaci dravce je piimo imeérna hustoté populace kotisti dostavame model

ax _ LX) Y
a | K) N+D|’

(5.41)

kde r, K, k, D, s a h jsou kladné konstanty. Jelikoz se v rovnicich nachazi celkem 6
parametri, pokusime se dimenzionalni analyzou tento pocet snizit. Zvolme substituce

X (t hY (t
U1<T>=—}((), u(7) = K(),T:rt,
k s D

4 hr’ r’ K



v Typ | v Typ IV

bla (S+bya X

0 Sia X

Obrazek 22: Typické priubehy trofickych funkci

Dosazenim do (5.41) a tpravami ziskdme rovnice ve tvaru

duq a1 U

dr ur (1 —ug) — v+ d = fi(u1, uy),
% =0 <1 - Z—j) = fa(uy, us). (5.42)
Jak vidime, tento systém mé pouze tii parametry a, b, a d. Singularni body (u}, u3) musi
spliiovat rovnice % =0, % = 0, tj. rovnice
” ((1 _w) - u?fd) ~ 0, bul (1 - Zf) 0. (5.43)

Jako vzdy nas budou zajimat pouze singularni body nachézejici se v prvnim kvadrantu,
popiipadé na kladnych polooséch. Prvni moznosti, jak splnit druhou rovnici z (5.43), je
zvolit u = 0. Dosazenim do prvni rovnice ziskdme uj = 0, uj = 1. Takto ziskdvame dva
staciondrni body (0,0) a (1,0). Druhou moznosti, jak splnit druhou rovnici z (5.43) je
polozit u} = uj. Dosazenim do prvni rovnice ziskdvame rovnost

ul ((1 oty - ) =0 (5.44)

ui +d

Jelikoz predpokladame uj > 0, muzeme timto rovnici vydélit a po upravé ziskdvame
rovnici
(W) +(a+d—1Duf —d=0, uf =uj,
kterda ma pouze jeden kladny koren
., (l—a—d)++/(1—a—d)?+4d

U= , v =u".

2
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Pro dalsi vypocty si opét uréime variacni matici systému

f/ f/ 1— QUT - % _%
T(upuy) = ( ) _ R B} (5.45)

/ ! bu* uk
f2,u1 f2,'LL2 'u,_*22 b - 2bu_§
1 1

Piimé dosazeni bodu (0,0) neni mozné, jelikoz dostavame vyraz typu g. Musime proto
uvazovat limity w; — 0%, uy — 0. Po dosazeni a limitnim pfechodem uj, — 0F
ziskdvame

proto bod (0,0) je sedlem.
Druhy singuldrni bod, bod (1,0), je také sedlem, jelikoz vlastni ¢isla variaéni matice
jsou opét redlna ¢isla s ruznymi znaménky.

— 1
J(l,O):( 01 1gd):>)\1:—1, Ay =b.

Pro vypocet vlastnich ¢isel tretiho singularniho bodu si variacni matici (5.45) upravime

do tvaru, ktery se nam vice hodi k analyze. Pokud prvni prvek matice napiSeme ve tvaru
dul e .. . o
—ui 4+ (1—u}) — (;I%)Q, vyuzZijeme vztahu (5.43) a vyuzijeme toho, Ze uj = uj}, muzeme

variacni matici prepsat ve tvaru

% au’f . o (l'uf{
J(ui,ul) = ( “ <(UT+d>2 1) wi+d ) .

b —b

Nutnou podminkou stability je trJ < 0 a detJ > 0. Podivejme se prvné na druhou
podminku.

au’t bau*
detJ = —bu} | ——— — L
ot ul[(qu)Q }+u>{+d
a au’
“1[ U d (u’{+d>2}
ad
=bui |14+ ——
[ +<u¢+d>2]>0

pro kazdé a > 0, b > 0 a d > 0. Toto byly pfimo naSe predpoklady, proto podminka
detJ > 0 je splnéna vzdy a stabilita zavisi pouze na podmince trJ < 0. Tato podminka
je tvaru

auy
—b+uj |——5 — 1| <0.
1 Lu’{ +d)* ]
Nejdfive vyuzijeme nékterych znamych vztahu. Ze vztahu (5.44) plyne au = (1—u)(u+d),
av  _ (1—u)?

u+d)? T au

1
~(1—up)(1—2ui —d) <b,

z ¢ehoz lze vyjadrit ( . Vyuzitim téchto dvou vztahu a naslednou upravou

ziskavame nerovnici

Dosazenim soutadnic tfetiho singularniho bodu ziskavame

% [1+a+d—\/(1—a_d)2+4d] - [a—\/(l—a—d)2+4d] <b, (5.46)
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coz je podminka stability tfetiho singularniho bodu. Tato podminka je slozita, k jeji
analyze pouzijeme derivaci obou vyrazu v hranatych zavorkach podle proménné d.

ofivara Vo @ ] yasa
ad VU —a—d2+4d

_ Vil—a—d?+4d—(1+a+d) +/(1+a+d?—2a—(1+a+d) — 0

V(I —a—d)?+4d V(I —a—d)?+4d

Tento vyraz je tedy klesajici funkci d. Podobné pro druhou zavorku

3[a—\/(1—a—d)2+4d} —2(l—a—d)+4 l+a+d

_ = <0
od 2y/(1—a—d)>+4d V(I —a—d)?+4d

I tento vyraz je tedy klesajici funkci d s maximem pro d = 0. Proto pokud nerovnost bude
splnéna pro d = 0, bude pak splnéna pro kazdé d. Dosadme proto do (5.46) d = 0. Pro
odstranéni odmocnin musime také rozlisit pripady a > 1 a a < 1.

Pro a < 1 dostavame

S (ta—(—a)(a—(1-a)=20-1<b

Pro a > 1 pak

S tat(-a)(at(ta)="<b

Muzeme tedy Tict, ze pokud a € <O, %) ,b>0ad>0, pak bod (uj,u}) je vzdy stabilni.
Pokud ovsem a > %, pak existuji takové b a d, ze bod (uj,u}) je nestabilni.

Jako priklad situace a < % provedeme simulaci pro parametrya = 0,3, b=1ad =0, 5.
Simulace probéhla naprosto stejné i v jinych piipadech, kdy a < 0,5, proto zde ukazeme
vysledek pouze pro tento jeden konkrétni ptipad. Singularni body by, dle vypoctu, mély
byt (0,0), (1,0) a bod uj = uy = 0,5(1 —a —d+ /(1 —a—d)>+4d) = 0,5(0,2 +

0,22 +2) = 0,814. Pocatecni velikosti populaci jsou voleny (0,01;7), (i;0,01), (1,5;1)
a (1;1,5), kde i € (0;1,4) , tj. opét jsou voleny .z okraje“ vykreslené oblasti. Jak vidime
na obrazku (23), body (0,0) a (1,0) jsou opravdu sedla a bod (0,814;0,814) je stabilni.
Vidime, ze se jednd o uzel a pro témeér vSechny pocatecni velikosti populaci se velikosti
populaci tomuto bodu blizi.

Podobny obrazek (samoziejmé s jinymi souradnicemi tfetiho staciondrntho bodu)
dostaneme, pokud zvolime a > 0,5, ale zaroven také dodrzime podminky pro velikost
parametru b. Zvolme napiiklad a = 1,1, b=1,2 a d = 0, 3. Je tedy splnéno % < b a sta-
cionarni bod u} = u = 0,5(1—a—d++/(1 —a — d)?> + 4d) = 0,5(—0,4++/0,42 + 1,2) =
0,383 by mél byt také stabilni. Simulace, kterd je na obrdazku (24), ndm dokazuje, ze
body (0,0) a (1,0) jsou sedla a bod (0,383;0,383) je stabilni uzel. Coz opét znamena,
ze pro témér vsechny pocatecni velikosti populaci (uy,,us,) TeSeni konverguje k bodu
(0,383;0, 383).

Provedme nyni simulaci pro takové hodnoty parametru, pro které nejsou splnény
podminky stability, tj. a > % a soucasne % < b. Jak jsme jiz uvedli, v takovém ptipadé je
tfeti stacionarni bod nestabilni a tudiz pii vychyleni z této hodnoty dojde ke vzdaleni se
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Obrazek 23: Realisticky model pro hodnoty parametrui a = 0,3, b=1ad=10,5
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Obrazek 24: Realisticky model pro hodnoty parametri a =1,1b=1,2ad=0,3
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Obrazek 25: Realisticky model pro hodnoty parametri a =2 b=0,2ad=0,1

od tohoto bodu. Muzeme zvolit napiiklad hodnoty parametri a =2, b=0,2ad =0,1.
Tiet{ singuldrni bod ma poté soufadnice uj = uy = 0,5(1—a—d++/(1 —a —d)? 4+ 4d) =

0,5(—1,1+ /1,12 +0,4) = 0, 084.

Jak vidime z obrézku (25), pii této volbé parametru vznikd nami pozadovany lim-
itni cyklus. To znamenad, ze pro témér vSechny pocatecni velikosti populaci se trajek-
torie feseni blizi jednomu urc¢itému cyklu (limitnimu cyklu). Pokud se tedy pocatecéni
velikosti popu-laci nachazi ,,vné“ limitniho cyklu, oscilace velikosti populaci se zmensuji
a trajektorie se limitné blizi limitnimu cyklu (v obrazku jsou tyto pfipady vyznaceny
modrou barvou). V piipadé, Ze se nachdzime uvnitt limitniho cyklu, velikosti cyklu se s
casem zvetsuji, dokud opét nedosdhnou limitniho cyklu .Tento ptipad je v obrazku ze-
lenou barvou. Dle prubéhu trajektorie feseni vidime, ze stacionarni bod o soutadnicich
(0,084;0,084) je ohniskem. Pocédtecni velikost populace u zelené vykreslené trajektorie
byla volena (uy,,us,) = (0,083;0,083). To znamend, ze byla volena velice blizko sta-
cionarnimu bodu, coz odpovida situaci, kdy dojde k malému vychyleni velikosti populaci
z tohoto stacionarniho bodu napt. vlivem ndhodného vlivu.

V této kapitole a kapitole predchozi jsme si popsali dva mozné modely popisujici
vztah dravec - korist, a to model Lotkuv - Volterruv, ktery je modelem nejstarsim a vétsina
dalsich modelu z néj vychazela, a realisticky model s limitnim cyklem. Jak jiz bylo zminéno
vyse, jedna z publikaci, kterd byla pouzita pro zpracovani tohoto modelu, byla [2]. Ovsem
nutno poznamenat, ze se v ni (v kapitole vénujici se tomuto modelu) vyskytovalo velké
mnozstvi chyb. Nékteré z nich (napf. Spatné zapsané diferencidlni rovnice) nejspise vznikly
pouze preklepem autora, popf. jinou jeho nepozornosti, ovsem napft. zcela chybné volby
parametru, pro které vznikne u feseni realistického modelu dravec-korist limitni cyklus,
jsou zcela zavadéjici.

Pokud bychom se spolecenstvem dravec - kofist zabyvali dale, zjistili bychom, ze
moznosti dalsiho rozsiteni a zpresnéni parametru vyskytujicich se v rovnicich popisujicich
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tyto modely jsou obrovské. Modely se daji ruzné modifikovat a ziskdvame pak fesSeni
odpovidajici konkrétnim situacim, které jsou jesté vice realistické. Nékteré takové modely
1ze nalézt napt. v [5]. Jako pifklad uved me model s vnitrodruhovou konkurenc{ populace
kotisti, modely Gauseho typu s ruznymi trofickymi funkcemi nebo model populace kotisti
s Alleho efektem, kdy dochazi k vymirani populaci, pokud populace koristi klesne pod
prahovou hodnotu.
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6 Modely ve tvaru parcialnich diferencialnich rovnic

V této sekci se kratce podivame na modely, které berou v potaz nejen vyvoj populace
v Case, ale také v prostorovych proménnych. Doposud jsme se snazili zjistit casovy vyvoj
populace, aniz bychom zohlednili rozlozeni jedincu na tzemi, které obyvaji, nebo jejich
interakce ovlivnéné hustotou jedincu v dané ¢asti tizemi.

V kazdé populaci dochézi k pohybu jednotlivych jedincu. Tento pohyb ma za nasledek
rozptylovani jedincu po uzemi, jelikoz jedinci se vétsinou presouvaji do mist, kde je
mensi mnozstvi jedincu stejného druhu, aby tim zvysili mnozstvi dostupné potravy. Toto
rozptyleni ma stejny charakter jako rozptylovani mikroskopickych ¢éstic v prostiedi z mist
o vyssi koncentraci do mist s koncentraci nizsi. Mluvime proto také o difuznim procesu.

Budeme predpokladat model, ve kterém populace neni rozmisténa homogenné, proto
bude nejjednodussi a nejefektivnéjsi pro popis populace pouzit hustotu, ktera v tomto
pripadé bude funkci ¢asu t a prostorové proménné x. Sestavenim modelu pak ziskame
parcialni diferencialni rovnici, popripadé soustavu parcialnich diferencialnich rovnic.

6.1 Odvozeni difuzni rovnice pro model jedné populace

Predpokldadejme populaci (bakterie, zvitata,...), kterd se nachdzi na néjakém tzemi €.
Dale uvazujme, ze €2 je oteviena podmnozina R™, n > 1. V praxi ma samoziejmé smysl
uvazovat pouze ptripady n = 1,2, 3. Jak jsme jiz uvedli v ivodu, veli¢inou, kterou budeme
popisovat vyvoj populace v prostoru a ¢ase, bude hustota populace, kterou budeme znacit
u(z,t), kde t je cas a x € Q je prostorova proménnd. Jednotkou hustoty populace je pocet
jedincu populace vztazeny na jednotkovou oblast (napf. u hustoty zalidnéni je jednotkou
pocet obyvatel na kilometr ¢tverecni). Zde se jiz vyskytuje prvni neptresnost, které se zde
dopustime, a to fakt, ze ve skutecnosti jsou populace vétsinou sousttedény na urcitém
misté (napf. lidé ve méstech) a naopak néktera mista jsou neosidlena. Pro nase potteby
ale budeme predpoklddat, ze hustota wu(z,t) je veli¢inou spojitou a diferencovatelnou.
V opa¢ném piipadé by bylo velmi slozité model nejen vyftesit, ale i vytvorit.

Hustotu u(z,t) muzeme definovat takto: necht = € Q a necht {O,}°, je posloupnost
oblasti z €, které obsahuji bod x. Déle predpoklddejme, ze prostorové mira (délka, obsah,
objem) |O,| oblasti O,, jde k nule pro n — 400 a O,, C O,1. Pak lze hustotu definovat

vztahem o )
. pocet jedincu populace v oblasti O,, v case t
u(z,t) = hrf o ,

pokud tato limita existuje. Pokud je hustota definovana v kazdém case t a pro kazdy
bod néjaké podoblasti x € O C €, pak celkova velikost populace nachazejici se v ¢ase t
v oblasti O je dana vztahem
/ u(z, t)d.
o

Nés zajima, jak se hustota populace méni s casem t a vzhledem k prostorové proménné
x. Populace se muze ménit dvéma zpusoby: jednak migraci z mista na misto a jednak
narozenim nebo smrti (pfirozend smrt nebo zabiti). V prvnim piipadé jiz za¢ind do hry
prichdzet vyse zminénd difuze. Je totiz piirozené, Ze jedinci populaci se premistuji z mist
s vétsi hustotou osidleni do mist s nizsi hustotou osidleni, protoze v mistech s nizsi hustotou
osidleni vétsinou maji vétsi mnozstvi dostupné potravy. Velic¢ina, ktera popisuje zménu
hustoty se nazyva difuzni tok a je definovana vztahem

J(z,t) = —d(x)Vu(z,t), (6.47)
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kde d(x) se nazyva difuzni koeficient.

Druhou moznosti, jak se velikost populace muze ménit, je narozeni, imrti nebo uloveni
jedinct populace. Zménu hustoty timto zpusobem oznac¢me souhrnné f(z,¢,u). Pokud
vybereme néjakou oblast O C €, pak celkova velikost populace nachazejici se v case t
v oblasti O je [, u o u(z,t)dz a mira zmény velikosti populace ja pak dana vztahem

d

pr u(z, t)d.

Zména velikosti uvnitt oblasti vlivem narozeni ¢i umrti je dana vztahem

/ flz, tu(z, t))d
o

a zména vlivem migrace pfes hranici oblasti O smérem z oblasti ven

/8 J.t) - na)ds

kde 0O je pravé hranice oblasti O a n(z) vnéjsi normalovy jednotkovy vektor k hranici
00 v bodé z. Dame-li tyto tii vztahy dohromady, ziskavame vztah

d
i /. u(z, t)de = — /ao J(z,t) - n(x)dS + /o flz, t,u(z,t))de. (6.48)

Déle vyuzijeme Gauss-Ostrogradského vétu, ktera rika

/ J(z,t) - n(x)dS = / divJ(x,t)dx. (6.49)
20 o)

Dosazenim (6.49) do (6.48) a vyuzitim vztahu (6.47) ziskdvdme rovnici ve tvaru

—/ u(z, t)dx = / [div(d(z)Vau(z,t) + f(z,t, u(z,t))]dz.

Jelikoz tento vztah musi platit pro kazdou oblast O, muzeme integral odstranit a ziskavame
parcialni diferencialni rovnici
Ou(x,t)

ot

= div(d(z)Vyu(z,t)) + f(z, t,u(z,t)), (6.50)

kterd plati pro kazdou dvojici (z,t). Clen div(d(z)V,u(z,t)) se nazyva difuzni clen,
f(z,t,u(z,t)) je pak tzv. reakéni ¢len. Vétsinou predpokladéame, ze difuzni koeficient d(x)
je priblizné konstantni, tj. d(x) = d (coz obecné nemusi byt pravda). Tento predpoklad Ize
provést v pripadé, ze oblast, ve které dochazi k difuzi, je ptiblizné homogenni. Za tohoto
predpokladu se nam (6.50) zjednodusi na vysledny tvar

ou(z,t)
ot

kde A je Laplaceuv operator. V pripadé, ze zde neni piitomen reakéni c¢len, ziskavame
jednoduchou difuzi

= dAu(x,t) + f(z,t,u(x,t)), (6.51)

Ou(x,t)
ot

= dAu(z,t). (6.52)
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6.2 Jednorozmérny pripad linearni difuze

Predpokladejme nejjednodussi pripad difuzni rovnice, a to rovnice bez reakéniho ¢lenu, di-
fuzni koeficient d uvazujeme konstantni a siteni jedinct populace pouze v jednom rozmeéru.
Pak ziskame rovnici

ot 0x?
Pokud hledame feSeni v koneéném prostoru, tj. v jednorozmérném piipadé na intervalu,
znamend to, ze Feseni hleddme na intervalu (0, L) . Doplnénim poc¢éteéni podminky wu(z, 0)
a uvazovanim dvou homogennich Neumannovych okrajovych podminek ziskavame

du(z,t) d82u(x,t)

U = dUgg,
u(z,0) = ug(x), (6.53)
uz(0,t) = ux (L, t) =0,

kde = € (0, L), t > 0. Jelikoz plati u,(0,t) = u,(L,t) = 0, coz lze slovné vyjadrit tak, ze
nedochazi k difuzi jedincu z a nebo do intervalu (0, L) , a protoze zde neni reakéni clen
f(z,t,u(z,t)), coz znamend, Ze nedochdzi k piirustku ani ibytku poctu jedincu uvniti
populace, je celkovy pocet jedincu na intervalu (0, L) v case konstantni. Hodnotu této
konstanty lze zjistit z poc¢atecni podminky

C= /OL wo(@)da.

Jednou z moznosti, jak tuto rovnici fesit, je metoda separace proménnych. To znamena,
ze teseni predpokladame ve tvaru

u(z,t) = f(x)g(t),

kde f(x) a g(t) jsou urcité funkce. Predpoklddame tedy, ze feSeni lze rozlozit na soucin
dvou jinych funkci, pricemz jedna z nich je pouze funkci proménné x a druha pouze funkei
proménné t. Dosazenim do rovnice (6.53) ziskdvame

f(x)g'(t) = Df"(x)g(t)

a upravou pak

) f@)

9(t) f(x)

kde A € R. Muzeme tedy tesit tuto rovnici pro vSechny mozné . Z druhé rovnosti

ziskdvame f"(x) = Af(z). Z okrajovych podminek také ziskavame f'(0) = f'(L) = 0.
Muzeme tak fesit diferencidlni rovnici

f'(x) = Af(x),
f1(0) = (L) =0.
Z tohoto je jasné vidét, ze okrajové podminky jsou splnény pouze pro A < 0. Pokud A = 0,

pak TeSenim této rovnice jsou vSechna konstantni feseni f(x) = C. V piipadé A < 0 lze
konstantu A psit ve tvaru A = —w?. ReSen{ lze pak piepsat ve tvaru

— D),

f(z) = Acos(wz) + Bsin(wz). (6.54)
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Dosazenim poc¢étecni podminky f/(0) = 0 do (6.54) ziskdvame B = 0. Z druhé pocatecni
podminky, tj. f(L) = —Awsin(wz) = 0 plyne wL = k7 pro k € N. Proto pro A plati
krx2

A = —F" a netrividlni reseni lze zapsat ve tvaru

k
fr(x) = Ay cos <—7Ta:> :
L
Diferencidlni rovnice pro funkci g(t) je tvaru ¢'(t) = DAg(t). Dosazenim vyse uvedeného

vztahu pro A dostavame
k2
di0=-0 (') a0

Tuto rovnici lze opét fesit velmi jednoduse. Pro kazdé k € N ziskdvame teSeni
—D(%x)%
[0} (t) = Cke L .

Diky principu superpozice pak kombinace funkei fi(x) a gx(t) je feSseni parcidlni dife-
rencialni rovnice s odpovidajicimi okrajovymi podminkami. ReSeni lze proto psat ve tvaru

u(z,t) = f ApePUE)  cog (k%x) , (6.55)

kde Ay neni puvodni konstanta z rovnice pro fi(z), ale konstanta nova, kterou lze ziskat
z pocatecni podminky wu(z,0) = ug. Najdeme tedy takové konstanty Ay, které vyhovuji
rovnici

Jak vidime, koeficienty Aj jsou Fourierovy koeficienty. Timto jsme ziskali feseni dané
parcialni diferencialni rovnice, ktera modeluje vyvoj populace v ¢ase a prostoru. Koefi-
cienty Ay zdvisi na funkci ug(z). Toto Teseni se také vyznacuje tzv. vyhlazovacim efek-
tem. To znamend, ze pokud se na zacatku vyskytuji néjaké body nespojitosti nebo hroty
v u(x,0), pak jsou ¢asem vyhlazeny. Dukaz tohoto tvrzeni lze nalézt v [2].

Proved' me nyni simulaci konkrétniho jednoduchého piipadu této parcidlni diferencidlni
rovnice. Simulaci provedeme na intervalu (0,1) a pro ¢as (0,4) . Déle zvolme konstantni
difuzni koeficient d = 0,02 a pocateéni podminku ug(x) = 100 — |200x — 100|. Tato volba
odpovida situaci, kdy na okrajich nejsou na pocatku zadni jedinci populace a smérem
k bodu = = 0,5 se koncentrace jedincu zvysuje. Nejvice jedincu je soustfedéno v bodé
x = 0,5, kde ma tato funkce navic hrot. Rovnici popisujici vyvoj populace lze pak zapsat
ve tvaru

uy = 0, 02Uy,
u(z,0) = 100 — [200x — 100, (6.56)
uz(0,t) = ux(1,t) =0,

pro z € (0,1), t € (0,4). Jak vidime, rovnice (6.56) opét neobsahuje reakéni ¢len
f(z,t,u(z,t)) a navic jsou zde homogenni Neumannovy podminky, proto celkovy pocet
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jedincu obyvajici tzemi je v case konstantni. Tento celkovy pocet jedincu lze zjistit
z pocatecni podminky

1
C = / 100 — |2002 — 100|dz = 50
0

Nyni se podivejme na vysledek simulace v prostiredi MATLAB. K simulaci jsme vyuzili
funkci pdepe, ktera dokaze numericky tesit parcidlni diferencidlni rovnice v 1D.

u(x,t)
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Obrazek 26: Difuzni rovnice pro konstantni difuzni koeficient

Vysledek simulace muzeme vidét na obrazku (26). Vidime, ze na pocatku je opravdu
v bodé = = 0,5 hrot, to znamena, ze funkce zde neméa derivaci. OvSem postupem casu
dochéazi k vyhlazovani tohoto hrotu a v ¢ase ¢t = 4 jiz neni patrno, ze v tomto bodé
néjaky hrot byl. Také si muzeme vsimnout, ze dochézi k tomu, ze rozlozeni jedincu se
asymptoticky blizi rozloZzeni rovnomérnému, tj. stavu, kdy hustota u(z,t) je ve vSech
mistech stejnd. Jelikoz délka intervalu, na némz hleddme teseni je jedna a celkovy pocet
jedincu na tomto tzemi je konstantni C' = 50, tak hodnota, ke které se hodnota hustoty
blizi, je u(x,t) = 50. Pro tplnost doplime jeste, ze pii volbé vétstho difuzniho koeficientu
je difuze jedincu rychlejsi, a proto feseni konverguje k rovnomérnému rozlozeni rychleji.

Na tomto prikladu jsme ukazali, jak lze feSit jednoduchy piipad modelu dynamiky
populace ve tvaru parcidlni diferencidlni rovnice. Samoziejmé se jednd o nejjednodussi
mozny piipad. Obecné plati, ze difuzni koeficient nemusi byt konstantni a témér ve vSech
piipadech se v modelech vyskytuje reakéni ¢len f(x,t, u(x,t)), jelikoz jedinci uvnitt popu-
lace se samoziejmé mnozi a naopak néktefi umiraji. Navic jsme si model zjednodusili
tim, Ze jsme uvazovali jednorozmérny problém, samoziejmé v praxi nas zajima rozlozeni
v 2D, popripadé 3D. Odvozeni feSeni v takovém piipadé by jiz bylo slozitéjsi a vykresleni
feseni pro dvé prostorové proménné a cas je jiz takika nemozné. V piipadé jednorozmérné
nelinedrni difuze, nebo difuze s reakénim clenem, muzeme stale k hledani numerického
reSeni pouzit funkci pdepe v prostiedi MATLAB.

V této kapitole bylo ¢erpano predevsim z [2], [4] a [7]. V téchto zdrojich 1ze také najit
modely obsahujici nelinearni difuzi a modely obsahujici reakéni ¢len. Jsou zde uvedeny
také nekteré dalsi techniky feseni parcidlnich diferencidlnich rovnic.
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7 Popis programu pro vykreslovani grafi a trajek-
torii reSeni

Soucasti diplomové préce je i program na vykreslovani grafu a trajektorii feseni obyc¢ejnych
diferencialnich rovnic, poptipadé soustavy diferencidlnich rovnic, které popisuji modely
uvadéné v této praci. Tento program byl vytvoren v prostiedi MATLAB, ve kterém je
také nutné ho spousteét.

7.1 Pouzité metody

Modely jsou ve tvaru obycejnych diferencidlnich rovnic, poptipadé jejich soustavy. Neni
proto vzdy jednoduché ziskat explicitni feSeni. Nékdy je pro nas tedy vyhodnéjsi pouzit
k feSeni rovnic numerické metody, kterymi ziskdvame vysledky velice blizké feseni presnému.
Pouze v pripadé Malthusova modelu a modelu logistického je v programu zadano expli-
citni feseni, které je vykresleno po zadani odpovidajicich parametru. V ostatnich modelech
jsou TesSeni diferencidlnich rovnic ziskdvana numericky a to pomoci metody ode45, ktera
k numerickému vypoctu vyuziva integracni metody Runge-Kutta. V pripadé modelu se
zpozdénim musime, jak bylo uvedeno v odpovidajici kapitole, uvést ne pouze pocatecni
podminku, ale celou historii. Ta muZe byt ddana bud’to funkei, nebo muZe byt po dobu
(—T,0) konstantni. V nasem piipadé predpokldddme druhou moznost, tj. konstantni ve-
likosti populace v historii. V prostredi MATLAB vyuzivame k numerickému vypocétu
funkci dde23, ktera je schopna tyto diferencialni rovnice se zpozdénim fesit.

7.2 Prace s programem

Spusténi programu. Tento program pro svuj béh potiebuje soubézny chod programu
MATLAB, proto spousténi provadime pomoci néj. Samotné télo programu je umisténo v
souboru Modely.m, ve zbylych m.filech se nachazeji ¢asti zdrojovych kodu, které tesi jiz
jednotlivé diferencialni rovnice a staraji se o vykresleni trajektorii se zadanymi parametry.
Program tedy spustime otevienim m.filu Modely.m a jeho pfelozenim.

Modely = 3
Model Odpovidajici rovnice Informace o modelu
Modely pro jednu populaci X'=X(1-X+a¥Y) Urovrice v bezrozmérném tvaru I
~) Matthusiv model Y=rY{1-Y+hX) v piipacdé sbsence konkuredni populace

predpokladéme logisticky rlist
Logisticky model g I
Vykreslit pro éas

0 o 10

Populace pod predénim tiakem

Model se zpoZdénim
Pogateéni velikost populace

Modely pro dvé populace = . Vit bE

Kenkurence Singulérni body
Konstanty
(0,0 ... nestabilni Fedeni
. . = & 03 r= 0.1
Lotkuv-Volterruv model dravec-kofist R
01,00 ... stabilni, pokud k=1
Realisticky moedel dravec-kofist b= 04

(0,1 ... stabilni, pokud a=1

J| lykreslit postupné

Barva trajektorie . =1 -
|| Trajektorie zachovavat [[L;T;E!S ﬂ:gi?d'a'sgfc fl-E8
@ modra zelena - e

Smazat obrazek

gervend gerna Vykresli

K e =

Obrazek 27: Pracovni plocha programu
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Vlastni prace s programem. Pracovni plochu programu, tak jak vypada po zapnuti,
muzeme vidét na obrazku (27). Muzeme ji, jak vidime, rozdélit na tfi sloupce. V levé ¢asti
se nachdzi seznam modelu - ¢tyfi modely pro modelovani jedné populace (Malthusuv
model, logisticky model, model populace pod preda¢nim tlakem a model populace se
zpozdénim) a Ctyfi modely pro populace dvé (konkurence, symbidza, model spolec¢enstva
dravec-korist - Lotkuv-Volterriv model a realisticky model spole¢enstva dravec kotist
s limitnim cyklem). Druhym parametrem, ktery se nastavuje v prvnim sloupci je barva
grafu nebo trajektorie feseni.

Po vybrani matematického modelu v prvnim sloupci se vzdy druhy a tieti sloupec
zméni v zavislosti na vybraném modelu. Prvni polozka v druhém sloupci je rovnice, re-
spektive soustava diferencidlnich rovnic, ktera model popisuje. V rovnicich je cela tada
parametru, které muzeme nastavit pod témito rovnicemi. Stejné tak zde muzeme nastavit
casovy interval, pro ktery chceme simulaci provést. Poslednim povinnym parametrem,
ktery musime nastavit, je pocatecéni velikost populace X (ty), v piipadé dvou populaci
také pocatecni velikost druhé populace Y (tp).

Pod nastavenim téchto hodnot se nachazi dvé volitelné polozky - Vykreslit pos-
tupné a Trajektorie zachovavat. Pii zaskrtnuti volby Vykreslit postupné program
spocita teseni diferencialni rovnice a nevykresli trajektorii feSeni najednou, ale postupné,
tzn. vykreslovani za¢ne v bodé odpovidajicim pocatecni podmince a postupné vykresluje
reseni. Vykreslovani trva cca 3-4 vteriny. Tato volba je vhodna hlavné u modelt pro dvé
interagujici populace pro lepsi ilustraci vyvoje obou populaci v zavislosti na ¢ase. Pokud
totiz neni tato trajektorie vykreslovana postupné, ale najednou, nemusi byt na prvni
pohled patrné, kterym smérem vyvoj postupoval a navic je v ptipadé postupného vykreslo-
vani 1épe viditelnd konvergence teseni k singularnim bodum.

Druhym volitelnym parametrem je zachovavani trajektorii. Tuto volbu pouzijeme,
pokud chceme zakreslit do jednoho obrazku vyvoj populaci pro rizné pocateéni podminky,
popf. pro ruzné parametry rovnice. Toto je vyhodné, pokud chceme napt. u modelu pro
dvé populaci vidét, pro které pocatecni podminky dochézi ke konvergenci feseni, pro které
k divergenci, popt. pokud feseni konverguje, tak pro které pocatecni podminky ke kterému
singuldrnimu bodu.

V tfetim sloupci se nachéazeji obecné informace o modelu. Tyto informace jsou aktual-
izovany pokazdé, kdy vybereme néktery model a u nékterych modelu jsou aktualizovany
také pri stisku tlacitka Vykresli. Mtzeme zde nalézt popis nékterych parametru rovnice,
nebo vyznam dulezitych clenu. Pokud mé diferencidlni rovnice také explicitni fesenti, je zde
uvedeno. Dulezitym udajem je také to, jestli je rovnice uvedena v bezrozmérném tvaru,
¢i nikoliv. Pokud je rovnice v bezrozmérném tvaru, samoziejmé veliciny X, poptripadé
Y neudavaji piimo velikost populace, ale néjaky jeji ndsobek (vétsinou je velikost popu-
lace mnohondsobné vétsi). Vztahy pro vypoéteni skuteéné velikosti populace jsou uve-
deny v odpovidajicich kapitolach diplomové prace. Rovnice jsou uvedeny v bezrozmérném
tvaru kvuli prehlednosti, v puvodnim tvaru totiz obsahuje i nékolikanasobek parametru a
zadavat tedy vSechny tyto koeficienty by bylo zdlouhavé a nepraktické.

Ve spodni ¢asti tretiho sloupce je vycet singularnich bodu pro vybrany model. Pfi
vybrani modelu v levé ¢asti se konkrétni singularni body objevi, pokud jejich souradnice
nezavisi na parametrech modelu, pokud zavisi na parametrech, je zde uveden pouze
obecny tvar soutadnice, poptipadé podminka existence. V piipadé modelu populace pod
predacnim tlakem navic nelze explicitné zapsat vztah pro souradnice singularnich bodu,
dokonce nelze ani obecné fici, kolik singularnich bodu bude rovnice mit, proto v tomto
pripadé nejsou uvedeny konkrétni informace. U kazdého singularniho bodu je také uve-
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deno, o jaky typ singularity se u daného bodu jedna (pokud je to jiz zfejmé z obecného
tvaru rovnice). Po stisknuti tlacitka Vykresli jsou vypsany souradnice singularnich bodu
konkrétné, navic u bodu, kde v obecném tvaru rovnice nelze o typu singularity rozhodnout,
je typ singularity doplnén. Pouze v ptipadé realistického modelu dravec-kotist v ptripadé
parametru a > 0,5 neni obecné pravidlo, jak o typu singularity rozhodnout, proto o typu
singularity jednoho z bodu musime rozhodnout na zdkladé vykresleného obrazku.

Bl Modely = Y

Maodel

Informace o modelu

u s = — — r - I rovnice v bezrozmérném tvaru I
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help k]

n:l_,ilﬂ..z‘! % *\-"\er?@@a’f'@')ﬂ@ DQ

¥ . populace kofisti
Y ... populace dravoe

predpokladame existenci tzv . limitniho
cykiu

ige logisticky rist populace koFisti v plipadé
ahzence dravce

Singularni body

0.2 (0,0) ... sedlo

(D 0544289 1 0944289)_ stabilta zFejma

- 015k Z ohrazku

0.1H

0.05

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
i)

Obrazek 28: Ukéazka vykresleni trajektorii feseni

Jesté jako doplnéni uvedme, Ze pii vybéru modelu v levé ¢dsti pracovni plochy vzdy
dojde k predvyplnéni parametru rovnice a pocatecnich velikosti populace. Je to z toho
duvodu, ze pro tyto parametry ma model smysl uvazovat, poptipadé pro tyto parametry
ziskavame zajimavé vysledky. Muzeme samoziejmé parametry jakkoliv zménit, ovsem
reSeni jiz nemusi byt tak zajimavé.

Mame-li vSechny parametry nastaveny, vykreslime trajektorii (respektive graf) po-
moci tlacitka Vykresli. Ukazku, jaky vysledek muzeme obdrzet je na obrazku (28), kde
jsou vykresleny dveé trajektorie Teseni pro realisticky model dravec-korist pro dvé ruzné
pocatecni podminky - modfe trajektorie vné limitniho cyklu, zelené trajektorie fesent,
jejiz pocatecni podminka lezela uvniti tohoto cyklu.

V ptipadé modelu jedné populace ziskavame na obrazku graf zavislosti velikosti popu-
lace na case, pokud mame model pro dvé populace, na osdch = a y jsou velikosti intera-
gujicich populaci.

S vykreslenou trajektorii (grafem) lze déle pracovat - muzeme si ji priblizit, otacet
s ni, ménit barvu nebo zjistit souradnice konkrétniho bodu trajektorie. Muzeme obrazek
také ukladat nebo vytisknout.
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8 Zavér

Vyvoj populaci v pfirodé neni ¢isté nahodny, ale #idi se urcitymi zdkonitostmi. V této
praci jsme se pokusily nékteré z nich zachytit pomoci matematického aparatu. Pomoci
diferencialnich rovnic a jejich néslednym feSenim jsme timto ziskali moznost predpovédét,
jak se bude populace vyvijet, pokud nedojde k néjaké nahodné udalosti.

Nejjednodussim modelem, ktery zde je uveden, je Malthusuv model, ktery je ovSsem
znacné nerealny. Umoznuje totiz rust populace nade vSechny meze. Toto omezeni jsme
odstranili u logistického modelu, kdy pro témér vsSechny pocateéni podminky dochéazi
ke konvergenci k tzv. hodnoté 1zivnosti prostiedi. Timto modelem lze mimo jiné dobte
modelovat i vyvoj poctu obyvatel na Zemi. Dalsim modelem, ktery jsme uvedli, je vyvoj
populace pod preda¢nim tlakem, kdy uvazujeme populaci, kterd je ohrozovana dravci, pro
které ale nepredstavuje jediny zdroj potravy. Posledni model v prvni ¢asti, kterym jsme
se zabyvali, je model se zpozdénim, kdy predpokladame, ze k tomu, aby se jedinec mohl
rozmnozovat, musi nejdiive dospét. Pak pocet nové narozenych jedincu nezavisi pouze na
okamzitém poctu jedincu, ale na historii vyvoje populace.

U modelu koexistence dvou populaci jsme se zabyvali ¢tyfmi modely. Prvni z nich byl
model konkurence, kdy spolu dvé populace soupefi o omezené zdroje potravy, ¢i o tizemi.
Opacnym jevem je symbidza. V takovém piipadé maji obé populace prospéch z pritomnosti
populace druhé, proto se pocet jedincu populace ustali na hodnoté vyssi, nez kdyby
zivocisny druh zil na daném tizemi bez symbionta. Druhé dva modely se vénuji spolecenstvu
dravec-korist. Lotkuv-Volterruv model je starsi model, u kterého jsme zjistili, ze trajekto-
rie TeSeni tvori uzaviené cykly. Tento model ma ovsem celou fadu nedostatku, které jsme
se pokusili odstranit u realistického modelu, u kterého jsme mohli sledovat vznik tzv.
limitniho cyklu, kdy feSeni pro témeér vsSechny pocatecni velikosti populaci konverguje
k jednomu ur¢itému cyklu.

V treti casti jsme odvodili difuzni tvar rovnice, ktera modeluje vyvoj jedné populace
v Case a prostoru a poté provedli vypocet a simulaci pro jednorozmérny ptipad linedrni
difuze.

Na zaver prace byl predstaven program pro vykreslovani grafu a trajektorii feseni
diferencialnich rovnic, které popisuji modely uvedené v této praci.

Tato prace popisuje pouze nékteré zakladni modely, které mohou dynamiku popu-
lace popisovat. Modely je mozno ale dale upravovat, doplinovat dalsimi zpfesnénimi nebo
pozadavky. Nekteré populace se vyvijeji podle svych specifickych zdkonitosti, které mohou
byt do modelu také zaclenény. Napi. velikost nékterych populaci muze zaviset na roénim
obdobi. V takovém piipadé ziskavame feSeni, které je periodicky se opakujici. Perioda
takového Teseni je vétsinou jeden rok.

Jeden ze zde popsanych modelu byl také model se zpozdénim. Byl zde ovSem popsan
pouze model pro dynamiku jedné populaci. V prirodé se vSak zpozdéni v rozmnozovani
vyskytuje témér u vSech zivocichti. Pro modelovani koexistence vice zivocisnych druhu
pak ziskdavame soustavy diferencialnich rovnic se zpozdénim.

Toto byly pouze ptiklady toho, jak je mozné modely dédle obohatit. Musime si ovSsem

vvvvvv

vvvvvv

exaktni feSeni by bylo prakticky nemozné, nebo prinejmensim ¢asové velmi naroc¢né.
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