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Abstrakt
V této práci se zaměř́ıme na popis nejčastěǰśıch model̊u popisuj́ıćıch vývoj populaćı
a následně provedeme numerické experimenty v prostřed́ı MATLAB, které nám potvrd́ı
správnost teoreticky odvozených výsledk̊u. Modely jsou skládány od nejjednodušš́ıch po slo-
žitěǰśı a jsou rozděleny na modely dynamiky jedné populace a modely koexistence dvou
populaćı. Součást́ı práce je také program na vykreslováńı graf̊u a trajektoríı řešeńı difer-
enciálńıch rovnic popisuj́ıćıch modely uvedené v této práci, včetně stručného popisu tohoto
programu vytvořeného v prostřed́ı MATLAB.
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Abstract
The aim of this thesis is to describe the most frequent models describing population
dynamics and then to perform some numerical experiments in the MATLAB environment.
These simulations should validate our theoretical results. The models are sorted from the
basic models to the most complicated and are divided into the models which describe
dynamics of one population and models of coexistence of two biological species. The
master’s thesis icludes also a program for drawing graphs and trajectories of solutions of
models described in this thesis including a description of this MATLAB program.
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uvedených v seznamu literatury.
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1 Úvod

Provázanost matematiky a jiných vědńıch obor̊u je v dnešńı době patrná v́ıce než kdykoliv
předt́ım. Jej́ı pomoćı jsme schopni porozumět složitým př́ırodńım proces̊um i správně se
rozhodovat v inženýrstv́ı. Oblast́ı, ve které je vliv matematiky velmi zřetelný, je také
biologie a to jak na buněčné úrovni, tak i na úrovni makroskopické. K popisu biologických
jev̊u je totiž často využ́ıváno matematické modelováńı, které nám mnohdy pomáhá v́ıce
porozumět chováńı populaćı a odhadnout jejich budoućı vývoj. Pomoćı matematických
model̊u jsme nejen schopni předpovědět, jak se populace bude vyv́ıjet, ale př́ıpadně také
vhodně nastavit podmı́nky prostřed́ı, ve kterém se jedinci vyskytuj́ı, tak, aby nedošlo
k vyhynut́ı, popř. k přemnožeńı populace.

Ćılem této práce je popsáńı vybraných model̊u dynamiky populaćı. V prvńı části
diplomové práce jsou popsány modely ve tvaru jedné obyčejné diferenciálńı rovnice, což
odpov́ıdá model̊um popisuj́ıćım vývoj jednoho živočǐsného druhu. Použit́ı těchto model̊u
je však možné pouze za velice specifických podmı́nek, protože většinou je vývoj populace
ovlivněn populacemi koexistuj́ıćımi. T́ımto problémem se zabývá druhá část diplomové
práce, kde jsou popsány nejčastěǰśı modely koexistence dvou biologických druh̊u. Tyto
modely jsou ve tvaru soustavy dvou diferenciálńıch rovnic. V posledńı teoretické části jsou
uvedeny modely ve tvaru parciálńıch diferenciálńıch rovnic. U model̊u ve tvaru obyčejných
diferenciálńıch rovnic byla jedinou zkoumanou veličinou velikost populace v závislosti
na čase, ovšem u model̊u ve tvaru parciálńıch diferenciálńıch rovnic bereme v úvahu také
rozložeńı jedinc̊u v prostoru.

U každého modelu jsou uvedeny předpoklady, za kterých je možné jeho použit́ı a kdy
dává dobrou shodu se statistickými údaji. Ne vždy lze totiž konkrétńı model použ́ıt.
Ve všech př́ıpadech jsou také provedené numerické experimenty v prostřed́ı MATLAB
pro r̊uzné konkrétńı hodnoty parametr̊u diferenciálńı rovnice tak, aby byly znázorněny
pokud možno všechny možnosti vývoje populace. Výsledné grafy a trajektorie jsou pro
lepš́ı představu uvedeny př́ımo v textu.

Součást́ı diplomové práce je také program na vykreslováńı graf̊u a trajektoríı řešeńı
diferenciálńıch rovnic popisuj́ıćıch modely uvedené v této práci. Tento program byl vytvořen
v prostřed́ı MATLAB a v posledńı části práce se tedy krátce věnuji popisu tohoto pro-
gramu. Jsou zde uvedeny funkce, které program použ́ıvá, popis programu a také př́ıklad
toho, jak výsledné trajektorie mohou vypadat.
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2 Model a klasifikace model̊u

2.1 Základńı pojmy

Modelem nazýváme zjednodušené zobrazeńı zkoumané skutečnosti (např. problému ř́ızeńı,
technického procesu, fyzikálńıho, chemického, biologického objektu), které je realizováno
k určitému ćıli. Mluv́ıme-li o matematickém modelu, máme na mysli abstraktńı model
už́ıvaj́ıćı matematický jazyk k popisu chováńı systému. Matematické modely maj́ı v dnešńı
době velmi široké využit́ı. Velmi často jsou využ́ıvány v př́ırodńıch vědách (fyzika, biolo-
gie), ale také v inženýrských discipĺınách (stroj́ırenstv́ı, stavitelstv́ı, elektrotechnika) a
v neposledńı řadě ve vědách společenských (ekonomika, sociologie, politologie).

Modelováńı je účelové zobrazováńı vyšetřovaných vlastnost́ı pomoćı vhodně zvolených
vlastnost́ı modelu. Můžeme si je tedy představit jako reprodukci těch vlastnost́ı ob-
jektu, které chceme dále studovat. Modelováńı je dnes velmi rozš́ı̌renou pracovńı metodou
nacházej́ıćı uplatněńı v r̊uzných oblastech, jak již bylo zmı́něné výše.

2.2 Děleńı model̊u

Modely lze klasifikovat podle r̊uzných hledisek, jichž je velké množstv́ı. Proto si zde
uvedeme pouze základńı děleńı matematických model̊u.

Základńım kritériem pro tř́ıděńı model̊u je jejich chováńı v čase. Z tohoto hlediska je
lze dělit na:

• statické (v čase neměnné)

• dynamické (v čase se vyv́ıjej́ıćı)

Jedńım z nejd̊uležitěǰśıch hledisek děleńı, je děleńı model̊u na modely:

• diskrétńı

• spojité

• smı́̌sené

Zde mohou nastat v podstatě čtyři základńı možnosti. Model můžeme totiž chápat
jako zobrazeńı z jedné množiny do množiny druhé a právě podle toho, jestli tyto dvě
množiny jsou diskrétńı nebo spojité, můžeme modely rozdělit.

Mohou tedy nastat tyto př́ıpady: model je zobrazeńı ze spojité množiny do množiny
spojité, z množiny diskrétńı do množiny diskrétńı a daľśı dvě možnosti jsou kombinaćı
spojité a diskrétńı množiny. To jest zobrazeńı z množiny diskrétńı do množiny spojité
nebo zobrazeńı ze spojité množiny do množiny diskrétńı.

Matematické modely lze také dělit dle charakteru veličin a proměnných v něm vys-
tupuj́ıćıch. Jedna z možnost́ı je děleńı na:

• deterministické (v modelu náhodná veličina neńı)

• stochastické (vyskytuje se zde alespoň jedna náhodná veličina)
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Za náhodnou veličinu však nepovažujeme čas.

Jiná možnost klasifikace matematických model̊u vycháźı ze vztahu k jejich okoĺı,
tj. k veličinám, které nejsou součást́ı modelu. V tomto př́ıpadě lze modely rozdělit na:

• autonomńı (nezávislé na okoĺı)

• neautonomńı (explicitně záviśı na nějaké vněǰśı proměnné)

Posledńı možnost́ı tř́ıděńı, kterou uvedeme, je tř́ıděńı z hlediska formálně konstruk-
tivńıho na:

• modely matematické – vytvořené pomoćı matematických výrazových prostředk̊u

• modely schematické – všechny ostatńı (tj. modely nematematické)

U model̊u dynamických je nejd̊uležitěǰśı závislost na čase. Systémy dynamických rovnic
se děĺı na autonomńı a neautonomńı podle toho, zda v jejich pravých stranách je či
neńı explicitně uveden čas. Modely autonomńı v čase i ostatńıch proměnných vyjadřuj́ı
fundamentalńı př́ırodńı zákony; např. rozpad částic prob́ıhá stejně ve čtvrtek jako v pátek,
na Zemi nebo na Marsu. Většinu př́ırodńıch proces̊u popisujeme modely autonomńımi
v čase a neautonomńımi v jiných proměnných.

Daľśı možná děleńı matematických model̊u můžeme naj́ıt v [1] či [5].
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3 Model a diferenciálńı rovnice

3.1 Diferenciálńı rovnice, jejich soustavy a řešeńı

Jelikož k popisu model̊u, at’ už nejjednodušš́ıch nebo později složitěǰśıch, budeme potřebovat
znalosti diferenciálńıch rovnic, v úvodńı kapitole si připomeneme některé základńı pojmy.

U model̊u popsaných v této práci se zaměř́ıme na modely, které lze popsat pomoćı
diferenciálńı rovnice prvńıho řádu (v př́ıpadě popisu dynamiky jedné populace), respe-
ktive pomoćı soustavy diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu (u dynamiky v́ıce interaguj́ıćıch
populaćı).

Diferenciálńı rovnićı prvńıho řádu rozumı́me rovnici ve tvaru

x′ = f(t, x), (3.1)

kde ′ = d
dt

znač́ı derivaci prvńıho řádu podle proměnné t a f je reálná funkce definovaná
na Ω, přičemž Ω je podmnožina euklidovského prostoru R2.

Řešeńım této rovnice pak rozumı́me funkci x, která je diferencovatelná v nějakém
intervalu I a splňuje

[t, x(t)] ∈ Ω a x′(t) = f(t, x(t)) pro každé t ∈ I.

Ve většině aplikaćı hraje nezávislá proměnná t v rovnici roli času. Proto obvykle
předpokládáme t ∈ 〈t0,+∞) , kde t0 ∈ R.

Pokud rozš́ı̌ŕıme rovnici (3.1) o tzv. počátečńı podmı́nku

x(t0) = x0,

kde t0 a x0 jsou daná č́ısla taková, že [t0, x0] ∈ Ω, źıskáváme Cauchyovu (počátečńı) úlohu.
Jelikož t0 většinou reprezentuje počátečńı čas, klademe obvykle t0 = 0.

Věta 3.1 (Existence a jednoznačnost řešeńı) Necht’ funkce f(t, x) z rovnice (3.1) je spo-
jitá v okoĺı bodu (t0, x0). Pak existuje v okoĺı bodu t0 řešeńı Cauchyova problému

x′ = f(t, x),

x(t0) = x0.

Pokud je nav́ıc také ∂f
∂x

(t, x) spojitá v okoĺı bodu (t0, x0), pak je toto řešeńı jediné.

U model̊u popisuj́ıćıch dynamiku jedné populace vystač́ıme s jednou diferenciálńı rovnićı

x′ = f(t, x).

V př́ıpadě modelu popisuj́ıćıho dynamiku v́ıce populaćı najednou už́ıváme soustavu dife-
renciálńıch rovnic. Obecně lze tuto soustavu zapsat ve tvaru:

x′1 = f1(t, x1, ..., xn),
x′2 = f2(t, x1, ..., xn),
...
x′n = fn(t, x1, ..., xn),

(3.2)

kde f1, f2, ..., fn jsou funkce definované na nějaké množině Ω ⊆ Rn+1. Tento systém lze
zapsat ve vektorovém tvaru:

x′ = f(t,x), (3.3)
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kde x = (x1, x2, ..., xn) a f(t,x) = (f1(t, x1, ..., xn), f2(t, x1, ..., xn), ..., fn(t, x1, ..., xn)).
Řešeńım této soustavy pak budeme rozumět n−vektorovou funkci x diferencovatelnou
na nějakém intervalu I tak, že pro všechna t ∈ I je [t, x1(t), ..., xn(t)] ∈ Ω a x′ = f(t,x(t)).

Nyńı definujme d̊uležitý pojem, a to pojem lipschitzovská funkce. Funkce f : Rn 7→ R
se nazývá lipschitzovská vzhledem k proměnné xj, pokud existuje konstanta L > 0 taková,
že

|f(x1, ..., x̄j, ..., xn)− f(x1, ..., xj, ..., xn)| ≤ L|x̄j − xj| (3.4)

pro všechny (x1, ..., x̄j, ..., xn), (x1, ..., xj, ..., xn) z celého definičńıho oboru. Funkce f se
nazývá lokálně lipschitzovská v bodě X0, jestliže podmı́nka (3.4) je splněna v nějakém
okoĺı bodu X0.

Věta 3.2 (Existence a jednoznačnost řešeńı soustavy diferenciálńıch rovnic) Necht’ funkce
f(t,x) z rovnice (3.3) je spojitá v okoĺı bodu (t0,x0), kde x0 = (x1,0, x2,0, ..., xn,0). Pak
existuje v okoĺı bodu t0 řešeńı Cauchyova problému

x′ = f(t,x),

x(t0) = x0.

Pokud je nav́ıc funkce f(t,x) lipschitzovská vzhledem k x, tj. vzhledem ke všem proměnným
x1, x2, ..., xn, je řešeńı této úlohy jednoznačné.

3.2 Autonomńı systémy, stabilita řešeńı

Ve většině model̊u popisuj́ıćıch dynamiku populaćı funkce f ze systému (3.3) neńı explic-
itně závislá na proměnné t, která, jak jsme již ř́ıkali, obvykle zastupuje čas. V takovém
př́ıpadě mluv́ıme o autonomńım systému. To, že funkce f neńı explicitně závislá na t, lze
interpretovat tak, že vněǰśı podmı́nky systému jsou s časem neměnné.

Autonomńım systémem tedy rozumı́me vektorovou diferenciálńı rovnici ve tvaru:

x′ = f(x), (3.5)

kde x = (x1, x2, ..., xn) a f(x) = (f1(x1, ..., xn), f2(x1, ..., xn), ..., fn(x1, ..., xn)) je defi-
nována na nějaké oblasti Ω, která je v př́ıpadě autonomńıch systému z prostoru Rn.

Řešeńı rovnice (3.5) ve tvaru x = x̄(t) lze reprezentovat dvoj́ım zp̊usobem. Bud’ jako
graf funkce x = x̄(t) v prostoru R × Ω nebo jako křivku danou parametrickou rovnićı
x = x̄(t) v prostoru Ω. V druhém př́ıpadě křivku nazýváme trajektoríı systému (3.5).
Jedná se o kolmý pr̊umět grafu x = x̄(t) z R× Ω do Ω.

Předpokládejme, že funkce f(x) ve vztahu (3.5) je lipschitzovská a spojitá, což nám
zajist́ı existenci a jednoznačnost řešeńı soustavy diferenciálńıch rovnic. Pak trajektorie
řešeńı autonomńıho systému mohou být troj́ıho typu:

• singulárńı body, které odpov́ıdaj́ı konstantńım řešeńım

• uzavřené trajektorie (cykly), které odpov́ıdaj́ı nekonstantńım periodickým řešeńım

• trajektorie samy sebe neprot́ınaj́ıćı
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Důležitým pojmem v oblasti diferenciálńıch rovnic je stabilita řešeńı. Předpokládejme
Cauchyho úlohu:

x′ = f(x)
x(t0) = x0,

(3.6)

kde funkce f(x) splňuje podmı́nky existence a jednoznačnosti řešeńı. Pak stacionárńım
řešeńım diferenciálńı rovnice (3.6) je funkce x(t) = x̄ taková, že f(x̄) = 0 a jednoznačné
řešeńı rovnice (3.6) s počátečńı podmı́nkou x0 = x̄ je x(t) ≡ x̄.

Definice 1 (Stabilńı řešeńı) Stacionárńı řešeńı x(t) = x̄ je stabilńı, jestlǐze pro každou
konstantu ε > 0 existuje konstanta δ > 0 taková, že pokud |x0 − x̄| ≤ δ, pak řešeńı x(t)
Cauchyho úlohy (3.6) s odpov́ıdaj́ıćı počátečńı podmı́nkou x0 splňuje |x(t) − x̄| ≤ ε pro
všechna t ≥ t0.

Silněǰśı vlastnost́ı než stabilita je asymptotická stabilita. Stacionárńı řešeńı x̄ se nazývá
asymptoticky stabilńı, jestliže při malé odchylce od x̄ se časem

”
narušené“ řešeńı vrát́ı

zpět k řešeńı stacionárńımu. Precizněji řečeno:

Definice 2 (Asymptoticky stabilńı řešeńı) Stacionárńı řešeńı x(t) = x̄ se nazývá asymp-
toticky stabilńı, jestlǐze existuje konstanta δ > 0 taková, že pokud |x0 − x̄| ≤ δ, pak řešeńı
x(t) Cauchyho úlohy (3.6) s odpov́ıdaj́ıćı počátečńı podmı́nkou x0 splňuje limt→∞ x(t) = x̄.

Pokud řešeńı neńı stabilńı, mluv́ıme o nestabilńım řešeńı. To znamená, že při malé od-
chylce od stacionárńıho řešeńı časový vývoj velikosti této výchylky neńı omezen. Přesnou
definici nestability źıskáme negaćı definice 1.

Definice 3 (Nestabilńı řešeńı) Stacionárńı řešeńı x(t) = x̄ se nazývá nestabilńı, jestlǐze
existuje konstanta ε > 0 taková, že pro každou konstantu δ > 0 (libovolně malou) existuje
čas t∗ > t0 a počátečńı podmı́nka x0 tak, že |x0− x̄| ≤ δ a odpov́ıdaj́ıćı řešeńı x(t) systému
(3.6) splňuje |x(t∗)−x̄| > ε.

Vı́ce o autonomńıch systémech diferenciálńıch rovnic se můžeme dozvědět např. v [5]
nebo v [7].

3.3 Autonomńı soustava dvou diferenciálńıch rovnic

K popisu modelu dvou navzájem se ovlivňuj́ıćıch živočǐsných druh̊u použ́ıváme autonomńı
soustavu dvou diferenciálńıch rovnic ve tvaru:

x′1 = f1(x1, x2),
x′2 = f2(x1, x2)

(3.7)

definovanou na oblasti Ω ⊆ R2. Uvažujme autonomńı systém (3.7) a předpokládejme
existenci a jednoznačnost řešeńı každého počátečńıho problému. Pak singulárńı bod x̄ =
(x̄1, x̄2) systému (3.7) se nazývá

• uzel, pokud existuje ryźı okoĺı O bodu x̄ takové, že bod x(t) trajektorie x vycházej́ıćı
z libovolného bodu z okoĺı O plat́ı

lim
t→∞

x(t) = x̄ nebo lim
t→−∞

x(t) = x̄,

přičemž velikost orientovaného úhlu ax̄x(t), kde a 6= x̄ je pevný bod z Ω, má
konečnou limitu.
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• sedlo, jestliže v každém okoĺı existuje pouze konečný kladný počet trajektoríı takových,
že pro t→ ±∞ konverguj́ı k x̄.

• ohnisko, pokud existuje ryźı okoĺı O bodu x̄ takové, že bod x(t) trajektorie x
vycházej́ıćıho z libovolného bodu z O má vlastnost, že

lim
t→∞

x(t) = x̄ nebo lim
t→−∞

x(t) = x̄,

a to tak, že velikost orientovaného úhlu ax̄x(t), kde a 6= x̄ je pevný bod z Ω, má
nevlastńı limitu.

• střed, pokud existuje ryźı okoĺı O bodu x̄ takové, že každým bodem okoĺı procháźı
jediná trajektorie, která je uzavřená (tj. cyklus) a obsahuje ve svém vnitřku bod x̄.

Pro řešeńı nejjednodušš́ı př́ıpad nastává, pokud systém lze zapsat ve tvaru:

x′1 = ax1 + bx2,
x′2 = cx1 + dx2,

(3.8)

kde a, b, c, d ∈ R. Tento systém lze přepsat v maticovém tvaru:

x′ = Ax, (3.9)

kde A =

(
a b
c d

)
a x =

(
x1

x2

)
. Zd̊urazněme ještě jednou, že x1 = x1(t) a x2 = x2(t).

Jestliže det(A)6= 0, pak jediným stacionárńım bodem autonomńıho systému je bod
(0,0). Je-li det(A) = 0, pak stacionárńıch bod̊u je nekonečně mnoho. Druhým př́ıpadem
se však nyńı zabývat nebudeme a zaměř́ıme se pouze na prvńı př́ıpad.

Pro určeńı typu singulárńıho bodu využ́ıváme výpočtu vlastńıch č́ısel matice A. Po-
moćı dvou vlastńıch č́ısel, která obdrž́ıme výpočtem, můžeme klasifikovat singulárńı bod
(0,0) takto:

• nestabilńı uzel, jsou-li obě vlastńı č́ısla reálná kladná

• stabilńı uzel, jsou-li obě vlastńı č́ısla reálná záporná

• sedlo, jsou-li obě vlastńı č́ısla reálná, ale maj́ı opačná znaménka

• nestabilńı ohnisko, jsou-li vlastńı č́ısla komplexně sdružená s kladnou reálnou
část́ı

• stabilńı ohnisko, jsou-li vlastńı č́ısla komplexně sdružená se zápornou reálnou část́ı

• střed, jsou-li vlastńı č́ısla komplexně sdružená s nulovou reálnou část́ı

Pokud nemáme autonomńı systém ve tvaru (3.8), ale v obecném tvaru (3.7), pak k
určeńı typu singulárńıho bodu už́ıváme tzv. variačńı matici, což je v podstatě matice
parciálńıch derivaćı. Je to tedy matice tvaru:

J(x̄1, x̄2) =

(
f ′1,x1

f ′1,x2

f ′2,x1
f ′2,x2

)
,
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kde

f ′1,x1
= ∂f1(x̄1,x̄2)

∂x1
, f ′1,x2

= ∂f1(x̄1,x̄2)
∂x2

,

f ′2,x1
= ∂f2(x̄1,x̄2)

∂x1
, f ′2,x2

= ∂f2(x̄1,x̄2)
∂x2

O tom, jak zjistit typ singulárńıho bodu v tomto př́ıpadě hovoř́ı následuj́ıćı věta.

Věta 3.3 Necht’ funkce f1(x1, x2), f2(x1, x2) jsou spojité funkce se spojitými parciálńımi
derivacemi druhého řádu v okoĺı bodu (x̄1, x̄2) a nav́ıc plat́ı, že f1(x̄1, x̄2) = f2(x̄1, x̄2) = 0
a det(J(x̄1, x̄2)) 6= 0. Pak bod (x̄1, x̄2) je izolovaným singulárńım bodem systému (3.7).
Přitom tento bod je ohnisko, uzel nebo sedlo systému (3.7), pokud je singulárńım bodem
stejného typu pro systém:

x′1 = f ′1,x1
x1 + f ′1,x2

x2

x′2 = f ′2,x1
x1 + f ′2,x2

x2

Je-li ovšem pro tento systém středem, pak pro systém (3.7) je bod (x̄1, x̄2) středem nebo
ohniskem.

3.4 Modely dynamiky populaćı

Pokud má diferenciálńı rovnice popisovat dynamiku populace, muśıme přidat ještě daľśı
požadavky. Velikost populace je vždy nezáporná, tj. kladná, nebo nulová. Proto logickým
předpokladem je, že počátečńı velikost populace uvažujeme x(t0) ≥ 0. V př́ıpadě modelu
dynamiky v́ıce populaćı tato podmı́nka samozřejmě plat́ı pro počátečńı velikosti všech
populaćı. Také pro řešeńı x(t) plat́ı podmı́nka nezápornosti velikosti populace, tj. x(t) ≥ 0
pro t ∈ 〈t0,+∞) a obdobně u modelu dynamiky v́ıce populaćı muśı být toto splněno pro
každou populaci, tj. xi(t) ≥ 0 pro t ∈ 〈t0,+∞) .

Touto úvahou lze posoudit i správnost modelu (tj. správnost našich předpoklad̊u).
Pokud pro všechny počátečńı podmı́nky źıskáváme řešeńı x(t), které nenabývá záporných
hodnot pro žádné t, pak jsou naše předpoklady v pořádku. V opačném př́ıpadě některý
předpoklad (nebo i v́ıce) neodpov́ıdá skutečnosti a je třeba jej změnit.
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4 Matematické modely dynamiky jedné populace

V této kapitole se budeme zabývat nejjednodušš́ı možnost́ı, a to př́ıpadem, kdy mate-
matický model popisuje vývoj jediné populace. Toto nastává např́ıklad v př́ıpadě, že se
populace vyv́ıj́ı izolovaně od ostatńıch živočǐsných druh̊u, nebo v př́ıpadě, že sice současně
koexistuje s jinými populacemi, ovšem navzájem se s nimi neovlivňuje a vyv́ıj́ı se nezávisle
na nich. Z praxe ovšem v́ıme, že využit́ı těchto model̊u v praxi je značně omezené, jelikož
ve většině př́ıpad̊u docháźı k tomu, že na vývoj jednoho živočǐsného druhu má vliv také
velikost populaćı druh̊u, které se zkoumaným druhem současně koexistuj́ı. Postupně se
budeme propracovávat od model̊u nejjednodušš́ıch, které realitě odpov́ıdaj́ı jen za velmi
specifických podmı́nek, až k model̊um složitěǰśım, které dávaj́ı uspokojivou shodu se stati-
stickými údaji.

Ve všech zde uvedených modelech budeme předpokládat, že se jedná o dynamický, de-
terministický model se spojitým časem a že do vývoje populace nezasahuj́ı žádné náhodné
jevy (běžně se v biologii vyskytuj́ı veličiny, jejichž variabilita je 20%). Pro jednoduchost
nebudeme uvažovat ani rozděleńı jedinc̊u podle věku, pohlav́ı či prostorové rozložeńı.
Jedinou zkoumanou veličinou bude velikost populace, tedy počet jedinc̊u.

Budeme předpokládat model ve tvaru:

dX

dt
= µ(t,X)X, (4.10)

kde X = X(t) je velikost populace v čase t a funkce µ(t,X) se nazývá specifická mı́ra
r̊ustu, která může záviset na t, X, ale také na daľśıch parametrech.

Informace o modelech popsaných v této kapitole byly čerpány předevš́ım z [1], u modelu
se zpožděńım (a částečně u modelu populace pod predačńım tlakem) byly k odvozeńım
využity informace z [2].

4.1 Malthus̊uv model

Pod́ıváme-li se na rovnici (4.10), ihned se dá tušit, že nejjednodušš́ı možnost́ı je, pokud
specifická mı́ra r̊ustu µ(t,X) je konstantńı, tud́ıž nezávislá na t i X. Pokud doplńıme
počátečńı velikost populace v čase t = 0, źıskáváme počátečńı problém:

dX

dt
= gX

X(0) = X0,

kde g je konstanta. Model má samozřejmě smysl pouze v př́ıpadě, že počátečńı velikost
populace bude kladná. Metodou separace proměnných jednoduše źıskáme řešeńı ve tvaru:

X(t) = X0e
gt.

Vid́ıme tedy, že vývoj populace záviśı hlavně na parametru g, který nazýváme koeficient
r̊ustu. Mohou nastat tři možnosti. V př́ıpadě, že g > 0 populace neomezeně roste a limitně
jde do nekonečna. Pro g = 0 se populace nevyv́ıj́ı a jej́ı velikost z̊ustává konstantńı. Pokud
g < 0, pak se počet jedinc̊u snižuje, tedy populace postupně vymı́rá. Vývoj pro jednotlivé
možnosti g pro počátečńı velikost populace 100 jedinc̊u a pro r̊uzné hodnoty parametru g
můžeme vidět na obrázku (1).

Je vidět, že tento model v praxi nacháźı uplatněńı pouze ve velmi málo specifických
př́ıpadech, jelikož umožňuje r̊ust populace nade všechny meze. Shodu se statistickými
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Obrázek 1: Malthus̊uv model

údaji dává pouze v př́ıpadě, že se jedná o malou populaci a krátký časový interval, kdy
populaci zkoumáme. Pak se totiž ještě nestač́ı objevit omezené zdroje potravy či vnitro-
druhová konkurence.

4.2 Logistický model

Jak již bylo naznačeno v předchoźım př́ıpadě, v reálném prostřed́ı jsou pouze omezené
zdroje potravy a populace tedy nemůže r̊ust do nekonečna, ale po určité době se ustáĺı
na určitém počtu jedinc̊u. Specifická mı́ra r̊ustu µ je proto funkćı velikosti populace.
Ve velké populaci docháźı k velké vnitrodruhové konkurenci, což zvyšuje úmrtnost a je
tedy logické předpokládat, že µ je funkćı klesaj́ıćı vzhledem k velikosti populace.

Jednou z možnost́ı, jak zvolit funkci µ tak, aby vyhovovala výše uvedenému, je zvolit
funkci lineárńı: µ(X) = a − bX, kde koeficient a se nazývá koeficient r̊ustu, b se nazývá
koeficient zpomaleńı r̊ustu a vyjadřuje

”
śılu“ vnitrodruhové konkurence.

Źıskáváme t́ım diferenciálńı rovnici

dX

dt
= (a− bX)X (4.11)

s kladnou počátečńı podmı́nkou X(0) = X0. Řešeńı tohoto počátečńıho problému źıskáme
separaćı proměnných a následným rozkladem na parciálńı zlomky:

dX

(a− bX)X
= dt

∫ X(t)

X0

1

(a− bX)X
dX =

∫ t

0

dt

1

a

∫ X(t)

X0

(
b

a− bX
+

1

X

)
dX = t

ln
|a− bX0||X|
|a− bX||X0|

= at
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Jelikož poměry X
X0

a a−bX0

a−bX jsou kladné, můžeme bez újmy na obecnosti absolutńı hodnoty
odstranit a po úpravě již źıskáváme řešeńı ve tvaru:

X(t) =
aX0

bX0 + (a− bX0)e−at
(4.12)

Nyńı se opět pod́ıváme na chováńı modelu pro konkrétńı hodnoty parametr̊u a, b a
pro r̊uzné hodnoty počátečńı velikosti populace X0. Pro koeficient r̊ustu a = 1 a koeficient
zpomaleńı r̊ustu b = 0, 01 źıskáváme vývoj populaćı, který můžeme vidět na obrázku 2.
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Obrázek 2: Logistický model

Tento model má dvě stacionárńı řešeńı. Pro X(0) = 0 dostáváme nestabilńı řešeńı
X ≡ 0. Pro všechny kladné počátečńı podmı́nky plat́ı limt→∞X(t) = a

b
= 100. Tuto

hodnotu znač́ıme K a nazýváme ji úživnost prostřed́ı, nebo také nosná kapacita prostřed́ı.
Druhé stacionárńı řešeńı je tedy X ≡ K, v tomto př́ıpadě se jedná o řešeńı stabilńı. Je-li
počátečńı velikost populace větš́ı než je hodnota K, počet jedinc̊u klesá a limitně se bĺıž́ı
hodnotě K. V př́ıpadě, že X0 < K, populace se rozr̊ustá a opět pro jej́ı velikost plat́ı
limt→∞X(t) = K. Jak si ovšem můžeme všimnout, pro velmi malé počátečńı hodnoty X0

je př́ır̊ustek nejprve velice pozvolný a až po určité době v populaci dojde k
”
prudkému“

r̊ustu. Funkce je tud́ıž nejprve konvexńı a poté přecháźı ve funkci konkávńı. Pro kterou
hodnotu X tento přechod nastává zjist́ıme, pokud druhou derivaci polož́ıme rovnu nule.
Źıskáváme:

X ′′ = −bX ′X + (a− bX)X ′ = (a− 2bX)X ′.

Z čehož jasně vyplývá, že ke zlomu docháźı v bodě X = a
2b

= K
2
. Velmi pomalý r̊ust

velikosti populace u malé populace lze vysvětlit např́ıklad t́ım, že malá populace nemá
tak dobré podmı́nky pro rozmnožováńı (těžké hledáńı partnera, ...), nebo t́ım, že v malé
populaci neńı tak velký užitek z př́ıpadné spolupráce mezi jedinci.

V př́ırodě se mohou nacházet také populace, u kterých inflexńı bod má jinou hodnotu
než polovina nosné kapacity prostřed́ı. Pak je tedy nutné modifikovat model tak, abychom
dostali požadovanou hodnotu zlomu. Jednou z možnost́ı je model modifikovat následně:

dX

dt
= βXα(K −X)b,
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kde b, α a β jsou kladné parametry. Řešeńım této diferenciálńı rovnice źıskáme model,
který má pro r̊uzné hodnoty těchto parametr̊u r̊uzné pr̊uběhy v intervalu X ∈ 〈0, K〉 .
Podrobné odvozeńı a př́ıklady pr̊uběhu funkce pro některé hodnoty parametr̊u b, α a β
najdeme např́ıklad v [1].

Tento model dává relativně přesné výsledky v mnoha př́ıpadech, např́ıklad i v př́ıpadě
vývoje počtu lid́ı na Zemi. Podrobné porovnáńı modelu se skutečnost́ı můžeme naj́ıt v [2],
kde je také znázorněn vývoj počtu obyvatel v r̊uzných zemı́ch světa.

4.3 Populace pod predačńım tlakem

Uvažujme populaci, která se nacháźı v prostřed́ı, kde se současně s ńı nacháźı také jej́ı
predátoři (např. nějaký druh hmyzu a ptáci, kteř́ı tento hmyz lov́ı). Aby se ovšem jednalo
o model dynamiky jedné populace, muśıme také předpokládat, že predátor se živ́ı nejen
jedinci této populace, ale má i jiné zdroje potravy, na které se

”
přeorientuje,“ pokud je

počet jedinc̊u populace ńızký (tj. dravec má neustále dostatek potravy). Označme tedy
X(t) velikost popisované populace v čase t. Pak vývoj budeme modelovat následovně:

dX

dt
= αX(K −X)− p(X), (4.13)

kde α, K jsou kladné konstanty a člen p(X) představuje útlum v r̊ustu populace vlivem
predace. Jak si můžeme všimnout, v př́ıpadě nulového predačńıho tlaku předpokládáme
logistický r̊ust populace.

Pro funkci p(X) nyńı uvedeme několik logických předpoklad̊u. Funkce p je nekle-
saj́ıćı, jelikož pokud je v́ıce kořisti, predátor ji neulov́ı méně. Dále p(0) = 0, což zna-
mená, že při absenci kořisti predátor lov́ı kořist jinou. Pokud je uvažovaná populace
obrovská, predátor nelov́ı neomezené množstv́ı potravy, ale pouze tolik, kolik mu stač́ı,
tedy limX→∞ p(X) = a.

Nejjednodušš́ı funkce splňuj́ıćı tyto předpoklady je funkce:

p(X) =
aX2

b2 +X2
.

Źıskáváme model ve tvaru:

dX

dt
= αX(K −X)− aX2

b2 +X2
(4.14)

Jak vid́ıme, v modelu se nacháźı celá řada parametr̊u. Pro zjednodušeńı provedeme substi-
tuci, č́ımž dojde k tzv. přechodu na bezrozměrné veličiny (někdy je tento přechod nazýván
dimenzionálńı analýza). Myšlenka této operace je velice jednoduchá a spoč́ıvá v tom, že
vhodnou volbou parametr̊u nových dojde k redukci počtu parametr̊u p̊uvodńıch. Zaved’me
tedy substituci

u =
X

b
, τ =

a

b
t.

Dosazeńım pak źıskáváme

du

dτ
=

1

b

dX

dt

dt

dτ
=

1

a

(
αX(K −X)− aX2

b2 +X2

)
=

1

a

(
αbu(K − bu)− ab2u2

b2 + b2u2

)
.

Pokud dále označ́ıme

r =
bKα

a
, q =

K

b
,
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p̊uvodńı rovnice (4.14) se nám zjednoduš́ı na tvar

du

dτ
= ru

(
1− u

q

)
− u2

1 + u2
= f(u; r, q), (4.15)

který je mnohem vhodněǰśı k daľśımu zkoumáńı.
Singulárńı body této rovnice muśı splňovat f(u; r, q) = 0. Okamžitě vid́ıme, že jedno

stacionárńı řešeńı je u ≡ 0. Pokud existuje daľśı řešeńı, muśı splňovat

r

(
1− u

q

)
=

u

1 + u2
. (4.16)

Ačkoliv je možné źıskat přesné analytické řešeńı této rovnice, je to velice pracné , a proto
je výhodněǰśı řešit tuto rovnici graficky.

Na obrázku (3) je červeně vykreslen graf pravé strany rovnice (4.16) a modře př́ımky
odpov́ıdaj́ıćı levé straně rovnice pro fixńı hodnotu q a r̊uzné hodnoty r. Př́ımky odpov́ıdaj́ıćı
levé straně rovnice vždy procházej́ı body [q, 0] a [0, r]. Stacionárńı řešeńı jsou body, ve
kterých se graf a př́ımka prot́ınaj́ı.

qu1 u2 u3

r1

r2

Obrázek 3: Graf levé a pravé strany rovnice (4.16)

Pod́ıváme-li se na obrázek (3), vid́ıme, že stacionárńı řešeńı u = u2 je nestabilńı,
jelikož ∂f

∂u
> 0, zat́ımco u1 a u3 jsou stabilńı, protože ∂f

∂u
< 0. Stacionárńı řešeńı u = 0 je

nestabilńı, jelikož limu→0+
∂f
∂u

= limu→0+ u
[
r
(

1− u
q

)
− u

1+u2

]
> 0.

Mějme nyńı fixńı hodnotu parametru q a zkoumejme, jak se nám měńı počet kořen̊u
rovnice (4.16) v závislosti na velikosti parametru r (obdobně lze zafixovat velikost r
a měnit velikost q). Jestliže 0 < r < r1, pak př́ımka prot́ıná křivku pouze v jednom
bodě, tud́ıž rovnice (4.16) má pouze jeden kořen a rovnice (4.15) má jedno asymptoticky
stabilńı řešeńı a nestabilńı řešeńı u ≡ 0.

Je-li r1 < r < r2, rovnice má tři r̊uzné kořeny, jak můžeme vidět na obrázku (3),
z nichž u1 a u3 jsou, jak již bylo zmı́něno výše, asymptoticky stabilńı řešeńı a zbylá dvě
jsou nestabilńı. V př́ıpadě r > r2 má rovnice opět pouze jeden kořen a tud́ıž opět máme
dvě stacionárńı řešeńı, kde u = 0 je nestabilńı a druhé řešeńı je asymptoticky stabilńı.
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Zbývá nám př́ıpad, kdy r = r1, respektive r = r2. V tomto př́ıpadě má rovnice (4.16)
jeden kořen jednoduchý a jeden kořen dvojnásobný.

Pro danou hodnotu q jsme samozřejmě schopni hodnoty kritických hodnot r1 a r2
dopoč́ıtat. Zde uvedeme pouze výsledný vztah pro jejich výpočet, celé odvozeńı můžeme
nalézt v [1]. Pro fixńı hodnotu q řeš́ıme rovnici

q =
2γ3

γ2 − 1
, (4.17)

č́ımž nalezneme dvě kladné hodnoty γ, které dosad́ıme do vztahu

r1,2 =
2γ3

(γ2 + 1)2
(4.18)

a t́ım źıskáme kritické hodnoty parametru r.
Nyńı proved’me simulaci pro konkrétńı hodnoty q a r a pro r̊uzné počátečńı podmı́nky u0.

Mějme fixńı hodnotu q = 15. Pomoćı vztah̊u (4.17) a (4.18) zjist́ıme kritické hodnoty
parametr̊u. Pro q = 15 jsou kritické hodnoty r1 = 0, 2619 a r2 = 0, 5372. Pomoćı pro-
gramu Matlab provedeme numerické experimenty (k řešeńı užijeme funkci ode45, která k
numerickému výpočtu využ́ıvá integračńı metody Runge-Kutta). Výsledky pro hodnoty
r = 0, 2, r = 0, 35, r = r2 = 0, 5372 a r = 0, 7 můžeme vidět na následuj́ıćıch obrázćıch.
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Obrázek 4: vývoj pro r = 0, 2 Obrázek 5: vývoj pro r = 0, 35
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Obrázek 6: vývoj pro r = r2 Obrázek 7: vývoj pro r = 0, 7
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Těmito numerickými pokusy jsme si potvrdili to, co jsme teoreticky odvodili. Na prvńım
obrázku vid́ıme vývoj populace pro r < r1, konkrétně pro r = 0, 2. Jsou zde opravdu dvě
stacionárńı řešeńı. Řešeńı u ≡ 0 je nestabilńı a řešeńı u1 = 0, 2056 je asymptoticky sta-
bilńı. Hodnotu u1 źıskáme řešeńım rovnice (4.16). Na obrázku 5 máme vykreslený vývoj
populace pro r1 < r < r2, konkrétně pro hodnotu r = 0, 35. Výsledek opět souhlaśı
s teoretickými výpočty - u = 0 a u2 = 3, 4008 jsou nestabilńı, zat́ımco u1 = 0, 3936
a u3 = 11, 2056 jsou asymptoticky stabilńı. Dvě asymptoticky stabilńı řešeńı lze interpre-
tovat např́ıklad tak, že nižš́ı hodnota nastává, pokud se populace kořisti dostane na územı́
dravce, kde se vyv́ıj́ı, vyšš́ı hodnota stabilńıho řešeńı odpov́ıdá naopak situaci, kdy dravec
přijde na územı́ kořisti. Na obrázku 6 vid́ıme limitńı př́ıpad, kdy r = r2. Jak je z obrázku
patrné, hodnota u3 = 1, 0206 je hodnota asymptoticky stabilńı, ovšem hodnota u1,2, která
je dvojnásobným kořenem rovnice (4.16), stabilńı neńı. Je-li velikost populace nižš́ı, než
u1,2, populace se sice limitně bĺıž́ı u1,2, ale při vychýleńı směrem k vyšš́ım hodnotám u
se velikost populace začne zvětšovat a limitně bĺıžit hodnotě u3. Na posledńım obrázku
vid́ıme vývoj populace pro r = 0, 7, kde můžeme vidět, že se zde opět nacháźı nestabilńı
řešeńı u = 0 a asymptoticky stabilńı řešeńı u3 = 13, 41. Pod́ıváme-li se na obrázky (6)
a (7), můžeme si všimnout podobnosti. Posledńı obrázek totiž vznikne tak, že stacionárńı
řešeńı u1,2 z obrázku (6)

”
zmiźı“.Tento jev se nazývá hysterezńı efekt. Mějme fixńı q a pos-

tupně zvyšujme hodnotu parametru r. Pro r = 0 je u1 = 0 a s rostoućım r stacionárńı
řešeńı u1 jednoduše monotonně roste a to až do doby, kdy r = r2, kdy tento stacionárńı
bod zmiźı a stacionárńı bod

”
skoč́ı“ na hodnotu u3. Stejně tak pokud snižujeme zpět r,

klesá hodnota u3 a to až do kritické hodnoty r = r1, kdy u3 zmiźı a skokově se stacionárńı
řešeńı přesune na hodnotu u1.

Připomeňme si ještě, že veličina u je veličina, která vznikla substitućı u = X
b
, proto

ve skutečnosti neudává skutečný počet jedinc̊u populace, ale nějaký jeho násobek.

4.4 Modely se zpožděńım

Jedńım z nedostatk̊u doposud uvažovaných model̊u je předpoklad, že jedinec je ihned
po svém narozeńı schopen rozmnožováńı. V praxi ovšem většinou pozorujeme v rozmnožo-
váńı zpožděńı, které může být zp̊usobeno např. t́ım, že jedinec nejdř́ıve muśı dospět, než
je schopen reprodukce, popř́ıpadě můžeme jako zpožděńı uvažovat také dobu těhotenstv́ı.
Počet jedinc̊u populace pak nezáviśı pouze na velikosti populace v čase t, ale také na počtu
jedinc̊u v čase t− T, kde T > 0 je právě zpožděńı. Obecně lze tedy model se zpožděńım
zapsat ve tvaru

dX(t)

dt
= f(X(t), X(t− T )). (4.19)

Pro vyřešeńı této rovnice tud́ıž nestač́ı znát pouze počátečńı velikost v čase t = 0, ale
muśı být zadána velikost populace X(t) pro t ∈ 〈−T, 0〉 . Pak až jsme schopni rovnici řešit.
Jednou z možnost́ı, jak tento model může vypadat je opět jistá modifikace logistického
modelu

dX(t)

dt
= rX(t)

[
1− X(t− T )

K

]
, (4.20)

kde r, K a T jsou pozitivńı konstanty. Konstanta K zde hraje opět roli nosné kapacity
prostřed́ı. Složitěǰśım modelem je např́ıklad

dX(t)

dt
= rX(t)

[
1− 1

K

∫ t

−∞
w(t− s)X(s)ds

]
, (4.21)
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kde w(t) je nějaká váhová funkce. Bližš́ı informace o tomto modelu se můžeme dozvědět
např. v [2]. My se budeme dále zabývat pouze rovnićı (4.20).

Pod́ıváme-li se na rovnici (4.20), okamžitě vid́ıme, že vývoj populace záviśı hlavně

na velikosti zlomku X(t−T )
K

. Jestliže X(t−T )
K

> 1, pak se velikost populace zmenšuje, jelikož

pravá strana rovnice je záporná. V opačném př́ıpadě, tj. X(t−T )
K

< 1, velikost populace
roste.

t1 t1+T t2 t2+T

K

t

x(t)

Obrázek 8: Schematické řešeńı rovnice (4.20)

Na obrázku (8) vid́ıme schematické řešeńı rovnice (4.20). Že tomu tak opravdu je,
objasńıme následuj́ıćı úvahou.

Předpokládejme, že pro nějaké t1 plat́ı X(t1) = K a dále, že pro nějaký čas t < t1 je

splněna nerovnost X(t − T ) < K. Pak X(t−T )
K

< 1 a z rovnice (4.20) plyne, že velikost

populace roste, jelikož dX(t)
dt

> 0. Jak t roste, dosáhne času t = t1, kdy X(t1) = K. Ovšem
jelikož zlomek záviśı na velikosti populace v čase t − T, je jeho hodnota stále menš́ı než
jedna a velikost populace nadále roste a to až do hodnoty t = t1 + T. Při této hodnotě
X(t− T ) = X(t1) = K, tedy dX(t)

dt
= 0 a velikost populace se v tomto okamžiku neměńı.

Pro t1 + T < t < t2 + T plat́ı X(t− T ) > K, a proto dX(t)
dt

< 0 a velikost populace klesá.
Takto se děje až do času t = t2 +T, kde t2 je čas, ve kterém X(t2) = K. Od času t = t2 +T
velikost populace opět roste a řešeńı tedy osciluje kolem hodnoty K.

Oscilace kolem hodnoty K mohou být r̊uzného charakteru. Může docházet k útlumu
oscilaćı v čase, zvětšováńı amplitudy oscilaćı v čase, nebo pro nás nejzaj́ımavěǰśı př́ıpad,
kdy se velikost amplitudy neměńı a řešeńı je pak periodické v čase. Pro periodické řešeńı
plat́ı, že pokud tp je perioda, pak X(t+ tp) = X(t) pro všechna t. Z výše uvedené úvahy je
logické předpokládat, že perioda řešeńı je řádu 4T. Numerickými výpočty bylo zjǐstěno, že
periodické řešeńı může nastat pro velký rozsah součinu rT, který je nejd̊uležitěǰśı parametr
ovlivňuj́ıćı chováńı modelu.

Pro daľśı zkoumáńı modelu provedeme dimenzionálńı analýzu rovnice (4.20). Přechodem
na bezrozměrné veličiny źıskáváme

dX∗

dt∗
= X∗(t∗)[1−X∗(t∗ − T ∗)], (4.22)
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kde X∗ = X
K
, t∗ = tr a T ∗ = rT.

Pokud pro jednoduchost upust́ıme od označeńı nových jednotek hvězdičkou, lze předchoźı
rovnici přepsat ve tvaru

dX

dt
= X(t)[1−X(t− T )]. (4.23)

Tato rovnice má dva stacionárńı body a to X = 0 a X = 1. Na prvńı pohled je patrné, že
X = 0 je nestabilńı, jelikož při malém vychýleńı z této hodnoty (tj. pokud se objev́ı nějaćı

jedinci této populace) plat́ı dX(t)
dt

> 0. Zaj́ımavěǰśı je hodnota X = 1. Jelikož nás zaj́ımá
chováńı řešeńı v okoĺı tohoto bodu, provedeme linearizaci. Označme X(t) = 1 + x(t), pak
dosazeńım do (4.23) obdrž́ıme

dx(t)

dt
= [1 + x(t)][1− 1− x(t− T )] = −x(t− T )− x(t)x(t− T ) ≈ −x(t− T ).

Posledńı úpravu jsme dostali následuj́ıćı úvahou. Chceme provést linearizaci pro hodnotu
X = 1. Linearizaci předpokládáme ve tvaru X(t) = 1 + x(t), kde x(t) je výchylka od
hodnoty X = 1. Pokud tedy X(t) = 1, pak x(t) = 0. Dosazeńım pak źıskáme danou
aproximaci. Můžeme proto psát

dx(t)

dt
= −x(t− T ). (4.24)

Řešeńı této rovnice budeme hledat ve tvaru

x(t) = ceλt, (4.25)

kde c je nějaká konstanta a vlastńı č́ıslo λ je řešeńım rovnice

λ = −e−λT , (4.26)

kterou źıskáme dosazeńım (4.25) do rovnice (4.24).
Naj́ıt analytické řešeńı rovnice (4.26) neńı jednoduché, nicméně protože nás zaj́ımá

pouze stabilita řešeńı, budeme se zabývat jen reálnou část́ı λ. Označme λ = η + iω. Pak
dosazeńım do (4.26) źıskáváme

λ = −e−(η+iω)T = −e−ηT e−iωT = −e−ηT [cos(ωT )− i sin(ωT )].

Vid́ıme tak, že

η = −e−ηT cosωT, ω = −e−ηT sinωT (4.27)

Naš́ım úkolem je určit hodnotu T tak, aby η < 0, pak je totiž řešeńı stabilńı (asym-
ptoticky), a určit nejnižš́ı hodnotu T, při které η = 0, tj. př́ıpad, kdy vlastńı č́ıslo λ je
ryze imaginárńı. Pak se totiž jedná o řešeńı periodické.

Nejprve se budeme zabývat př́ıpadem, kdy ω = 0. Pak plat́ı λ = η, což znamená, že
vlastńı č́ıslo λ je reálné. Dosazeńım do výše uvedených vztah̊u źıskáváme vztah η = −e−ηT .
Jelikož−e−ηT < 0 pro všechny hodnoty součinu ηT, nemůže mı́t tato rovnice kladný kořen.
To znamená, že pro všechny hodnoty zpožděńı T má rovnice (4.26) kořeny λ se zápornou
reálnou část́ı a řešeńı je tedy pro všechny hodnoty T stabilńı.
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Jako druhý př́ıpad předpokládejme ω 6= 0, tzn. že λ neńı reálné, ale komplexńı č́ıslo.
Z rovnic (4.27) je vidět, že pokud ω je řešeńı, pak také −ω je řešeńı. Proto můžeme
bez újmy na obecnosti předpokládat ω > 0. Z prvńı rovnice z (4.27) plyne, že η < 0
nastává v př́ıpadě, pokud 0 < ωT < π

2
, jelikož −e−ηT < 0 pro všechna ηT. T́ımto jsme

źıskali nutnou podmı́nku stability řešeńı.
Z prvńı rovnice (4.27) plyne, že η = 0 poprvé nastává v př́ıpadě ωT = π

2
. Dosazeńım

do druhé rovnice dostáváme ω = 1, jelikož sin(π
2
) = 1. Dosazeńım zpět do výrazu ωT = π

2

źıskáváme T = π
2
, což je tedy nejnižš́ı hodnota T, při které η = 0. Hodnota Tc = π

2
se

nazývá kritické zpožděńı. Přechodem zpět do p̊uvodńıch jednotek dostáváme, že X = K
je stabilńı, pokud

0 < rT <
π

2

a řešeńı je periodické, pokud je splněno rTc = π
2
.Hodnotu kritického zpožděńı lze v p̊uvodńıch

jednotkách vyjádřit ve tvaru Tc = π
2r
. Pokud plat́ı rT > π

2
, řešeńı je nestabilńı, což zna-

mená, že velikost amplitudy oscilaćı se s rostoućım časem zvětšuje.
T́ımto jsme źıskali vztahy, kterými lze popsat chováńı modelu v závislosti na jeho

parametrech. Opět provedeme numerické simulace v prostřed́ı Matlab. Využijeme k tomu
funkci dde23, která slouž́ı k řešeńı diferenciálńıch rovnic se zpožděńım.

Ve všech př́ıpadech použ́ıváme hodnotu úživnosti prostřed́ı K = 100, rovnici řeš́ıme
pro časový interval t ∈ 〈0, 40〉 , zpožděńı v modelu je T = π

2
a ve všech př́ıpadech polož́ıme

pro jednoduchost velikost populace v intervalu t ∈
〈
−π

2
, 0
〉

rovnu nějaké konstantńı hod-
notě X0.

Na prvńım obrázku je vykresleno řešeńı pro r = 1. To znamená, že rT = π
2

a zpožděńı
proto nabývá kritické hodnoty Tc, při které je řešeńı periodické. Jako počátečńı velikost
populace X(0) (přesněji řešeno hodnotu velikosti populace pro t ∈

〈
−π

2
, 0
〉
) jsme zvolili

X(0) = 50.
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Obrázek 9: Model se zpožděńım pro rT = π
2

Vid́ıme, že se opravdu jedná o periodické řešeńı a perioda řešeńı je, jak bylo odvozeno
logickou úvahou na začátku kapitoly, 4T, což je v našem př́ıpadě 2π. Důkaz a matematické
odvozeńı velikosti periody můžeme nalézt v [2].
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Na obrázku (10) vid́ıme př́ıpad stabilńıho řešeńı. Konkrétně v tomto př́ıpadě byly
pro simulaci voleny následuj́ıćı hodnoty: počátečńı velikost populace X0 = 40, r = 0, 8,
plat́ı rT = 0,8π

2
< π

2
, a t́ım je splněna odvozená podmı́nka stability řešeńı. Vid́ıme, že

amplituda řešeńı se s časem snižuje, což znamená, že řešeńı je asymptoticky stabilńı.
Př́ıklad nestabilńıho řešeńı můžeme vidět na obrázku (11). V tomto př́ıpadě byli

parametry rovnice voleny následovně: počátečńı velikost populace X0 = 80 a r = 1, 2,
což implikuje rT = 1, 2 · π

2
, proto je řešeńı v tomto př́ıpadě nestabilńı a velikost amplitudy

oscilaćı se v čase zvětšuje.
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Obrázek 10: Stabilńı řešeńı Obrázek 11: Nestabilńı řešeńı

Simulacemi v prostřed́ı Matlab jsme ukázali, že námi odvozené závěry jsou korektńı
a že pokud se v modelu vyskytuje zpožděńı, pak vždy docháźı k oscilaci kolem hodnoty
úživnosti prostřed́ı K. Také bylo ukázáno, že nejd̊uležitěǰśım parametrem modelu je součin
rT. Můžeme si také všimnout, že chováńı populace je nezávislé na počátečńı velikosti
populace, vždy totiž docháźı k oscilaćım právě kolem hodnoty K.

Figure 1.12.

Obrázek 12: Porovnáńı skutečné velikosti populace masařky a Nicholsonova modelu

Tento matematický model našel v praxi široké uplatněńı a shoda s reálnými daty
byla prokázána již v polovině 20. stolet́ı, kdy Nicholson zkoumal v Austrálii populaci
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masařek, která žije v bĺızkosti ovćı, a zjistil, že velikost populace se vyv́ıj́ı podle tohoto
modelu s periodou přibližně 35 až 40 dn̊u. Porovnáńı reálných dat a Nicholsonova modelu
můžeme vidět na obrázku 12, který byl převzat z [2].

Daľśım př́ıkladem ověřeńı tohoto modelu v praxi jsou závěry australského matematika
Roberta M. Maye, který se zabýval vývojem populace lumı́k̊u v Kanadě. V tomto př́ıpadě
byla perioda přibližně 4 roky, přičemž březost u lumı́k̊u trvá 0,72 roku. Posledńı aplikaci
modelu, kterou zde uvedeme, je popis vývoje hraboš̊u ve skotských horách. T́ımto se
zabýval David Stirzaker, který své výsledky zveřejnil v roce 1975 a zjistil, že perioda
vývoje populace hraboš̊u je 4 roky, což je opět přibližně 4T, jelikož doba březosti je
T = 0, 75 roku.
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5 Matematické modely koexistence dvou populaćı

V této kapitole budeme předpokládat dvě navzájem se ovlivňuj́ıćı populace, které obývaj́ı
stejné územı́. Stejně jako v předchoźı kapitole si za neznámou vybereme velikosti populaćı,
které označ́ıme X(t) a Y (t). Stejně tak jako v prvńı kapitole také nebudeme uvažovat
rozděleńı podle pohlav́ı a věkovou strukturu populace.

Pokud by se populace navzájem neovlivňovali, źıskali bychom dvě nezávislé rovnice
ve tvaru:

dX

dt
= (a1 − b1X)X,

dY

dt
= (a2 − b2Y )Y,

kde a1, a2, b1, b2 jsou kladné konstanty. Jelikož se ovšem populace navzájem neovlivňuj́ı,
řešeńı těchto rovnic bychom hledali stejně jako v prvńı kapitole. Pokud však velikost
jedné populace ovlivňuje velikost populace druhé, muśı být tato skutečnost v rovnici
také zachycena. Lze předpokládat, že mı́ra ovlivněńı je úměrná pravděpodobnosti setkáńı
jedinc̊u uvažovaných druh̊u. Tuto pravděpodobnost lze považovat za úměrnou součinu
velikost́ı populaćı. Źıskáváme tud́ıž následuj́ıćı soustavu diferenciálńıch rovnic

dX

dt
= (a1 − b1X)X + c1XY,

dY

dt
= (a2 − b2Y )Y + c2XY,

kde c1 a c2 jsou reálná č́ısla. Pokud c1 > 0, pak druhá populace, jej́ıž velikost máme
označenu jako Y (t), podporuje r̊ust populace prvńı, jej́ıž velikost znač́ıme X(t). Pokud
naopak druhá populace brzd́ı r̊ust prvńı populace, pak c1 < 0. V př́ıpadě, že druhá
populace neovlivňuje velikost velikost prvńı, je c1 = 0. Obdobně znaménko konstanty c2
určuje vliv populace prvńı na vývoj populace druhé.

Podle znamének koeficient̊u c1 a c2 můžeme rozeznat tyto vztahy mezi populacemi

+ + mutualismus (symbióza)
+ − predace (parazitismus)
+ 0 komensalismus
− − konkurence
− 0 amensalismus
0 0 neutralismus

Všechny tyto vztahy se v př́ırodě vyskytuj́ı a je možné nalézt velké množstv́ı př́ıklad̊u,
uved’me si tedy některé z nich. Př́ıkladem symbiózy může být např. vztah mezi rostlinou
a jej́ım opylovačem nebo mořské sasanky a rybky klauna očkatého. Z biologického hlediska
se pojmy predace a parazitismus rozlǐsuj́ı, přičemž u predace mluv́ıme o vztahu dravec
- kořist a u parazitismu o vztahu parazit - hostitel. Oba tyto vztahy jsou však mode-
lovány stejnými rovnicemi, proto tyto pojmy pro naše potřeby ztotožńıme. Jako př́ıklad
parazitismu můžeme uvést tasemnici bezbrannou, která parazituje ve střevech člověka
a t́ım mu škod́ı. Př́ıkladem komensalismu mohou být někteř́ı zástupci střevńı mikroflóry,
kteř́ı se živ́ı zbytky potravy hostitele, ale hostili neškod́ı.

30



5.1 Model konkurence

Nejprve se budeme zabývat modelem konkurence mezi dvěma biologickými druhy. To
znamená př́ıpadem, kdy dvě populace žij́ıćı na stejném územı́ soupeř́ı o omezené zdroje.
Většinou omezenými zdroji mysĺıme potravu, pitnou vodu, územı́, nebo u rostlin slunečńı
svit. Při popisu tohoto modelu budeme vycházet hlavně z [2] a [4].

Uvažujme tzv. Lotk̊uv-Volterr̊uv model s velikostmi populaćı X(t) a Y (t). Předpoklá-
dejme také, že populace maj́ı logistický r̊ust v př́ıpadě absence konkurenčńı populace.
Źıskáváme pak následuj́ıćı systém diferenciálńıch rovnic:

dX

dt
= r1X

(
1− X

K1

− b12
Y

K1

)
,

dY

dt
= r2Y

(
1− Y

K2

− b21
X

K2

)
,

(5.28)

kde r1, r2, K1, K2, b12 a b21 jsou kladné konstanty. Konstanty r1 a r2 jsou koeficienty
r̊ustu populaćı X a Y a konstanty K1 a K2 jsou odpov́ıdaj́ıćı nosné kapacity prostřed́ı
(tj. hodnoty, na kterých by se velikost dané populace ustálila v př́ıpadě absence populace
konkurenčńı). Mı́ra vlivu Y na X je dána konstantou b12 a b21 udává, jak moc je Y
ovlivněná populaćı X.

Přechodem na bezrozměrné jednotky, tj. volbou

u1 =
X

K1

, u2 =
Y

K2

, τ = r1t

źıskáváme model ve tvaru

du1(τ)

dτ
= u1

(
1− u1 −

b12

K1

K2u2

)
,

du2(τ)

dτ
=
r2
r1
u2

(
1− u2 −

b21

K2

K1u1

)
.

Pokud označ́ıme

ρ =
r2
r1
, a12 = b12

K2

K1

, a21 = b21
K1

K2

,

źıskáme výsledné rovnice po dimenzionálńı analýze ve tvaru

du1(τ)

dτ
= u1 (1− u1 − a12u2) = f1(u1, u2),

du2(τ)

dτ
= ρu2 (1− u2 − a21u1) = f2(u1, u2).

(5.29)

Tento systém má čtyři body singularity:

u∗1 = u∗2 = 0; u∗1 = 0, u∗2 = 1; u∗1 = 1, u∗2 = 0;

u∗1 =
1− a12

1− a12a21

, u∗2 =
1− a21

1− a12a21

.
(5.30)

Samozřejmě čtvrtý stacionárńı bod v (5.30) má smysl pouze za předpokladu, že u∗1 > 0,
u∗2 > 0 a obě hodnoty jsou konečné. Automaticky proto muśıme požadovat a12a21 6= 1.
Zda tento stacionárńı bod existuje či nikoliv vid́ıme, pokud vykresĺıme ve fázovém prostoru
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u1, u2 tzv. nulkliny, což jsou křivky splňuj́ıćı f1(u1, u2) = 0 a f2(u1, u2) = 0. Jak můžeme
vidět z (5.29), nulkliny jsou v našem př́ıpadě př́ımky splňuj́ıćı

1− u1 − a12u2 = 0, 1− u2 − a21u1 = 0.

Stacionárńı bod existuje, pokud tyto dvě př́ımky maj́ı pr̊useč́ık v prvńım kvadrantu.
Pokud jsou rovnoběžné, nebo se prot́ınaj́ı v jiném kvadrantu, systém má pouze tři výše
uvedené stacionárńı body.

Je vidět, že to, jestli čtvrtý stacionárńı bod existuje, či nikoliv, záviśı na velikosti
koeficient̊u a12 a a21. Mohou nastat čtyři možnosti.

(a) a12 < 1 a a21 < 1, pak u∗1 > 0 a u∗2 > 0 a čtvrtý stacionárńı bod existuje;

(b) a12 > 1 a a21 > 1, pak u∗1 > 0 a u∗2 > 0 a čtvrtý stacionárńı bod existuje;

(c) a12 < 1, a21 > 1, pak systém má pouze tři stacionárńı body;

(d) a12 > 1, a21 < 1, pak systém má pouze tři stacionárńı body;

Pro lepš́ı představu jsou všechny čtyři možnosti graficky znázorněny na obrázku (13),
který byl převzat z [2].

(a) (b)

(c) (d)
u2u2

u2u2

1

a12

1

a12

1

a12

1

a12

11

11

1

1

1

1

1−u2−a21u1=0

1−u1−a12u2=0

1

a21

1

a21

1

a21

1

a21

u1u1

u1u1

00

00

f1<0

f1>0

f2<0

f2>0

Obrázek 13: Nulkliny modelu (5.29)

Dále nás samozřejmě bude zaj́ımat typ singularity v jednotlivých bodech. K tomu nám
slouž́ı, jak bylo již zmı́něno v úvodńı kapitole, tzv. variačńı matice.

J(u∗1, u
∗
2) =

(
f ′1,u1

f ′1,u2

f ′2,u1
f ′2,u2

)
=

(
1− 2u∗1 − a12u

∗
2 −u∗1a12

−ρu∗2a21 ρ(1− 2u∗2 − a21u
∗
1)

)
(5.31)

Pro zjǐstěńı typu singularity v jednotlivých bodech nyńı do variačńı matice dosad́ıme
hodnoty jednotlivých bod̊u singularity.

Bod (0, 0) je nestabilńı uzel, jelikož obě vlastńı č́ısla variačńı matice jsou reálná kladná.

J(0, 0) =

(
1 0
0 ρ

)
⇒ λ1 = 1, λ2 = ρ.
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Pro bod (1, 0) je již situace o něco složitěǰśı. Variačńı matice a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı
č́ısla jsou

J(1, 0) =

(
−1 −a12

0 ρ(1− a21)

)
⇒ λ1 = −1, λ2 = ρ(1− a21).

λ1 je tedy vždy záporné č́ıslo a stabilita záviśı na velikosti λ2. Pokud a21 > 1, pak λ2 < 0
a bod (1, 0) je stabilńı uzel. V př́ıpadě a21 < 1 je λ2 kladná a bod (1, 0) je sedlo.

Obdobná situace je u bodu (0, 1).

J(0, 1) =

(
1− a12 0
−ρa21 −ρ

)
⇒ λ1 = −ρ, λ2 = (1− a12).

λ1 je opět vždy záporná, v př́ıpadě a12 > 1 je i λ2 < 0 a bod (0, 1) je opět asymptoticky
stabilńı, jelikož se jedná o stabilńı uzel, v př́ıpadě a12 < 1 se jedná opět o sedlo.

Konečně variačńı matice posledńıho bodu z (5.30), tj. bodu u∗1 = 1−a12

1−a12a21
, u∗2 = 1−a21

1−a12a21

je tvaru

J(u∗1, u
∗
2) =

(
1− 2(1−a12)

1−a12a21
− a12(1−a21)

1−a12a21
−a12(1−a12)

1−a12a21

−ρa21
(1−a21)

1−a12a21
ρ
(

1− 2(1−a21)
1−a12a21

− a21(1−a12)
1−a12a21

) )

=
1

1− a12a21

(
a12 − 1 a12(a12 − 1)

ρa21(a21 − 1) ρ(a21 − 1)

)
Odpov́ıdaj́ıćı vlastńı č́ısla lze vyjádřit ve tvaru

λ1,2 =
trJ ±

√
(trJ)2 − 4 det J

2(1− a12a21)

=
[a12 − 1 + ρ(a21 − 1)]±

√
[a12 − 1 + ρ(a21 − 1)]2 − 4ρ(1− a12a21)(a12 − 1)(a21 − 1)

2(1− a12a21)
.

(5.32)

Jak již bylo zmı́něné výše, tento čtvrtý singulárńı bod existuje, pokud a12 < 1 a a21 < 1,
nebo a12 > 1 a a21 > 1.

V př́ıpadě a12 < 1, a21 < 1 vid́ıme, že jmenovatel (5.32) je kladný, trJ < 0, a detA > 0.
Proto λ1 < 0, λ2 < 0 a bod (u∗1, u

∗
2) je stabilńım uzlem.

Pokud a12 > 1 a a21 > 1, determinant (5.32) je záporný, trA > 0 a detA < 0. Proto
výraz pod odmocninou je v absolutńı hodnotě větš́ı než stopa matice A a vlastńı č́ısla
maj́ı tedy r̊uzná znaménka, tj. λ1 < 0 a λ2 > 0. Bod (u∗1, u

∗
2) je proto sedlem.

Proved’me nyńı opět simulace v prostřed́ı Matlab pro r̊uzné hodnoty parametr̊u tak,
abychom si ověřili teoreticky odvozené výsledky. K numerickému výpočtu opět použijeme
funkci ode45, která k numerickému výpočtu využ́ıvá integračńı metody Runge-Kutta.
Pro všechny simulace bylo voleno ρ = 0, 1. Ve všech př́ıpadech je simulace provedena
pro několik počátečńıch velikost́ı populaćı, které se nacházej́ı

”
na okraj́ıch“ vykreslené

oblasti, tj. čtverce (0; 1, 5)×(0; 1, 5). Neńı samozřejmě možné volit počátečńı velikost jedné
populace nulovou. Proto počátečńı velikost na těchto okraj́ıch byla volena ui = 0, 001.
Tj. simulace jsou provedeny pro počátečńı velikosti populaćı (0, 001; i), (1, 5; i), (i; 0, 001)
a (i; 1, 5), kde i ∈ 〈0; 1, 5〉 . Prvńım závěrem je, že bod (0, 0) je vždy nestabilńı uzel. Jelikož
tomu tak je ve všech př́ıpadech, nebudeme se t́ımto bodem dále v jednotlivých př́ıpadech
zabývat.
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Na obrázku (14) máme znázorněnu tzv. silnou konkurenci. Volili jsme a12 = 2 a a21 = 3.
T́ım je splněna podmı́nka existence čtvrtého singulárńıho bodu, jehož souřadnice jsou
podle (5.30)

u∗1 =
1− a12

1− a12a21

=
−1

1− 2 · 3
= 0, 2

u∗2 =
1− a21

1− a12a21

=
−2

1− 2 · 3
= 0, 4.

Podle teoretických závěr̊u, které jsme odvodili dř́ıve, by při volbě a12 > 1, a21 > 1 měl
být tento singulárńı bod sedlem. To je v našem př́ıpadě, jak vid́ıme z obrázku, splněno.
Vid́ıme, že pro téměř všechny počátečńı velikosti populaćı (u10 , u20) trajektorie směřuj́ı
bud’ do bodu (1, 0), nebo do bodu (0, 1). Tyto dva body jsou stabilńı uzly. Z biologického
hlediska to znamená, že přež́ıvá pouze jedna populace a druhá vymı́rá. Dokonce vid́ıme,
že celou oblast lze rozdělit pomyslnou křivkou, která nám odděluje dvě oblasti, pro které
plat́ı, že pokud v́ıme, ve které oblasti se nacháźı počátečńı velikost populace, pak jsme
schopni ř́ıct, která populace přežije a která vymře.

0 0,5 1 u1u1*

u2*

0,5

1

u2

0 0,5 1 u1u1*
0

0,5

1

u2

u2*

Obrázek 14: Silná konkurence Obrázek 15: Slabá konkurence

0 0,5 1 u1

0,5

1

u2

0 0,5 1 u1

0,5

1

u2

Obrázek 16: Dominance prvńıho druhu Obrázek 17: Dominance druhého druhu

Na obrázku (15) nalezneme př́ıklad tzv. slabé konkurence, který odpov́ıdá situaci
a12 < 1, a21 < 1. Je to jediný př́ıpad, kdy přež́ıvaj́ı obě soupeř́ıćı populace a jejich velikost
se pro téměř všechny počátečńı velikosti populaćı bĺıž́ı hodnotám (u∗1, u

∗
2), přičemž tyto
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hodnoty jsou nižš́ı než nosné kapacity prostřed́ı K1 a K2 jednotlivých populaćı. Simulace
je opět provedena pro konkrétńı hodnoty parametr̊u, a to pro a12 = 0, 8 a a21 = 0, 7.
Odpov́ıdaj́ıćı bod singularity má dle (5.30) souřadnice

u∗1 =
1− a12

1− a12a21

=
0, 2

1− 0, 7 · 0, 8
= 0, 455

u∗2 =
1− a21

1− a12a21

=
0, 3

1− 0, 7 · 0, 8
= 0, 682.

Z výše uvedeného a z obrázku jasně vyplývá, že bod (u∗1, u
∗
2) je stabilńım uzlem a body

(1, 0) a (0, 1) jsou sedla, což opět odpov́ıdá odvozeným výsledk̊um.

Na obrázćıch (16) a (17) máme dva velice podobné př́ıpady. Jedná se o dominanci
jednoho druhu, která nastává, v př́ıpadě a12 < 1 a a21 > 1, nebo a12 > 1 a a21 < 1.
Jak vid́ıme, tak v tomto př́ıpadě existuj́ı pouze tři body singularity. Pro téměř všechny
počátečńı velikosti populaćı směřuj́ı všechny trajektorie do jednoho z bod̊u singularit.
V př́ıpadě dominance prvńıho druhu to je do bodu (1, 0), v př́ıpadě dominance druhého
druhu do bodu (0, 1). Tento bod je tedy stabilńım uzlem. Druhý z bod̊u je pak sedlem.
Opět tedy docháźı k tomu, že jedna populace přež́ıvá, zat́ımco druhá vymı́rá. Na rozd́ıl
od silné konkurence zde ovšem to, která přežije a která vymře, nezálež́ı na počátečńı
podmı́nce, ale na koeficientech a12, a21.

Tento model je v př́ırodě velice d̊uležitý, jelikož konkurence je v př́ırodě hojně rozš́ı̌rená.
Zde jsme uvedli pouze základńı model zahrnuj́ıćı konkurenci dvou biologických druh̊u.
V př́ırodě jsou samozřejmě vztahy mnohem složitěǰśı a často o omezené zdroje soupeř́ı
v́ıce živočǐsných druh̊u. Informace o složitěǰśıch modelech lze nalézt např. v [4] nebo v
[2], kde je popsán také model konkurence s prostorovým rozděleńım. I t́ımto modelem
se zabývalo mnoho matematik̊u. Jako př́ıklad uved’me model konkurence člověka nean-
drtálského a člověka moudrého, který rozpracoval v 90. letech 20. stolet́ı J. C. Flores.

5.2 Model symbiózy

V předchoźı kapitole jsme uvažovali dvě populace, které obývaj́ı stejné územı́ a soupeř́ı
o omezené zdroje potravy. To znamenalo, že př́ıtomnost jednoho druhu snižuje šance na
přežit́ı populace druhé. V této kapitole bude situace opačná - budeme uvažovat dvě pop-
ulace, které se vzájemně podporuj́ı, tj. př́ıtomnost jedinc̊u prvńı populace podporuje r̊ust
populace druhé a naopak. Základńım zdrojem informaćı pro tuto kapitolu byly publikace
[7], [2] a [4].

Opět budeme předpokládat model s velikostmi populaćı X(t), Y (t) a logistickým
r̊ustem populace v př́ıpadě absence populace druhé. Źıskáváme t́ım následuj́ıćı systém
diferenciálńıch rovnic:

dX

dt
= r1X

(
1− X

K1

+ b12
Y

K1

)
,

dY

dt
= r2Y

(
1− Y

K2

+ b21
X

K2

)
,

(5.33)

kde r1, r2, K1, K2, b12 a b21 jsou kladné konstanty. Konstanty r1 a r2 označuj́ı koeficienty
r̊ustu populaćı X(t) a Y (t), K1 a K2 jsou odpov́ıdaj́ıćı nosné kapacity prostřed́ı. Konstanta
b12 udává mı́ru vlivu Y na X a b21 udává, jak moc X ovlivňuje Y.
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Opět je pro nás výhodněǰśı přej́ıt na bezrozměrné jednotky, proto označme

u1 =
X

K1

, u2 =
Y

K2

, τ = r1t, ρ =
r2
r1

a12 = b12
K2

K1

, a21 = b21
K1

K2

.

Dosazeńım a následnou úpravou źıskáme model

du1(τ)

dτ
= u1 (1− u1 + a12u2) = f1(u1, u2),

du2(τ)

dτ
= ρu2 (1− u2 + a21u1) = f2(u1, u2).

(5.34)

T́ım jsme źıskali soustavu dvou diferenciálńıch rovnic se třemi parametry mı́sto p̊uvodńıch
parametr̊u šesti. Tento systém má čtyři singulárńı body

u∗1 = u∗2 = 0; u∗1 = 0, u∗2 = 1; u∗1 = 1, u∗2 = 0;

u∗1 =
1 + a12

1− a12a21

, u∗2 =
1 + a21

1− a12a21

.
(5.35)

Jelikož požadujeme u∗1 > 0, u∗2 > 0, nutným předpokladem existence čtvrtého singulárńıho
bodu je a12a21 < 1.

Jako vždy si urč́ıme variačńı matici soustavy

J(u∗1, u
∗
2) =

(
f ′1,u1

f ′1,u2

f ′2,u1
f ′2,u2

)
=

(
1− 2u∗1 + a12u

∗
2 u∗1a12

ρu∗2a21 ρ(1− 2u∗2 + a21u
∗
1)

)
(5.36)

a pro zjǐstěńı typu singularity v jednotlivých bodech dosad́ıme souřadnice těchto bod̊u.
Bod (0, 0) je nestabilńı uzel, jelikož

J(0, 0) =

(
1 0
0 ρ

)
⇒ λ1 = 1, λ2 = ρ.

Body (1, 0) a (0, 1) jsou sedla, jelikož vlastńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćıch variačńıch matic jsou
reálná s r̊uznými znaménky, tj. λ1 < 0, λ2 > 0

J(1, 0) =

(
−1 a12

0 ρ(1 + a21)

)
⇒ λ1 = −1, λ2 = ρ(1 + a21),

J(0, 1) =

(
1 + a12 0
ρa21 −ρ

)
⇒ λ1 = −ρ, λ2 = (1 + a12).

Nejsložitěǰśı je opět situace u čtvrtého singulárńıho bodu, tj. u bodu u∗1 = 1+a12

1−a12a21
,

u∗2 = 1+a21

1−a12a21
. Variačńı matice je tvaru

J(u∗1, u
∗
2) =

(
1− 2(1+a12)

1−a12a21
+ a12(1+a21)

1−a12a21

a12(1+a12)
1−a12a21

ρa21
(1+a21)

1−a12a21
ρ
(

1− 2(1+a21)
1−a12a21

+ a21(1−a12)
1−a12a21

) )

=
1

1− a12a21

(
−1− a12 a12(1 + a12)

ρa21(1 + a21) ρ(−1− a21)

)
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Odpov́ıdaj́ıćı vlastńı č́ısla lze vyjádřit ve tvaru

λ1,2 =
trJ ±

√
(trJ)2 − 4 det J

2(1− a12a21)

=
[−1− a12 − ρ(1 + a21)]±

√
[−1− a12 − ρ(1 + a21)]2 − 4ρ(1− a12a21)(1 + a12)(1 + a21)

2(1− a12a21)
.

(5.37)

Z (5.37) je jasně vidět, že trJ < 0, detJ > 0 a jmenovatel je kladný z podmı́nky existence
čtvrtého singulárńıho bodu. Dále plat́ı (viz [2]), že výraz pod odmocninou je za podmı́nky
1−a12a21 > 0 vždy kladný. Proto vlastńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı bodu (u∗1, u

∗
2) jsou obě záporná

a bod je stabilńım uzlem.
V př́ıpadě, že neńı splněna podmı́nka existence čtvrtého singulárńıho bodu, tj. v př́ıpadě

a12a21 > 1, docháźı k neomezenému r̊ustu obou populaćı, plat́ı tedy limt→∞ u1 = ∞,
limt→∞ u2 =∞.

Vid́ıme, že u modelu symbiózy dvou biologických druh̊u neńı nejd̊uležitěǰśım parame-
trem velikost jednotlivých koeficient̊u a12 a a21, ale velikost jejich součinu. Rozlǐsili jsme
proto dva př́ıpady, a to na př́ıpad a12a21 > 1 a a12a21 < 1. Proved’me simulace pro tyto
dva př́ıpady.
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Obrázek 18: Symbióza Obrázek 19: Neomezený r̊ust

Na obrázku (18) máme simulaci pro hodnoty parametr̊u a12 = 0, 3, a21 = 0, 4 a ρ = 0, 1.
Touto volbou je splněna podmı́nka 1 − a12a21 > 0, tzn. podmı́nka existence čtvrtého
singulárńıho bodu, jehož souřadnice lze určit ze vztahu (5.35)

u∗1 =
1 + a12

1− a12a21

=
1, 3

1− 0, 12
= 1, 477,

u∗2 =
1 + a21

1− a12a21

=
1, 4

1− 0, 12
= 1, 591.

Stejně jako v př́ıpadě konkurence jsme volili počátečńı velikosti populaćı z okraje vykreslené
oblasti (hrany čtverce). Vid́ıme, že pro téměř všechny počátečńı podmı́nky se velikost popu-
laćı limitně bĺıž́ı do bodu (u∗1, u

∗
2), který je stabilńım uzlem. Tyto hodnoty jsou vyšš́ı než

nosné kapacity prostřed́ı K1, K2 pro jednotlivé populace, což je dáno právě prospěšnost́ı
symbiózy obou druh̊u.

Plat́ı-li 1 − a12a21 < 0, jak je tomu v př́ıpadě obrázku (19), kde a12 = 2, a21 = 3
a ρ = 0, 2, existuj́ı pouze tři body singularity. Důsledkem toho je fakt, že pro téměř
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všechny počátečńı podmı́nky (u10 , u20) docháźı k neomezenému r̊ustu velikosti populaćı,
což samozřejmě ve skutečnosti nemůže nastat vlivem omezených zdroj̊u potravy a územı́.
Proto tento př́ıpad nelze považovat za reálný.

5.3 Lotk̊uv-Volterr̊uv model společenstva dravec-kořist

V následuj́ıćıch dvou kapitolách se budeme zabývat modely vztahu dravec-kořist (parazit-
hostitel). To znamená, že jedna populace je zdrojem potravy (často zdrojem jediným)
populace druhé.

Prvńı kapitola je věnována Lotkově-Volterrovu modelu, který je jedńım z nejstarš́ıch
model̊u a vycházeli z něj i daľśı matematici. Už dopředu je ale nutné uvést, že tento model
obsahuje některé nerealistické prvky, které byly odstraněny v modelech složitěǰśıch.

Model je pojmenován po matematićıch, kteř́ı diferenciálńı rovnici popisuj́ıćı vztah
dravec-kořist nezávisle na sobě navrhli a řešili. Prvńım z nich je Vito Volterra, který se
snažil matematicky popsat koĺısáńı velikost́ı populaćı ryb ve středozemńım moři. Sestavil
rovnice, které tyto vztahy popisuj́ı, a poté rovnice rozš́ı̌ril i o členy určuj́ıćı úbytek obou
populaćı vlivem rybařeńı (podrobněji popsáno např. v [4]). Druhým matematikem, který
odvodil tyto vztahy, byl Alfred Lotka když popisoval hypotetické chemické reakce, kterými
se snažil vysvětlit periodické chováńı koncentraćı reaguj́ıćıch látek. V této kapitole a
kapitole následuj́ıćı budeme vycházet předevš́ım z [5], [2] a [1].

Pokud označ́ımeX(t) velikost populace kořisti a Y (t) velikost populace dravce, můžeme
Lotk̊uv-Voltérr̊uv model zapsat ve tvaru

dX

dt
= X(a− bY ),

dY

dt
= Y (cX − d),

(5.38)

kde a, b, c, a d jsou opět kladné konstanty.
Ze soustavy (5.38) nám tedy vyplývaj́ı následuj́ıćı předpoklady pro model:

• v př́ıpadě absence predátora populace kořisti roste exponenciálně podle Malthusova
modelu,

• v př́ıpadě absence kořisti predátor vymı́rá, a to exponenciálně,

• př́ır̊ustek velikosti populace predátora, stejně jako úbytek populace kořisti, vlivem
pož́ıráńı kořisti dravcem, je úměrný velikosti součinu XY.

Člen XY má v podstatě význam zachováńı energie a jej́ı přesun mezi jednotlivými popu-
lacemi.

Prvńım krokem je opět dimenzionálńı analýza modelu. Označme

u1(τ) =
cX(t)

d
, u2(τ) =

bY (t)

a
, τ = at, α =

d

a
.

Dosazeńım do (5.38) a následnou úpravou źıskáváme novou soustavu diferenciálńıch rovnic
tvaru

du1

dτ
= u1(1− u2),

du2

dτ
= αu2(u1 − 1).

(5.39)
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Tento systém má dva stacionárńı body - (0, 0) a (1, 1). Typ singularity urč́ıme pomoćı
variačńı matice systému (5.39)

J(u∗1, u
∗
2) =

(
1− u2 −u1

αu2 α(u1 − 1)

)
.

Dosazeńım zjǐst’ujeme, že bod (0, 0) je sedlo, jelikož vlastńı č́ısla variačńı matice v tomto
bodě jsou reálná s opačnými znaménky.

J(0, 0) =

(
1 0
0 −α

)
⇒ λ1 = 1, λ2 = −α,

Pro bod (1, 1) dostáváme variačńı matici

J(1, 1) =

(
0 −1
α 0

)
Plat́ı tedy, že trJ(1, 1) = 0 a vlastńı č́ısla jsou proto komplexně sdružená s nulovou reálnou
část́ı, λ1,2 = ±i

√
α. Stacionárńı bod proto může být ohniskem, nebo středem. Ukazuje se,

že tento bod je středem, což je dokázáno např. v [5].
Že tomu tak opravdu je se můžeme přesvědčit pomoćı simulace v prostřed́ı Matlab.

Jak vid́ıme, jediným parametrem rovnice (5.39) je α, pro simulaci použijeme hodnotu
α = 1, 5. Velikost tohoto parametru nemá vliv na typ singularity jednotlivých bod̊u,
proto jsme tuto velikost zvolili náhodně.
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Obrázek 20: Lotk̊uv-Volterr̊uv model společenstva dravec-kořist

Opět jsme zvolili několik počátečńıch velikost́ı populaćı a pro ně provedli simulace,
jejichž výsledky máme vykreslené na obrázku (20). Na ose x máme vykreslenou velikost
populace kořisti, na osa y populace dravce. Na prvńı pohled je zřejmé, že bod (1, 1) je
opravdu středem a populace cyklicky koĺısá kolem tohoto bodu.

Pod́ıvejme se ještě podrobněji na to, jak se velikosti obou populaćı vyv́ıjej́ı. Na obrázku
(21) máme vykreslen vývoj dravce a kořisti pro parametr α = 1, 5 a počátečńı velikosti
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Obrázek 21: Vývoj populaćı pro (u10 , u20) = (0, 5; 0, 5)

populaćı (u10 , u20) = (0, 5; 0, 5). To znamená, že velikosti obou populaćı jsou menš́ı než
velikosti odpov́ıdaj́ıćı bodu (1, 1), což je hodnota, kolem které řešeńı cyklicky osciluje.
Populace kořisti se nejdř́ıv zvětšuje, jelikož je pouze málo dravc̊u, kteř́ı by kořist ulovili.
Naopak populace dravce se vlivem nedostatečného množstv́ı jedinc̊u kořisti zmenšuje.
V okamžiku, kdy velikost populace kořisti dosáhne hodnoty u1 = 1, začne se počet dravc̊u
zvětšovat vlivem dostatečného množstv́ı potravy (jedinc̊u kořisti). K r̊ustu populace kořisti
docháźı až do doby, kdy u2 = 1. V tomto okamžiku je již tolik dravc̊u, že ulov́ı v́ıc kořisti,
než se narod́ı, a proto kořist začne vymı́rat. To má ale za následek, že při poklesu pod
hodnotu u1 = 1 vlivem nedostatečného množstv́ı jedinc̊u kořisti začne ubývat i dravc̊u.
Při poklesu velikosti populace dravc̊u pod hodnotu u2 = 1 se celý proces zač́ıná opakovat.

Z obrázku (20) jsou také vidět největš́ı nedostatky tohoto modelu. Prvńı z nich je fakt,
že populace sice měńı své velikosti v uzavřených cyklech, ovšem při drobném vychýleńı
z tohoto cyklu

”
přeskoč́ı“ do cyklu jiného. Kdybychom si tedy vykreslili jedno nume-ricky

vypočtené řešeńı pro dlouhý časový úsek, nebude se jednak o uzavřený cyklus, ale o spirálu,
jelikož vlivem numerických chyb bude numerické řešeńı

”
uskakovat“ na sousedńı cykly

a nebude mı́t samo od sebe snahu vrátit se na p̊uvodńı cyklus. Druhým nerealistickým
nedostatkem je fakt, že může docházet k extrémńım výkyv̊um ve velikostech popula-
ce. Jsou-li na počátku velikosti populaćı velice malé, docháźı k velkému nár̊ustu popu-
lace kořisti a poté i populace dravce. Posledńı nereálnost spoč́ıvá v tom, že neuvažujeme
nasycenost dravce, tj. že dravec lov́ı pouze tolik kořisti, aby byl nasycen.

5.4 Realistický model společenstva dravec-kořist

V této kapitole se pokuśıme odstranit hlavńı nerealistické prvky, které předchoźı model
dravec-kořist vykazoval. Možnost́ı, jak tyto nedostatky odstranit a model udělat v́ıce
realistickým je v́ıce, v této kapitole je popsána jedna z těchto možnost́ı.

Prvńı nedostatek, se kterým jsme se v předchoźım modelu setkali, byl fakt, že při
malém vychýleńı se z cyklu řešeńı

”
přeskoč́ı“ na cyklus jiný. T́ım pádem by při každé, byt’

sebemenš́ı, změně, která neńı v rovnici zachycena, byl vývoj populace odlǐsný od vývoje
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p̊uvodńıho a v podstatě bychom nebyli schopni předpov́ıdat vývoj populace. Budeme
proto požadovat, aby se v modelu vyskytoval tzv. limitńı cyklus. Je to cyklus, pro který
plat́ı, že v př́ıpadě vychýleńı se z jeho trajektorie se velikost této výchylky v čase asymp-
toticky bĺıž́ı k nule, tj. řešeńı má tendenci vrátit se na cyklus p̊uvodńı. Toto je logický
předpoklad, jelikož pokud v př́ırodě zahyne malé množstv́ı jedinc̊u populace kořisti nebo
dravce vlivem náhodného činitele, nedojde k velké změně ve vývoji obou populaćı, ale
jedinci jsou

”
nahrazeni“ jedinci jinými. Tato situace přesně odpov́ıdá existenci limitńıho

cyklu.
Daľśı nerealistický předpoklad, který je třeba odstranit, je malthusovský neomezený

r̊ust populace kořisti v př́ıpadě absence predátora. Pokud opět označ́ıme populaci kořisti
X(t) a populaci dravce Y (t), pak tento nedostatek odstrańıme, pokud pro kořist uvažujeme
dX
dt

= Xf(X, Y ). To znamená, že r̊ust velikosti populace kořisti se bude ř́ıdit nejen velikost́ı
populace dravce, ale také velikost́ı populace kořisti. Vhodnou volbou pro r̊ust populace
kořisti v př́ıpadě absence dravce se zdá být logistický r̊ust. Pak lze psát

dX

dt
= X − r

(
1− X

K

)
− Y V (X),

kde r a K jsou opět konstanty a V (X) je tzv. trofická funkce. Tato funkce je funkcionálńı
odezva predátora na změnu velikosti populace kořisti. V podstatě udává, kolik kořisti
zabije jeden dravec za jednotku čase v závislosti na velikosti populace kořisti. Je logické
předpokládat, že při nadbytku kořisti dravec zabije pouze tolik jedinc̊u kořisti, než dojde
k jeho nasyceńı a dál už lovit kořist nebude. Dále budeme předpokládat následuj́ıćı

• V (0) = 0 - neńı-li dostupná kořist, dravec nic neulov́ı

• limX→∞ V (X) = S - při nadbytku kořisti dravec ulov́ı nejvýše S jedinc̊u kořisti za
jednotku času

• funkce V (X) je neklesaj́ıćı - vzroste-li množstv́ı kořisti, dravec neulov́ı méně

Na obrázku (22) máme čtyři nejčastěji uvažované pr̊uběhy trofických funkćı, z nichž
každý má své opodstatněńı, proč je volen zrovna takovýto tvar. Komentáře k jednotlivým
pr̊uběh̊um a jejich použit́ı u konkrétńıch př́ıpad̊u lze nalézt v [1].

My budeme v daľśım uvažovat trofickou funkci typu II z obrázku (22), kterou lze
zapsat ve tvaru

V (X) =
kX

X +D
, (5.40)

kde k a D jsou kladné konstanty. Dosazeńım do p̊uvodńı rovnice pro vývoj populace kořisti
a uvažováńım realističtěǰśıho modelu pro populaci dravce, ve kterém úživnost prostřed́ı
pro populaci dravce je př́ımo úměrná hustotě populace kořisti dostáváme model

dX

dt
= X

[
r

(
1− X

K

)
− kY

N +D

]
,

dY

dt
= Y

[
s

(
1− hY

X

)]
,

(5.41)

kde r, K, k, D, s a h jsou kladné konstanty. Jelikož se v rovnićıch nacháźı celkem 6
parametr̊u, pokuśıme se dimenzionálńı analýzou tento počet sńıžit. Zvolme substituce

u1(τ) =
X(t)

K
, u2(τ) =

hY (t)

K
, τ = rt,

a =
k

hr
, b =

s

r
, d =

D

K
.
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Obrázek 22: Typické pr̊ubehy trofických funkćı

Dosazeńım do (5.41) a úpravami źıskáme rovnice ve tvaru

du1

dτ
= u1(1− u1)−

au1u2

u1 + d
= f1(u1, u2),

du2

dτ
= b

(
1− u2

u1

)
= f2(u1, u2).

(5.42)

Jak vid́ıme, tento systém má pouze tři parametry a, b, a d. Singulárńı body (u∗1, u
∗
2) muśı

splňovat rovnice du1

dt
= 0, du2

dt
= 0, tj. rovnice

u∗1

(
(1− u∗1)−

au∗2
u∗1 + d

)
= 0, bu∗2

(
1− u∗2

u∗1

)
= 0. (5.43)

Jako vždy nás budou zaj́ımat pouze singulárńı body nacházej́ıćı se v prvńım kvadrantu,
popř́ıpadě na kladných poloosách. Prvńı možnost́ı, jak splnit druhou rovnici z (5.43), je
zvolit u∗2 = 0. Dosazeńım do prvńı rovnice źıskáme u∗1 = 0, u∗1 = 1. Takto źıskáváme dva
stacionárńı body (0, 0) a (1, 0). Druhou možnost́ı, jak splnit druhou rovnici z (5.43) je
položit u∗1 = u∗2. Dosazeńım do prvńı rovnice źıskáváme rovnost

u∗1

(
(1− u∗1)−

au∗1
u∗1 + d

)
= 0 (5.44)

Jelikož předpokládáme u∗1 > 0, můžeme t́ımto rovnici vydělit a po úpravě źıskáváme
rovnici

(u∗1)
2 + (a+ d− 1)u∗1 − d = 0, u∗1 = u∗2,

která má pouze jeden kladný kořen

u∗ =
(1− a− d) +

√
(1− a− d)2 + 4d

2
, v∗ = u∗.
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Pro daľśı výpočty si opět urč́ıme variačńı matici systému

J(u∗1, u
∗
2) =

(
f ′1,u1

f ′1,u2

f ′2,u1
f ′2,u2

)
=

(
1− 2u∗1 −

adu∗2
(u∗1+d)2

− au∗1
u∗1+d

bu∗22

u∗21
b− 2b

u∗2
u2
1

)
. (5.45)

Př́ımé dosazeńı bodu (0, 0) neńı možné, jelikož dostáváme výraz typu 0
0
. Muśıme proto

uvažovat limity u1 → 0+, u2 → 0+. Po dosazeńı a limitńım přechodem u∗1,2 → 0+

źıskáváme

J(u∗1, u
∗
2) =

(
1 0
b −b

)
⇒ λ1 = 1, λ2 = −b,

proto bod (0, 0) je sedlem.
Druhý singulárńı bod, bod (1, 0), je také sedlem, jelikož vlastńı č́ısla variačńı matice

jsou opět reálná č́ısla s r̊uznými znaménky.

J(1, 0) =

(
−1 1

1+d

0 b

)
⇒ λ1 = −1, λ2 = b.

Pro výpočet vlastńıch č́ısel třet́ıho singulárńıho bodu si variačńı matici (5.45) uprav́ıme
do tvaru, který se nám v́ıce hod́ı k analýze. Pokud prvńı prvek matice naṕı̌seme ve tvaru
−u∗1 + (1− u∗1)−

adu∗2
(u∗1+d)2

, využijeme vztahu (5.43) a využijeme toho, že u∗1 = u∗2, můžeme

variačńı matici přepsat ve tvaru

J(u∗1, u
∗
2) =

(
u∗1

(
au∗1

(u∗1+d)2
− 1
)
− au∗1
u∗1+d

b −b

)
.

Nutnou podmı́nkou stability je trJ < 0 a detJ > 0. Pod́ıvejme se prvně na druhou
podmı́nku.

detJ = −bu∗1
[

au∗1
(u∗1 + d)2

− 1

]
+

bau∗1
u∗1 + d

= bu∗1

[
1 +

a

u∗1 + d
− au∗1

(u∗1 + d)2

]
= bu∗1

[
1 +

ad

(u∗1 + d)2

]
> 0

pro každé a > 0, b > 0 a d > 0. Toto byly př́ımo naše předpoklady, proto podmı́nka
detJ > 0 je splněna vždy a stabilita záviśı pouze na podmı́nce trJ < 0. Tato podmı́nka
je tvaru

−b+ u∗1

[
au∗1

(u∗1 + d)2
− 1

]
< 0.

Nejdř́ıve využijeme některých známých vztah̊u. Ze vztahu (5.44) plyne au = (1−u)(u+d),

z čehož lze vyjádřit au
(u+d)2

= (1−u)2
au

. Využit́ım těchto dvou vztah̊u a následnou úpravou
źıskáváme nerovnici

1

a
(1− u∗1)(1− 2u∗1 − d) < b.

Dosazeńım souřadnic třet́ıho singulárńıho bodu źıskáváme

1

2a

[
1 + a+ d−

√
(1− a− d)2 + 4d

]
·
[
a−

√
(1− a− d)2 + 4d

]
< b, (5.46)
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což je podmı́nka stability třet́ıho singulárńıho bodu. Tato podmı́nka je složitá, k jej́ı
analýze použijeme derivaćı obou výraz̊u v hranatých závorkách podle proměnné d.

∂
[
1 + a+ d−

√
(1− a− d)2 + 4d

]
∂d

= 1− 1 + a+ d√
(1− a− d)2 + 4d

=

=

√
(1− a− d)2 + 4d− (1 + a+ d)√

(1− a− d)2 + 4d
=

√
(1 + a+ d)2 − 2a− (1 + a+ d)√

(1− a− d)2 + 4d
< 0.

Tento výraz je tedy klesaj́ıćı funkćı d. Podobně pro druhou závorku

∂
[
a−

√
(1− a− d)2 + 4d

]
∂d

= − −2(1− a− d) + 4

2
√

(1− a− d)2 + 4d
= − 1 + a+ d√

(1− a− d)2 + 4d
< 0

I tento výraz je tedy klesaj́ıćı funkćı d s maximem pro d = 0. Proto pokud nerovnost bude
splněna pro d = 0, bude pak splněna pro každé d. Dosad’me proto do (5.46) d = 0. Pro
odstraněńı odmocnin muśıme také rozlǐsit př́ıpady a > 1 a a < 1.
Pro a < 1 dostáváme

1

2a
(1 + a− (1− a)) (a− (1− a)) = 2a− 1 < b.

Pro a > 1 pak
1

2a
(1 + a+ (1− a)) (a+ (1 + a)) =

1

a
< b.

Můžeme tedy ř́ıct, že pokud a ∈
〈
0, 1

2

)
, b > 0 a d > 0, pak bod (u∗1, u

∗
2) je vždy stabilńı.

Pokud ovšem a > 1
2
, pak existuj́ı takové b a d, že bod (u∗1, u

∗
2) je nestabilńı.

Jako př́ıklad situace a < 1
2

provedeme simulaci pro parametry a = 0, 3, b = 1 a d = 0, 5.
Simulace proběhla naprosto stejně i v jiných př́ıpadech, kdy a < 0, 5, proto zde ukážeme
výsledek pouze pro tento jeden konkrétńı př́ıpad. Singulárńı body by, dle výpočt̊u, měly
být (0, 0), (1, 0) a bod u∗1 = u∗2 = 0, 5(1 − a − d +

√
(1− a− d)2 + 4d) = 0, 5(0, 2 +√

0, 22 + 2) = 0, 814. Počátečńı velikosti populaćı jsou voleny (0, 01; i), (i; 0, 01), (1, 5; i)
a (i; 1, 5), kde i ∈ (0; 1, 4〉 , tj. opět jsou voleny

”
z okraje“ vykreslené oblasti. Jak vid́ıme

na obrázku (23), body (0, 0) a (1, 0) jsou opravdu sedla a bod (0, 814; 0, 814) je stabilńı.
Vid́ıme, že se jedná o uzel a pro téměř všechny počátečńı velikosti populaćı se velikosti
populaćı tomuto bodu bĺıž́ı.

Podobný obrázek (samozřejmě s jinými souřadnicemi třet́ıho stacionárńıho bodu)
dostaneme, pokud zvoĺıme a > 0, 5, ale zároveň také dodrž́ıme podmı́nky pro velikost
parametru b. Zvolme např́ıklad a = 1, 1, b = 1, 2 a d = 0, 3. Je tedy splněno 1

a
< b a sta-

cionárńı bod u∗1 = u∗2 = 0, 5(1−a−d+
√

(1− a− d)2 + 4d) = 0, 5(−0, 4+
√

0, 42 + 1, 2) =
0, 383 by měl být také stabilńı. Simulace, která je na obrázku (24), nám dokazuje, že
body (0, 0) a (1, 0) jsou sedla a bod (0, 383; 0, 383) je stabilńı uzel. Což opět znamená,
že pro téměř všechny počátečńı velikosti populaćı (u10 , u20) řešeńı konverguje k bodu
(0, 383; 0, 383).

Proved’me nyńı simulaci pro takové hodnoty parametru, pro které nejsou splněny
podmı́nky stability, tj. a > 1

2
a současně 1

a
< b. Jak jsme již uvedli, v takovém př́ıpadě je

třet́ı stacionárńı bod nestabilńı a tud́ıž při vychýleńı z této hodnoty dojde ke vzdáleńı se
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Obrázek 23: Realistický model pro hodnoty parametr̊u a = 0, 3, b = 1 a d = 0, 5
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Obrázek 24: Realistický model pro hodnoty parametr̊u a = 1, 1 b = 1, 2 a d = 0, 3
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Obrázek 25: Realistický model pro hodnoty parametr̊u a = 2 b = 0, 2 a d = 0, 1

od tohoto bodu. Můžeme zvolit např́ıklad hodnoty parametr̊u a = 2, b = 0, 2 a d = 0, 1.
Třet́ı singulárńı bod má poté souřadnice u∗1 = u∗2 = 0, 5(1−a−d+

√
(1− a− d)2 + 4d) =

0, 5(−1, 1 +
√

1, 12 + 0, 4) = 0, 084.

Jak vid́ıme z obrázku (25), při této volbě parametr̊u vzniká námi požadovaný lim-
itńı cyklus. To znamená, že pro téměř všechny počátečńı velikosti populaćı se trajek-
torie řešeńı bĺıž́ı jednomu určitému cyklu (limitńımu cyklu). Pokud se tedy počátečńı
velikosti popu-laćı nacháźı

”
vně“ limitńıho cyklu, oscilace velikost́ı populaćı se zmenšuj́ı

a trajektorie se limitně bĺıž́ı limitńımu cyklu (v obrázku jsou tyto př́ıpady vyznačeny
modrou barvou). V př́ıpadě, že se nacháźıme uvnitř limitńıho cyklu, velikosti cykl̊u se s
časem zvětšuj́ı, dokud opět nedosáhnou limitńıho cyklu .Tento př́ıpad je v obrázku ze-
lenou barvou. Dle pr̊uběhu trajektorie řešeńı vid́ıme, že stacionárńı bod o souřadnićıch
(0, 084; 0, 084) je ohniskem. Počátečńı velikost populace u zeleně vykreslené trajektorie
byla volena (u10 , u20) = (0, 083; 0, 083). To znamená, že byla volena velice bĺızko sta-
cionárńımu bodu, což odpov́ıdá situaci, kdy dojde k malému vychýleńı velikost́ı populaćı
z tohoto stacionárńıho bodu např. vlivem náhodného vlivu.

V této kapitole a kapitole předchoźı jsme si popsali dva možné modely popisuj́ıćı
vztah dravec - kořist, a to model Lotk̊uv - Volterr̊uv, který je modelem nejstarš́ım a většina
daľśıch model̊u z něj vycházela, a realistický model s limitńım cyklem. Jak již bylo zmı́něno
výše, jedna z publikaćı, která byla použita pro zpracováńı tohoto modelu, byla [2]. Ovšem
nutno poznamenat, že se v ńı (v kapitole věnuj́ıćı se tomuto modelu) vyskytovalo velké
množstv́ı chyb. Některé z nich (např. špatně zapsané diferenciálńı rovnice) nejsṕı̌se vznikly
pouze překlepem autora, popř. jinou jeho nepozornost́ı, ovšem např. zcela chybné volby
parametr̊u, pro které vznikne u řešeńı realistického modelu dravec-kořist limitńı cyklus,
jsou zcela zaváděj́ıćı.

Pokud bychom se společenstvem dravec - kořist zabývali dále, zjistili bychom, že
možnost́ı daľśıho rozš́ı̌reńı a zpřesněńı parametr̊u vyskytuj́ıćıch se v rovnićıch popisuj́ıćıch

46



tyto modely jsou obrovské. Modely se daj́ı r̊uzně modifikovat a źıskáváme pak řešeńı
odpov́ıdaj́ıćı konkrétńım situaćım, které jsou ještě v́ıce realistické. Některé takové modely
lze nalézt např. v [5]. Jako př́ıklad uved’me model s vnitrodruhovou konkurenćı populace
kořisti, modely Gauseho typu s r̊uznými trofickými funkcemi nebo model populace kořisti
s Alleho efektem, kdy docháźı k vymı́ráńı populaćı, pokud populace kořisti klesne pod
prahovou hodnotu.
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6 Modely ve tvaru parciálńıch diferenciálńıch rovnic

V této sekci se krátce pod́ıváme na modely, které berou v potaz nejen vývoj populace
v čase, ale také v prostorových proměnných. Doposud jsme se snažili zjistit časový vývoj
populace, aniž bychom zohlednili rozložeńı jedinc̊u na územı́, které obývaj́ı, nebo jejich
interakce ovlivněné hustotou jedinc̊u v dané části územı́.

V každé populaci docháźı k pohybu jednotlivých jedinc̊u. Tento pohyb má za následek
rozptylováńı jedinc̊u po územı́, jelikož jedinci se většinou přesouvaj́ı do mı́st, kde je
menš́ı množstv́ı jedinc̊u stejného druhu, aby t́ım zvýšili množstv́ı dostupné potravy. Toto
rozptýleńı má stejný charakter jako rozptylováńı mikroskopických částic v prostřed́ı z mı́st
o vyšš́ı koncentraci do mı́st s koncentraćı nižš́ı. Mluv́ıme proto také o difuzńım procesu.

Budeme předpokládat model, ve kterém populace neńı rozmı́stěna homogenně, proto
bude nejjednodušš́ı a nejefektivněǰśı pro popis populace použ́ıt hustotu, která v tomto
př́ıpadě bude funkćı času t a prostorové proměnné x. Sestaveńım modelu pak źıskáme
parciálńı diferenciálńı rovnici, popř́ıpadě soustavu parciálńıch diferenciálńıch rovnic.

6.1 Odvozeńı difuzńı rovnice pro model jedné populace

Předpokládejme populaci (bakterie, zv́ı̌rata,...), která se nacháźı na nějakém územı́ Ω.
Dále uvažujme, že Ω je otevřená podmnožina Rn, n ≥ 1. V praxi má samozřejmě smysl
uvažovat pouze př́ıpady n = 1, 2, 3. Jak jsme již uvedli v úvodu, veličinou, kterou budeme
popisovat vývoj populace v prostoru a čase, bude hustota populace, kterou budeme značit
u(x, t), kde t je čas a x ∈ Ω je prostorová proměnná. Jednotkou hustoty populace je počet
jedinc̊u populace vztažený na jednotkovou oblast (např. u hustoty zalidněńı je jednotkou
počet obyvatel na kilometr čtverečńı). Zde se již vyskytuje prvńı nepřesnost, které se zde
dopust́ıme, a to fakt, že ve skutečnosti jsou populace většinou soustředěny na určitém
mı́stě (např. lidé ve městech) a naopak některá mı́sta jsou neośıdlena. Pro naše potřeby
ale budeme předpokládat, že hustota u(x, t) je veličinou spojitou a diferencovatelnou.
V opačném př́ıpadě by bylo velmi složité model nejen vyřešit, ale i vytvořit.

Hustotu u(x, t) můžeme definovat takto: necht’ x ∈ Ω a necht’ {On}∞n=1 je posloupnost
oblast́ı z Ω, které obsahuj́ı bod x. Dále předpokládejme, že prostorová mı́ra (délka, obsah,
objem) |On| oblasti On jde k nule pro n → +∞ a On ⊂ On+1. Pak lze hustotu definovat
vztahem

u(x, t) = lim
n→+∞

počet jedinc̊u populace v oblasti On v čase t

|On|
,

pokud tato limita existuje. Pokud je hustota definována v každém čase t a pro každý
bod nějaké podoblasti x ∈ O ⊂ Ω, pak celková velikost populace nacházej́ıćı se v čase t
v oblasti O je dána vztahem ∫

O

u(x, t)dx.

Nás zaj́ımá, jak se hustota populace měńı s časem t a vzhledem k prostorové proměnné
x. Populace se může měnit dvěma zp̊usoby: jednak migraćı z mı́sta na mı́sto a jednak
narozeńım nebo smrt́ı (přirozená smrt nebo zabit́ı). V prvńım př́ıpadě již zač́ıná do hry
přicházet výše zmı́něná difuze. Je totiž přirozené, že jedinci populaćı se přemist’uj́ı z mı́st
s větš́ı hustotou ośıdleńı do mı́st s nižš́ı hustotou ośıdleńı, protože v mı́stech s nižš́ı hustotou
ośıdleńı většinou maj́ı větš́ı množstv́ı dostupné potravy. Veličina, která popisuje změnu
hustoty se nazývá difuzńı tok a je definována vztahem

J(x, t) = −d(x)∇xu(x, t), (6.47)
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kde d(x) se nazývá difuzńı koeficient.
Druhou možnost́ı, jak se velikost populace může měnit, je narozeńı, úmrt́ı nebo uloveńı

jedinc̊u populace. Změnu hustoty t́ımto zp̊usobem označme souhrnně f(x, t, u). Pokud
vybereme nějakou oblast O ⊂ Ω, pak celková velikost populace nacházej́ıćı se v čase t
v oblasti O je

∫
O
u(x, t)dx a mı́ra změny velikosti populace ja pak dána vztahem

d

dt

∫
O

u(x, t)dx.

Změna velikosti uvnitř oblasti vlivem narozeńı či úmrt́ı je dána vztahem∫
O

f(x, t, u(x, t))dx

a změna vlivem migrace přes hranici oblasti O směrem z oblasti ven∫
∂O

J(x, t) · n(x)dS,

kde ∂O je právě hranice oblasti O a n(x) vněǰśı normálový jednotkový vektor k hranici
∂O v bodě x. Dáme-li tyto tři vztahy dohromady, źıskáváme vztah

d

dt

∫
O

u(x, t)dx = −
∫
∂O

J(x, t) · n(x)dS +

∫
O

f(x, t, u(x, t))dx. (6.48)

Dále využijeme Gauss-Ostrogradského větu, která ř́ıká∫
∂O

J(x, t) · n(x)dS =

∫
O

divJ(x, t)dx. (6.49)

Dosazeńım (6.49) do (6.48) a využit́ım vztahu (6.47) źıskáváme rovnici ve tvaru

d

dt

∫
O

u(x, t)dx =

∫
O

[div(d(x)∇xu(x, t)) + f(x, t, u(x, t))]dx.

Jelikož tento vztah muśı platit pro každou oblastO,můžeme integrál odstranit a źıskáváme
parciálńı diferenciálńı rovnici

∂u(x, t)

∂t
= div(d(x)∇xu(x, t)) + f(x, t, u(x, t)), (6.50)

která plat́ı pro každou dvojici (x, t). Člen div(d(x)∇xu(x, t)) se nazývá difuzńı člen,
f(x, t, u(x, t)) je pak tzv. reakčńı člen. Většinou předpokládáme, že difuzńı koeficient d(x)
je přibližně konstantńı, tj. d(x) = d (což obecně nemuśı být pravda). Tento předpoklad lze
provést v př́ıpadě, že oblast, ve které docháźı k difuzi, je přibližně homogenńı. Za tohoto
předpokladu se nám (6.50) zjednoduš́ı na výsledný tvar

∂u(x, t)

∂t
= d∆u(x, t) + f(x, t, u(x, t)), (6.51)

kde ∆ je Laplace̊uv operátor. V př́ıpadě, že zde neńı př́ıtomen reakčńı člen, źıskáváme
jednoduchou difuzi

∂u(x, t)

∂t
= d∆u(x, t). (6.52)
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6.2 Jednorozměrný př́ıpad lineárńı difuze

Předpokládejme nejjednodušš́ı př́ıpad difuzńı rovnice, a to rovnice bez reakčńıho členu, di-
fuzńı koeficient d uvažujeme konstantńı a š́ı̌reńı jedinc̊u populace pouze v jednom rozměru.
Pak źıskáme rovnici

∂u(x, t)

∂t
= d

∂2u(x, t)

∂x2
.

Pokud hledáme řešeńı v konečném prostoru, tj. v jednorozměrném př́ıpadě na intervalu,
znamená to, že řešeńı hledáme na intervalu 〈0, L〉 . Doplněńım počátečńı podmı́nky u(x, 0)
a uvažováńım dvou homogenńıch Neumannových okrajových podmı́nek źıskáváme

ut = duxx,

u(x, 0) = u0(x),

ux(0, t) = ux(L, t) = 0,

(6.53)

kde x ∈ 〈0, L〉 , t ≥ 0. Jelikož plat́ı ux(0, t) = ux(L, t) = 0, což lze slovně vyjádřit tak, že
nedocháźı k difuzi jedinc̊u z a nebo do intervalu 〈0, L〉 , a protože zde neńı reakčńı člen
f(x, t, u(x, t)), což znamená, že nedocháźı k př́ır̊ustku ani úbytku počtu jedinc̊u uvnitř
populace, je celkový počet jedinc̊u na intervalu 〈0, L〉 v čase konstantńı. Hodnotu této
konstanty lze zjistit z počátečńı podmı́nky

C =

∫ L

0

u0(x)dx.

Jednou z možnost́ı, jak tuto rovnici řešit, je metoda separace proměnných. To znamená,
že řešeńı předpokládáme ve tvaru

u(x, t) = f(x)g(t),

kde f(x) a g(t) jsou určité funkce. Předpokládáme tedy, že řešeńı lze rozložit na součin
dvou jiných funkćı, přičemž jedna z nich je pouze funkćı proměnné x a druhá pouze funkćı
proměnné t. Dosazeńım do rovnice (6.53) źıskáváme

f(x)g′(t) = Df ′′(x)g(t)

a úpravou pak
g′(t)

g(t)
= D

f ′′(x)

f(x)
= Dλ,

kde λ ∈ R. Můžeme tedy řešit tuto rovnici pro všechny možné λ. Z druhé rovnosti
źıskáváme f ′′(x) = λf(x). Z okrajových podmı́nek také źıskáváme f ′(0) = f ′(L) = 0.
Můžeme tak řešit diferenciálńı rovnici

f ′′(x) = λf(x),

f ′(0) = f ′(L) = 0.

Z tohoto je jasně vidět, že okrajové podmı́nky jsou splněny pouze pro λ ≤ 0. Pokud λ = 0,
pak řešeńım této rovnice jsou všechna konstantńı řešeńı f(x) = C. V př́ıpadě λ < 0 lze
konstantu λ psát ve tvaru λ = −ω2. Řešeńı lze pak přepsat ve tvaru

f(x) = A cos(ωx) +B sin(ωx). (6.54)
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Dosazeńım počátečńı podmı́nky f ′(0) = 0 do (6.54) źıskáváme B = 0. Z druhé počátečńı
podmı́nky, tj. f ′(L) = −Aω sin(ωx) = 0 plyne ωL = kπ pro k ∈ N. Proto pro λ plat́ı

λ = −kπ
L

2
a netriviálńı řešeńı lze zapsat ve tvaru

fk(x) = Ak cos

(
kπ

L
x

)
.

Diferenciálńı rovnice pro funkci g(t) je tvaru g′(t) = Dλg(t). Dosazeńım výše uvedeného
vztahu pro λ dostáváme

g′(t) = −D
(
kπ

L

)2

g(t).

Tuto rovnici lze opět řešit velmi jednoduše. Pro každé k ∈ N źıskáváme řešeńı

gk(t) = Cke
−D( kπL )

2
t.

Dı́ky principu superpozice pak kombinace funkćı fk(x) a gk(t) je řešeńı parciálńı dife-
renciálńı rovnice s odpov́ıdaj́ıćımi okrajovými podmı́nkami. Řešeńı lze proto psát ve tvaru

u(x, t) =
+∞∑
k=0

Ake
−D( kπL )

2
t cos

(
kπ

L
x

)
, (6.55)

kde Ak neńı p̊uvodńı konstanta z rovnice pro fk(x), ale konstanta nová, kterou lze źıskat
z počátečńı podmı́nky u(x, 0) = u0. Najdeme tedy takové konstanty Ak, které vyhovuj́ı
rovnici

u0(x) =
+∞∑
k=0

Ak cos

(
kπ

L
x

)
.

Jak vid́ıme, koeficienty Ak jsou Fourierovy koeficienty. T́ımto jsme źıskali řešeńı dané
parciálńı diferenciálńı rovnice, která modeluje vývoj populace v čase a prostoru. Koefi-
cienty Ak záviśı na funkci u0(x). Toto řešeńı se také vyznačuje tzv. vyhlazovaćım efek-
tem. To znamená, že pokud se na začátku vyskytuj́ı nějaké body nespojitosti nebo hroty
v u(x, 0), pak jsou časem vyhlazeny. Důkaz tohoto tvrzeńı lze nalézt v [2].

Proved’me nyńı simulaci konkrétńıho jednoduchého př́ıpadu této parciálńı diferenciálńı
rovnice. Simulaci provedeme na intervalu 〈0, 1〉 a pro čas 〈0, 4〉 . Dále zvolme konstantńı
difuzńı koeficient d = 0, 02 a počátečńı podmı́nku u0(x) = 100− |200x− 100|. Tato volba
odpov́ıdá situaci, kdy na okraj́ıch nejsou na počátku žádńı jedinci populace a směrem
k bodu x = 0, 5 se koncentrace jedinc̊u zvyšuje. Nejv́ıce jedinc̊u je soustředěno v bodě
x = 0, 5, kde má tato funkce nav́ıc hrot. Rovnici popisuj́ıćı vývoj populace lze pak zapsat
ve tvaru

ut = 0, 02uxx,

u(x, 0) = 100− |200x− 100|,
ux(0, t) = ux(1, t) = 0,

(6.56)

pro x ∈ 〈0, 1〉 , t ∈ 〈0, 4〉 . Jak vid́ıme, rovnice (6.56) opět neobsahuje reakčńı člen
f(x, t, u(x, t)) a nav́ıc jsou zde homogenńı Neumannovy podmı́nky, proto celkový počet
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jedinc̊u obývaj́ıćı územı́ je v čase konstantńı. Tento celkový počet jedinc̊u lze zjistit
z počátečńı podmı́nky

C =

∫ 1

0

100− |200x− 100|dx = 50

Nyńı se pod́ıvejme na výsledek simulace v prostřed́ı MATLAB. K simulaci jsme využili
funkci pdepe, která dokáže numericky řešit parciálńı diferenciálńı rovnice v 1D.

Obrázek 26: Difuzńı rovnice pro konstantńı difuzńı koeficient

Výsledek simulace můžeme vidět na obrázku (26). Vid́ıme, že na počátku je opravdu
v bodě x = 0, 5 hrot, to znamená, že funkce zde nemá derivaci. Ovšem postupem času
docháźı k vyhlazováńı tohoto hrotu a v čase t = 4 již neńı patrno, že v tomto bodě
nějaký hrot byl. Také si můžeme všimnout, že docháźı k tomu, že rozložeńı jedinc̊u se
asymptoticky bĺıž́ı rozložeńı rovnoměrnému, tj. stavu, kdy hustota u(x, t) je ve všech
mı́stech stejná. Jelikož délka intervalu, na němž hledáme řešeńı je jedna a celkový počet
jedinc̊u na tomto územı́ je konstantńı C = 50, tak hodnota, ke které se hodnota hustoty
bĺıž́ı, je u(x, t) = 50. Pro úplnost doplňme ještě, že při volbě větš́ıho difuzńıho koeficientu
je difuze jedinc̊u rychleǰśı, a proto řešeńı konverguje k rovnoměrnému rozložeńı rychleji.

Na tomto př́ıkladu jsme ukázali, jak lze řešit jednoduchý př́ıpad modelu dynamiky
populace ve tvaru parciálńı diferenciálńı rovnice. Samozřejmě se jedná o nejjednodušš́ı
možný př́ıpad. Obecně plat́ı, že difuzńı koeficient nemuśı být konstantńı a téměř ve všech
př́ıpadech se v modelech vyskytuje reakčńı člen f(x, t, u(x, t)), jelikož jedinci uvnitř popu-
lace se samozřejmě množ́ı a naopak někteř́ı umı́raj́ı. Nav́ıc jsme si model zjednodušili
t́ım, že jsme uvažovali jednorozměrný problém, samozřejmě v praxi nás zaj́ımá rozložeńı
v 2D, popř́ıpadě 3D. Odvozeńı řešeńı v takovém př́ıpadě by již bylo složitěǰśı a vykresleńı
řešeńı pro dvě prostorové proměnné a čas je již takřka nemožné. V př́ıpadě jednorozměrné
nelineárńı difuze, nebo difuze s reakčńım členem, můžeme stále k hledáńı numerického
řešeńı použ́ıt funkci pdepe v prostřed́ı MATLAB.

V této kapitole bylo čerpáno předevš́ım z [2], [4] a [7]. V těchto zdroj́ıch lze také naj́ıt
modely obsahuj́ıćı nelineárńı difuzi a modely obsahuj́ıćı reakčńı člen. Jsou zde uvedeny
také některé daľśı techniky řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic.
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7 Popis programu pro vykreslováńı graf̊u a trajek-

toríı řešeńı

Součást́ı diplomové práce je i program na vykreslováńı graf̊u a trajektoríı řešeńı obyčejných
diferenciálńıch rovnic, popř́ıpadě soustavy diferenciálńıch rovnic, které popisuj́ı modely
uváděné v této práci. Tento program byl vytvořen v prostřed́ı MATLAB, ve kterém je
také nutné ho spouštět.

7.1 Použité metody

Modely jsou ve tvaru obyčejných diferenciálńıch rovnic, popř́ıpadě jejich soustavy. Neńı
proto vždy jednoduché źıskat explicitńı řešeńı. Někdy je pro nás tedy výhodněǰśı použ́ıt
k řešeńı rovnic numerické metody, kterými źıskáváme výsledky velice bĺızké řešeńı přesnému.
Pouze v př́ıpadě Malthusova modelu a modelu logistického je v programu zadáno expli-
citńı řešeńı, které je vykresleno po zadáńı odpov́ıdaj́ıćıch parametr̊u. V ostatńıch modelech
jsou řešeńı diferenciálńıch rovnic źıskávána numericky a to pomoćı metody ode45, která
k numerickému výpočtu využ́ıvá integračńı metody Runge-Kutta. V př́ıpadě model̊u se
zpožděńım muśıme, jak bylo uvedeno v odpov́ıdaj́ıćı kapitole, uvést ne pouze počátečńı
podmı́nku, ale celou historii. Ta může být dána bud’to funkćı, nebo může být po dobu
〈−T, 0〉 konstantńı. V našem př́ıpadě předpokládáme druhou možnost, tj. konstantńı ve-
likosti populace v historii. V prostřed́ı MATLAB využ́ıváme k numerickému výpočtu
funkci dde23, která je schopna tyto diferenciálńı rovnice se zpožděńım řešit.

7.2 Práce s programem

Spuštěńı programu. Tento program pro sv̊uj běh potřebuje souběžný chod programu
MATLAB, proto spouštěńı provád́ıme pomoćı něj. Samotné tělo programu je umı́stěno v
souboru Modely.m, ve zbylých m.filech se nacházej́ı části zdrojových kód̊u, které řeš́ı již
jednotlivé diferenciálńı rovnice a staraj́ı se o vykresleńı trajektoríı se zadanými parametry.
Program tedy spust́ıme otevřeńım m.filu Modely.m a jeho přeložeńım.

Obrázek 27: Pracovńı plocha programu
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Vlastńı práce s programem. Pracovńı plochu programu, tak jak vypadá po zapnut́ı,
můžeme vidět na obrázku (27). Můžeme ji, jak vid́ıme, rozdělit na tři sloupce. V levé části
se nacháźı seznam model̊u - čtyři modely pro modelováńı jedné populace (Malthus̊uv
model, logistický model, model populace pod predačńım tlakem a model populace se
zpožděńım) a čtyři modely pro populace dvě (konkurence, symbióza, model společenstva
dravec-kořist - Lotk̊uv-Volterr̊uv model a realistický model společenstva dravec kořist
s limitńım cyklem). Druhým parametrem, který se nastavuje v prvńım sloupci je barva
grafu nebo trajektorie řešeńı.

Po vybráńı matematického modelu v prvńım sloupci se vždy druhý a třet́ı sloupec
změńı v závislosti na vybraném modelu. Prvńı položka v druhém sloupci je rovnice, re-
spektive soustava diferenciálńıch rovnic, která model popisuje. V rovnićıch je celá řada
parametr̊u, které můžeme nastavit pod těmito rovnicemi. Stejně tak zde můžeme nastavit
časový interval, pro který chceme simulaci provést. Posledńım povinným parametrem,
který muśıme nastavit, je počátečńı velikost populace X(t0), v př́ıpadě dvou populaćı
také počátečńı velikost druhé populace Y (t0).

Pod nastaveńım těchto hodnot se nacháźı dvě volitelné položky - Vykreslit pos-
tupně a Trajektorie zachovávat. Při zaškrtnut́ı volby Vykreslit postupně program
spoč́ıtá řešeńı diferenciálńı rovnice a nevykresĺı trajektorii řešeńı najednou, ale postupně,
tzn. vykreslováńı začne v bodě odpov́ıdaj́ıćım počátečńı podmı́nce a postupně vykresluje
řešeńı. Vykreslováńı trvá cca 3-4 vteřiny. Tato volba je vhodná hlavně u model̊u pro dvě
interaguj́ıćı populace pro lepš́ı ilustraci vývoje obou populaćı v závislosti na čase. Pokud
totiž neńı tato trajektorie vykreslována postupně, ale najednou, nemuśı být na prvńı
pohled patrné, kterým směrem vývoj postupoval a nav́ıc je v př́ıpadě postupného vykreslo-
váńı lépe viditelná konvergence řešeńı k singulárńım bod̊um.

Druhým volitelným parametrem je zachováváńı trajektoríı. Tuto volbu použijeme,
pokud chceme zakreslit do jednoho obrázku vývoj populaćı pro r̊uzné počátečńı podmı́nky,
popř. pro r̊uzné parametry rovnice. Toto je výhodné, pokud chceme např. u model̊u pro
dvě populaci vidět, pro které počátečńı podmı́nky docháźı ke konvergenci řešeńı, pro které
k divergenci, popř. pokud řešeńı konverguje, tak pro které počátečńı podmı́nky ke kterému
singulárńımu bodu.

V třet́ım sloupci se nacházej́ı obecné informace o modelu. Tyto informace jsou aktual-
izovány pokaždé, kdy vybereme některý model a u některých model̊u jsou aktualizovány
také při stisku tlač́ıtka Vykresli. Můžeme zde nalézt popis některých parametr̊u rovnice,
nebo význam d̊uležitých člen̊u. Pokud má diferenciálńı rovnice také explicitńı řešeńı, je zde
uvedeno. Důležitým údajem je také to, jestli je rovnice uvedena v bezrozměrném tvaru,
či nikoliv. Pokud je rovnice v bezrozměrném tvaru, samozřejmě veličiny X, popř́ıpadě
Y neudávaj́ı př́ımo velikost populace, ale nějaký jej́ı násobek (většinou je velikost popu-
lace mnohonásobně větš́ı). Vztahy pro vypočteńı skutečné velikosti populace jsou uve-
deny v odpov́ıdaj́ıćıch kapitolách diplomové práce. Rovnice jsou uvedeny v bezrozměrném
tvaru kv̊uli přehlednosti, v p̊uvodńım tvaru totiž obsahuje i několikanásobek parametr̊u a
zadávat tedy všechny tyto koeficienty by bylo zdlouhavé a nepraktické.

Ve spodńı části třet́ıho sloupce je výčet singulárńıch bod̊u pro vybraný model. Při
vybráńı modelu v levé části se konkrétńı singulárńı body objev́ı, pokud jejich souřadnice
nezáviśı na parametrech modelu, pokud záviśı na parametrech, je zde uveden pouze
obecný tvar souřadnice, popř́ıpadě podmı́nka existence. V př́ıpadě modelu populace pod
predačńım tlakem nav́ıc nelze explicitně zapsat vztah pro souřadnice singulárńıch bod̊u,
dokonce nelze ani obecně ř́ıci, kolik singulárńıch bod̊u bude rovnice mı́t, proto v tomto
př́ıpadě nejsou uvedeny konkrétńı informace. U každého singulárńıho bodu je také uve-
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deno, o jaky typ singularity se u daného bodu jedná (pokud je to již zřejmé z obecného
tvaru rovnice). Po stisknut́ı tlač́ıtka Vykresli jsou vypsány souřadnice singulárńıch bod̊u
konkrétně, nav́ıc u bod̊u, kde v obecném tvaru rovnice nelze o typu singularity rozhodnout,
je typ singularity doplněn. Pouze v př́ıpadě realistického modelu dravec-kořist v př́ıpadě
parametru a > 0, 5 neńı obecné pravidlo, jak o typu singularity rozhodnout, proto o typu
singularity jednoho z bod̊u muśıme rozhodnout na základě vykresleného obrázku.

Obrázek 28: Ukázka vykresleńı trajektoríı řešeńı

Ještě jako doplněńı uved’me, že při výběru modelu v levé části pracovńı plochy vždy
dojde k předvyplněńı parametr̊u rovnice a počátečńıch velikost́ı populace. Je to z toho
d̊uvodu, že pro tyto parametry má model smysl uvažovat, popř́ıpadě pro tyto parametry
źıskáváme zaj́ımavé výsledky. Můžeme samozřejmě parametry jakkoliv změnit, ovšem
řešeńı již nemuśı být tak zaj́ımavé.

Máme-li všechny parametry nastaveny, vykresĺıme trajektorii (respektive graf) po-
moćı tlač́ıtka Vykresli. Ukázku, jaký výsledek můžeme obdržet je na obrázku (28), kde
jsou vykresleny dvě trajektorie řešeńı pro realistický model dravec-kořist pro dvě r̊uzné
počátečńı podmı́nky - modře trajektorie vně limitńıho cyklu, zeleně trajektorie řešeńı,
jej́ıž počátečńı podmı́nka ležela uvnitř tohoto cyklu.

V př́ıpadě modelu jedné populace źıskáváme na obrázku graf závislosti velikosti popu-
lace na čase, pokud máme model pro dvě populace, na osách x a y jsou velikosti intera-
guj́ıćıch populaćı.

S vykreslenou trajektoríı (grafem) lze dále pracovat - můžeme si ji přibĺıžit, otáčet
s ńı, měnit barvu nebo zjistit souřadnice konkrétńıho bodu trajektorie. Můžeme obrázek
také ukládat nebo vytisknout.
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8 Závěr

Vývoj populaćı v př́ırodě neńı čistě náhodný, ale ř́ıd́ı se určitými zákonitostmi. V této
práci jsme se pokusily některé z nich zachytit pomoćı matematického aparátu. Pomoćı
diferenciálńıch rovnic a jejich následným řešeńım jsme t́ımto źıskali možnost předpovědět,
jak se bude populace vyv́ıjet, pokud nedojde k nějaké náhodné události.

Nejjednodušš́ım modelem, který zde je uveden, je Malthus̊uv model, který je ovšem
značně nereálný. Umožňuje totiž r̊ust populace nade všechny meze. Toto omezeńı jsme
odstranili u logistického modelu, kdy pro téměř všechny počátečńı podmı́nky docháźı
ke konvergenci k tzv. hodnotě úživnosti prostřed́ı. T́ımto modelem lze mimo jiné dobře
modelovat i vývoj počtu obyvatel na Zemi. Daľśım modelem, který jsme uvedli, je vývoj
populace pod predačńım tlakem, kdy uvažujeme populaci, která je ohrožována dravci, pro
které ale nepředstavuje jediný zdroj potravy. Posledńı model v prvńı části, kterým jsme
se zabývali, je model se zpožděńım, kdy předpokládáme, že k tomu, aby se jedinec mohl
rozmnožovat, muśı nejdř́ıve dospět. Pak počet nově narozených jedinc̊u nezáviśı pouze na
okamžitém počtu jedinc̊u, ale na historii vývoje populace.

U model̊u koexistence dvou populaćı jsme se zabývali čtyřmi modely. Prvńı z nich byl
model konkurence, kdy spolu dvě populace soupeř́ı o omezené zdroje potravy, či o územı́.
Opačným jevem je symbióza. V takovém př́ıpadě maj́ı obě populace prospěch z př́ıtomnosti
populace druhé, proto se počet jedinc̊u populace ustáĺı na hodnotě vyšš́ı, než kdyby
živočǐsný druh žil na daném územı́ bez symbionta. Druhé dva modely se věnuj́ı společenstvu
dravec-kořist. Lotk̊uv-Volterr̊uv model je starš́ı model, u kterého jsme zjistili, že trajekto-
rie řešeńı tvoř́ı uzavřené cykly. Tento model má ovšem celou řadu nedostatk̊u, které jsme
se pokusili odstranit u realistického modelu, u kterého jsme mohli sledovat vznik tzv.
limitńıho cyklu, kdy řešeńı pro téměř všechny počátečńı velikosti populaćı konverguje
k jednomu určitému cyklu.

V třet́ı části jsme odvodili difuzńı tvar rovnice, která modeluje vývoj jedné populace
v čase a prostoru a poté provedli výpočet a simulaci pro jednorozměrný př́ıpad lineárńı
difuze.

Na závěr práce byl představen program pro vykreslováńı graf̊u a trajektoríı řešeńı
diferenciálńıch rovnic, které popisuj́ı modely uvedené v této práci.

Tato práce popisuje pouze některé základńı modely, které mohou dynamiku popu-
lace popisovat. Modely je možno ale dále upravovat, doplňovat daľśımi zpřesněńımi nebo
požadavky. Některé populace se vyv́ıjej́ı podle svých specifických zákonitost́ı, které mohou
být do modelu také začleněny. Např. velikost některých populaćı může záviset na ročńım
obdob́ı. V takovém př́ıpadě źıskáváme řešeńı, které je periodicky se opakuj́ıćı. Perioda
takového řešeńı je většinou jeden rok.

Jeden ze zde popsaných model̊u byl také model se zpožděńım. Byl zde ovšem popsán
pouze model pro dynamiku jedné populaci. V př́ırodě se však zpožděńı v rozmnožováńı
vyskytuje téměř u všech živočich̊u. Pro modelováńı koexistence v́ıce živočǐsných druh̊u
pak źıskáváme soustavy diferenciálńıch rovnic se zpožděńım.

Toto byly pouze př́ıklady toho, jak je možné modely dále obohatit. Muśıme si ovšem
uvědomit, že č́ım složitěǰśı model sestav́ıme, t́ım je těžš́ı nalézt jeho řešeńı. K řešeńı
nejsložitěǰśıch model̊u je pak mnohdy výhodněǰśı použ́ıt numerické metody, jelikož źıskat
exaktńı řešeńı by bylo prakticky nemožné, nebo přinejmenš́ım časově velmi náročné.
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