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Uvod

Bakalarské préace se zabyva soustavami linearnich rovnic. Tuto problematiku jsem
si vybrala, protoze jsem si chtéla zopakovat, prohloubit a srovnat védomosti z této
oblasti matematiky.

Cilem bakalarské prace bylo vytvorit sbirku tiloh zamérenou na soustavy linearnich
rovnic, ktera by mohla slouzit jako pomocny material pro ucitele a jejich studenty pii
vyuce tohoto tématu. V praci se zamétuji na zakladni teorii souvisejici se soustavami
linearnich rovnic a na rizné metody jejich feSeni. Mezi metodami muzeme nalézt
napiiklad Gaussovu elimina¢ni metodu ¢i Cramerovo pravidlo. V samotné shirce
dloh jsou jak Tesené, tak nefeSené piiklady. Regené priklady jsou zde na vSechny
popsané metody a dalsi typové piiklady, které se ve sbirce nachézeji. Na konci jsou
i vysledky k nefesenym piikladim.

Ponévadz je prace tvorené jako sbirka tloh, tak se zde neobjevuji Zzddné dukazy vét.
Cislovanf ve sbirce je dvojiho druhu. Postupné jsou ¢islované piiklady resené a zvIast
priklady nefeSené. Regen{ viech tloh jsou autorska. Zadani jsou casteéné prevzata
a Castecné autorskd. U prevzatych zadani je vzdy oznaceny zdroj, ze kterého jsem

soustavu linearnich rovnic prevzala.



Kapitola 1
Zakladni pojmy

V celé praci predpokladame znalosti z teorie vektorovych prostori, matic a determi-
nantu. V této kapitole jsou shrnuty ty pojmy z teorie matic a determinanti, které
budeme potifebovat k feSeni soustav linedrnich rovnic. Konkrétné v této ¢asti prace

je ¢erpano prevazné ze zdroju [2], [3], [5], [10].

1.1 Matice

Definice 1.1. Necht T je pole, m,n € N.Obdélnikové schéma

apix a2 A1n

a921 ao22 ... A2p,
A =

Am1 Am2 ... Qpn

prvka z pole T nazyvame matici typu (m,n), resp. mxn, nad polem T.

Poznamka:
e Aritmeticky vektor (a1, ao,...,am;m) € T™ i = 1,...,m, nazyvame i-tym Fddkem
matice A a aritmeticky vektor (a1, agj, ..., am;) € T™,j =1,...,n, nazyvame

j-tym sloupcem matice A.

e Matici A typu (m, n) nad polem 7' Ize struéné zapisovat ve tvaru A = (a;;);=,"7),
resp. pouze ve tvaru A = (a;;).
e O prvcich ajy,as,...,ax matice A typu (m,n), kde k = min(m,n), fikime, ze

lezi v hlavni diagondle, nebo ze tvori hlavni diagondlu matice A.



e Matice A = (a;;) typu (m,n) takova, Ze a;; = 0 pro v8echna i = 1,2,...,m a
7 =1,2,...,n, se nazyva nulovd matice.

e Opacnou matici k matici A = (a;;) typu (m,n) nad polem 7' budeme rozumét
matici —A = (—a;;) stejného typu.

e Matice A typu (n,n) se nazyva ctvercova matice fddu n.

e Ctvercova matice fadu n takova, Ze a;; = 0 proi # jai,j =1,2,...,n, se nazyva
diagondlni.
e Diagonalnf matice E = (e;;) fadu n takova, ze e; = 1 pro kazdé i = 1,2,...,n, se

nazyva jednotkovd matice rddu n.

e Horni, resp. dolni, trojuhelnikovou matici rozumime ¢tvercovou matici fadu n
takovou, Ze pro kazdé i,j =1,...,n, %> j, resp. i < j, je a;; = 0.

e Matice A = (a;;) typu (m,n) nad polem 7" se nazyva matice ve schodovitém tvaru,
resp. odstupriovand, jestlize pro jeji prvky plati:

(a) Je-li m > 1, pak ag; = 0.

(b) Jestlize pro n&jaké i € {1,2,....,m —1}ake{1,2,...,n— 1} je

;1 = Qg =+ = a;, = 0,

potom je téz
Qiy11 = Aj412 = ° = Ai41 k+1 = 0.

V matici ve schodovitém tvaru tedy kazdy nenulovy fadek zacina vétsim poctem nul
nez fadek predchazejici (pokud tento existuje). Podminka (a) ¥ika, ze druhy fadek
(pokud existuje) zaciné alespon jednou nulou; tieti fadek tedy za¢ina alesponi dvéma
nulami a obecné i-ty fadek alespon (i — 1) nulami.

e Matice A se nazyva redukovand matice ve schodovitém tvaru, jestlize plati:

(a) kazdy nenulovy radek lezi nad libovolnym nulovym fadkem

(b) vedouci prvek (tj. prvni nenulovy prvek fadku) "vyssiho"fadku lezi vice vlevo
nez vedouci prvek libovolného "nizstho"tradku

(c) vedouci prvek kazdého radku je roven 1

(d) ve sloupci, ve kterém se nachazi vedouci prvek libovolného radku, jsou vSechny
ostatni prvky rovny nule.

e Matice A se nazyva blokovd, jestlize ji lze pomoci vodorovnych a svislych ¢ar roz-

délit na tzv. bloky neboli dil¢i matice.
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Definice 1.2. Necht A = (a;;) je matice typu (m,n) nad polem T'. Transponovanou

matici k matici A rozumime matici

aixz G211 ... QGp1

12 QA22 ... A2
AT =

A1p Ao2p ... Amn

typu (n,m) nad polem 7.

Poznamka: Transponovana matice AT vznikne zaménou fadki matice A za jeji

sloupce a obracené.

Definice 1.3. Necht A = (a;;) a B = (b;;) jsou matice typu (m,n) nad polem T,
necht k& € T je libovolny prvek.

Souctem téchto dvou matic budeme rozumét matici C = A + B = (a;; + b;;) typu
(m,n), kterd mé na misté ij soucet prvki stojicich v maticich A a B na misté 7j.
k-ndsobkem matice A budeme rozumét matici D = kA = (ka;;) typu (m,n), kterd

mé na misté 75 k-nasobek prvku, ktery v matici A stoji na misté ¢7.

Definice 1.4. Necht A = (a;;) je matice typu (m,p) a B = (b;;) matice typu (p,n)

nad polem T.

Soucinem téchto dvou matic (v tomto pofadi) rozumime matici AB = C = (¢;),
P

cij = Y @by, typu (m,n) nad polem T, kterd ma na misté ij soucet soucint
k=1

odpovid_ajicich prvka -tého Ffadku matice A a j-tého sloupce matice B.
Poznamka: Obecné neplati komutativni zdkon pro nasobeni matic.

Véta 1.1. Necht A, B, C jsou matice nad polem T odpovidajicich typi tak, aby
nize uwvedené soucty a souciny byly definované. Pak plati:

(1) (A+ B)+ C=A+ (B+ C)

(2) A+ B=B+ A

(3) (AB)C = A(BCQC)

(4) A(B+C)=AB+ ACN(B+C)A=BA+ CA
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(5) (A+B)" = A" + B"
(6) (AB)T = B" - AT
(7) A-E=E-A= A, kde E je jednotkovd matice odpovidagictho fddu.

Definice 1.5. Necht A = (a;;) je matice typu (m,n) nad polem T'. Elementdrnimi
radkovymi, resp. sloupcovymi upravami, matice A rozumime:

(1) Vzajemnou vyménu dvou fadki, resp. sloupcii, matice.

(2) Vynéasobeni libovolného fadku, resp. sloupce, matice nenulovym prvkem z pole
T.

(3) Pri¢teni k libovolnému #adku, resp. sloupci, jakékoli linedrni kombinace ostatnich

radku, resp. sloupcu.

Definice 1.6. Necht A a B jsou matice typu (m,n) nad polem 7. O matici B,
ktera vznikla z matice A elementarnimi upravami, fikime, ze je ekvivalentni. PiSeme

A ~ B.

Definice 1.7. Necht A je matice typu (m,n) nad polem T'. Hodnost h(A) je rovna
dimenzi vektorového prostoru generovaného radky, resp. sloupci, matice A jako vek-
tory z prostoru T, resp. T™. Cislo h(A) je tedy rovno maximalnimu po¢tu linearné

nezévislych radku, resp. sloupci, matice A.
Véta 1.2. Pro kaZdou matici A nad polem T plati, Ze h(A) = h(A').

Véta 1.3. Provddeéni Tadkovijch a sloupcovijch elementdrnich iprav nemeéni hodnost

matice.

Véta 1.4. KazZdd matice je Tddkové ekvivalentni s néjakou matici ve schodovitém

tvaru.
Véta 1.5. Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna poctu jejich nenulovijch
radki.

Poznamka: Pomoci poslednich tfech vét mtizeme nyni pomérné jednoduse zjisStovat
hodnost dané matice A. Matici nejdiive prevedeme pomoci elementarnich tprav na
schodovity tvar, ve kterém pak jen spocitame pocet nenulovych radki. Tato hodnota

je rovna hodnoti matice A.
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Definice 1.8. Necht A = (a;;) je ¢tvercova matice fadu n nad polem T'. Inverzni

matici k matici A budeme rozumét matici A, pro kterou plati:
AA'=AT"A=E.
Matice A, ke které inverzni matice existuje, se nazyva invertibilni.

Definice 1.9. Ctvercova matice fadu n se nazyva requldrni matici, pravé kdyz je
jeji hodnost rovna n.

Ctvercova matice, ktera neni regularni, se nazyva singuldrni matice.

Véta 1.6. Necht A je ctvercovd matice Tddu n nad polem T'. Pak k matici A existuje

matice inverzni, pravé kdyz je matice A requldrng. Pritom i matice A™" je requldrn.

1.2 Determinanty

Definice 1.10. Bud

air a2 ... A1n

Ao1 QA9o ... Ao,
A =

ap1 Ap2 ... Qpp

¢tvercova matice fadu n nad polem T. Determinantem matice A rozumime prvek

det A = E znll - ayp aopy - .. Gy,

Ifes,

pole T, kde s¢itame pres vSechny permutace

1 2 ... n
11 =

T To ... Tnp
mnoziny M = {1,2,...,n}. Determinant matice A budeme téz znacit symbolem
|A| nebo piseme

aijy a2 ... Qip

o1 Qo9 ... Qo

det A =
An1 Ap2 ... Qpnp

13



Véta 1.7. (Zdkladni vlastnosti determinanti)

Necht A je ctvercovd matice 7ddu n nad polem T. Pak plati:

(1) det A = det AT

(2) Determinant matice, kterd md nulovy sloupec (Tddek), je roven nule.

(8) Determinant horni (dolni) trojihelnikové matice je roven soucinu vsech pruki
na jeji hlavni diagondle.

(4) Vyndsobime-li néjaky sloupec (Tddek) matice A prvkem c € T, je determinant
vzniklé matice roven c - det A.

(5) Determinant matice, kterd md dva stejné sloupce (Tddky), je roven nule.

(6) Pricteme-li k néjakému sloupci (fddku) matice A c-ndsobek néjakého jiného
sloupce (Tddku), kde ¢ € T, ¢ # 0, je determinant vzniklé matice roven determi-
nantu matice A.

(7) Prohodime-li v matici A dva sloupce (Fddky), je determinant vzniklé matice roven

—det A.

Véta 1.8. (Laplaceova véta o rozvoji determinantu)

Necht A = (aij) je ¢tvercovd matice ddu n nad polem T', 1 < i < n. Pak plati:
det A = Z(_l)i+jaij det A;;, (1.1)
i=1
kde A;; je matice dadu n-1, kterd vznikne z matice A vypusténim i-tého rddku a
j-tého sloupce.

Poznamka: Rovnost (1.1) uvedena v predchozi vété vyjadiuje rozvoj determinantu
podle j-tého sloupce. Prvek D;; = (—1)"*7 det A;; se Casto nazyva algebraicky dopl-

nek determinantu det A piislusejici prvku a;;.

Véta 1.9. Necht A = (a;;) je ctvercovd matice Tddu n nad polem T. Je-li matice A

requldrni, pak

LA
~ det A’
kde
A* _ D12 D22 PR Dn2
Dy, Ds, ... D,,

se nazyvd adjugovand matice k matici A.
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Kapitola 2

Soustavy linearnich rovnic

V této ¢asti prace je Cerpano prevazné ze zdroju [1], [3], [5], [10].

Definice 2.1. Necht T je libovolné pole. Linedrni rovnici o n neznamych x1, xs, ..., x,

nad polem 7T, rozumime formuli tvaru
M1 + Ao + -+ apZy, = b,
kde ay,as,...,a,,b€T.

Definice 2.2. Soustavou m linearnich rovnic o n neznamych nad polem 7" rozumime

soustavu rovnic tvaru

1121 + 12 T2+ -+ - + Q1 T, = by
a21x1+a22x2+---+a2nxn:bg

(2.1)

Am1T1 + Amalo + - - - + GppTy = bm

kde aij,b;, 25,1 =1,2,...,m, 7 =1,2,...,n, jsou prvky z pole T'. Matice

a1 a1 ... A1y,

a921 as ... aop,
A= (aij) =

Am1 Amo - .. Amn

typu (m,n) se nazyva matice soustavy (2.1), matice
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a1 a2 ... A1p bl
A agy Qo2 ... A9n bg
Am1 Qm2 . Qmn | bn

typu (m,n + 1) se nazyva rozsirend matice soustavy (2.1).

Vektor b = (b1, b, ...,b,) € T™ se nazyva sloupec pravych stran.

Poznamka:

Oznacime-li

I
x=|"
Ty
matici typu (n, 1) tvofenou nezndmymi xy, T, ..., T, a
b1
B_| ™
b,
matici typu (m, 1) tvofenou pravymi stranami by, bs, ..., b,,, pak miZeme soustavu

(2.1) zapsat struénéji maticovou rovnici, resp. v maticovém tvaru:
AX = B.

Definice 2.3. Necht je dana soustava m linedrnich rovnic o n neznamych nad
polem T'. Vektor u = (ry,79,...,1,) € T™ takovy, ze jeho dosazenim do soustavy za

neznameé i, T, ..., T, je splnéno vSech m rovnosti, se nazyva resenim soustavy, tj.

plati A -u? = B.

Poznamka:
Jestlize soustava (2.1) ma alesponi jedno FeSeni, nazyva se fesitelnd. V opacném

piipadé fikame, Ze dané soustava nema TeSeni, resp. neni resitelnd.

Definice 2.4. Necht jsou dény dvé soustavy rovnic o n neznamych nad polem 7'

Tyto dvé soustavy se nazyvaji ekvivalentni soustavy, jestlize mnoziny jejich reSeni
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si jsou rovny. Jakakoliv dprava dané soustavy linearnich rovnic, po které vznikne

ekvivalentni soustava, se nazyva ekvivalentni iprava dané soustavy linearnich rovnic.

Poznamka:

Ekvivalentnimi tpravami soustavy linedrnich rovnic rozumime:
(1) vzajemnou vyménu libovolnych rovnic

(2) vynasobeni libovolné rovnice nenulovym prvkem z pole T’
(3) pri¢teni linearni kombinace rovnic k ur¢ité rovnici soustavy
(4)

4) vynechani nebo pridani rovnice, ktera je linearni kombinaci ostatnich rovnic.

Véta 2.1. (Frobeniova véta)
Soustava m linedrnich rovnic o n nezndmych nad polem T je Tesitelnd prdavé tehdy,

N

kdyz hodnost matice této soustavy je rovna hodnosti rozsirené matice soustavy.

Poznamka:
Frobeniova véta je jednoduchym kriteriem feSitelnosti soustav lineadrnich rovnic,
ovSem v piipadé TeSitelné soustavy nerika nic o poc¢tu reSeni ani o tom, jak vSechna

feSeni vypadaji.

Disledek: Soustava linearnich rovnic o n neznamych mé:

e pravé jedno feseni, pravé tehdy kdyz h(A) = h(A') =n

e nekonecné mnoho feseni zavislych na n — h parametrech, pravé kdyz
h(A) = h(A") < n (T je nekonetné pole)

e konecné mnoho fesSeni zavislych na n — h parametrech, pravé kdyz
h(A) = h(A") < n (T je kone¢né pole)

e 7adné feSeni, prave kdyz h(A) # h(A)

Definice 2.5. Soustava linearnich rovnic (2.1) se nazyva homogenni pravé tehdy,
kdyz sloupec pravych stran je roven nulovému vektoru, tj. b = o. V opac¢ném pii-
padé, tj. existuje-li alespon jeden prvek b; # 0,7 = 1,...,m, pak se soustava nazyva

nehomogenni soustavu linedrnich rovnic.

Poznamka: Protoze rozsifena matice A’ homogenni soustavy vznikla z matice sou-
stavy A priddnim sloupce skladajictho se ze samych nul, je zifejmé h(A) = h(A'),

a tedy (podle Frobeniovy véty) homogenni soustava je vzdy feSitelna. Usporadana
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n-tice (0,0,...,0) je ziejmé vzdy FeSenim homogenni soustavy. Toto FeSeni se na-
zyva nulové Tesent, resp. trividlni Fesent. Ostatni FeSeni se nazyvaji nenulové, resp.

netrividalni resent.

Véta 2.2. Necht je dana homogenni soustava m linedrnich rovnic o n nezndmgjch s
matici soustavy A. Potom:
(1) soustava md pouze nulové FeSent, prave kdyz h(A) =n

(2) soustava md alespori jedno nenulové feSent, pravé kdyZ h(A) < n.

Véta 2.3. Necht hodnost matice A soustavy m homogennich rovnic o n neznamijch
je h. MnozZina V vsech Teseni této soustavy je podprostor vektorového prostoru T" a

dimenze prostoru V je n — h.

Poznamka: Predchozi Véta v podstateé iika, ze homogenni soustavou linearnich rov-
nic o n nezndmych je urcen jisty podprostor vektorového prostoru 7. Toto tvrzeni

lze i obratit, jak ukazuje nasledujici Véta.

Véta 2.4. Necht' V' je libovolny podprostor vektorového prostoru T". Pak existuje
homogenni soustava linedrnich rovnic o n nezndmijch nad polem T, jejiz mnoZina

resent je rovna V.

Véta 2.5. Necht je ddna Tesitelnd nehomogenni soustava m linedrnich rovnic o n
nezndmych nad polem T. Necht vektor rg je libovolné Teseni této soustavy a necht
V' je mnoZina vSech Teseni homogenni soustavy, kterd vznikne z dané nehomogenni
soustavy nahrazenim sloupcového vektoru pravych stran nulovym vektorem. Potom
mnozina

X={reT";(FweV):r=rog+w}
je mnozina vSech Teseni dané nehomogenni soustavy.

Poznamka:

(1) Mnozina vSech FeSeni nehomogenni soustavy neni vektorovym prostorem. Tato
mnozina totiz neobsahuje nulovy vektor, jenz je nutné prvkem kazdého vektorového
prostoru.

(2) Kazdé feseni dané nehomogenni soustavy dostaneme jako soucet jednoho pev-
ného feseni nehomogenni soustavy, tzv. partikuldrniho Teseni a néjakého feSeni pri-

slusné homogenni soustavy.
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(3) Béze vektorového prostoru V' vSech feSeni pifslusné homogenni soustavy line-
arnich rovnic k nehomogenni soustavé linearnich rovnic se nazyva fundamentdlni

systém dané nehomogenni soustavy.
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Kapitola 3

Metody reSeni soustav linearnich

rovnic

V této kapitole je uvedeno nékolik zékladnich metod feseni soustav linearnich rovnic.

V této ¢asti prace je prevazné ¢erpano ze zdroju [1], [12].

3.1 Gaussova eliminac¢ni metoda
Necht je dana soustava

a11x1+a12x2+---+a1nxn:bl

(2171 + A2 Ty + +++ + G2y Ty = bo

Am1T1 + ApaTe + -+ + ATy = bm

m linedrnich rovnic o n nezndmych nad polem T.

(1) Predpokladejme, ze prvek aq; # 0.

Ekvivalentnimi upravami prevedeme soustavu (3.1) na novou soustavu tak, Ze ne-
zndméa x; bude vystupovat s nenulovym koeficientem pouze v prvni rovnici a to
takto:

Postupné vynasobime prvni rovnici prvkem —2% a pri¢teme ji k ¢-té rovnici pro

20



1=2,3,...,m. Dostaneme soustavu linearnich rovnic ve tvaru

a1 + A19T9 + -+ ATy — bl
UhyTo + -+ + Ay, Ty = by
(3.2)

’ ’ Y
UpoTo + v+ + Ay Ty = bn

Soustava (3.2) ma stejnou mnozinu feSeni jako soustava (3.1). Muze nastat pripad,
kdy se v soustavé objevi rovnice, jejiz vSechny koeficienty na levé strané jsou rovny

0.

e Pokud je i prava strana rovna 0, tj. rovnice mé tvar
0(L’1+0{L’2++0(I)n:0,

pak je TfeSenim této rovnice libovolnd n-tice prvka z pole T. Tuto rovnici muzeme
vynechat, aniz bychom zménili mnozinu feseni soustavy (3.2).

e Pokud je vSak prava strana této rovnice rizné od nuly, tj. rovnice mé tvar

0z1 + 0o + - - - + 0z, = U, b #£ 0,

17 71

Zddnd n-tice prvka z pole T neni feSenim této rovnice, tudiz ani soustavy (3.2) a
ani soustavy (3.1).

Pak soustava (3.2), a tedy ani soustava (3.1) nemé FeSeni.

(2) Soustavu linearnich rovnic (3.2) upravujeme analogicky.

Prvni rovnici ponechame a pomoci druhé rovnice vylou¢ime neznamou xo ze vSech
rovnic kromé prvni a druhé.

(3) Za vhodnych predpokladu takto postupujeme dal a pokud je soustava Fesitelna.

Dostaneme tak soustavu ve tvaru:

C11T1 + C12T2 + ++ + C1sTs + + ++ + C1aTy = dy
C22T2 + -+ -+ CosTs + -+ + ConTy = do

(3.3)
CssTs + +++ + CspTn = ds,

ktera mé s rovnic, kde 1 < s < m,s < n a koeficienty cy1, o9, ...,css # 0. Pocet

rovnic je tedy nejvySe takovy, jako je pocet rovnic v soustavé (3.1) a zéaroven je
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mensi nebo roven poc¢tu neznamych v této soustave.

Potom:

(a) ma soustava jediné feSent, je-li s = n. Z posledni rovnice uréime z,,, tj. x, = i—”n.
Po dosazeni do predposledni rovnice dostavame hodnotu z,_; a takto pokracujeme
dal, az dostaneme Teseni soustavy (3.3), a tedy i soustavy (3.1).

(b) ma soustava nekonecné mnoho feSent, je-li s < n. V tomto piipadé (opét po-
stupnym dosazovanim jako v piipadé (a) ze soustavy (3.3)) vyjadiime jistych s
neznamych pomoci zbyvajicich (n — s) neznamych, které nazyvame volné nezndmé.

Dosazujeme-li za volné neznamé libovolné prvky z pole T, dostdvame pak jednotliva

konkrétni feSeni soustavy (3.3), a tedy i soustavy (3.1).

Poznamka: Jestlize je pole T kone¢né, potom mé soustava (3.1) v pfipadé s < n

konecné mnoho FeSeni.

3.2 (Gauss-Jordanova elimina¢ni metoda

P1i ekvivalentnich upravach se nemusime zastavit u schodovitého tvaru matice. Po-
kud budeme v upravach pokracovat, lze matici soustavy pfevést na redukovanou
matici ve schodovitém tvaru. Regenf je poté hned viditelné ve sloupci pravych stran
matice. Tato metoda TeSeni soustav linearnich rovnic se nazyva Gauss-Jordanova

eliminacéni metoda.

3.3 Reseni soustavy s regularni matici pomoci in-
verzni matice

Necht je dana soustava n linedrnich rovnic o m neznamych a k ni odpovidajici re-
gularni ¢tvercova matice soustavy radu n. Soustavu lze zapsat maticovou rovnici
ve tvaru AX = B. Protoze je matice A regularni, existuje inverzni matice A™'.

) . . |
Vynasobenim rovnice zleva matici A~ dostaneme:

AT'AX =A"'B

X=A"'B
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3.4 Cramerovo pravidlo

Véta 3.1. (Cramerovo pravidlo)

Necht je ddna soustava n linedrnich rovnic

a11%1 + 192 + - -+ + a1, = by

(9121 + Q99X + - - - + G2p T, = by

Ap1T1 + ApaTo + -+ - + QppTy = bn

o n-nezndmych nad polem T a necht determinant matice soustavy A je nenulovy

(det A #0).

Pak md tato soustava prdvé jedno teseni € = (r1,xa,...,x,) € T", pFicemZ plati
det Az 3
€Tr; = @,Z = 1,2,...,77,,
kde
ay; ... G141 by a1i41 --- QAip
Q21 ... QA2i-1 by a2i+1 ... Q2n
det f].Z =
Qp1 ... Qpgi-1 bn Qni+1 -+ Ann

(Determinant A; vznikne z determinantu matice A nahrazenim jeho i-tého sloupce

sloupcem pravijch stran dané soustavy rovnic.)

Poznamka:

Pokud je det A = 0, mohou nastat dva piipady:

e det A; # 0 pro alespon jedno i = 1,2, ..., n, pak nemé soustava linedrnich rovnic
feSeni
e det A; = 0 provSechny? =1, 2,...,n, pak mé soustava linearnich rovnic nekone¢né

mnoho FeSenf
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Kapitola 4

Sbirka tiloh

4.1 Priklady

Priiklad 1: Pomoci Frobeniovy véty urcete, zda je nasledujici soustava linearnich

rovnic resSitelnA.

2$1—3$2+6$3—$4:1
{L’1—|—2{L’2—(L’3:0
{L’1—|—3{L’2—{L’3—(L’4:—2

91’1 — X9+ 151’3 —51)4 =1

[12]

Reseni: Nejdiive napiSeme rozsifenou matici soustavy a nasledné ji prevedeme ele-

mentarnimi fadkovymi tpravami na matici ve schodovitém tvaru.

2 -3

1 2

1 3

9 -1

1 2

01

- 0 0
0 0

6
-1
-1

15

-1
0
-1

)

—24

1 1 2 -1 0]o0
0 1 3 -1 —1|-2
o 2 2 6 21
1 9 -1 15 —5| 1
0 12 -1 0|0
—2 01 0 —1|-2
13| oo s —s|-13
—37 00 0 0f 2
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Z posledni matice vidime, Ze hodnost matice soustavy A je rovna tfem a hodnost
rozsifené matice soustavy A’ je rovna ¢tyfem. Hodnosti se nerovnaji, tudiz tato sou-

stava nema reseni.

Priklad 2: Pomoci Frobeniovy véty urcete, zda je nasledujici soustava linedrnich

rovnic Tesitelna. Pokud ano, tak urcete jeji feSeni.

3T1 + Dbxy + 623 =1
41 +3x9+223=5

3([)1 + 5([)2 +x3 = 1 [8]

Reseni: Budeme postupovat stejné, jako v predeslém piikladé. Tedy nejdiive napi-
Seme rozsifenou matici soustavy a nasledné ji pfevedeme elementarnimi fadkovymi

Upravami na matici ve schodovitém tvaru.

3 5 6]1 3 ) 6|1
4 3 2|5 [~ 0 —-11 —-18]|11
3 5 1|1 0 0 510

Z posledni matice jiz opét muzeme urcit hodnosti obou matic. Tedy hodnost matice
A soustavy je rovna t¥em a hodnost rozgifené matice soustavy A’ je rovna také
tfem. Hodnosti se rovnaji, tudiz tato soustava je reSitelna.

Z posledni matice tedy muzeme urcit i feSeni této soustavy linearnich rovnic.

Sxz = 0, tedy x3 =0

—11ze = 11 + 183, po dosazeni za x3 dostaneme vztah —11xs = 11 a z ného plyne
Ty = —1

3r; = 1 — bxy — 6x3, po dosazeni mame vztah 3z; = 1+ 5, ze kterého dostaneme
T =2

Regenim soustavy je tedy usporadana trojice (2,—1,0).

(1) Urcete tesitelnost soustav linearnich rovnic pomoci Frobeniovy véty. Pokud je

soustava TeSitelna, urcete jeji feSeni.
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2$1+3$2—$3:1

r1 — 2T9 + 313 = 2

4$1—$2+5$3:3
b)
2x1—3x2+x320
T1+ 2T9 —x3 =3
21‘1+$2+.’1¢3=12
c)
1+ 200 — 23 =1
2[E1-l’2+.’1?3:2
r1 — 319 + 2203 = —1
d)
$1+ZE2-1’3+2$4:1
Ty — Tog — 203+ x4 = —1
e)
131—562—31'4:—1

7.T1 — 2.%2 — 2.’E3 — 101’4 = -5
71’1 —$2+.’L‘3—9£L'4: -7
21’1 — 2.’1)‘3 - 4(1,'4 = -6

61’1 — T2 +2I3 — 71’4 =—4

[13]

[12]

[13]

[13]

8]

(2) Reste nasledujici homogenni soustavy linearnich rovnic.

a)

921 + 229 — 1823 = 0

21’1+$2—8$3:0
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{L’1—|—4{L’2—3(L’3:0
,1’1—31’2—1’3:0

2([)1 + Xy — 4([)3 =0 [12]

201 — 29+ 3x3 + 4, =0
{L’1—2{L’3+75E4:0
3x1 —3xo+x3+ 514 =0

21’1 —+ i) —+ 41)3 —+ 41)4 = 0 [1]

To+3x3 — 224 =0
21’1+(L’2-4CL’3+3(L’4:0
2(L’1+3(L’2+2(L’3—(L’4:0

—41)1 - 31’2 + 51’3 - 41)4 =0 [1]

1+ 929 + 423 — 624 + 325 = 0

221 + 11z + 1523 — 1424 — 225 =0
—x1 — 229 — 63 + 44 + 8x5 =0
—x1 + 5xy — 3x3 — x4 + 2825 =0

$1+2l’2+$3+$4—4l’5 =0
Priklad 3: Vypocitejte soustavu linearnich rovnic Gaussovou elimina¢ni metodou.

$1—$2+2$3—$4+$5:1

T1 — 209 — 3 + 224 — 15 = 2. [13]

Reseni: NapiSeme rozsifenou matici této soustavy a pomoci elementarnich radko-

vych uprav ji pfevedeme na schodovity tvar.
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1 -2 -1 2 —-1]|2 0 -1 -3 3 =2|1

Poznamka:

e Pokud se v j-tém sloupci (upravené) matice nenachazi vedouci prvek zadného
radku, tak za volnou neznamou obvykle volime nezndmou z;.

e Pokud se v j-tém sloupci nachazi vedouci prvek néjakého radku, tak neznamou z;

vyjadiime pomoci néjaké volné neznamé.

Dostavame soustavu rovnic, v niz budou tfi volné neznamé. Zvolime-li za volné
neznamé napiiklad neznamé xs, x4, r3, pak lehce vyjadiime neznamé x,, xo takto:
T9 = —1 — 3x3 + 314 — 225

T = —51’3 + 41)4 - 31’5

T3,%4,T5 € R

Soustava rovnic mé tedy nekonecné mnoho feSeni tvaru

(=bx3 + 4xy — x5, —1 — 3x3 + 314 — 225, T3, Ty, T5).

(3) Vypocitejte nasledujici soustavy linearnich rovnic pomoci Gaussovy eliminaéni

metody.
a)
201+ 229 + Tx3 = 17
6x1 + Txo + 1813 = 38
—2x1 — dxo + 923 = 43
b)

{L’1—3{L’2—|—2{L’3—l’4—|—2l’5:2
3$1—9$2+7$3—$4+3$5:7

221 — 629 + Txs + 414 — D5 =7 [14]
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T+ 2o+ 23 +24+ 25 =15
201 + 3y + 43 — x4 — x5 = 11
T1+ 3x9 —4wg + Sx4 + 205 =7
2x1 4+ o + 923 — Hry — 2205 = 10

1)1+2l’2—l’3+l’4—7l’5:5 [15]
(4) Uzitim Gaussovy elimina¢ni metody najdéte pro soustavu

{L’1—|—2{L’2—(L’3—(L’4:2
2$1—5$2+$3+3$4:1

4{L’1—{L’2—{L’3—|—21’4:5

a) vSechna feSeni

b) feSeni pro x5 = 1. [6]

Priiklad 4: Vyfeste nasledujici soustavu linearnich rovnic Gauss-Jordanovou eli-

minacni metodou.

{L’1—2{L’2—|—(L’3:0
3([)1 —51’2—21’3 =-3

71’1 — 31’2 + x3 = 16 [12]

Reseni: NapiSeme si rozsifenou matici soustavy a pomoci elementarnich radkovych

dprav ji prevedeme na redukovanou matici ve schodovitém tvaru.

1 -2 110 1 -2 110 1 -2 110

3 -5 2|3 |~(O0O 1 -5|-3|~]10 1 =5|-3

7 =3 1]16 0 11 -6/ 16 0 0 49]49
1 =2 1[0 1 =2 0] -1 1 0 0|3
~10 1 -=5(-3|~]10 1202 ~1 0102
0O 0 1|1 0 0 1]1 00 11
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Z matice je nyni hned vidét, Ze jednotlivé hodnoty neznamych jsou z; = 3,

To = 2,23 = 1. Resenfm soustavy je tedy usporadana trojice (3,2,1).

(5) Vypocitejte nasledujici soustavy linedrnich rovnic pomoci Gauss-Jordanovy eli-

minac¢ni metody.

a)

$1+£B2+2l’3:8
—r1 — 220+ 33 =1

3([)1 — 7([)2 + 4{[)3 =10 [1]

Ty — 229 + 323 =4
3([)1 — 5([)2 + 10([)3 =15
—2{[)1 —+ 4([)2 — 6([)3 = —8

T —61)2 =7

3x1 — 2x9 4+ dx3 — 624 =0
71’14—1’2-3([)3-4{[);1 =1
621 + Dxy — 1323+ 324 =1

21’1 — 131’2 + 401’3 — 161’4 =13 [8]
Priklad 5: Pomoci inverzni matice feSte soustavu linearnich rovnic:

5([)1 —81’2 =0

5([)1 + 4([)2 =6 [8]

Reseni: Soustavu linedrnich rovnic lze napsat ve tvaru AX = B, kde

5 -8 ) 0
A= X = B =

Y

5 4 i) 6

Protoze det A = 60 # 0, je matice A regularni, a tedy k ni existuje matice inverzni

A~ Inverzni matici A™! k matici A vypoéitame Gauss-Jordanovou metodou.
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5 =8(1 0 5 =81 0 15 0] 1 2 1 0| =

5 4]0 1 0 12|-1 1 0 12]-1 1 01;—21%
Tedy
1 2
Al — 15 15
=1 1
2 12

Reseni X soustavy urc¢ime tak, Zze maticovou rovnici vynasobime zleva inverzni ma-

tici. Dostaneme rovnici ve tvaru X = A7'B. Tedy

12 12

T % 15 oYy [ ) _[ 08
-1 1 6

Z2 2 12 6 12 0,5

Regenim soustavy je usporadana dvojice (0,8;0,5).

(6) Pomoci inverzni matice feSte soustavu linearnich rovnic:

a)

SL’1—|—III2—{L’3:1

T —$2+$3 = —1
—gtaytas=2  [13]
b)
l’l+4l’3 =—-1

2(L’1+(L’2+5(L’3:2

—I1 —31’3 =0

T1 + 229 — x5 — 204 = —2

201+ 20+ 23+ 24 =8
T1—To— T3+ x4 =1

T+ 229 + 2253 — 14 =4 [12]

(7) Urcete sloupcovy vektor X feSeni soustavy AX = B linearnich rovnic pomoci

inverzni matice A ™'
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011 |- X=]3 3]
00 1 0
b)
2 1 -2 8
32 4 [-X=| 15 [14]
5 4 —1 1
c)
1 -2 3 16
-1 2 1 [-X=| o
3 4 -2 14

Priklad 6: Pomoci Cramerova pravidla vypocitejte nasledujici soustavu lineédrnich

rovnic.

—X —41)2 +2l’3 + x4 = —32
201 — X9 + Tx3 + 924 = 14
—{L’1+IL’2+3{L’3+CL’4: 11

Ty — 21’2 + x3 — 41)4 =—4 [1]

Reseni: Nejdiive vypocitame determinant matice soustavy. Determinant si vzdy nej-

prve upravime podle Véty 1.7. tak, abychom ho mohli rozvést pomoci Laplaceovy

véty.
-1 -4 2 1 -1 -4 2 1
-9 11 11
2 =17 9 0 -9 11 11
-1 1 3 1 0 5 1 0
-2 1 -1
1 -2 1 -4 0 -6 3 -3
=31 22 O
—31 22
=-315 1 0]=3: =3.[-31—(5-22)] = —423
5 1
-2 1 -1
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Protoze je determinant této soustavy nenulovy, podle Véty 3.1. ma soustava jediné

feSeni. Toto TeSeni vypocitdme pomoci vzorce

.= i=1,2,3,4.
YT qet AT 3
32 -4 2 1 12 0 14 5
12 14 5
14 -1 7 9 25 0 10 10
11 1 3 1 11 1 3 1
18 7 -2
4 -2 1 -4 180 7 -2
114 63 0
114 63
=5-2-123 9 0|=5- = —2115
23 9
18 7 -2
_detAl_—2115_5
7 et A —423
1 -32 2 1 1 -32 2 1
—50 11 11
2 14 7 9 0 —50 11 11
detAy = = =-3-143 1 0=
1 11 3 1 0 43 1 0
~12 1 -1
1 -4 1 —4 0 —-36 3 -3
~182 22
—182 22
=—-3-| 43 1 0|=3- = —3384
43 1
~12 1 -1
_detA, —3384
27 et A —423
1 —4 -32 1 1 —4 -32 1
—9 —50 11
2 —1 14 9 0 -9 —50 11
detAg = = =-3-|5 43 0
1 1 11 1 0 5 43 0
92 12 -1
1 -2 —4 -4 0 —6 —36 —3
—31 —182 0
—31 —182
=-3.| 5 43 0l=3- = —1269
5 43
2 —12 -1
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U= Gt A T a3 O
-1 —4 2 -32 -1 -4 2 =32
-9 11 -50
2 -1 7 14 0 -9 11 -50
-1 1 3 11 0 5 1 43
-2 1 -12
1 -2 1 -4 0 -6 3 -—-36
13 0 82
13 82
=-3.17 0 55|=3- =423
7 55
-2 1 —-12
detA4 423 1
Ta = = = —
YT detA T —423

Tedy dané soustava mé jedno feSeni a to usporadanou ¢tverici (5,8,3, —1).

(8) Urcete feseni soustavy rovnic Cramerovym pravidlem.

a)

3(L’1+2(L’2+(L’3:5
2{L’1+3{L’2+l’3:1

21’1 + 20 + 31’3 =11 [15]

{L’1+CL’2+2{L’3+3(L’4:1

31’1—1’2—1’3—2{[)4:—4
2$1+3$2—$3—$4:—6
$1+2$2—3$3—$4 =—4 [5]

3([)1 —2([)2 +5(II3 —61’4 =0
7$1+$2—3$3—4$4: 1
621 + Dxy — 1323+ 324 =1

2{[)1 — 13([)2 + 40([)3 — 16([)4 =13 [12]
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Priklad 7: Reste nasledujici soustavu linearnich rovnic nad C:

(1= 2i)ay + (1 + 20)wy = 3+ 2

Bay — (22 + 9i)zy = —39 — 18i.

Reseni: NapiSeme rozsifenou matici soustavy a pomoci elementarnich fadkovych

dprav ji pfevedeme na schodovity tvar.
1—2q 1423 3+ 2 1—2i 14+2i| 3+2i
5 —(2249i) | —(39 + 18i) 0 45— 257 | 90 — 507
Z posledniho rfadku vyjadiime neznamou xy:

90 —50i  2(45—25i)
45 —25; 45 —25i

T2
Z prvniho tadku vyjadiime neznamou xi:
(1-20)11=3+2i—2—4i=1-2i
T =1

Regenim dané soustavy je usporddand dvojice (1,2).

(9) Reste zadané soustavy linearnich rovnic nad C: [11]
a)
(1 —2i)a + (24 3i)ag = 8+ 5i

(1 — 4i)ay + (1 + 20wy = 5 — 2

1=z +(1+0)za+ (1+i)z3=0

(1+i)$1+$2+i$3:0

1+ (1 +1i)xy +ixg =1
(1 —d)x;+ (1 +3i)ze+ (—1+i)xz3=0

Q+d)rr+(-1—i)r+az3=1—1
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Priklad 8: Nad polem Z5 Feste nésledujici soustavu linearnich rovnic:

3(L’1+2(L’2+{L’3:2
2$1—$2+4$3:0

1 +3xy — 223 =1

Reseni: Nejprve zapiSeme rozsifenou matici soustavy a upravime ji pomoci elemen-

tarnich dprav na schodovity tvar.

1 3 =211 1 3 =211 1 3 —-2] 1
3 2 1]2 ~ 0 3 214 | ~ 0 3 2| 4
2 -1 4]0 0 3 3|3 00 1]-1
Posledni fadek v matice mé tvar x3 = —1 = 4. Z prostfedniho Ffadku lze vyjadrit

neznama Ts:
31’2:4—21’3:4—8:—4:6
Ty = 2
Z prvniho fadku dostavame

1 =14+8-6=23

Resenim soustavy rovnic v Zs je usporadana trojice (3,2,4).

Priklad 9: Udejte piiklad soustavy linearnich rovnic nad (Zs, +, -), kterd mé pravé
t1i TeSeni.

Reseni: Soustava muze byt napt. tvofena dvéma rovnicemi o tfech neznamych, to
znamend, ze jedna z neznamych bude volnou nezndmou. Tato soustava muze byt ve

tvaru

1 +r2+23=0

21’1 —2$2+$3 = 0.

NapiSeme si rozsifenou matici soustavy a pomoci elementarnich fadkovych tuprav ji

prevedeme na redukovanou matici ve schodovitém tvaru.

1 1 110 1 1 1|0 1 1 1|0 1 0 0]0
2 =2 10 0 2 2|0 01 1]0 01 1]0
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Dostavame soustavu rovnic, v niz bude jedna volna neznama. Zvolime-li za volnou

neznamou neznamou rs, pak vidime, ze:

.’1)'1:0
To = —1'3:21’3
T3 € 73

ReSeni soustavy méa tvar (0, —z3, x3). Za neznamou xs postupné dosadime prvky z

pole Zs a dostaneme pravé t¥i feSeni dané soustavy: (0,0,0), (0,2,1), (0,1,2).

(10) Udejte piiklad soustavy linearnich rovnic, kterd ma:
a) prave tii reseni
b) pravé dvé feseni

c) praveé Sest feseni

Piiklad 10: Reste soustavu linearnich rovnic

ary + o+ w3 =1

r1+axs, +x3 =a

x1+:172+aa:3:a2

v zavislosti na realném parametru a € R.
Reseni: Nejdiive napiSeme rozsifenou matici soustavy a prevedeme ji na schodovity
tvar. V tomto pripadé si prohodime rovnice tak, aby byl parametr ¢ u neznamé x,

na poslednim Fadku matice.

1 1 ala? 1 1 al a?

1 a 1| a ~1 0 a—-1 1—ala—d*> | ~

a 1 1|1 0 1—a 1—a*|1-a°
1 1 a a?
~10 a—1 1—a a — a? ~

0 0 2—a—a?|l1+a—a*—d°

1 1 a a?
~1 0 1—a a—1 a’?—a
0 0 a?+a—-2|ad*+a®>—a—1

37



1 1 a a?
~1 0 1—a a—1 a’?—a

0 0 (a+2)(a—1)|(a+1)2*(a—1)

Podle Frobeniovy véty plati, ze:

e h(A)=h(A") =3, prave kdyz (a +2)(a—1) #0 & (a+2) #Z0A (a—1) #0 &
a#—2Na#1.. pravé jedno FeSeni

e h(A) = h(A') < 3, pravé kdyZ (a — 1) =0 < a = 1 ... nekoneéné mnoho Fegeni
o (A) # h(A"), prave kdyz (a +2)(a—1)=0A (a+1)*(a—1) #0 & a= -2
... neexistuje reSeni

(1) Necht a # —2 A a # 1. Pak

(a+2)(a— 1z =(a+1)*(a—1)

_ (a+1)?
T3 = a+2

(1—a)ra+(a—1)z3=0a*>—a

(1 — Q)QEQ = a(a — 1) — —(a—l)(a+1)2

a+2
o = D o a’42atl-a’~2a _ 1
27 a2 - a+2 T a+2
Ty + 29 + axs = a?
1= a2 1 a(a+1)? _ ¢34242-1-a%-2a%2—a __ _l4a
1= a+2 at+2 a+2 - a+2

_14a 1 (at1)?
a+2’ a+2’ a+2

V tomto piipadé je FeSenim uspofadana trojice ( ). Zélezi tedy pouze

na vybéru hodnoty parametru a.

(2) Necht a = 1. Pak posledni dva radky matice maji tvar
0=0

(1—a)zs+ (a—1zz3=0a*—a

0=0.
Z prvniho tadku matice dostavame

Ty + 29 + axs = a?
l’1+l’2+l’3:1

,1’1:1—1)2—1)3.
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Neznamé x,, x5 volime za volné nezndmé. Potom TeSenim soustavy je v tomto pii-

padé usporadand trojice (1 — zg — 3, T2, T3).

Priiklad 11: Vyteste nésledujici linedrni soustavu rovnic s parametrem p € R po-

moci Cramerova pravidla.

$1+l’2+$3:1
Ty +pro+ar3=1

pr1i+Te+a3=1 8]

Reseni: Nejdiive vypocitame potifebné determinanty. V tomto piipadé to budou

¢tyTi determinanty:.

111 1 1 1
0 p-—1 )
detA =11 p 1|l=| 0 p—-1 0|= =—(p—1)
p—1 0
p 1 1 p—1 0 0
111 1 1 1
p—1 0

detAy =11 p 1|=10 p—1 0| = =0

detAs =11 1 1/ =0

Poznamka: Lze vyuzit Vétu 1.7., kde se v bodé (5) tika, Ze pokud ma determinant
dva sloupce (fadky) stejné, tak je roven nule. Tedy vypocet determinantti matic A4

a A, je zbytecény!

11 1
detAs =1 p 1| =detA =—(p—1)*
p 1 1
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Diskuze reSeni:

o detA = —(p—1)? = 0, tj. p = 1. Podle Poznamky za Vétou 3.1. ma tedy dana
soustava nekonecné mnoho feSeni.

Dostaneme tii rovnice, které jsou totozné, a tedy z nich muZzeme ponechat pouze

jednu. Ta ma tvar:
T+ X2+ 23 = 1

Volime TeSeni v zavislosti na nezndmych x, a x3, které oznac¢ime za volné neznamé.
Resenim je tedy usporadand trojice (1 — xy — x3.22, T3), T2, T3 € R.

o detA = —(p—1)2#0, tj. p # 1. Podle Véty 3.1. existuje pravé jedno feSeni.

_ detA; __ 0 _
T1 = getA — —(p—1)2 — 0
_ detAs 0 _
T2 = GetA — —(p—1)2 — 0
__ detAs __ _(p_1)2 _
T3 = JetA — —(p—1)2 — 1

Regenim je usporadana trojice (0,0,1).

(11) Urcete TeSeni soustav linearnich rovnic v zavislosti na parametru p € R.

a)

pr1+ 3r9 =4

—T +2l’2 =5

pr1 —4x9 —x3 =0
41’1—61’2—3([)3:0

T1+ 2o —pr3 =0 4]

pr1 + T2 + 73 =1
Ty +pro+a3=1

l’1+l’2+pl’3:1
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—pr1+ T2+ T3+ x4 =2
T1— Pro+ a3+ T4 =2
l’1+l’2—pl’3+l’4:2

T1+ T2+ T3 —pry =2 8]

Priklad 12: Zjistéte, zda jsou vektory a = (1,2,3), b = (2,2,1), ¢ = (3,—1,4),
d = (4,2, —1) linearns zavislé ¢i nezavislé v prostoru R3.

Reseni: Hledame ri1,79, 73,74 € R tak, aby platil vztah ria+rob+r3c+r,d = o, tj.
r1(1,2,3)4+7r2(2,2,1)+7r5(3, —1,4)+r4(4,2,—1) = (0,0, 0). Dostavame tedy soustavu

linearnich rovnic

r1+2ry +5r3 +4ry, =0
27’1+2’f’2—7’3+27’4:0

3ry +ry+4rsg —ry =0,

kterou fesime Gaussovou eliminac¢ni metodou:
1 2 3 410 1 2 3 410 1 2 3 410
2 2 -1 210 |~ 0 -2 =7 —6|0 |~ O 2 7 6|0
3 1 4 —110 0 -5 =5 =130 0 0 25 410

Soustava mé& méné rovnic nez neznamych, tedy ma nekoneéné mnoho teseni. Mezi

feSeni je i FeSeni nenulové, a proto jsou vektory linearné zéavislé.

Poznamka: étyfi vektory v R? jsou vzdy linedrné zavislé.

(12) Zjistéte, zda jsou linearné zavislé nebo nezavislé vektory:
a)a=(1,2,3),b=(-2,-3,1), c = (1,2,-2)
b)a=(1,1,-3), b= (vV2,v2-2,-3v2-3), c = (2,4, -3)
c)a=(1,4,7),b=(1,1,1), c = (4,-2,-3)

(13) Urcete k € R tak, aby vektory u, v, w byly linedrné nezavislé.
a)u=(1,1,1), v=(2,k3), w=(1,4,6)
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(14) Rozhodnéte, zda vektor v je linearni kombinaci vektoru uy, ug, us. Stanovte

koeficienty linearni kombinace:
u; = (17 L, 1)’ Up = (17 L, _1)’ Uz = (17 -1, 1)’ V= (27 -1, 1) [13]

(15) Najdéte vSechny hodnoty k € R tak, Ze vektor v je linearni kombinaci vektortu
uy, Uy, us, jestlize

a)u; = (2,3,5), up =(3,7,8), ug = (1,—6,1), v=(7,-2,k)

b)u; =(2,3,7),us =(3,2,5),us = (1,1,2), v= (9,7, k)

c)u =(3,2,6), uy = (7,3,9), uz = (10,2,6), v = (k, 4, 10)

(16) Rozhodnéte, zda zadané vektory tvori bazi vektorového prostoru V', je-li
a) V= Rg, u; = (27 172)’ Uz = (_3707 1)’ us = (57473) [11]
b) V= R4) u; = (1727374)’ U = (372787 1)’ U3 = (27 17374)’ Uy = (5747572)

Priiklad 13: Urcete soufadnice vektoru v € V vzhledem k béazi B, jestlize
v=(1,-1,0),V=R3 B = {(1,1,2),(2,1,1),(—1,2,1)}. [13]
Reseni: Souradnicemi vektoru v vzhledem k bazi B rozumime usporadanou

n-tici (z1, z2, z3) € R3, takovou, Ze plati
V= (17 _170) = 271(1, 17 2) + 272(2, 17 1) + l’g(—l, 27 1)
Tedy

l’l+2l’2—l’3:1
$1+$2+2$3:—1

2{L’1+CL’2+{L’3:0.

Tuto soustavu fesime Gaussovou elimina¢ni metodou:

1 2 —-1|1 1 2 =111 1 2 —1]1
11 2|{-1 |~ 0 -1 3|-2|~]01 =3|2
21 110 0 -3 3|-2 0 0 —614



Z posledni matice miiZzeme urcit feseni soustavy rovnic.

2

,1'3:—5
{L’2:2—2:0
2]
T T3T

Soufadnicemi vektoru v vzhledem k béazi B je usporadana trojice {v}g = (5,0, —%).

(17) Naleznéte soutfadnice vektoru v € V' vzhledem k bazi B, jestlize v = (2,1,1),
V=R B=1{(2,1,2),(-3,0,1),(5,4,3)}.

Priiklad 14: Urcete vSechny hodnoty parametri a € R, pro které vektory
u = (2,0,2a), uy = (1,7a,0), ug = (a — 2,3, -2)
tvoif bazi vektorového prostoru R3.
Reseni: Aby vektory tvorily bazi vektorového prostoru, tak museji byt linearns ne-
zévislé. Tedy z rovnosti
Ty + Tl + T3U3 = O,
musi plynout, Ze z; = o = x3 = 0. Dany vztah lze pfepsat do nésledujici homogenni

soustavy linearnich rovnic

2x1 + 22+ (a — 2)x3 =0
Taxs + 3x3 =0

2ax1 — 2x3 =0,

kterou pomoci Gaussovy elimina¢ni metody vyfesime.

2 1 a—210 2 1 a—210
0 7a 310 | ~] 0 T7a 310 | ~
2a 0 -210 0 —a —a*>+2a—210
2 1 a—210
~1 0 7a 310

0 0 7a®>—14a+11(0
Podle Véty 2.2. ma homogenni soustava nulové feSeni, pravé kdyz hodnost matice

A soustavy je rovna tiem. Vyraz 7a? — 14a + 11 je rizny od nuly pro kazdé a € R
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(D =196 — 308 = —112 < 0).
Z druhého tadku matice je ziejmé, ze jeji hodnost je rovna tfem, pravé kdyz a # 0.

Vektory uy, us a us tvorf bazi vektorového prostoru R? pro a € R — {0}.

(18) Urcete vSechny hodnoty parametri a € R, pro které zadané vektory tvoii
bézi vektorového prostoru V.

a) V=R%*u, = (a,a), uy = (1,-1) [§]

b) V =R3, u, = (2,3,a), us = (3,4,2a), uy = (5,8, 1 + 2a) [11]

c) V=R3u =(1,0,a),us = (1,a,0), us = (a — 1,1,1) [§]

Priiklad 15: Naleznéte bazi a dimenzi vektorového prostoru V' vSech feseni ho-

mogenni soustavy linearnich rovnic:

31’1+l’2—2l’3+6l’4 =0
5x1 + 629 — 323 + 924 =0
3([)1 + 14([)2 — I3 + 3([)4 =0. [11]

Reseni: Piiklad budeme fesit pomoci Véty 2.3. Nejdiive soustavu upravime pomoci

Gaussovy elimina¢ni metody na schodovity tvar.

3 1 -2 610 3 1 -2 6|0
5 6 -3 9]0 |~ 0 13 1 =30 |~

3 1 =2 610

0 13 1 -3|0
3 14 -1 3]0 0 13 1 —-3|0

Za volné nezndmé si zvolime nezndmé x9, x4 a pomoci téchto volnych neznamych

uréime ihned z posledni matice i zbylé neznamé:
I3 — 3([)4 — 13([)2

3([)1 = —x9+ 6([)4 — 26([)2 — 6([)4 = —271’2
I = —91’2
Regenim dané soustavy je tedy usporfadané ¢tvefice (—9xq, z9, 314 — 1319, x4),
To,Ty € R.
Hodnost matice soustavy je h = 2, pocet neznamych je n = 4, tedy
dimV =4 — 2 = 2, coz je pravé pocet volnych neznamych. Pokud je dimenze vek-

torového prostoru V' rovna dvéma, tak potom existuji dva vektory baze.
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Vektory uy, ug, které tvori bazi prostoru V', ziskame, kdyZ za neznamé o, x4 zvolime
napriiklad:

o1y =0,24=1,tj. u; =(0,0,3,1)

ey =1 2,=0,tj u=(-9,1,-13,0).

Tedy V' = [uy, uy] a bazi prostoru V' je mnozina {(0,0,3,1),(—9,1,—13,0)}.

(19) Urcete bazi a dimenzi vektorového prostoru V' vsech feSeni homogenni sou-

stavy rovnic:

a)
1+ 4y — 323 =0
T, —3x9 — 23 =0
201 + 19 — 423 =0 8]
b)
.’171+51'2+5£L'3+.'174:0
2(E1-|-ZL'2+4£IZ'3+.’L‘4:0
3rx1+4xy +x3+24 =0
3x1+3x2+2x3+x4:0
c)
2$1+7$2+4$3+5ZE4+8$5:0
4.’L‘1+4372+81’3+5{L'4+43?5 =0
1'1—9$2—3333—51'4—14$5:0
3$1+5$2+7$3+5$4+6$5 =0 [15]
d)

3x1+ 31y — 23+ 1424 =0

221 4+ 3x9 —x3+ 624 + 325 =0
3z + 6x9 — 223 + 424 + 925 =0
921 + 629 — 223 + 2024 + 325 = 0

4x1 + 919 — 33 + 224 + 1525 = 0 [11]
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Priiklad 16: Naleznéte soustavu homogennich rovnic nad R, jejiz mnozina feSeni je
rovna podprostoru V' vektorového prostoru R?*, kde V' = [uy, uz, us) a

w = (2,-4,5,3), up = (3,—6,4,2), us = (4, —8,17,11). [7]

Reseni: Nejprve vytvorime homogenni soustavu t¥i linearnich rovnic o ¢tyfech ne-
znamych, kde koeficienty u neznamych jsou slozky vektoru dané baze. Dale najdeme
bézi vektorového prostoru vsech feseni této soustavy. Slozky vektorti nové béaze pak
budou tvorit koeficienty u nezndmych v hledané soustavé.

Nejprve tedy fesime soustavu linearnich rovnic:

201 —4x9 + br3+ 324 =0
3([)1 — 6([)2 —|—4CII3 —|—2(L’4 =0

41 — 8xg + 1723+ 1124 = 0.

Pak
2 —4 5 310 2 -4 5 3|0
2 —4 5 3|0
3 -6 4 2/0|~]10 0 -7 =5|0 |~
0 0 7 5|0
4 -8 17 1110 0O 0 7 5|0

odtud zvolime xs, x3 za volné nezndmé a pomoci téchto volnych neznamych uréime

z posledni matice i zbylé neznamé:

5([)4 = —7([,’3
7
Ty = ——
4 5£E3
1

2
2$1 = 41’2 — 5([)3 + gl’g = 41’2 + gl’g
T = 229 + gl’g.

Resenim dané soustavy je tedy uspofadané ¢tverice (2zo + %273, To, T3, —%xg).

Baze podprostoru feseni této soustavy je napiiklad
u; = (2, 1, 0, 0), Uy = (2, 0, 5, —7)
Hledané soustava linearnich rovnic je pak napiiklad:

2{L’1+l’2:0

2x1 + bxy — Txy = 0.
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(20) Naleznéte soustavu homogennich rovnic nad R, jejiz mnozina feSeni je rovna
podprostoru V' vektorového prostoru R*, kde V = [uj,up,u3] a u; = (3,1,1,4),

u; = (27 37 57 6)’ us = (37 87 147 14)

(21) Uvazujme elektricky obvod jak je vyznaceny na obrazku

AL B L
I
10 20 ()
109
|| I . | ||
D 1] E WM F
10V 5V

Chceme-li ur¢it hodnoty elektrickych proudu Iy, I, I3, tak vyuzijeme fyzikdlni za-
kony:

(1) Ohmiiv zdkon: Napéti je rovno soucinu proudu a odporu: U = [ R.

(2) Kirchhoffiv zikon o proudu: Soucet proudt vstupujicich do uzlu se rovna souctu
proudu z uzlu vystupujicich.

(3) Kirchhoffiv zdkon o napéti: Soucet napéti ve smycce je roven nule. [9]

Z Kirchhoffova zakona o proudu lze vytvofit rovnici k uzlu B. Kirchhoffuv zakon
o napéti (spolu s Ohmovym zakonem) pro smyc¢ku DABE a smyc¢ku EBCF vytvori
dalsi dvé rovnice. Tyto tii rovnice davaji dohromady soustavu tfech rovnic o tfech

neznamych.

(22) Ze znamych zatézovacich odporu a svorkovych napéti urcete vypoctem elek-
tromotorické napéti foto¢lanku Ug a jeho vnitini odpor R;.

Za odpory Rz a Ry dosadte hodnoty: Rz = 10k, Ry = 100k€).

K vypoctu Ug a R; pouzijte nasledujici vztahy

Ug=R;J, +U; U = Ry Jy

Up = RiJy + Uy; Uy = R?,VJFRRZZ Jo
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llem] | Ellz] | Uy[mV] | Us[mV] | Ji[pA] | Jo[uA] | Ue[V] | R[]

7 6410 460 460
12 | 2020 390 380
30 324 260 220

Tabulka 4.1: Zadané hodnoty

Vypoctené hodnoty dopliite do tabulky:.

4.2 Vysledky

(1)

a) h(A) =2, h(A') = 3 => soustava nem4 fesenf

b) h(A) = h(A') =3 => (2,3,5)

c) h(A) =2, h(A') = 3 => soustava nemé FeSeni

d) h(A)=h(A")=2=> s —3t,1-L1s— Lt st), s,teR
e) h(A) = h(A") =4 => (1,-4,0,2)

2)

a) (21’3,41’3,1’3),1’3 € R; b) (1_7315& %{L’g,l’g),l’g S R; C) (07 07 070); d) (%{L’g—
21’4, T3, 1'4), X3, Ty S R? e) (07 07 07 07 0)

5
5L4, —3x3+

(3)
a) (2,—4,3); b) (3zy+ bxy — 8x5, 9, 1 — 2wy + 3x5, 24, T5), T2, T4, T5 € R; ¢) soustava

nema4 reseni

(4)
a) (1 + x9, 29, —1 +322,0), 20 € R; b) (2,1,2,0)

(5)
a) (3,1,2); b) (5,2,1); ¢) (1,1,1,1)

(6)
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a) (0,2,1);b) (3,1,-1); ¢) (1,2,1,3)

(7)

1 -1 0 2
aA) A =0 1 -1 [;X=]|3
0 0 1 0
2 -1 0 1
At=| s [iX= |
N 4
.- ;
cgAT = Z L L X=11
i 0 3 4

(8)
a) (2,-2,3); b) (=1,-1,0,1); ¢) (1,1,1,1)

(9)

a) (2,3); b) ((1 +1i)xe, x2, (—2 4 i)z2), 22 € C; c) soustava neméa Feseni

(10)
a) nad (Zs, +, -)

T1+To — T3 = 0
2$1+$2+2$3 =0
Ty ...volnd neznama, feSeni (0, xo, —2x2)
x2=0:(0,0,0); 2o =1:(0,1,1); z2 =2:(0,2,2)

b) nad (Zs, +, -)

{L’1+CII2:0

Ty ...volnd neznama, feSeni (—x3, T2)
2o =0:(0,0); 2o =1:(1,1)

c) soustava neexistuje

(11)
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a) zadné feseni pro 2p+3 = 0, jedno feSeni v zéavislosti na parametru p pro 2p+3 # 0

7 5p+4
ve tvaru (—m, M)

b) jedno feSeni pro p # 2 a p # % tvaru (0,0,0), pro p = 2 nekone¢né mnoho reSeni
tvaru (3xs, o, 275), pro p = % nekonec¢né mnoho reSeni tvaru (%1)3, —%1'3,1)3)

c) soustava nemd feSeni pro p = —2, nekonecné mnoho FeSeni pro p = 1 tvaru

1 1 1 )

(1 — x9 — x3, 79, x3), pravé jedno feseni pro p # —2 a p # 1 tvaru (m, o3 512

d) pro p = 3 soustava nem4 feSeni, nekonetné mnoho FeSeni pro p = —1 tvaru
(2 — x9 — T3 — T4, Tg, X3, T4), T2, T3, T4 € R, jediné feSeni pro p # 3 a p # —1 tvaru
(_L 2 _ 2 _L)

p—3’ p-3’> p-3° p-3
(12)
a) (0,0,0) => vektory jsou linearné nezavislé
b) (-2 — \/5):53, x3,T3) => soustava ma nekone¢né mnoho feseni, tedy i nenulové,
a proto jsou vektory linearné zavislé

c) (0,0,0) => vektory jsou linearné nezéavislé

(13)
a) vektory jsou LN pro k € R — {2,2}; b) LN pro libovoln¢ k € R; ¢) LN pro
keR-—{2}

(14)

v=_0x; + %uz + %ug, koeficienty linearni kombinace jsou r; = 0,7 = %, ry = %

(15)

a)k = 15; b) pro libovolné k € R; ¢) soustava nemé feSeni pro zadné k € R
(16)
a) vektory jsou LN, tudiz tvori bazi vektorového prostoru; b) LN vektory, které tedy

tvori bazi

(17)

{x}p = (%’_%%)
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(18)
a)a € R—{0};b)aeR;c)aecR—-{-1,0,2}

(19)
a) dimV = 1, béze je napr. (£2,1,1)

b) dim V' = 0, baze neexistuje

¢) dimV = 2, baze je napi. (1,2,1,-4,0),(2,0,0, —2,1)

d) dim V = 3, béze je napt. (3,0,9,0,1), (—8,0,—10, 1,0), (0, 1,3,0,0)

(20)

2 6 13 10 ).

Resenim soustavy je uspoirddana ¢tvetice (7553 — 2X4, —F Ly — Ty, T3, Ty

Baze podprostoru feseni této soustavy je napiiklad
u; = (—6,—10,0,7),uy = (2,—13,7,0).

Hledané soustava linearnich rovnic je pak napiiklad:

—61’1 — 101’2 + 71’4 =0

2{[)1 — 13([)2 + 7([)3 =0.

(21)
llem] | JilwAl | L[p#A] | Us[V] | R:[0]
7 4.6 50,6 0.46 0.00
12 3.9 41,8 0.39 263,85
30 2.6 24,2 026 | 185185
(22)

Kirchhoffuv zédkon o proudu: Iy + I, — I3 =0
Kirchhoffiv zakon o napéti pro smycku DABE: 107; — 1015 = 10
Kirchhoffuv zékon o napéti pro smycku EBCF: 1015 + 2013 = 5

1 1 -1]0
10 =10 0110
0 10 205

Resent: I = 0,7A, I, = —0,3A, I; = 0,4A
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V ramci této bakalarské prace jsem se zabyvala problematikou soustav linearnich
rovnic a vytvofenim sbirky tloh, kterd by mohla slouzit jako pomocny material
pro studenty a ucitele matematiky pii vykladu tohoto tématu. Vyuziti je mozné
napiiklad pro stfedni skoly s rozsifenou vyukou matematiky, do hodin volitelnych
seminaii matematiky nebo pro studenty vysokych skol, ktefi skladaji zkousku z
matematiky.

Cilem prace bylo vytvorit prehled nékolika metod Feseni soustav linearnich rovnic,
zkoumat jejich TeSitelnost a vytvorit sbirku tloh, ve které se nachéazeji jak feSené,
tak nefesené piiklady s vysledky.

V zévéru sbirky se objevuji i ilohy praktické, jejichz feseni vede na vypocet soustavy
linearnich rovnic.

P1i psani bakalaiské prace jsem vyuzila a prohloubila své znalosti z vysoké skoly a

psani v programu LATEX.
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