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Katedra matematiky

Metoda Monte Carlo
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Anotace

KREJCAROVÁ, G. Metoda Monte Carlo. Hradec Králové, 2016. Bakalářská práce na

Př́ırodovědecké fakultě Univerzity Hradec Králové. Vedoućı bakalářské práce Mgr. Jitka

Kühnová, Ph.D.. 43 p.

Ćılem práce bude pojednat o metodě Monte Carlo, která k hledáńı řešeńı úloh r̊uzného

typu použ́ıvá statistickou simulaci náhodných jev̊u. Protože r̊uzných aplikaćı této metody

je velké množstv́ı, soustřed́ı se práce jen na některé z nich, zejména na odhady hodnot

parametr̊u nebo výpočty integrál̊u. Kromě samotného popisu metody Monte Carlo bude

v práci přibĺıženo historické pozad́ı jej́ıho vzniku. V praktické části práce budou popsané

metody simulovány pomoćı jazyka R.
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An aim of the thesis is to describe Monte Carlo method, which uses statistic simulation

of random events for finding the solution of diferent problems. The thesis focus on some

of the aplicatons of this method, especially on estimation of parameter values or integral

calculation. In this thesis we can see a description of this method and its history. Described

methods are simulated using R language.
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Úvod

Pro řešeńı široké škály problémů v r̊uznorodých oborech se dnes použ́ıvá spolu s výpočetńı

technikou numerická matematika. Často by tyto úlohy nebyly v̊ubec řešitelné, avšak některé

metody nám pomáhaj́ı dospět alespoň k přibližným výsledk̊um. Právě jednou z nich je

statistická metoda Monte Carlo, o které tato práce pojednává. Hlavńım ćılem je přibĺıžit

čtenář̊um princip metody a ukázat i jej́ı praktické využit́ı s pomoćı generováńı náhodných

č́ısel v jazyce R.

Práce je rozdělena na teoretickou část metody Monte Carlo, která je popsána v prvńı

kapitole, a na praktickou část, která je rozdělena do dvou kapitol – Odhad Ludolfova č́ısla

a Výpočet jednorozměrného integrálu. Práci pro názornost doplňuj́ı obrázky, které jsou

vypracované v programu Geogebra.

Abychom mohli v̊ubec vysvětlit podstatu metody, je nutné nejprve zmı́nit základńı

vztahy z oblasti pravděpodobnosti a statistiky [1], [2], [3], [4], [5]. Dále je v práci zpracována

hlavńı myšlenka a postup metody Monte Carlo podle [6], [7] a [8]. Konec prvńı kapitoly

je věnován historii metody [9], [7], která začala už v roce 1777. Přesněǰśı formulaci źıskala

potom v pr̊uběhu druhé světové války pro vyřešeńı problémů
”
života neutronu“, avšak zde

jej́ı využit́ı nekonč́ı.

V druhé kapitole si řekneme o zp̊usobu odhadnut́ı Ludolfova č́ısla π metodou Monte

Carlo [9] [7] a ukážeme si konkrétńı aplikaci tohoto problému v jazyce R.

Třet́ı kapitola je věnována vypočteńı několika typ̊u jednorozměrných integrál̊u [2], [5],

které opět odhadneme pomoćı jazyka R a můžeme sledovat, jak se naše výsledky měńı s

nar̊ustaj́ıćım počtem vygenerovaných náhodných č́ısel.
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Kapitola 1

Metoda Monte Carlo

1.1 Úvod do teorie

Než ukážeme, v čem spoč́ıvá podstata metody Monte Carlo, zadefinujeme si některé pojmy,

se kterými se budeme v pr̊uběhu práce potkávat.

Jevové pole: Mějme neprázdnou množinu Ω. Systém podmnožin A množiny Ω nazveme

jevové pole, jestliže plat́ı:

• Ω ∈ A,

• jestliže A,B ∈ A, pak i A−B ∈ A,

• jestliže A,B ∈ A, pak i A ∪B ∈ A.

Prvky jevového pole budeme označovat jako náhodné jevy.

Pravděpodobnost: Mějme neprázdnou množinu Ω a k ńı př́ıslušné jevové pole A. Funkci

P : A → R, pro kterou plat́ı

• P (A) = 0 pro všechna A ∈ A,

• P (Ω) = 1,

• jestliže A1, A2, · · · ∈ A jsou po dvou disjunktńı množiny, pak P (
⋃∞
n=1An) =∑∞

n=1 P (An),
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nazveme pravděpodobnost. Trojici (Ω,A, P ) budeme nazývat pravděpobnostńı pro-

stor.

Klasická pravděpodobnost: Klasickou pravděpodobnost použ́ıváme pro pokusy s konečnou

množinou možných výsledk̊u, které mohou nastat se stejnou pravděpodobnost́ı. Kla-

sická pravděpodobnost je potom definována následovně:

P (A) =
m

n
,

kde m je počet výsledk̊u náhodného pokusu, které jsou př́ıznivé jevu A a n je počet

všech možných výsledk̊u náhodného pokusu.

Geometrická pravděpodobnost: Necht’ Ω je borelovsky měřitelná podmnožina Rn, tj

Ω ∈ Bn, která má kladnou a konečnou Lebesgueovu mı́ru µ. Necht’ A je tř́ıda všech

borelovských podmnožin množiny Ω. Na A definujeme funkci P takto:

P (A) =
µ(A)

µ(Ω)
, A ∈ A.

Náhodná veličina: Necht’ je dán pravděpodobnostńı prostor (Ω,A, P ). Reálnou funkci

X : Ω → R nazveme náhodnou veličinou, je-li tato funkce A-měřitelná, tj. jestliže

pro každé x ∈ R plat́ı:

{ω ∈ Ω : X(ω) 5 x} ∈ A.

Rozděleńı náhodné veličiny: Jaké má náhodná veličina rozděleńı, nám určuje distribučńı

funkce. Tu definujeme jako funkci F , která je dána vztahem

∀x ∈ R : F (x) = P (X 5 x),

kde P (X 5 x) znač́ı P ({ω ∈ Ω : X(ω) 5 x}).

Diskrétńı náhodná veličina Náhodná veličina X s distribučńı funkćı F (x) se nazývá

diskrétńı, pokud existuje neprázdná, nejvýše spočetná podmnožina N reálných č́ısel

a funkce p : R→ R, pro kterou plat́ı
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• p(x) > 0 pro x ∈ N a p(x) = 0 pro x ∈ R−N

•
∑

x∈R p(x) =
∑

x∈N p(x) = 1

• ∀x ∈ R je F (x) =
∑

t5x p(t).

Funkci p(x) nazýváme pravděpodobnostńı funkce náhodné veličiny X.

Spojitá náhodná veličina: Náhodná veličinaX se nazývá spojitá, pokud existuje nezáporná

borelovská funkce f taková, že pro každé x ∈ R plat́ı

F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt.

Funkci f nazýváme hustota náhodné veličiny X a plat́ı

• f(x) = dF (x)
dx

,

•
∫∞
−∞f(t) dt = 1.

Náhodný vektor: Necht’ je dán pravděpodobnostńı prostor (Ω,A, P ). Zobrazeńı

X : Ω→ Rn,

které je A-měřitelné, se nazývá (n-rozměrný) náhodný vektor.

Aritmetický pr̊uměr: Necht’ X1, X2, . . . , Xn je posloupnost náhodných veličin. Potom

náhodná veličina

Xn =
1

n
(X1 +X2 + · · ·+X2)

se nazývá aritmetický pr̊uměr.

Středńı hodnota: Mějme diskrétńı náhodnou veličinu X, která má pravděpodobnostńı

funkci p(x). Jestliže suma konverguje, potom

E(X) =
∞∑

x=−∞

xp(x)
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se nazývá středńı hodnotou náhodné veličiny X.

Pokud bychom uvažovali spojitou náhodnou veličinu s hustotou f(x) a pravděpodobnostńı

prostor (Ω,A, P ), jej́ı středńı hodnota by vypadala takto:

E(X) =

∫ ∞
−∞

xf(x) dx,

jestliže integrál
∫∞
−∞xf(x) dx konverguje.

Rozptyl: Mějme náhodnou veličinu X. Pokud středńı hodnoty existuj́ı, potom

D(X) = E[(X − E(X))2]

je rozptyl náhodné veličiny X.

Směrodatná odchylka: je definována jako odmocnina rozptylu náhodné veličiny (
√
D(X)).

Konvergence podle pravděpodobnosti Mějme posloupnost náhodných veličinX1, X2, . . .

s distribučńımi funkcemi F1(x1), F2(x2), . . . a náhodnou veličinu X s distribučńı

funkćı F (x). Necht’ jsou všechny tyto veličiny definované na stejném pravděpodobnostńım

prostoru (Ω,A, P ). Posloupnost náhodných veličin Xn konverguje k náhodné veličině

X podle pravděpodobnosti, právě když pro všechna ε > 0 plat́ı

lim
n→∞

P (|Xn −X| 5 ε) = 1.

Slabý zákon velkých č́ısel: Řekneme, že posloupnost náhodných veličin (Xn)∞n=1 splňuje

slabý zákon velkých č́ısel, jestliže plat́ı:

lim
n→∞

P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

(Xi − E(Xi))

∣∣∣∣∣ > ε

)
= 0,

pro všechna ε > 0.

Věta 1 (Čebyševova věta). Pro libovolnou náhodnou veličinu X se středńı hodnotou E(X)

a rozptylem D(X), je pravděpodobnost, že absolutńı hodnota |X − E(X)| nabude hodnoty

menš́ı než libovolné ε > 0:

P (|X − E(X)| < ε) = 1− D(X)

ε2
.
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Věta 2 (Chinčinova věta). Necht’ X1, X2, . . . je posloupnost nezávislých, stejně rozdělených

náhodných veličin s konečnou středńı hodnotou E(Xi) = µ pro i = 1, 2, . . . . Pak plat́ı

konvergence podle pravděpodobnosti

Xn
P−−−→

n→∞
µ

a je splněn slabý zákon velkých č́ısel.

Věta 3 (Bernoulliova věta). Je-li p pravděpodobnost jevu A a m počet př́ıpad̊u, v nichž

nastal jev A v n nezávislých pokusech, pak pro každé ε > 0 plat́ı

lim
n→∞

P
(∣∣∣m
n
− p
∣∣∣ < ε

)
= 1.

Silný zákon velkých č́ısel: Řekněme, že posloupnost náhodných veličin (Xn)∞n=1 splňuje

silný zákon velkých č́ısel, jestliže plat́ı

P

(
lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

(Xi − E(Xi)) = 0

)
= 1.

Centrálńı limitńı věta

Věta 4 (Moivreova-Laplaceova věta). Necht’ Y1, Y2, . . . je nekonečná posloupnost sto-

chasticky nezávislých náhodných veličin, které pocházej́ı z alternativńıho rozděleńı A(θ).

Náhodná veličina Yn udává součet prvńıch n náhodných veličin z uvažované posloupnosti,

která má binomické rozděleńı, tedy Yn ∼ Bi(n, θ), se středńı hodnotou E(Y ) = nθ a roz-

ptylem D(Y ) = nθ(1− θ). Pak pro náhodnou veličinu

UYn =
Yn − nθ√
nθ(1− θ)

plat́ı limitńı vztah

lim
n→∞

P (UYn 5 u) = Φ(u)

pro všechna u ∈ R, kde Φ(u) je distribučńı funkce náhodné veličiny s rozděleńım N(0, 1).

Náhodná veličina UYn má asymptoticky normálńı standardizované rozděleńı.

11



1.2 Podstata metody Monte Carlo

At’ už v př́ırodovědných oborech, medićıně, ale i ekonomice a technice je č́ım dál větš́ı

potřeba matematických metod, které by napomohly urychlit a v̊ubec uskutečnit rozvoj

daného oboru a výrobu nových př́ıstroj̊u. Zejména d́ıky stále kvalitněǰśım poč́ıtač̊um, jde

numerická matematika ruku v ruce s výpočetńı technikou a umožňuje prováděńı nume-

rických výpočt̊u, které jsou k daným problematikám potřebné.

Při konkrétńım řešeńı problému se obecně postupuje tak, že se urč́ı posloupnost ope-

raćı, která pomáhá k hledáńı veličiny θ s předem určenou přesnost́ı. Výsledky, které

shromážd́ıme si označ́ıme

θ1, θ2, . . . , θn, . . .

a požadujeme, aby splňovali

lim
n→∞

θn = θ.

Po dostatečném počtu opakovaných operaćı se proces zastav́ı. Jestliže nebudeme uvažovat

chyby, které se mohou ve výpočtu objevit, při použit́ı stejného algoritmu by dva r̊uzńı

výpočtáři měli doj́ıt ke stejnému výsledku.

Některé algoritmy ale mohou být složitěǰśı v jejich samotné konstrukci ale také z

časového hlediska. Proto se hledal nějaký efektivněǰśı zp̊usob, jak dané úlohy řešit. Jevilo se

jako dobrý nápad obrátit celý postup a použ́ıt pravděpodobnost a matematicko-statistické

vztahy.

Právě metoda Monte Carlo využ́ıvá vztah mezi pravděpodobnostńımi charakteristikami

r̊uzných náhodných proces̊u, pod kterými si můžeme představit např́ıklad náhodné jevy či

středńı hodnotu náhodných veličin, a veličinami, které představuj́ı řešeńı úlohy (např́ıklad

výpočet integrálu). Pod pojmem metoda Monte Carlo se tedy skrývaj́ı veškeré postupy

numerického řešeńı matematických (ale i jiných) úloh, které se řeš́ı pomoćı mnohokrát

opakovaných náhodných pokus̊u. Jelikož tyto odhady źıskáváme statistickými metodami,

maj́ı pravděpodobnostńı charakter.
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Naše odhady za hledané hodnoty θ, můžeme opět označit

θ1, θ2, . . . , θn, . . . .

Tyto odhady dostaneme po statistickém zpracováńı výsledk̊u mnohokrát opakovaných

náhodných pokus̊u. Chceme, aby náhodná veličina θn (n je počet pokus̊u) konvergovala

podle pravděpodobnosti pro n jdoućı k nekonečnu k hledané hodnotě θ. Tj. požadujeme,

aby platilo

lim
n→∞

P (|θn − θ| < ε) = 1.

Hodnota θ, kterou hledáme, označuje nějaký statistický parametr a náhodné veličiny θn

můžeme interpretovat jako statistické odhady, které souvisej́ı s θ podle pravděpodobnostńıch

zákonitost́ı.

Ještě před 20. stolet́ı se náhodné procesy zkoumali formou analytických úloh, které ale

byly složité. Až v roce 1949 se objevila myšlenka toho, že se celý postup může obrátit a

mı́sto řešeńı analytické úlohy je možné modelovat náhodný proces a využ́ıt statistické od-

hady pravděpodobnost́ı, středńıch hodnot apod. pro přibližné řešeńı analytické úlohy. Ex-

perimentálńı určeńı hodnot, které odpov́ıdaj́ı statistickým charakteristikám, tak zastouṕı

výpočty analytických výraz̊u. Muśıme vždy jen vytvořit pravděpodobnostńı model s para-

metry, které zastupuj́ı řešeńı dané úlohy.

Pravděpodobnostńı modely ale můžeme uvažovat jen ty, které maj́ı relativně jednodu-

chou realizaci, můžeme je nějak zapsat do poč́ıtače a dovoluj́ı źıskat odhady neznámých

parametr̊u s co nejmenš́ı chybou. Opět vid́ıme, že použit́ı metody Monte Carlo v praxi

vyžaduje spojeńı s výpočetńı technikou.

Výhodou metody Monte Carlo je také to, že nemuśıme znát souvislosti výsledk̊u ex-

periment̊u a hledané řešeńı úlohy a vystač́ıme si pouze se znalost́ı podmı́nek, u kterých

nám stač́ı znalost vněǰśıch souvislost. To nám dává možnost použ́ıt tuto metodu na velké

spektrum úloh.

V matematickém oboru můžeme metodu Monte Carlo použ́ıt na řadu problémů, mezi

které patř́ı např́ıklad výpočet určitých integrál̊u (i v́ıcerozměrných), řešeńı soustav lineárńıch

rovnic či hledáńı kořen̊u rovnic a výpočet hodnoty funkce.
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Celý postup metody bychom mohli vyjádřit těmito třemi kroky:

• tvorba modelu, který co nejpřesněji popisuje zkoumaný proces

• simulace dostatečně velkého souboru experiment̊u založená na generováńı náhodných

č́ısel

• statistické zpracováńı simulace.

Možnost řešeńı dané úlohy je potom možný provést dvěma zp̊usoby:

• postupem založeným na geometrické pravděpodobnosti

• postupem založeným na odhadu středńı hodnoty náhodné veličiny

Jak úspěšná potom metoda Monte Carlo bude, ovlivňuj́ı tři následuj́ıćı faktory:

• kvalita generátoru náhodných č́ısel

• výběr racionálńıho algoritmu

• kontrola přesnosti źıskaného výsledku.

Nyńı si ukažme, jak přesně by postup vypadal:

Předpokládejme, že provedeme pokus, jehož výsledky jsou hodnoty xi námi předem

definované náhodné veličiny ξ. Pokud při provedeném pokusu hodnota xi padne do nějaké

oblasti ω, budeme pokus považovat za zdařilý a naopak. Těchto pokus̊u provedeme n a

sečteme počet zdařilých pokus̊u (m). Pak můžeme vypoč́ıst relativńı četnost p jevu, že se

náhodná veličina ξ realizuje do množiny ω

p =
m

n
. (1.1)

Pomoćı relativńı četnosti p můžeme odhadnot hledanou pravděpodobnost p podle zákona

velkých č́ısel, k čemuž použijeme Bernoulliovu větu.

Pokud provedeme dostatečně velký počet pokus̊u, můžeme nahradit odhad pravděpodobnosti

relativńı četnost́ı m
n

, tj.

p ≈ p. (1.2)
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Výhodou metody Monte Carlo je, že nemuśıme provádět skutečný pokus, postač́ı nám

modelováńı pokus̊u pomoćı generováńı náhodných č́ısel.

Modelováńı každého pokusu je dáno podle následuj́ıćıho algoritmu:

• Z množiny náhodných č́ısel s rozložeńım f(x) vybereme č́ıslo xi.

• Zjist́ıme, zda náhodné č́ıslo xi lež́ı v množině ω a výsledek zaznamenáme. Pokud č́ıslo

xi bude do množiny ω patřit, budeme tento pokus považovat za zdařilý a naopak.

• Po provedeńı každého pokusu, přičteme k hodnotě n jedničku. Jestliže bude daný

pokus zdařilý, jedničku připočteme k hodnotě m. Nezdařilý pokus do m nezazna-

menáváme.

• Poté, co provedeme n pokus̊u, urč́ıme přibližnou hodnotu hledané pravděpodobnosti

p ≈ m

n
.

Jak bylo již zmı́něno, vlastnost́ı metody Monte Carlo je sńıžeńı počtu operaćı při r̊uzných

výpočtech. Povědomı́ o přesnosti vztahu (1.2) můžeme źıskat, pokud budeme p zkoumat

jako náhodnou veličinu, která má asymptoticky normálńı rozložeńı.

Veličina p má potom středńı hodnotu

E(p) = p

a rozptyl

D(p) =
p(1− p)

n
.

Odchylka σp náhodné veličiny p bude tedy rovna

σp =

√
p(1− p)

n
. (1.3)

Zde můžeme vidět, že odchylka σp nabývá svého maxima pro p = 0, 5.

Jestliže se dále budeme zaob́ırat přesnost́ı metody Monte Carlo, můžeme ř́ıci, že přibližná

rovnost (1.2) má přesnost ε se spolehlivost́ı α , pokud plat́ı

P (|p− p| < ε) = α. (1.4)
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Pokud bychom např́ıklad položili ε = 0, 001 a α = 0, 95, můžeme tvrdit, že po opako-

vaném použ́ıváńı vzorce (1.2) se pr̊uměrně v 95 % př́ıpad̊u přibližná hodnota p hledané

pravděpodobnosti nebude lǐsit od skutečné hodnoty p v́ıce než o 0,001.

S využit́ım Čebyševovy nerovnosti můžeme zjistit, jaký je vztah mezi veličinami ε, α a

počtem pokus̊u n.

V našich označeńıch má Čebyševova nerovnost tvar

P (|p− p < ε) = 1−
σ2
p

ε2
.

Pokud tento výraz srovnáme s (1.4), dostaneme

α = 1−
σ2
p

ε2
.

Pokud dále dosad́ıme za σp hodnotu podle výrazu (1.3), dostaneme

α = 1− p(1− p)
nε2

,

z čehož vyjádř́ıme počet pokus̊u n

n 5
p(1− p)
(1− α)ε2

. (1.5)

Nyńı můžeme pomoćı hodnot ε, α a p zjistit potřebný počet pokus̊u n. Jestliže např́ıklad

chceme, aby chyba ε nebyla vyšš́ı než 0,01 se spolehlivost́ı 95 % při p = 0, 5, nemuśıme

vykonávat v́ıce než 50 000 pokus̊u.

Chceme-li ale dosáhnout přesněǰśıho odhadu pro počet pokus̊u n, můžeme využ́ıt rozložeńı

náhodné veličiny p objevuj́ıćı se ve výrazu (1.4).

V našem př́ıpadě má náhodná veličina p asymptoticky normálńı rozložeńı a pro do-

statečně velká n můžeme s použit́ım Moivreovy-Laplaceovy věty rovnici (1.4) přepsat

následovně:

P

(
|p− p|
σp

< uα

)
= α,

kde uα znač́ı α-kvantil normálńıho rozložeńı s koeficientem spolehlivosti α, kterou můžeme

vyhledat v tabulkách. Jestliže tuto rovnici porovnáme s rovnićı (1.4), dostaneme

ε = uασp
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a následně

ε = uα

√
p(1− p)

n
.

Odtud můžeme opětovně vyjádřit n

n =
p(1− p)

ε2
u2
α. (1.6)

Nyńı můžeme opět zkoumat, kolik pokus̊u budeme potřebovat, urč́ıme-li si, s jakou přesnost́ı

chceme výsledku dosáhnout. Z následuj́ıćı tabulky (1.1) můžeme vyč́ıst, že s rostoućı

přesnost́ı (neboli nižš́ı hodnotou ε), se zvětš́ı i počet pokus̊u n. Proto bychom měli zvážit,

kdy metodu Monte Carlo použ́ıt, jelikož je opravdu vhodná sṕı̌se v těch př́ıpadech, kdy

neklademe tak výrazný d̊ukaz na velkou přesnost výsledku úlohy.

Pokud bychom ale výraz (1.6) porovnali s předchoźım (1.5) s využit́ım Čebyševovy

nerovnosti, vid́ıme, že zde nám stač́ı mnohem menš́ı počet pokus̊u n.

p\ε 0,05 0,01 0,005 0,001

0,1 140 3600 14000 360000

0,2 250 6200 25000 620000

0,3 330 8400 33000 840000

0,4 380 9400 38000 940000

0,5 390 9800 39000 980000

Tabulka 1.1: Hodnoty n pro α = 0, 095 a r̊uzná p a ε při využit́ı vzorce (1.6), zdroj: [5]

1.3 Historie metody Monte Carlo

Úplné počátky metody Monte Carlo sahaj́ı do roku 1777, kdy se slavný francouzský mate-

matik Georges-Louis Leclerc Comte de Buffon snažil odhadnout hodnotu Ludolfova č́ısla π.

Avšak přesněǰśı formulaci, uplatněńı a své jméno źıskala tato metoda v pr̊uběhu druhé

světové války d́ıky dvěma vědc̊um: Johnu von Neumannovi a Stanislavu Ulamovi, kteř́ı
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hledali odpověd’ na otázku
”
Jak určit procento neutron̊u v určité spršce, které pronikne

např́ıklad nádrž́ı vody určitých rozměr̊u?“. Když dnes vyslov́ıme název
”
Monte Carlo“,

vybav́ı se nám krásné město Monackého kńıžectv́ı, které je známé svým př́ıstavem, Velkou

cenou Formule 1 a také kasiny s ruletami, kde náhoda hraje velkou roli. Neumann s Ula-

mem právě d́ıky tomu vyřešili sv̊uj problém, a to připodobněńım
”
historie života neutronu“

k principu techniky kola rulety. Odtud tedy pocháźı název metody Monte Carlo.

Jelikož je známo, že náhodný jev, že neutron při srážce s atomem vod́ıku j́ım bude

pohlcen, nastane pr̊uměrně jednou ze sta př́ıpad̊u. Pro simulaci pohybu neutronu se roztoč́ı

kolo rulety, které je rozdělené na sto d́ılk̊u, z nichž jeden je barevně odlǐsený a znázorňuje

tak pohlceńı neutronu. Pokud se kolo rulety zastav́ı na tomto d́ılku, znamená to
”
konec

života“ neutronu. Jestliže tento př́ıpad nenastane, zjist́ı se pomoćı jiného kola rulety směr

a rychlost neutronu po srážce. Potom se d́ıky daľśımu kolu rulety urč́ı, jakou cestou projde

neutron, než se střetne s daľśım atomem vod́ıku či kysĺıku.

Simulace se opakuje tak dlouho, dokud nenastanou 3 možnosti – neutron je pohlcen,

ztrat́ı tolik energie, že jeho chováńı nás dále nezaj́ımá, nebo se mu podař́ı vylétnou z nádrže.

Jestliže je provedeno dostatečný počet těchto simulaćı, dostaneme relativně přesnou

informaci o procentu neutron̊u, kterým se podařilo uniknout z nádrže.

Když bychom chtěli provést skutečnou simulaci cesty svazk̊u z velkého počtu neutron̊u,

kde každý neutron naráž́ı do stovek atomů vod́ıku a kysĺıku, realizace pomoćı kola rulety

a zaznamenáváńı všech možných výsledk̊u by byly časově velmi náročné a prakticky skoro

neproveditelné. Ale veliký rozvoj výpočetńı techniky nám napomáhá k urychleńı takovýchto

postup̊u a v́ıme, že realizace tohoto experimentu skutečně dospěje k hledaným výsledk̊um.
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Kapitola 2

Odhad Ludolfova č́ısla

2.1 Buffonova úloha

Nyńı se vrat’me zpět k roku 1777, kdy se Buffon snažil odhadnout hodnotu č́ısla π.

Této úloze ř́ıkáme Buffonova úloha a je založena na geometrické pravděpodobnosti. Jde

o náhodný pokus, kde máme v rovině dány rovnoběžky, které maj́ı mezi sebou stejnou

vzdálenost. Na tuto rovinu háźıme shora jehlu, jež má délku l, která je stejná nebo menš́ı,

než je vzdálenost mezi těmito rovnoběžkami. Zaj́ımá nás pravděpodobnost, že jehla protne

jednu z těchto př́ımek.

Obrázek 2.1: Buffonova úloha

Č́ıslo π můžeme odhadnout, pokud si urč́ıme vzdálenost středu jehly od nejbližš́ı rov-
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noběžky (x) a úhel, který sv́ırá jehla s rovnoběžkami (α) (Obrázek 2.1). Potom je poloha

naš́ı jehly spadlé na rovinu s rovnoběžkami dána právě těmito dvěma hodnotami (x, α),

kde 0 ≤ α ≤ π a 0 ≤ x ≤ d
2

(kde d je vzdálenost mezi rovnoběžkami). Pokud jehlu hod́ıme

na naši rovinu, můžou nastat dvě možnosti: jehla protne některou z rovnoběžek, či žádnou

z nich neprotne. Prvńı možnost nastane, pokud bude platit x ≤ l
2

sinα.

Uvažujme nyńı obdélńık Ω všech možných výsledk̊u pokusu (viz Obrázek 2.2) a mějme

souřadnice (x, α), které určuj́ı kombinaci polohy a orientaci jehly. Jak už v́ıme, souřadnice

x je z intervalu (0, d
2
) a α z intervalu (0, π). Plocha čtverce Ω znázorňuje všechny možnosti,

které mohou nastat. Po vhozeńı jehly na rovinu může tedy poloha jehly nabývat jakýchkoliv

hodnot z celého obdélńıku Ω. Pokud ale jehla protne některou z rovnoběžek, souřadnice

(x, α) jehly bude ležet v oblasti A, což je plocha pod křivkou, která je dána předpisem

x = l
2

sinα.

Obrázek 2.2: Buffonova úloha

Potom můžeme určit pravděpodobnost P (A) toho, že jehla protne rovnoběžku pomoćı

poměru těchto dvou oblast́ı.

P (A) =
SA
SΩ

=

∫ π
0

1
2
l sinα dα
πd
2

=
1
2
l[− cos]π0

πd
2

=
l(1 + 1)

πd
=

2l

πd

Následně můžeme určit hodnotu č́ısla π podle relativńı četnosti m
n

, kde n je počet všech
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možných pokus̊u (hod̊u) a m počet př́ıpad̊u, kdy jehla protne rovnoběžku. Hodnota π se

tedy ze vztahu pravděpodobnosti P (A) a poměru m
n

přibližně rovná

π
.
=

2l

md/n
=

2ln

md

Pokud tedy zrealizujeme dostatečně velký počet pokus̊u, dá se tento vztah použ́ıt k od-

hadnut́ı hodnoty Ludolfova č́ısla π.

Nyńı si ukážeme, jak např́ıklad můžeme tuto úlohu nasimulovat v jazyce R. Vygene-

rujeme si soubor náhodných č́ısel xi a αi, kde i = 1, 2 . . . , n, která splňuj́ı výše zmı́něné

podmı́nky. Následně zjist́ıme hodnotu č́ısla π např́ıklad pro hodnoty l = 5, d = 4. U této

metody je ovšem potřeba i určit přibližnou hodnotu č́ısla π, abychom mohli zadat horńı hra-

nici pro α. Položme tedy např́ıklad π = 3, 14. V tabulce (2.1) můžeme vidět, jak se hodnota

odhadnutého č́ısla π lǐśı v závislosti na n, které jsme položili rovnu 10 000, 100 000, 1 000 000

(neńı uvedeno ve zdrojovém kódu). Jak jsme očekávali, s nar̊ustaj́ıćım počtem n pokus̊u

se náš výsledek zpřesňuje.

Zdrojový kód v jazyce R:

> d<-5

> l<-4

> pi<-3.14

> x <- runif(n, min=0, max=d/2)

> alpha <- runif(n, min=0, max=pi)

> ano <- which(x < l*sin(alpha)/2)

> m <- length(ano)

> Pi <- 2*l*n/d/m

> Pi

2.2 Poměr obsahu plochy čtverce a kruhu

Buffonova úloha s jehlou ale samozřejmě neńı jediným zp̊usobem, jak můžeme č́ıslo π od-

hadnout. Alternativńım postupem může být odhadnut́ı Ludolfova č́ısla pomoćı náhodného
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źıskané π

n pokus 1 pokus 2 pokus 3

10 000 3,166436 3,117086 3,153952

100 000 3,129523 3,152585 3,122195

1 000 000 3,138886 3,141733 3,142313

Tabulka 2.1: Hodnoty č́ısla π źıskané pomoćı Buffonovy úlohy

házeńı malého předmětu (např. zrnko hrachu) na čtverec o straně a, do kterého je vepsána

kružnice o poloměru r. Představ́ıme si, že předmět do čtverce vždy padne a my pozorujeme,

zda padne i do vepsané kružnice. Pravděpodobnost tohoto jevu je dána poměrem obsahu

čtverce a obsahu kružnice.

Obsah čtverce:

Sc = a2 (2.1)

Obsah kružnice:

Sk = πr2 (2.2)

Pravděpodobnost dopadu předmětu do kružnice:

P (A) =
πr2

a2
(2.3)

Pravděpodobnost dopadu do kružnice můžeme odhadnout pomoćı relativńı četnosti předmět̊u,

které dopadly do kružnice. Bereme tedy poměr počtu předmět̊u v kružnici a počet všech

předmět̊u ve čtverci.

p =
m

n

Ze vztahu (2.2) vyjádř́ıme π a odhadnutou pravděpodobnost pomoćı relativńı četnosti

můžeme dosadit do vzorce, č́ımž vyjádř́ıme hodnotu π.

π =
ma2

nr2

Celý tvar můžeme ještě zjednodušit, jestliže si uvědomı́me, že plat́ı r = a/2. Č́ıslo π se

potom rovná relativńı četnosti dopadnutých předmět̊u do čtverce vynásobeného čtyřmi.

π =
4m

n
= 4p
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Nyńı si opět nasimulujme úlohu v jazyce R. Výhodou tohoto postupu je, že nemuśıme

předem znát hodnotu č́ısla π. Postač́ı nám, pokud urč́ıme velikost čtverce. Ten si např́ıklad

polož́ıme do soustavy souřadnic následovně:

Obrázek 2.3: Čtverec s vepsanou jednotkovou kružnićı

Z obrázku můžeme určit následuj́ıćı hodnoty:

a = 2

r = 1

π =
4m

n
.
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Zdrojový kód v jazyce R:

> x <- runif(n, min=-1, max=1)

> y <- runif(n, min=-1, max=1)

> ano <- which(x^ 2 + y^ 2 < 1)

> m <- length(ano)

> Pi <- 4*m/n

> Pi

Opět polož́ıme n =10 000, 100 000 a 1 000 000 (n neńı uvedeno ve zdrojovém kódu) a v

následuj́ıćı tabulce můžeme vidět źıskané hodnoty č́ısla π.

źıskané π

n pokus 1 pokus 2 pokus 3

10 000 3,1672 3,148 3,1476

100 000 3,13648 3,14524 3,1414

1 000 000 3,141356 3,14206 3,141336

Tabulka 2.2: Hodnoty č́ısla π źıskané pomoćı poměru ploch čtverce a kružnice do něj

vepsané

Opět vid́ıme, že při vyšš́ı hodnotě n je přesnost č́ısla π větš́ı. Pokud porovnáme tuto

metodu s předchoźı, můžeme také pozorovat, že tento postup pomoćı poměru ploch čtverce

a kruhu nám přináš́ı přesněǰśı odhad hodnoty π.
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Kapitola 3

Výpočet jednorozměrného integrálu

metodou Monte Carlo

Výpočet integrál̊u je d̊uležitou úlohou v r̊uzných oborech. Pracuj́ı s nimi ekonomové,

inženýři i vědci. U některých př́ıpad̊u je nutný takový výpočet udělat co nejpřesněǰśı a

využ́ıvá se k němu r̊uzných numerických metod. U n-rozměrných integrál̊u už může být

takové řešeńı výpočetně i časově náročné. Pokud bychom např́ıklad pozorovali pronikáńı

částic silným st́ıněńım, muśıme poč́ıtat 3n-rozměrné integrály, pokud částice narazila při

pr̊uchodu n-krát. Už při položeńı n = 4 bychom museli obvyklými numerickými metodami

řešit až 2, 4 · 1014 operaćı, které by i poč́ıtač řešil přes tiśıc let. Daleko rychleji bychom

tento typ úloh mohli řešit pomoćı metody Monte Carlo, která je v tomto př́ıpadě efektivńı

a relativně rychlá. Metodu Monte Carlo využ́ıváme při výpočtu n-rozměrných integrál̊u

hlavně v těch úlohách, kde neklademe až tak velký d̊uraz na přesný výsledek.

Měli bychom tedy vždy zvážit, zda k výpočtu integrálu použ́ıt numerickou metodu či

metodu Monte Carlo. V některých př́ıpadech je metoda Monte Carlo jediným možným

postupem, jak daný úkol vyřešit, ovšem v jiných úlohách můžou být numerické metody

daleko vhodněǰśı.

I přesto, že je metoda Monte Carlo př́ınosněǰśı sṕı̌se při výpočtech v́ıcerozměrných

integrál̊u, tato práce bude zaměřena na př́ıklady jednorozměrných integrál̊u.
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3.1 Metoda relativńı četnosti

3.1.1 Základńı funkce

Necht’ ξ je spojitá náhodná veličina, jej́ıž hodnoty patř́ı do některé oblasti Ω na ose x.

Rozložeńı této veličiny je dáno hustotou pravděpodobnosti f(x) definovanou na oblasti Ω

a má rovnoměrné či normálńı rozložeńı. Uvažujeme pravděpodobnost, že náhodná veličina

ξ padne do intervalu ω s pevnými koncovými body a a b, který patř́ı do oblasti Ω. Označ́ıme

hledanou pravděpodobnost

P (a 5 ξ < b) = p.

Tu můžeme následně vyjádřit integrálem

p =

∫ b

a

f(x) dx. (3.1)

Tento integrál můžeme odhadnout metodou Monte Carlo. Zvoĺıme náhodnou veličinu ξ,

uděláme n náhodných realizaćı pomoćı generátoru náhodných č́ısel (máme tedy normálńı

nebo rovnoměrně spojité rozděleńı) a urč́ıme, které realizace padly do intervalu 〈a, b〉 a

které nikoli. Z následné relativńı četnosti odvod́ıme odhad integrálu.

Pokud bychom takto poč́ıtali určitý integrál, zaj́ımala by nás také přesnost přibližné

rovnosti (1.2). Dále bychom mohli určit počet pokus̊u n, které by byly pro náš výpočet

postačuj́ıćı.

3.1.2 Postup pro funkci g(x) na množině 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉

Integrand v rovnici (3.1) představoval hustotu náhodné veličiny a splňoval následuj́ıćı

požadavky:

1) f(x) je nezáporná,

2)
∫ +∞
−∞ f(x) dx = 1.

Pokud bychom ale chtěli vypoč́ıtat i integrály, jejichž integrand neńı hustotou náhodné

veličiny, muśıme tento integrál transformovat tak, aby dva výše uvedené požadavky byly
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splněny. Problém ovšem nastává v tom, že upravený integrand už nebude mı́t normálńı či

rovnoměrné rozložeńı, pro které jsou metody náhodných č́ısel zpracovány. Proto muśıme

zkoumat jiný postup s použit́ım metody Monte Carlo, který použ́ıvá náhodná č́ısla s rov-

noměrným rozložeńım. Tento zp̊usob už můžeme použ́ıt na poměrně velkou škálu úloh.

Mějme např́ıklad integrál

I =

∫ 1

0

g(x) dx, (3.2)

kde integrovaná funkce g(x) splňuje podmı́nku

0 5 g(x) 5 1. (3.3)

Daná funkce může tedy vypadat jako např́ıklad na obrázku 3.1.

Obrázek 3.1: Funkce g(x)

Nyńı budeme uvažovat dvě oblasti:
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• oblast Ω, která je určená nerovnostmi

0 5 x 5 1,

0 5 y 5 1

• oblast ω, která je omezená křivkou funkce g(x), osou x a př́ımkami x = 0 a x = 1.

Obrázek 3.2: Oblast ω a Ω

Vid́ıme (Obrázek 3.2), že obsah oblasti Ω (SΩ) je roven jedné a obsah oblasti ω (Sω) se

rovná hodnotě integrálu I.

Mějme náhodný vektor (ξ, η), který se ř́ıd́ı rovnoměrným rozložeńım na oblasti Ω, tedy

hustota pravděpodobnosti nad touto oblast́ı je rovna jedné, tj.

f(x, y) = 1.
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Pravděpodobnost, že se náhodný vektor (ξ, η) realizuje do oblasti ω, je

P (ω) =

∫∫
ω

f(x, y) dx dy = Sω.

Hodnota integrálu I se tedy rovná pravděpodobnosti, že náhodný bod (ξ, η) padne do

oblasti ω.

Nyńı budeme provádět n pokus̊u a zaznamenávat, zda bod v daném pokusu padl do oblasti

ω či nikoliv. Pozorujme tuto situaci na obrázku 2.2. Pokus budeme považovat za zdařilý,

pokud bod do oblasti padne (bod B) a za nezdařilý, pokud bod padne mimo oblast ω

(bod A). Následně všechny zdařilé pokusy sečteme a vypoč́ıtáme relativńı četnost I jevu,

že náhodný bod (ξ, η) padne do oblasti ω.

Můžeme tedy ř́ıci, že pokud chceme odhadnout hodnotu integrálu I a zrealizovali jsme

dostatečný počet pokus̊u n, stač́ı, když vezmeme relativńı četnost I.

I =
m

n
, (3.4)

čili

I ≈ I

Přesnost této přibližné rovnosti můžeme odhadnout jako u vztahu (1.2).

3.1.3 Tranformace obecné funkce h(x)

Jestliže chceme postupovat, jak jsme nyńı uvedli, daná funkce muśı splňovat výše zmı́něnou

podmı́nku (3.3). Pokud by ale funkce tuto podmı́nku nesplňovala, můžeme postupovat

následovně. Mějme např.

I =

∫ b

a

h(x) dx, (3.5)

kde a a b jsou libovolné konečné meze. Snažme se nyńı odhadnout hodnotu integrálu I.

Označ́ıme suprem a infimum funkce h(x) v intervalu (a, b):

A = suph(x), B = inf h(x),
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a zavedeme substituci:

x = a+ (b− a)t. (3.6)

Nyńı převedeme integrál (3.5) na tvar:

I = (A−B)(b− a)

∫ 1

0

h[a+ (b− a)t]−B
A−B

dt+ (b− a)B.

a označ́ıme

SΩ = (A−B)(b− a),

S0 = B(b− a),

h∗(t) =
h[a+ (b− a)t]−B

A−B
.

Integrál I můžeme přepsat

I = SΩI
∗ + S0, (3.7)

kde

I∗ =

∫ 1

0

h∗(t) dt.

V tomto integrálu již funkce h∗(t) splňuje podmı́nku (3.3) a integrál můžeme odhadnout

dř́ıve zmı́něným zp̊usobem.

D̊ukaz. Chceme dokázat, že plat́ı

0 5 h∗(t) 5 1,

tedy

0 5
h[a+ (b− a)t]−B

A−B
5 1.

Vı́me, že plat́ı

h(x) 5 A

jelikož A = suph(x).
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Za x dosad́ıme podle substituce

h[a+ (b− a)t] 5 A.

Od obou stran odečteme B

h[a+ (b− a)t]−B 5 A−B

a následně můžeme vydělit celou nerovnici výrazem A−B, který je nenulový a źıskáváme

nerovnost na pravé straně nerovnice, kterou chceme dokázat.

h[a+ (b− a)t]−B
A−B

5 1.

Obdobně uprav́ıme druhou stranu nerovnice. Jelikož B = inf h(x), plat́ı

B 5 h(x).

Dosad́ıme za x substituci

B 5 h[a+ (b− a)t]

a od nerovnice odečteme B

0 5 h[a+ (b− a)t]−B.

Následně obě strany nerovnice vyděĺıme rozd́ılem A−B a źıskáme výraz, který jsme chtěli

dokázat.

0 5
h[a+ (b− a)t]−B

A−B
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3.1.4 Postup pro nezápornou funkci f(x)

U integrálu, kde integrand neńı hustotou náhodné veličiny, můžeme také postupovat jako u

již zmı́něného př́ıkladu s odhadem hodnoty č́ısla π a použ́ıt geometrickou pravděpodobnost,

když předpokládáme, že integrand je nezáporná funkce. Máme tedy integrál
∫ b
a
f(x) dx, kde

oblast Ω je dána x ∈ 〈a, b〉 a y ∈ 〈0, A〉 (hodnota A je supremum funkce f(x) na intervalu

〈a, b〉) a oblast ω je určena plochou pod křivkou funkce f(x) a nerovnost́ı

x ≥ a ∧ x ≤ b. Tento postup spoč́ıvá v tom, že si vygenerujeme n dvojic náhodných

č́ısel [xi, yi] s rovnoměrným rozděleńım, které patř́ı do oblasti Ω. Následně pozorujeme, zda

daná dvojice náhodných č́ısel patř́ı do oblasti ω. Zaṕı̌seme si počet zdařilých pokus̊u (m)

a odhadnutá hodnota integrálu je potom rovna

I =
m

n
SΩ,

kde SΩ je obsah plochy Ω.

Vypoč́ıtejme např́ıklad pomoćı jazyka R následuj́ıćı integrál:∫ 1

−1

(−x4 + x2) dx.

Zdrojový kód v jazyce R:

> x <- runif(n,min=-1, max=1)

> max1 <- max(-x^4+x^2)

> min1 <- min(-x^4+x^2)

> max2 <- max(max1,0)

> min2 <- min(min1,0)

> y <- runif(n,min=min2, max=max2)

> ano1 <-which(y<(-x^4+x^2) & y>0)

> ano2 <-which(y>(-x^4+x^2) & y<0)

> m <- (length(ano1)-length(ano2))

> I <- m/n*(1+1)*(max2 - min2)

> I
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Obrázek 3.3: Funkce f(x) = −x4 + x2

Za n, které opět neńı uvedeno ve zdrojovém kódu, jsme zvolili 1 000, 10 000, 100 000 a

1 000 000. V tabulce (3.1) vid́ıme, že u vyšš́ıho počtu vygenerovaných dvojic č́ısel dostáváme

přesněǰśı odhad integrálu I, který se rovná 4
15

.
= 0, 26. Ale i u n = 1 000 můžeme tvrdit, že

metoda přináš́ı relativně přesnou hodnotu integrálu.

3.2 Metoda středńı hodnoty funkce náhodné veličiny

Odhad integrálu pomoćı metody Monte Carlo, kdy využ́ıváme odhad pravděpodobnosti

nějakého jevu pomoćı relativńı četnosti výskytu tohoto jevu, můžeme provést, jestliže meze

integrálu a a b jsou konečné. Pokud bychom ale chtěli vypoč́ıtat i integrály s nekonečnými

mezemi, vhodnou cestou je užit́ı metody založené na odhadu středńı hodnoty náhodné
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źıskaná hodnota I źıskaná hodnota I źıskaná hodnota I

n pokus 1 pokus 2 pokus 3

1 000 0,2609995 0,2534994 0,2569973

10 000 0,2661 0,2663 0,2669

100 000 0,2658 0.26575 0,26613

1 000 000 0,267404 0,2664795 0,266232

Tabulka 3.1: Hodnoty odhadnutého integrálu pomoćı geometrické pravděpodobnosti

veličiny.

Mějme náhodnou veličinu ξ, jej́ıž hodnoty patř́ı do intervalu (a, b). Rozložeńı náhodné

veličiny ξ bude určeno pomoćı hustoty fξ(x) a krajńı hodnoty intervalu (a, b) mohou být

konečné i nekonečné.

Uvažujme spojitou funkci g(ξ). Jestliže je absolutńı hodnota funkce g(x) integrovatelná

vzhledem k fξ(x), potom existuje středńı hodnota náhodné veličiny η = g(ξ) a je definována

vztahem

E(η) =

∫ b

a

g(x)fξ(x) dx. (3.8)

Nyńı se snažme vypoč́ıtat integrál ve vztahu (3.8) pomoćı metody Monte Carlo.

Provedeme pokus, jehož výsledkem bude hodnota xi náhodné veličiny ξ. Výsledkem

řady takovýchto náhodných pokus̊u źıskáme posloupnost hodnot x1, x2, . . . , xk. Jestliže

hodnoty převedeme podle následuj́ıćıho vzorce

yi = g(xi),

dostaneme posloupnost y1, y2, . . . , yk hodnot náhodné veličiny η. Nezávislost a stejné rozložeńı

náhodných veličin yξ je dáno ze zp̊usobu tvořeńı posloupnosti y1, y2, . . . , yk. Nyńı můžeme

použ́ıt zákon velkých č́ısel ve tvaru Chinčinovy věty, jelikož řešeńı integrálu (3.8) má smysl

pouze, pokud |E(η)| <∞.

Pokud tedy provedeme dostatečný počet pokus̊u n, kterým źıskáme hodnoty xi náhodné

veličiny ξ, můžeme mı́sto přibližné hodnoty E integrálu (3.8) dosadit aritmetický pr̊uměr
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hodnot g(xi)

E =
1

n

n∑
i=1

g(xi). (3.9)

Abychom mohli určit dostatečný počet pokus̊u n a přesnost přibližné rovnosti

E(η) ≈ E,

potřebujeme znát rozložeńı náhodné veličiny E. Pro velká n můžeme uvažovat asympto-

ticky normálńı rozložeńı.

Věta 5. Necht’ náhodné veličiny Y1, Y2, . . . jsou nezávislé a maj́ı shodné rozložeńı. Jestlǐze

je jejich rozptyl konečný

σ2
y =

∫ b

a

[g(x)− E]2f(x) dx, (3.10)

potom aritmetický pr̊uměr E má asymptoticky normálńı rozložeńı se středńı hodnotou E a

směrodatnou odchylkou

σ∗ =
σy√
n
. (3.11)

Nyńı tedy lze pro náš odhad přesnosti přibližné rovnosti E ≈ E použ́ıt vztah

P (|E − E| < σ∗uα) = α.

Pokud urč́ıme hodnoty ε a α a známe velikost směrodatné odchylky σ∗, můžeme již zjistit

počet pokus̊u n, které nám zajist́ı přesnost ε se spolehlivost́ı α.

n =
σ2
y

ε2
u2
α, (3.12)

kde

ε = uασ
∗.

Řeš́ıme-li ale konkrétńı úlohy, hodnotu σy většinou neznáme. Proto obvykle začneme s

vypočteńım úlohy tak, že si nejprve odhadneme předběžný počet pokus̊u n = n0. Následně

urč́ıme přibližnou velikost rozptylu

σ2
y =

1

n0

n0∑
i=1

[
g(xi)−

1

n0

n0∑
j=1

g(xj)

]2

. (3.13)
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Do rovnice (3.12) za σ2
y dosad́ıme σ2

y a dostaneme přibližnou hodnotu pokus̊u n. Pokud

n > n0, měli bychom provést ještě daľśı pokusy. Aby byl nás výpočet σ2 co nejpřesněǰśı,

měli bychom n brát s ohledem na proměnlivost veličiny σ2. Pokud budeme předpokládat,

že směrodatnou odchylku σ′ k σ2 známe, použijeme pro určeńı n vztah

(σ∗)2 = σ2 + kσ′,

přičemž k pokládáme rovno 3 nebo 4 podle toho, jaká je naše požadovaná spolehlivost

odhadu n. Velikost σ′ můžeme také odhadnout pomoćı vztahu, který plat́ı pro g(xi), jakožto

normálně rozloženou veličinu.

σ′ = σ

√
2

n
.

Můžeme ale pozorovat, že t́ımto zp̊usobem a použit́ım vztahu (3.13) źıskáváme daleko

menš́ı počet pokus̊u n v porovnáńı s tabulkou 1.1. Také bychom měli brát ohled na to, že

hodnota veličiny σ může značně koĺısat.

Při použit́ı metody Monte Carlo ve výpočtu integrálu typu (3.8) je nutné si pamatovat

velký počet d́ılč́ıch výsledk̊u, a to zejména souvisej́ıćıch s výpočtem přibližných hodnot E

(vztah (3.9)) a σ (vztah (3.13)). Ale můžeme použ́ıt vzorce, které tato množstv́ı eliminuj́ı.

Náhodnou veličinu σ můžeme vyjádřit následuj́ıćım vztahem:

σ2 =
1

n

n∑
i=1

[g(xi)]
2 − E2

(3.14)

a budeme předpokládat, že již proběhlo k pokus̊u. Jsou tedy známy tyto veličiny:

• Ek = 1
k

∑k
i=1 g(xi),

• σ2
k = 1

k

∑k
i=1[g(xi)]

2 − E2

k.

Po provedeńı k + 1 pokus̊u vypočteme:

• Ek+1 = 1
k+1

∑k
i=1[kEk + g(xk+1)],

• σ2
k+1 = 1

k+1
k[σ2

k + E
2

k] + [g(hk+1)]2 − E2

k+1.
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Veličiny Ek+1 a σ2
k+1 můžeme uložit do těch pamět’ových mı́st poč́ıtače, kde se před k + 1

pokusem nacházely veličiny Ek a σ2
k.

Nyńı vyzkoumáme využit́ı tohoto postupu metody Monte Carlo k výpočtu integrálu

(3.5) z předchoźı části.

Chceme tedy vypoč́ıtat integrál

I =

∫ b

a

h(x) dx.

Mějme libovolné rozložeńı f(x), pro které můžeme generovat náhodná č́ısla a jehož definičńı

obor je interval 〈a, b〉 a plat́ı f(x) 6= 0.∫ b

a

f(x) dx = 1.

Integrovaný výraz z (3.5) si uprav́ıme následovně

I =

∫ b

a

h(x)

f(x)
f(x) dx. (3.15)

Pod́ıl h(x)
f(x)

označ́ıme jako g∗(x) a integrál (3.15) přeṕı̌seme:

I =

∫ b

a

g∗(x)f(x) dx.

Integrál v tomto tvaru již můžeme vypoč́ıtat výše popsaným postupem. I tedy můžeme

chápat jako středńı hodnotu náhodné veličiny η = g(ξ). Proto přibližná hodnota tohoto

integrálu bude rovna aritmetickému pr̊uměru vygenerovaných (a transformovaných) hodnot

g(xi).

Když si nav́ıc představ́ıme situaci, kdy hranice intervalu jsou konečné, můžeme funkci

f(x) pokládat za rovnoměrné rozložeńı náhodných č́ısel. Jelikož hustota pravděpodobnosti

rovnoměrného rozložeńı v intervalu (a, b) je rovna

f(x) =
1

b− a
,

integrál (3.15) převedeme do tvaru

I =

∫ b

a

h(x)
1
b−a
· 1

b− a
dx = (b− a)

∫ b

a

h(x)
1

b− a
dx, (3.16)
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Z množiny náhodných č́ısel s rovnoměrným rozložeńım v intervalu (a, b) vyb́ıráme č́ısla

xi a pro každé toto č́ıslo vypoč́ıtáme hodnotu funkce h(xi). Následně nalezneme sředńı

hodnotu funkce h(x) v (a, b)

h(xi) =
1

n

n∑
i=1

h(xi)

Integrál (3.9) nyńı přibližně odhadneme jako

I ≈ (b− a)h(xi). (3.17)

Pokud se pod́ıváme na obrázek 3.4, vid́ıme, že touto metodou nahrazujeme obsah plochy

ohraničené osou x, př́ımkami x = a, x = b a křivkou danou funkćı y = h(x) obsahem

obdélńıku určeným osou x, př́ımkami x = a, x = b a př́ımkou, která je daná funkćı

y = h(x).

Obrázek 3.4: Integrál daný př́ımkami x = a, x = b a středńı hodnotou funkce h(x)

Pro názornou ukázku vypočtěme tento integrál:

I =

∫ π

0

sin(2x) dx

Opět pro odhad integrálu použijeme jazyk R:
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Obrázek 3.5: Funkce f(x) = sin(2x)

> x <- runif(n,min=0, max=pi)

> y <- (sin(2*x))

> I<-mean(y)*(pi-0)

> I

Dosad’me za n hodnoty 1 000, 10 000, 100 000 a 1 000 000 (neńı uvedeno ve zdrojovém

kódu) a pozorujme, jaké nám vycházej́ı výsledky integrálu. S rostoućım počtem vygenero-

vaných č́ısel odhadnuté hodnoty konverguj́ı ke skutečnému výsledku 0.
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źıskaná hodnota I źıskaná hodnota I źıskaná hodnota I

n pokus 1 pokus 2 pokus 3

1 000 0,04006816 -0,04086429 -0,01173857

10 000 -0,03751924 0,0008761604 0,01625094

100 000 0,01003586 0,01052875 -0,01462601

1 000 000 -0,002786431 -0,002567043 -0,001934606

Tabulka 3.2: Hodnoty odhadnutého integrálu pomoćı středńı hodnoty funkce náhodné

veličiny
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Závěr

Bakalářská práce byla zaměřena na popis statistické metody Monte Carlo, které při svém

postupu využ́ıvaj́ı pravděpodobnost. Naš́ım úkolem bylo představit historii metody a po-

psat jej́ı podstatu, což jsme ukázali v prvńı kapitole. Dále jsme chtěli předvést jej́ı využit́ı

při odhadu č́ısla π, a to dvěma zp̊usoby – pomoćı dopadu jehly na rovinu s rovnoběžkami,

tzv. Buffonovi úlohy a poměru obsahu čtverce a kruhu. Obě varianty jsme nasimulovali v

jazyce R a dospěli jsme k závěru, že druhá metoda přináš́ı přesněǰśı výsledky.

Metoda Monte Carlo slouž́ı mimo jiné i k odhadu hodnoty integrál̊u. V naš́ı práci jsme

se zaměřili na popis výpočtu jednorozměrných integrál̊u několika typ̊u. Jeho postup jsme

přibĺıžili pomoćı simulace metody v jazyce R, jej́ıž výsledky jsme zaznamenali do tabulek.

Z odhadnutých hodnot můžeme ř́ıci, že metoda Monte Carlo je velice př́ınosná pro rychleǰśı

a snadněǰśı postup některých úloh, pokud nevyžadujeme naprosto přesný výsledek. Ovšem

č́ım větš́ı počet náhodných č́ısel vygenerujeme, t́ım bĺıže jsou naše odhadnuté hodnoty ke

skutečnému výsledku.
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