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Uvod

Drive nez se pustime do samotného matematického textu, popiSeme nejprve
v kratkosti historii a motivace, které staly za vznikem MV-algeber.

Ptavod zkratky ,MV* je z anglického vyrazu many-valued logic, tj. vicehod-
notova logika. Zacatky vicehodnotové logiky se vazou ke znamému jménu polského
matematika J. Lukasiewicze. Jeho ptivodnim zamérem bylo zavedeni tfthodnotové
logiky, kde by tato tfeti hodnota zastavala hodnotu pro ,mozné®. Lukasiewicz se
timto tématem zacal zabyvat v roce 1920. Podobny néapad, pridédvat dalsi prav-
divostni hodnoty, ale s jinou motivaci mél roku 1921 také americky matematik
ptivodem z Polska E. L. Post. V prubéhu dalsich let se teorie vicehodnotovych
logik dale rozvijela.

Roku 1958 publikovali J. B. Rosser a A. Rose dikaz uplnosti f.ukasiewi-
czovych axiomi pro nekone¢né hodnotovou vyrokovou logiku (viz [16]). Par let
predtim vedl J. B. Rosser na toto téma seminaf na Cornellové univerzité v Ithace
v New Yorku. Tento seminar navstévoval také mlady matematik C. C. Chang.
Napadlo ho, ze by mohl tplnost Fukasiewiczovy vicehodnotové logiky dokazat
pres algebraicky aparat. Zacal se tim intenzivné zabyvat a v roce 1958 publikoval
svij znamy ¢lanek Algebraic Analysis of Many Valued Logics . Pozdéji v kratkém
vypravéni nazvaném The Writing of the MV-algebra C. C. Chang piSe:

I was not familiar with formulas in Polish notationis used in their joint
paper, and had difficulty following the argument on the blackboard with
one long formula in Polish notation after another. In fact, I had no
idea where the arguments were leading up to, as we were not given
any notes beforehand.

Just as I was about to give up on trying to follow and understand
Prof. Rosser’s presentations (or may be even after I had given up),
1t occurred to me that the approach used in the proof of completeness
of the two wvalued propositional logic via the Boolean (Lindenbaum)
algebra of equivalence classes of formulas and the Boolean mazimal
ideal theorem might be another way to do what Rose and Rosser did,
but avoiding syntactical manipulations of formulas in Polish notation.
That was the beginning of MV-algebras.

So because of my own shortcomings in following proofs in Polish no-
tation, MV-algebras came to be.

Stoji také za zminku, ze uplné prvni, kdo dokézal tplnost Lukasiewiczovy
nekonecné hodnotové vyrokové logiky, byl polsky matematik M. Wajsberg, a to
jiz v roce 1935. Jeho dilkaz bohuZzel nebyl ve své dobé publikovin. Pozdéji se
na piistup Wajsberga navazalo a vznikly tzv. Wajsbergovy algebry, zkracené
W-algebry. MV-algebry a W-algebry jsou termové ekvivalentni. Rozdil spociva



v tom, ze W-algebry pouzivaji operaci predstavujici hodnotu implikace, zatimco
MV-algebry operaci predstavujici hodnotu disjunkce.

V soucasnosti je jiz teorie okolo MV-algeber dobie prozkoumané. Tato prace
si proto neklade za cil prijit s néé¢im prevratnym. Cilem této prace je detail-
néji se seznamit s varietou MV-algeber, jejich podvarietami, se svazem podvariet
a také pomoci identit charakterizovat tplné vSechny variety MV-algeber, pii-
¢emz se snazime co nejvice vyuzivat korespondence MV-algeber s abelovskymi
(-grupami a tedy i vyuzivat znamych tvrzeni o abelovskych f-grupach. Néktera
trvzeni o f-grupach budeme uvadét bez dikazu. V takovém ptipadé ale uvedeme
odkaz na literaturu, kterd ditkaz obsahuje. Kromé MV-algeber se v praci vénu-
jeme také L.BCK-algebram a jejich varietdm. L.BCK-algebry jsou totiz velmi blizké
MV-algebram; presnéji feceno L.BCK-algebry jsou pravé subredukty MV-algeber.

Téma této prace v podstaté navazuje na bakalarskou praci, a to v tom
smyslu, ze dale rozviji autorovy znalosti a schopnosti ve zkoumani struktur kore-
spondujicich s ur¢itymi (nestandardnimi) logikami. Bakalarska préace je vénovana
predevsim BL-algebram a ordinalnim sumam (viz [3]). Plati, ze kazda MV-algebra
je BL-algebrou. Lze proto nékteré vliastnosti MV-algeber najit i v bakalarské praci.



1. MV-algebry

Tato kapitola si klade za cil seznamit ¢tenafe se zakladnimi poznatky o MV-
algebrach a ziskat tak potrebny zaklad pro dalsi kapitoly. V této kapitole ¢erpame
zejména z kapitoly 1 monografie [4] a z pivodniho ¢lanku C. C. Changa [5].

1.1. Zakladni definice a trvzeni

Definice 1.1.1. MV-algebrou nazveme algebru A = (A, ®,—,0) typu (2,1,0),
ktera spliuje nésledujici identity:

rhy=ydur, (MV1)
r®Yd2) =(zoy) Sz (MV2)
r®0=uz, (MV3)

- = I, (MV4)

& ® -0 = 0, (MV5)
(rrx@y)Dy=-(ydr) D2 (MV6)

Déle v kazdé MV-algebte definujeme 1 a operace ©, ® takto:

1= -0,
rey=c0-y="("2dY).

Pozndamka 1.1.2. Uvedena definice je z [4]. Pavodni definice uvedena v [5] se ale
lisi. V typu MV-algebry je zahrnuta operace © a konstanta 1 a v definici je také
vice identit. Puvodni definice je ovSem s touto definici ekvivalentni, nebot ® se da
definovat termové vzhledem k @ a — a lze ukazat, Zze mnozina puvodnich identit
se da zredukovat a postaci uvedené identity.

Lemma 1.1.3. Necht A je MV-algebra. Pak pro kaZdé x, y, z € A plati:
(1) x ®—x =1,
(2) oy dy=@yox)dr,
(3) 20y=yOur,
(4) ®0=0,
(5) rO©1=ux,

(6) (xOY)©z=10(yO 2),



(7) 161 =0,

(8) ro0 ==z,
(9) 0cz =0,
(10) x &z =0,

(11) 16z = —x.

Diikaz.
(1) Vyuzitim (MV3), (MV4), (MV5) a (MV6) dostavame:

r@ax=-(-ld-z)d-rz=-(rdl)dl=1.

2) Jedna se piimo o identitu (MVE].

3) Ziejmé.

(2)
(3)
(4) Diky (MV4) a (MV3) plati 2 ©0 = =(-z @ 1) = 0.
(5)
(6)

5) Pouzitim (MV3) a (MV4) dostaneme x © 1 = =(—z @ 0) = x.
6

Plyne z (MV6)):
(oY) 0z="((Cedw) &z)=-(2d(ydz) =20 (y©=2).
(7) Plyne ze (4), staci pouzit vztah xr ©1 =2 © 0.
(8) Plyne z (5), nehot r ©0 =1z 1.
(9) Diky (MV5) plati 0 © 2 = ==0 = 0.
(10) Pfimy dusledek (1), protoze x © z = ~(—z & z) = 0.
(11) Pouzitim (5) dostaneme 1 6z =1©® —x = —x. O
MV-algebry lze usporadat, a to takto:
r<y & ody=1.
Lze ukazat, ze toto usporadani je svazové a také prirozené, tj. r <y, pravé kdyz

existuje z tak, ze x @ z = y (viz [4], [5] pripadné [3]). Svazové operace lze vyjadrit
nasledovneé:

tVy=(roy)dy=(yor)dx
r Ay =-(-zV-y).

4



Lemma 1.1.4. Necht A je MV-algebra a necht x, y € A. Pak jsou ndsledujici
podminky ekvivalentni:

(i) x <y,
(1)) x ® -y =0,
(iii) y =2 ® (y© x).

Dikaz. (i) = (ii) Plati 2 ©® —y = =(—2z@y) = -1 = 0. (ii) = (iii) Podle lemmatu
113 (2)jexd (yox) =yd(x0y) aroy =x6 -y = 0. (ii) = (i) Plati
rdy=-120rxd(yoxr)=1®(yoz) =1 O

Lemma 1.1.5. Necht A je MV-algebra. Pro kaZdé a € A je —a jediné reSent
systému rovnic:

abxr=1,
a®zxz=0.

Diikaz. 7 prvni rovnice mame —a < x a z druhé podle lemmatu mame
x < =a. To implikuje x = —a. ]

Je-1i usporddani na MV-algebre linearni, pak se dana MV-algebra nazyva
MV-rétezec.

Lemma 1.1.6. Necht A je MV-tetézec. Pak pro kaZdé x, y, z € A plati:
(1) v ®y < 1 implikuje x © y = 0;
(2) x®y=x®z <1 implikuje y = z;
(3) x =x @y, pravé kdyZ x = 1 nebo y = 0;
(4) x®dy=1lax®z<1,pik (zOy)dz=(xdz)Oy.

Diikaz.

(1) z @y < 1 implikuje =z £ y. To znamend y < - a podle lemmatu
(ii) plati z ©® y = 0.

(2) Podle (1) @y =2 @ 2z < 1 implikuje x ©y = 0 a x ® z = 0. Déle plati:
zVy=(@yo7)dr=(Yor)@r=(20z)0z="1V2

Analogicky lze ukazat, ze plati ~x Ay = —x Az. To dohromady s pfedchozim
implikuje y = z.

(3) Implikace zprava doleva je trividlni. Pokud = @ y = = < 1, pak podle (2)
y =0 a jinak x = 1.



(4) Diky predpokladu, ze x @ y = 1, tj. ~y < z, plati:
s xOyY)Bz=(yVr)dz=zdz <1,
a také:
YD (rd2)0y)=-yVEdz)=cdz <1
Nyni pouzitim (2) dostavame tvrzeni bodu (4). O

V MV-algebrach definujeme pfirozeny nasobek a pfirozenou mocninu prvku.
Pro kazdé n € N induktivné definujeme:

Ixz=z nxzx=x®Mn—-1)xuz,

1

=z "=zoz" L

Zavedme konvenci, Ze prirozeny nasobek x bude mit ve vyrazech vzdy prednost
pfed binadrnimi operacemi MV-algeber. Napiiklad vyraz (n x x) © y budeme psét
zjednodusené jako n x z © .

Lemma 1.1.7. Necht A je MV-algebra. Pak pro kazZdé x, y, z € A plati:
(1) x <y, pravé kdyz -y < —x;
(2) xcy<zarOy<zAy;
(5) xSy < i
(4) x <y implikuje t B z<y®zar©z<y0dz;
(5) x <y implikuje r © 2z <yozazoy<zoux;
(6) v <y implikuje n X © < n Xy pro kazdé n € N;
(7) x <y implikuje ™ < y™ pro kazdé n € N;
(8) zoy<(zo2)®(20y).
Diikaz.

(1) Protoze plati rovnost —x @ y = —x & -y, je podle definice usporadéani
tvrzeni ziejmé.

(2) Plati:
—(zoy)dr=-~(12dy) Pr=-2xPydr=1.

Takze r©y < x. Druha ¢ast tvrzeni plynez oy = x0Oy = yOr = yS .



(3) Podobné jako v predchozim piipadé plati:

(4) Necht x <y, tj. ~x @y = 1. Pak plati:
(r®2)Pydz=—(2@2)d2rdy=—(28-2)pl=1
Dale:

2(xO2)BWYO2)="2® 2@ (yd2)=-2hyd(2By) =
=1®-(z2dy) =1

(5) Necht z < y. Pak plati:
(2020 Yo =00 (ydz) =wdyd(-z0y) =1
Dale plati:

oy ®:zox)="20Yyd(—20r)=-20yd - (-rd2) =1

(6) Necht z < y. Ziejme diky plati:
nXrdnX(ydzr)=nxydnXx(-rdy),
Protoze -z @&y = 1, tak:
nxXydnxa(-z@y)=nxydnx0=nxy.

Tedy plati n x y = n x x & n x (—-y @& x). Diky tomu, Ze uspofadani je
prirozené, dostavame pozadované tvrzeni.

(7) Snadno se vidi, ze plati 2™ = —(n x —z). Protoze x < y, tak diky bodu (1)
plati =y < —x. Z bodu (6) plyne, ze n x =y < n x -z, a to opét diky bodu
(1) implikuje:
2" ==(n x —z) < —(nx y) =y".

(8) Pouzitim lemmatu[1.1.3] (2) dostaneme:

(z0Y) @ (r02)®(:0y) =20 (02)0(yo2) B2 =
=P (z0z)Prd®(yoz) =1

Takze roy < (z62)® (2 0Y). O



1.2. Idealy a homomorfismy
Definice 1.2.1. Reknéme, ze I je idedl MV-algebry A, jestlize I C A a plati:
(i) 0 € I,
(ii) pokudz € I, ye Aay <z, pakyel,
(iii) pokud z, y € I, pak x Dy € I.
Pokud bude I C A, pak budeme hovotit o vlastnim idealu A, a I = {0} budeme
nazyvat trividlni idedl.

Ideal I MV-algebry A se nazyva mazimdlni, jestlize je vlastni a pro kazdy
ideal J # I plati, ze I C J implikuje J = A . Mnozinu idedlat MV-algebry A
budeme znacit I(A). Mnozina I(A) tvori vzhledem k mnozinové inkluzi uplny
svaz.

Dalsi standardni pojmy jako je homomorfismus, jddro homomorfismu, izo-
morfismus, kongruence atd., budeme povazovat za znamé a nebudeme je zvlast
definovat. Mnozinu kongruenci na MV-algebte A budeme znagcit Con(A). Mnozina
Con(A) spoleéné s mnozinovou inkluzi tvoii uplny svaz.

Lemma 1.2.2. Necht A, B jsou MV-algebry a h : A — B homomorfismus. Pak
plati:

(1) Pro idedl J € 1(B) plati h=1(J) = {z € A | h(z) € J} € I(A).
(2) Ker(h) € 1(A).

(3) h(z) < h(y), privé kdys z © y € Ker(h).

(1) h je injektivni, prave kdyz Ker(h) = {0}.

Diikaz.

(1) Necht J € I(B) a x, y € h™(J). Pak h(z) ® h(y) = hiz ®y) € J, tj.
r@yeh(J). Jelix <y, zeAayeh(J), pak h(z) < h(y) € J, tj.
xz € h™1(J). Je jasn¢, ze 0 € h™1(J).

(2) Specialni ptipad (1), kde J = {0}.

(3) Plati 0 = h(z ©y) = h(z) © h(y), coz je podle lemmatu ekvivalentni
s h(z) < h(y).

(4) Necht z, y € A jsou takové, ze h(z) = h(y). Pak h(zroy) = h(z)Sh(y) =0
a stejné tak h(y ©x) = 0. Protoze Ker(h) = {0}, tak zoy=0=ycz. To
implikuje ~xdy=1a-ydr=1,t. r <yay < x takze x = y. O



Lemma 1.2.3. Necht h: A — B je surjektivni homomorfismus MV-algeber. Pak
relace © =y < h(x) = h(y) je kongruence na A.

Diikaz. To, ze = je ekvivalence, je ziejmé. Platnost substitu¢nich podminek je
z vlastnosti homomorfismu rovnéz hned vidét. O

V dalsim kroku ukazeme, Ze mezi kongruencemi a idealy existuje vzajemné
jednoznacny vztah. Nejprve zavedeme novou operaci. Necht A je MV-algebra a d
je operace na A definovana takto:

d(z,y) = (zoy) & (Yo )

Operaci d budeme nazyvat vzddlenost.
Lemma 1.2.4. Necht A je MV-algebra. Pak pro vsechna s, t, x, y, z € A plati:
(1) d(z,y)
(2) d(z,y)
(3) d(z,y)
(z,2) <
(

=0, pravé kdyz x =y,

z),

d(y,
d(—z, ~y),
d(

8

(4) d(z, 2 z,y) ©d(y, 2),
(5) dlx ®s,y®t) < d(x,y) ®d(s,t).

Diikaz.
(1) Implikace zprava doleva je trivialni. Necht d(x,y) = 0. Pak plati:

r=x®(xoy)dyor)=yd(zoy) d(roy),
y=yo(zoy)®yor)=2®(yor)d(you),

a protoze je MV-algebra pfirozené usporadand, implikujetoy <z ax <y.
(2) Ziejmé z definice.
(3) Staci rozepsat definici:

d(z,y) = ~(-~x D y) ® ~(—y ® z) = d(—z, ~y).

(4) Podle lemmatu (8) plati:
roz<(zoy)eer), zor<(zoy)@(you).

Pouzitim (4) téhoz lemmatu dostavame pozadované tvrzeni.



(5) Plati (z@s)o(ydt) < (roy)d (sot), protoze:

“((z@s)e(ydt) @(xoy)d(sot) =
=(r@Ds)D(yoxr)Drd(tos) ds=
=-(s@P ) DD (yor)drd(tos) =1.

Analogicky bychom dokéazali (y@®t) S (x®s) < (yoz)®(tSs). To s pomoci
lemmatu [1.1.7) (4) implikuje pozadované tvrzeni. O

Véta 1.2.5. Necht = je kongruence na MV-algebre A. Pak I = {x € A|x =0}
je idedl v A a plati x =y, pravé kdyz d(z,y) € I.

Diikaz. Necht = je kongruence na A a I = {x € A | x = 0}. Zfejmeé 0 € I. Déle
necht < y ay € I. Pak podle lemmatu [1.1.4] (ii) je 6y = 0 = y, coz implikuje:

r=z6(xoy) =rzoy=0.

Pokud z, y € I, pak je z definice kongruence ziejmé, ze x &y € I.

Necht z = y. Pak 16y = yoy = 0, stejné tak yox = 0, a proto d(x,y) =0,
tj. d(x,y) € I. Naopak necht d(z,y) € I. Pak d(z,y) = 0 implikuje r &6y =0
ayox=0,nebot x oy, yor <d(z,y). Plati:

y=@oydy=(yor)dzr == O

Véta 1.2.6. Necht I je idedl v MV-algebie A. Pak relace =;, kterou definujme
takto x =7 y < d(z,y) € I, je kongruence na A.

Diikaz. Necht I je ideal v A a necht =; je relace definované zminénym vztahem,
dale necht x, y, s, t € A. Reflexivita a symetrie relace =; je zfejma z lemmatu
1.2.4 (1) a (2). Podle bodu (4) plati d(z,z) < d(z,y) ® d(y, z), takze pokud
d(z,y), d(y, z) € I, tak z vlastnosti idealu vyplyva, ze d(z, z) € I, tj. relace =; je
tranzitivni. Podle bodu (3) zfejmé plati, ze x =; y implikuje -z =; —y. Nakonec
pouzitim bodu (5) dostéavame, ze pokud d(x,y) € I a zaroven d(s,t) € I, tak
d(x @ s,y ®t) € I. Takze relace =; je skute¢né kongruence na A. O

Disledek 1.2.7. Svaz idedli 1(A) je izomorfni se svazem kongruenci Con(A).

Diikaz. Predchozi dvé véty tikaji, Ze zobrazeni f: I — = je bijekce. Je zfejmé,
7e f a f~! jsou izotonni zobrazeni. m

Faktorovou algebru MV-algebry A podle ideélu I znac¢ime A/l a mame
tim na mysli faktorovou algebru MV-algebry podle kongruence =;. Pro pfirozeny
homomorfismus v: A — A/l zfejmé plati Ker(v) = I a také plati x =5 y <

v(x) = v(y)-
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2. (-grupy a funktor I

V prvni ¢asti této kapitoly ¢erpame piedevsim z [17], pFipadné piimo z pi-
vodniho ¢lanku o ¢-grupéach [2] a nékdy také z [I]. V druhé ¢asti pak ¢erpame
z kapitoly 2 monografie [4].

2.1. Struc¢né o (-grupach

Definice 2.1.1. Necht (G, +) je grupa a necht je na G' dano usporadani <. Pak
strukturu (G, <, +) nazveme usporddnou grupou, jestlize pro kazdé z, y, a, b € G
plati:

r<y = at+tx+b<a+y+b. (UG)
Jestlize je (G, <) svaz, pak nazyvame (G, +, <) (-grupou.

Oznacenim G budeme rozumét kladny kuZel usporadané grupy G, tj. GT =
{z € G|z > 0}. Pro kazdé x, y € G ziejmé plati:

r<y & y—zecG.

To vyplyva rovnou z podminky (UG). Jinak Fe¢eno: usporadani na G je uréeno
usporadanim na G*.

V této kapitole i ve zbyktu prace se omezime pouze na abelovské ¢-grupy.
To proto, Ze je pouzijeme k reprezentaci MV-algeber, které jsou komutativni.

Priklad 2.1. Zakladni piiklady abelovskych linearné usporadanych grup jsou
(R, <,4), (Q,<,+)a(Z,<,+), kde < je standardni usporadani a + je standardni
scitani.

Lemma 2.1.2. Necht G je abelovskd {-grupa. Pak pro kazZdé x, y, z € G plati:
(1) 2+ (yVz2)=(z+y)V(z+2),
(2) 2+ (yAz)=(@+y) A(z+2),

(3) xANy=—(-2V —y).

Podmnozina X uspofadané mnoziny P je konvexnt, jestlize v < p < vy, =,
y € X implikuje p € X. £-podgrupou ¢-grupy G budeme rozumét podgrupu grupy
G, ktera je zaroven podsvazem. Dale budeme také hovorit o konverni £-podgrupé,
coz je f-podgrupa, ktera je konvexni. Mazimdlni konvexni ¢-podgrupa C' je ta-
kova konvexni ¢-podgrupa grupy G, pro kterou plati, ze je-li D # C konvexni
(-podgrupa a C' C D, pak D = (. Je jasné, ze prunik konvexnich /-podgrup je
konvexni ¢-podgrupa (sjednoceni nemusi). Konvexni ¢-podgrupy vzhledem k mno-
zinové inkluzi tvori tplny svaz; ten budeme znacit C(G) (viz [17, Theorem 2.2.4.]).
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Necht G je f-grupa a X podmnozina G. Ozna¢me G(X) konvexni ¢-pod-
grupu generovanou mnozinou X a ozna¢me |z| = x V —zx. Da se ukéazat, ze [17,

Theorem 2.2.4 (b)]:
GX)={9€G||g| <|z1|+ -+ |zs| pro nékteré zy,..., 2, € X}. (2.1)

Lemma 2.1.3. Necht G je abelovskd (-grupa a necht a, by, by ..., b, € Gt jsou
takové, Ze a < by + by + -+ + b,. Pak existuji ¢y, ¢, ..., ¢, € GV tak, Ze ¢; < b;
pro kazdé i € {1,2... ., n} aa=ci+co+ -+ Cp.

Diikaz. Necht a a by, by, ..., b, jsou jak v podmince véty. Lemma dokézeme
pomoci matematické indukce. Pro n = 1 je tvrzeni trivialni. Pfedpokladejme, Ze
tvrzeni plati pro n > 1. Polozme ¢, = a A b,,. Pak plati:

b+ dbptcen=01+ - +bos+a)A(by+--+ by +b,) > a.

Takze a — ¢, < by + --+ + b,_1. Podle indukéniho pfedpokladu pak existuji ¢y,
Cay ..., Cp_q takové, ze ¢; < b; pro kazdé ¢ a plati a — ¢, = c1 + -+ + ¢,_1. To
implikuje a = ¢; 4+ - - - + ¢, O

Definice 2.1.4. Rekneme, ze f-grupa je archimedovskd, jestlize neexistuji x,
y € Gt \ {0} takové, ze n x < y pro kazdé n € N.

Pozndamka 2.1.5. D4 se ukazat, ze kazda archimedovska ¢-grupa je abelovska (viz
[1, Theorem 2.2]).

Piiklad 2.2. (R, <,+) a (Z

, <
dovska, nebot naptiklad n x (0,

,+) jsou archimedovské, ale ZXZ neni archime-
1) < (1,0) pro kazdé n € N.

Definice 2.1.6. Rekneme, 7e (-grupa G je jednoduchd, jestlize |G| > 1 a jestlize
mé pouze triviadlni konvexni ¢-podgrupy, tj. podgrupy G a {0}.

Nésledujici vétu i s dikazem lze najit napi. v [I7, Theorem 2.3.10].
Véta 2.1.7. Necht G je €—grupa.ﬂ Pak jsou nasledujici turzeni ekvivalentni:
(1) G je abelovskd a jednoduchd;
(i) G je linedrné usporddand a archimedovskd;
(111) G je izomorfni s nékterou (-podgrupou (R, +).

Véta 2.1.8. Necht' G je abelovskd (-grupa, kterd md mazximdlni konvexnt podgrupu
H. Je-li G/H izomorfni s linedrné uspordadanou grupou Z, pak G je izomorfni
s lezikografickym soucinem ZX H .

1V souladu s poznamkou nepiedpokladame, ze G je abelovska.
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Diikaz. Necht h je izomorfismus G/H — 7Z, necht v je pfirozeny homomorfismus
G — G/H anecht f = v o h. Zfejmé f je surjektivni homomorfismus, nebot je
slozenim surjektivnich homomorfismt a Ker(f) = H [[] Zvolme n&ktery prvek a €
G takovy, ze f(a) = 1. Jisté plati 0 < a ¢ H. Definujme zobrazeni ¢: G — Zx H:

p(z) = (f(2),z = f(z)a).

Skutecné se jedna o dobfe definované zobrazeni, nebot f(x — f(z)a) = f(z) —
f(x)=0,tj. x— f(x)a € H.

Pro kazdé (z,b) € Z x H ziejmé existuje x € G tak, ze f(x) = z, nebot f
je surjekce. Dale plati ¢(b+ f(z)a) = (f(z),b), tj. b+ f(x)a € G je vzor prvku
(z2,b) € Z x H. Takze ¢ je surjekce. Zbyva dokéazat, ze ¢ je injektivni. Necht z,
y € G,z # y. Vime, Ze p(z) = (f(z),z — f(z)a) a ¢(y) = (f(y),y — f(y)a).
Pokud f(x) # f(y), tak jisté o(x) # ¢(y). Pfedpokladejme tedy, ze f(z) = f(y).
Pak ¢(z) — p(y) = (0,2 — f(z)a —y + f(y)a) = (0,2 —y) # (0,0) a proto
e(z) # (y). O

Diikaz nésledujici véty lze najit zde [I, Theorem 6.1].

Véta 2.1.9. KaZdou volnou abelovskou C-grupu lze vnotit do direktniho soucinu
Z" pro nékterou mnozinu I.

Tato véta fiké, ze kazda volna abelovska (-grupa je z tiidy SP(Z). Navic
obecné plati, ze kazdé algebra ve varieté je homomorfnim obrazem nékteré volné
algebry, plati tedy:

Disledek 2.1.10. Varieta abelovskyjch £-grup je generovand linedrné uspordda-
nov grupou 2.

2.2. Funktor T

Necht (G, <,+) je abelovska ¢-grupa. Pro kazdé v € G, u > 0 a pro kazdé
z, y € [0, u] definujeme:

T By =ul(z+y),
L =U— .

Budeme pouzivat oznaceni I'(G,u) = ([0, u] , By, 1, 0).

Véta 2.2.1. I'(G,u) je MV-algebra.

1 f(x) se da chapat jako ,poradové &islo“ tifdy = + H.
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Diikaz. Platnost identit (MV1))—-(MV5)) je jasné vidét. Presvédéime se i o platnosti
(MV6|). Pro kazdé z, y € [0, u| plati:

(T By Y) Buy = w(uN(u—2+Yy)) By =
=uAN(u—(uAN(u—x+y)+y) =
=uA((OV(z—y))+y) =
=uN(yVe)=
=z Vy,

w0y Bu ) Bur =uN (u—(uA (u—y+z))+1)=
=uN((0OV(y—z)) +a)=
=uN(zVy) =
=z Vy. O

Pozndmka 2.2.2. Operace v MV-algebie I'(G,u) jsou zavislé na volbé u € G,
proto je znac¢ime s timto indexem. Vétsinou vsak budeme pro piehlednost zapisu
tento index vynechéavat.

Definice 2.2.3. Necht G je f-grupa. Prvek u € G nazveme silnou jednickou,
jestlize pro kazdé x € G existuje n € N tak, ze plati |x| < n X u.

Unitdlni ¢-grupu nazveme dvojici (G, u), kde u je silné jednicka ¢-grupy G.
Homomorfismus (-grup je zobrazeni, které je grupovym homomorfismem a za-
rovel svazovym homomorfismem. Necht (G,u) a (H,v) jsou unitalni ¢-grupy.
Homomorfismus unitdlnich ¢-grup (nebo jen unitdlni homomorfismus) nazyvame
kazdé zobrazeni h: (G,u) — (H,v), které je homomorfismem ¢-grup a které spl-
nuje h(u) = v. Oznacenim I'(h) rozumime restrikci h|p .. Je ziejmé, ze I'(h) je
homomorfismus I'(G,u) do I'(H, v).

Necht UL je kategorie, jejiz objekty jsou unitalni abelovské (-grupy a jejiz
morfismy jsou unitalni homomorfismy. Déle necht MYV je kategorie MV-algeber;
jeji objekty jsou MV-algebry a morfismy homomorfismy. Z vyse uvedeného vy-
plyva:

Véta 2.2.4. T je funktor z kategorie UL do kategorie MV .
Pokud v € G, u > 0, pak mnozina:
G(u) ={g € G| |g| <n xu pro nékteré n € N}

je konvexni /-podgrupa generovana prvkem wu, pfitom wu je zfejmé silnd jednicka
G(u). Takze I'(G,u) = I'(G(u),u). To znamena, ze kdykoliv je A = I'(G,u),
pak muzeme predpokladat, ze u je silnd jednicka G. Kdyby totiz nebyla, pouzili
bychom misto G' (-grupu G(u).
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Priklad 2.3. Uvazujme (-grupu Z X Z a zvolme u = (0,n), n > 1. Ziejmé (0, n)
neni silné jednicka, nebot napiiklad (1,1) £ m x (0,n) pro kazdé m € N. Ovsem
plati G(u) = Z, takze T'(Z x Z,(0,n)) = T'(Z,n).

Véta 2.2.5. Necht (G,u) je unitdlni abelovskd (-grupa a A = I'(G,u). Pak svaz
I(A) je izomorfni se svazem C(G).

Diikaz. Definujme zobrazeni ¢: I(A) — C(G) takto: ¢(I) = G(I). Ukazeme, ze ¢
je injektivni. Nejprve dokézeme, ze I = AN G(I) pro kazdé I € I(A). Jisté plati
I CANG(I). Kdyza € ANG(I), tak pak a € A a podle (2.1) a < by + -+ b,
pro nékteré by, ..., b, € I. Z toho plyne a < uA(by+---+b,) =b;®---db, €1,
a tedy a € I. Tj. plati i inkluze AN G(I) C I. Protoze I = AN G(I) pro kazdé
Ie€l(A), tak I, J € I(A), I # J, implikuje o(I) # ©(J).

Nyni dokdzeme, Ze ¢ je surjekce. Necht C' € C(G). Polozme I = ANC'. Je-li
a,bel,paka®b=uA(a+b) € ANC = I. Takze I je uzaviena na & a pokud
b<ae€cl, be Atakjiste b € I, nebot A i C jsou konvexni. Mame tedy, ze I je
ideal.

Dokazeme, ze p(I) = G(I) = C. Jisté plati G(I) C C. Necht = € C. Plati,
ze x € C, pravé kdyz |z| € CT. Protoze u je silna jednicka, tak existuje n € N
tak, ze |z| < n X w. Vyuzitim lemmatu dostaneme, ze existuji aq, ..., a,
takové, ze a; < u (tj. a; € A) pro kazdé i € {1,...,n} a |z| =a1 + -+ a,. Jisté
0<a; <|z|] €C, takze a; € ANC =1, a proto |z| € G(I). Tj. C C G(I). Tim
jsme dokézali, Ze ¢ je bijekce.

Necht I, J € I(A). Vime, 72e I = ANG(I) a J = ANG(J). Plati-li tedy
G(I) € G(J), pak jiste I C J. Opacna implikace je ziejma. Takze plati I C J,
pravé kdyz G(I) C G(J). Tj. ¢ je izomorfismus I(A) na C(G), pfi¢emz inverzni
zobrazeni je o1 C'+— ANC. O

Lemma 2.2.6. Necht (G, u) je unitdlni abelovskd (-grupa a J je jeji konverni (-
podgrupa. Pak T'(G/J,u+ J) je izomorfni s I'(G,u)/(J N[0, u]).

Diikaz. Necht A =T'(G,u) a necht I = J N[0, u]. Zfejmé podle predchozi véty je
I ideal A. Necht v: G — G/J je ptirozeny homomorfismus. Ozna¢me h = I'(v),
tj. restrikce v na [0, u|. Zfejmé je h surjektivni homomorfismus A: I'(G/J,u + J)
a ziejmé Ker(h) = I. Podle véty o homomorfismu pak existuje izomorfismus
A/l - T(G/J,u+ J). O

Pozndmka 2.2.7. 7 predchoziho lemmatu a predchozi véty plyne, Ze izomorfismus
svazii I(A) na C(G) je takovy, Ze zobrazuje maximalni idedly MV-algebry na
maximalni konvexni ¢-podgrupy.

Jak jsme vidéli, je jasné, ze ['(G, u) je MV-algebra, pfitom muzeme piedpo-
kladat, Ze u je silna jednicka GG. Chtéli bychom dokézat, Ze pro kazdou MV-algebru
existuje unitalni (-grupa G tak, ze I'(G,u) je izomorfni s danou MV—algebrou.E]

1To znamena, ze funktor T je tzv. essentially surjective on objects.
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Pripomenme znamé tvrzeni, které je i soucasti bakalarské prace (viz [3, Dusledek
1.14]).

Veéta 2.2.8. KazZdd BL-algebra je subdirektni soucin linedrné usporadangch BL-
algeber (BL-fetézci).

Protoze kazda MV-algebra je BL-algebrou, tak také plati:
Véta 2.2.9. Kazdd MV-algebra je subdirekini soucin MV-retézcii.

Budeme postupovat tak, ze nejdfive najdeme unitalni ¢-grupu pro kazdy
MV-tetézec. Pozdéji pak pravé zminéné véty vyuzijeme, abychom nasli unitalni
(-grupu pro libovolnou MV-algebru.

Definice 2.2.10. Necht A je MV-algebra a a = (aj,as,...) je posloupnost
prvki z A. Rekneme, 7e a je dobrda posloupnost, jestlize pro kazdé ¢ € N plati
a; = a; ® a;11 a existuje n takové, ze a, = 0 pro kazdé r > n. Misto a =
(ay,as,...,a,,0,...) budeme psat struéné jen a = (ay, as,. .., ay).

Ozna¢enim (1™, aq, . .., a,) myslime dobrou posloupnost, ktera ma na prv-
nich m mistech prvek 1.

Lemma 2.2.11. Necht A je MV-vetézec. Pak kaZdd dobrd posloupnost v A je
tvaru (1% a), kde k >0, a € A\ {1}.

Diikaz. Necht a = (ay,aq,...,a,) je dobra posloupnost MV-fetézce v A. Pak
podle lemmatum (3) a; = a; P a;1q plati, pravé kdyz a; = 1 nebo a;11 = 0. O

Pro kazdé dvé dobré posloupnosti a, b definujeme jejich soucet a + b jako
posloupnost ¢ = (¢1, ¢z, ... ), kde:

c;i=a; D (aifl ® bl) D (CZZ;Q ® bg) D---D (a1 ® bifl) () bz (22)

Je tfeba oveérit, Ze toto séitani je definované dobfe, tj. ovérit, Ze ¢ je opravdu
dobra posloupnost. Déle se budeme zabyvat jen dobrymi posloupnostmi MV-
Fetézci, oveéreni proto provede jen pro dobré posloupnosti MV-fetézcii.

Lemma 2.2.12. Necht A je MV-fetézec a a = (17,a), b = (19,b) jsou dobré
posloupnosti proki z A. Pak:

a+b=(1"""adbadb), (2.3)
ac=a+b je dobrd posloupnost.
Diikaz. Ovéfeni je pifmocaré, staci dosadit do (2.2)). Ziejmé pro i < p + ¢ plati
¢; = 1, nebot s¢itanec vzdy obsahuje 1. Necht 1 = p + ¢ + 1. Pak se sc¢itanec
zjednodusi na ¢; = (a, © bys1) ® (apy1 O by) = byp1 B apy1 = b B a. Jeli @ =
p + q + 2, pak se s¢itanec redukuje na ¢; = a1 © bgy1, vSechny ostatni scitance
totiz obsahuji nulu. Konécné je ziejmé, ze proi > p+q+ 2 je ¢; = 0.
Podle lemmatu [1.1.6] (1) a ® b < 1 implikuje a ©® b = 0 a navic zfejmé
a®b< adb. Z toho plyne, Ze ¢ je skutecné dobra posloupnost. O
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Lemma 2.2.13. V kazdém MV-retézci plati:
(1) (zoy) @ ((z@y) ©2) =0y O (zOY) @ 2),
(2) ~l(z0y) @ (t®y) ©2)] = (-2 ~y) (-2 & ~y) © ~2),
(3) (oY) e (z®y) ©2)=(r02) @ ((z®2)0y),
(4) tdy=xdzarQy=x0z paky=z.

Diikaz. (1) Pokud = @ y = 1, pak se obé& strany rovnosti rovnaji (x © y) ® z.
Pokud = & y < 1, pak podle (1) je x ®y = 0 a rovnost plati.

(2) Diky (1) plati:

oy e(@ay) o) =-lroy)o(roy) ®2)]=
=(r@y) ©((z0y) @ 2) =
= (rr O ~y) © (b2 © ~y) © 72).

(3) Uvazujme ptipady:

(a) Necht z ® y ® z < 1. Pak se diky lemmatu [1.1.6] (1) ob& strany rovnaj
nule.

(b) Necht —z @ -y @ =z < 1. S vyuzitim (2) lze snadno vidét, ze rovnost
plati stejné jako v pfedchozim piipadé.

(c) Necht z®@y@®z=1,2d-yP-z=1lazarovehcdy=1,2dz < 1.
Podle lemmatu (1) zx @z < 1 plyne x ® z = 0. Takze dokazovana
rovnost ma tvar (r @ z) ©y = (x®y) @ z. Platnost rovnosti plyne z bodu
(4) téhoz lemmatu.

Situace, kdy by mistozdy=1azdz < lplatiloxdz=1laxdz =1,
by se dokazovala zcela analogicky, proto ji zvlast neuvadime.

(d) Necht t@y@®z=1,2d-yP-z=1aziroven t By =xHz = 1. Pak
mé dokazované rovnost tento tvar (xr ©® y) @ z = (v © 2) @ y. Platnost
této rovnosti dostaneme opakovanym vyuzitim (MV6):

(r1O2)0y=(r02)0yd-(rdy) =
— —(:@2) @20 (0yY) =
=2®(x0Oy).
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(e) Nakonec necht plati z®y®z =1, "z ®-yd -z = 1 azaroven by < 1,
r®z <1l Plkx Oy =202 =0, to znamena, ze ~x & -y = P
-z = 1. Vyuzitim stejného argumentu jako v predchozim piipadé ale pro
proménné —x, -y, -z, dostaneme platnost rovnosti (—z ® —y) & -z =
(mx ® =z) @ —y. Z bodu (2) pak vyplyva platnost dokazované rovnosti,
nebot plati:

~[20y) & (@ ®y) ©2)] = (~eO-y) ® -z =
=(wO-2)®y=
=-[(z02)® ((z®2) Oy).

(4) Necht x @y =@z azx©y =z © z. To implikuje:
ﬁgL‘\/y:(y@ﬁx)@ﬁgj:(y@x)@—\x:(Z@—w)@—qp:

= Vz,

=T ANz

Pokud y < z < —x, pak z druhé rovnosti plyne y = z. Pokud y < -z < 2,
pak z rovnosti plyne y = —x = z. Analogicky bychom provérili i zbylé
moznosti. N

Véta 2.2.14. Necht A je MV-retézec a M mnoZina vSech dobrijch posloupnosti

A. Pak (Ma,+), kde + je definované podle , je komutativni monoid, v némz
plati zakon krdcent.

Diikaz. Komutativita je ziejma. Nulovy prvek je zfejmé posloupnost 0 = (0,...).
Staci ovérit asociativitu a zékon kraceni. Necht a = (17,a), b = (19, b) =
(1",¢) € M4. Podle lemmatu [2.2.12] plati:
(@a+b)+ec=1"""adba®b)+(1",¢) =
= (1P a@bDc,(a®@b)® ((a®b) ©®c),a®b®c),
+(b+e)=1"a)+ (1" bDcbOC) =
(1p+q+7“ adbDe,(boc)d((bdc)®a),a®bdc),

a rovnost (b+a)+ ¢ = b+ (a+ c¢) plati diky bodu (3) v predchozim lemmatu.
Nyni dokézeme zakon kraceni. Necht plati a + b = a + ¢, to je:

(1P* a@®b,a®b) = (1P a®c,a® c).

Pokud ¢ = r, pak diky bodu (4) pfedchoziho lemmatu b = ¢ a b = ¢. Ziejmé
nemitize nastat ¢ < r — 2 nebo r < ¢ — 2. Pokud by ¢ =r — 2, pak by a © b =1,
tj. a =b=1, coz je spor. Pokud by g=r—1, pak bya®c=0aa®b=1, coz
implikuje a = c=0a b =1 — opét spor. Ze stejnych divodi nemiizou nastat ani
situace r = ¢ — 2 ar = q¢ — 1. Dokézali jsme, zZe nutné plati ¢ = r. Tudiz zédkon
kréceni plati. O
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Necht M, je monoid dobrych posloupnosti MV-tetézce A. Necht a = (17, a),
b = (19,b) € M 4. Definujeme usporadani v M 4:

a<b & p<qgnebo(p=qgaa<b).

Definice je ziejmé korektni. Uspofadani na M, znac¢ime stejné jako usporadani
na A, nebot bude vzdy z kontextu jasné, o které usporadani jde.

Lemma 2.2.15. Necht A je MV-fetézec. Pak (Ma, <,+) je linedrné a pfirozené
uspordadadany komutativni monoid.

Diikaz. Uz vime, ze M 4 je komutativni monoid. Dokazeme nejprve, zZe je linearné
usporadany. Necht a = (17,a), b = (19,b) € M,. Je-li p < ¢ nebo ¢ < p, pak
jsou zfejmé a, b srovnatelné. A je-li p = ¢, pak jisté a < b nebo b < a, nebot A
je linearné usporadana. V kazdém pripadé jsou a a b srovnatelné.

Nyni dokdzeme, Ze usporadani na M, je piirozené. Necht a < b. Chceme
najit ¢ = (17, ¢) € M4 tak, aby platilo b = a + ¢. Uvazujme dvé moznosti:

(1) Necht p < q a zaroven a < b. Polozme ¢ = (1977,b© a), pak plati:
(17,0) + (177, b S a) = (11,08 (h S a),0® (b © a)) =

=(1%aVba®(boa))=
(12, b, 0).

Pritom v posledni rovnosti jsme pouzili lemma (1).
(2) Necht p < q a zéroveir a > b. Polozme ¢ = (197771 b & —a), plati:

(17,a) + (1977 L b @ —a) = (171 a® (bD —a),a® (b® —a)) =
(17, ~(—a ® (mbe —a))) =

(

(

19aNb) =
19,0).

V obou moznostech jsme ovérili rovnost b = a + ¢ a jiné moznosti ziejmé nastat
nemuzou. O

M 4 je prirozené uspofadany a navic plati, ze prvek c takovy, ze a+c = b, je
urcen jednoznac¢né. Kdyby totiz existovalo d # ¢ takové, ze by platilo a +d = b,
pak by podle zakonu kraceni platilo ¢ = d — spor. Protoze M, je Tetézec, tak pro
kazdé ruzné a, b € M, existuje jediné e takové, ze bud a+c¢ = b, nebo b+c¢ = a.

Nyni budeme chtit z linearné usporadaného monoidu (My, <, +) zkonstru-
ovat linearné usporadanou grupu. Polozme G4 = ({+,—} x M4\ {0}) U {0}.
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Definujme operaci H na G 4 takto:

(+,a) B (+,b) = (+,b+ a),
H(—b

(_70' ):(_7b+a)v
(+,a)B0 = 0B (+,a) = (+,a),
08B0 =0,
0 jestlize a = b,

(+,a)B(—,b) =(—,b)B(+,a) =< (+,d) jestlize a = b+ d,
(—,d) jestlize b=a+d.

Definujme relaci < na G4 takto:

0<0,
(—,a) 20 =< (+,b),

(+,a) X (+,b) & a<b,
(—,a) 2 (—,b) & b<a.

Véta 2.2.16. Necht A je MV-fetézec. Pak struktura (Ga, =<,H) je abelovskd li-

nedrné uspordadand grupa.

Diikaz. Komutativita H je zfejma, nulovy prvek je 0. Inverzni prvek k prvku
(+,a) je prvek (—,a). Dokdzeme asociativitu. Necht x, y, z € G4. Je tfeba
uvazovat nékolik moznosti. Nejprve, jsou-li z, y, 2 € G} nebo jsou-li z, y, 2 € G,
pak je asociativita ziejma. Asociativita je také jasné vidét, jsou-li nékteré prvky
z x, y, z nulové. Ozna¢me L = (zBHy)HB 2z a P = x B (y B 2). Provérime
nasledujici moznost: x = (+,a), y = (—,b) a z = (+, ¢). Tu je tieba rozdélit na

dalsi moznosti:

(1) Je-li @ = b+ d, pak:

L= (+,c+d),
P=(+,a)B((—,b)B(+,¢)).

(a) Jestlize ¢ = b+e, pak plati P = (+,a+e€) = (+,b+d+e) = (+,c+d).

(b) Jestlize b = ¢+ e, pak plati (—,b) B (+,¢) = (—, f), kde b=c+ f. To
znamend f = e aplati P = (+,a)H (—,e) = (+,c+e+d)H(—,e) =

(+,c+d).
(2) Je-li b= a+ d, pak:



(a) Jestlize ¢ = b+ e, pak ¢ = a + d + e. To znamena, ze L = (+,a + e)
a(—,b)H (+,¢) = (+,e). Takze P = (+,a + e).

(b) Jestlize b = ¢+ e. Pak P = (+,a) B (—,e). Kdyz by navic platilo
a = e+ f, pak by P = (+, f). Déle by platilo c+ e = e + f + d.
Tj.e=f+dalL = (+,f). Kdyby naopak platilo e = a + f, pak by
P=(—f)aa+d=c+a+f. Tj.d=c+falL=(—Ff).

Zbylé moznosti bychom dokazali analogicky. Pro technickou zdlouhavost jejich
ovéreni vynechame.

Nyni dokazeme, ze =< je uspofadani a (G4, =) je linearné usporadand mno-
zina. Reflexivita a antisymetrie je zfejma. Necht x, y, 2 € G4 a necht plati x <y
a zaroven y < z. Jestlize z, y, 2 € G nebo z, y, z € G, pak jisté¢ z < z. Jediné
dalsf mozné situace jsou: x € G, y, z € G az, y € G, z € G. Pro ty také
o¢ividné plati z < z. TakZe < je usporadani. Protoze M, je linedrné uspotfadané,
je z definice < zfejmé, Ze také (G4, <) je linedrné usporadana.

Zbyvéa dokazat kompatibilitu B a <, tj. podminku (UG). Nejprve si vSim-
neme, ze v M4 kompatibilita plati. Je-li a, b € M4, a < b, pak existuje d € M4
tak, ze b = a + d. Pro libovolné ¢ € My plati b+c=a+d+c < a+c
Nyni necht z, y, 2 € G4 a necht z < y. Opét je tfeba projit vSechny moznosti.
Moznost, kdy z, y, 2 € G} a moznost, kdy =z, y, = € G jsou jasné. UvaZzujme
ptipad: © = (+,a), y = (+,b) a z = (—, ¢). Protoze a < b, tak existuje d € M4
takovy, ze b = a + d. Tento pripad je tfeba dale rozdélit:

(1) Je-lia=c+e, pak (+,a)H(—,c) = (+,e) ab=d+ c+ e, coz znamena
(+,b)H(—,¢) = (+,d + e). Ziejmé (+,e) < (+,d + e).

(2> Je-lie = a-+e, pak (+7 CI,)EE(—, C) = (_7 6). Kdyz by (+a b)Eﬂ(_u C) = (+7 f)
tak, pak by jist¢ platilo (—,e) = (+, f). Kdyby (+,b) H (-, ¢) = (=, f)
tak, pak by a + e = d + a + f, coz implikuje e =d + f. Tj. e > f a tedy
(_76) = (_7 f)

Dalsi moznosti bychom dokéazali analogicky. O

Véta 2.2.17. Pro kazdy MV-retézec A existuje unitdlni abelovskd linedrné uspo-
Fadand grupa (Ga,u) takovd, zZe A = T'(G4,u).

Diikaz. Necht A je MV-fetézec. Sestrojime G 4 tak, jak je uvedeno vyse. Polozme
u=(+,(1)) a B=T(Ga,u). Definujme zobrazeni ¢: A — B takto:

pla) = (+,(a)).

Jsoulia, b€ A, a,b <1, paka®b=0a¢pladd) = (+,(a®bad®b) =
(+, (a)) @& (+, (b)) = p(a) ® ¢(b). Pokud a = 1 nebo b = 1, pak zfejmé:
p(1) =

pla®b) = (1) = (+,(1) = ((+ (a)) B (+, (1)) A (+, (1)) =
= (+,(0)) @ (+, (b)) = p(a) © ().
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Plati, ze ~¢(a) = (+, (1)) B (—, (a)) = (+,d), kde (1) = (a) + d. To znamena, ze
d=(d)aa®d=1,a®d=0, coz podle lemmatu [I.1.5] implikuje d = —a. Takze
—p(a) = (4, (—a)) = ¢(—a). Ukazali jsme, Ze ¢ je homomorfismus MV-algeber.
Z definice ¢ je ihned vidét, Ze se jedna o bijekci. Takze ¢ je izomorfimus. O]

Pripomenme, Ze nasim cilem je pro libovolnou MV-algebru A najit unitalni
¢-grupu (G, u) tak, aby platilo A = T'(G,u). Nasledujici véta je pro tento ucel
klicova.

Véta 2.2.18. Necht' A je podalgebra MV-algebry T'(G, u), kde uw € G je libovolny

pruek (nemust byt silnou jednickou). Pak existuje £-podgrupa G 4 abelovské (-grupy
G takovd, Ze u je silnd jednicka Ga a A =T(Gy4,u).

Diikaz. Necht A je podalgebra I'(G,u), u € GT. Ozna¢me:

My={a1+as+ - +a,|aas,...,a, € A},
Ga={z—ylz,y€ M}

Nejprve dokdzeme nésledujici tvrzeni:

(1) Je-liz,y€ My, y <z, pak z —y € Ma.

Diikaz. Necht x, y € My takové, ze y < x. Pak x = a1 + -+ a,, y =
by + - -+ + by, pro nékterd a;, b; € A. Podle lemmatu existuji ¢y, ...,
¢, takové, ze ¢; < a; ay = ¢ + - - - + ¢,. Pokra¢ujme matematickou indukei
podle m. Prom =1 mame y = ¢;+---+c¢, = by € A. Jisté ¢; € A pro kazdé
1. To lze vypozorovat z dikazu lemmatu nebot v druhém indukénim
kroku tohoto diikazu pokladame v nasem pripadé ¢, = y A a, € A. Takze
rT—y=a,—c+ay—cy+---+a,—c,, kde a; — ¢; € A pro kazdé 7, tudiz
x —1y € My. Necht m > 1 a pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro m — 1.
Zy<axplyneby+bs+---+bp_1=y—"0b, <x—0>b,. Plitom x —b,, € My
diky prvnimu kroku indukce. Vyuzitim indukéniho pfedpokladu dostavame
T —bp — (Y —by) € Ma, tj. v —y € Ma.

(2) Jelize Myabe A, pak x Ab e A.

Diikaz. Necht © € My a b € A. Pak x = a1 + --- + a, pro nékteré a,,

.., a, € A. Déle postupujme matematickou indukeci vzhledem k n. Pro
n = 1 je tvrzeni zfejmé. Necht n > 1 a pfedpoklddejme platnost tvrzeni
pron — 1. Polozme y = a; + -+ -+ a,_1, zfejmé y € M4, takze z indukéniho
predpokladu plyne y A b € A. Potom také (b — (y AbD)) ANa, € A a také
(yANb)@[(b—(yADb)) Aay] € A, nebot A je podalgebra I'(G, u). Plati:

(Y AB) @ [(b— (y AD) Aan] = (y AD)+[(b— (y Ab) Aan)) Au =
=bA(a,+y)A(a, +b) ANu=
=bAux.
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(3) Je-li x,y € Ma, pak x Ay € My.

Diikaz. Necht x, y € M. Pak y = ay + - - - + a,, pro nékteré a4, ..., a, € A.
Opét pouzijime matematickou indukci a vzhledem k n. Je-li n = 1 pak podle
(2) jisté xtAy € A C Ma. Necht n > 1 a prepokladejme platnost tvrzeni pro
n—1. Polozme z = a;+- - -+a,,_1. Podle induk¢niho predpokladu zAz € M4,
takze podle (1) z — (z A 2) € M4 a podle (2) (z — (x Az))ANb, € AC Mjy.
A proto také (z A z) + [(x — (x A 2)) A b,] € My, pfitom plati:

(ANz)+[(z—(xA2)A b =[(z—(xA2)+ (@ A2)]A b+ (zAN2) =
=2 A by +2)A (b, +2) =
=z ANYy.

Necht z € G, tj. 2 = x —y > 0 pro nékteré x, y € M 4. Protoze y < x, tak
z (1) plyne z € M4. Tj. Gt C Ma. Ziejmé plati také My C G, takze G| = My.
Déle pokud = € G4 N[0, u], tak z pravé dokdzaného mame = € My, a protoZe
r Au =z, tak z (2) plyne z € A. Mame tedy, ze G4 N [0,u] C A, opacné inkluze
je jasnd, tudiz plati A = G4 N [0,u]. Je zfejmé, Ze My = G je usporadany
podmonoid G a je také jasné, ze G4 je uspofadana grupa. Je znamo (viz [17,
Theorem 2.1.2 (d)]), ze usporadana grupa je ¢-grupou, jestlize existuje z V 0 pro
kazdé z. Necht je tedy z € G4. Pak z = x — y pro nékteré z, y € M,. Plati
2V0=(z—y)VO=x—(zAy). Z (1) a(3) plyne, ze zV0=a— (x Ay) € Ma.
TakZe G 4 je skuteéné f-podgrupa G. Vzhledem k rovnosti G, = M, je jasné, Ze
w musi byt silnou jedni¢kou G4 a protoze A = G4 N[0, u], tak A =T'(Ga,u). O

Véta 2.2.19. Pro kaZdou MV-algebru A ezistuje unitdlni abelovskd (-grupa (G, u)
takovd, ze A =T(G,u).

Diikaz. Necht A je libovolna MV-algebra. Pak je podle véty subdirekt-
nim sou¢inem MV-Tfetézcu A;, ¢ € I. Podle véty je kazda A; izomorfni
s I'(Ga,, u;), kde w; je silna jednicka G,,. Takze A je izomorfni s podalgebrou
direktniho soucinu [[,.; ['(G4,,u;). Direktni soucin [[.., ['(Ga,,u;) je jisté izo-
morfni s I'([[,c; Ga,,u), kde m;(u) = u; pro kazdé i € I (u nemusi byt silna jed-
nicka [ [,.; G a,, viz piiklad E| Takze A je izomorfni s podalgebrou MV-algebry
I(TIc; Ga,su). Vyuzitim predchozi véty ziskdme unitalni (-grupu (G a,u), ktera
je £-podgrupou [[..; G4, a pro kterou plati A = I'(G4,u). O]

Piiklad 2.4. Uvazujme direktni souc¢in RY, tj. posloupnosti realnych &isel. Silna
jednitka v R je 1, ale posloupnost (1)°°, nenf silna jednicka v RY. Staci vzit
libovolnou ryze rostouci posloupnost celych ¢isel a dostaneme spor s definici silné

jednicky.

'Kdyby byla A direktnim sou¢inem, mohli bychom vzit unitalni ¢-podgrupu G (u) ¢-grupy
[1;c; Ga,. Takze by pak A = T'(G(u),u), pitiom (G(u),u) by byla unitalni /-grupa.
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Necht (G, u) je unitalni abelovska ¢-grupa a necht x € G*. Pro kazdé i € N
induktivné definujeme:

a; = Au, Aiy1 = T; \ U,

T =T — a1, Tip1 = L5 — Qjt1-

Véta 2.2.20. Necht A =T(G,u), kde (G,u) je unitalni abelovskd (-grupa, necht

r € GT a necht ay, as, ... jsou jak vyse. Pak (ayi, as,...) je dobrd posloupnost
MV-algebry A a ay +as +--- = .
Diikaz. Jisté a; € A pro kazdé i € N, protoze u > a; > as > ... . Zfejmé plati:

a; ® a1 = (a;+ (z; Aw) Au = (a; + ) N(a; +u) ANu=z; 1 ANu = a;.

Takze (a1, as,...) je skutetné dobra posloupnost A. Déle, protoze z = z1 + a4,
r1 = x9+ag atd., tak v = a3y +as+- - - +a; +x; pro kazdé i € N. Protoze u je silna
jednicka, tak plati x < k x u pro nékteré k£ € N. Nejdirive pomoci matematické
indukce dokazeme, ze x; < (k — ¢)u pro kazdé i € {1,...,k — 1}.

Necht ¢ = 1. Pak plati:

(k—1Du+a=Fk—=—1Du+(xAu)=((k—1)u+z)Aku>z.
Takze x1 = © — a; < (k — 1)u. Nyni necht tvrzeni plati pro ¢ — 1. Pak:

Takze z; = z;-1 — a; < (k — i)u a skutecné plati z; < (k — i)u pro kazdé
i € {l,...,k — 1}. To znamena, Ze plati xy_; < u, coZ implikuje ap = zj_1,
atedy a; +---+ap_1+ap =x. O

Tato véta ndm osvétluje, k ¢emu jsou obecné dobré posloupnosti dobré.
Vidime, Ze kazdy prvek G se da napsat jako soucet nékteré dobré posloupnosti
prvka A = I'(G, u), kde (G, u) je unitalni ¢-grupa. Tedy dobré posloupnosti nam
presnd popisuji G, a tedy také G.

Kdyz bychom méli libovolnou MV-algebru A, §lo by pak postupovat i tak,
ze bychom vzali v8echny dobré posloupnosti A a ukazali, ze tvoii uspofadany
monoid My, ktery je kladnym kuZelem nékteré unitalni abelovské (-grupy (G, u).

Dokéazali, jsme ze funktor I' je tzv. essentially surjective on objects. Da se
ukazat, ze je také vérng a dplny’ﬂ To implikuje nasledujici vétu:

Véta 2.2.21. Kategorie UL a MYV jsou ekvivalentni.

1Vérny znamena, 7e je injektivni na t¥idé morfismi danych objekti. Uplny znamena, ze je
surjektivni na t¥idé morfismi danych objektu.
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Stru¢né popiseme, jak by se tato véta dokazovala. Je tfeba dokazat, ze funk-
tor I' je vérny a tuplny. Uplnost dokéZeme tak, Ze kazdému homomorfismu MV-
algeber h: I'(Gy,u1) — I'(Ga,us) sestrojime homomorfismus unitalnich ¢-grup
hi: (Gi,u1) — (Ga,us) takovy, ze I'(h;) = h. Zde muzeme postupovat podobné
jako v [8, Theorem 5.3, Proposition 6.1|, kde je ukédzana konstrukce pro pseudo
MV-algebry. Konstrukce h; by vypadala konkrétné takto: Polozime h;(a) = h(a)
pro kazdé a € [0,uy]. Je-li @ = a3 + -+ + a,, kde ay, ..., a, € [0,u], pak
polozime h;(a) = hj(ay) + -+ + hy(a,). Protoze ve skutecnosti kazdé a € G
je tohoto tvaruEL méame h; definované pro celé G . Dale bychom h; rozsiiili na
cele Gy takto: hy(a) = h(at) — hy(a™) pro kazdé a € G;. Samoziejmé je po-
tfeba ukazat, Zze takto definované zobrazeni je dobie definované a Ze je skutecné
homomorfismem unitalnich abelovskych /-grup. K tomu se vyuzije vlastnost vy-
chazejici z lemmatu m Presnéji se jedna o toto tvrzeni |8, Proposition 5.2|:
Necht (G, u) je unitalni abelovska ¢-grupa a necht aq, ..., a,, by, ..., by, € [0, u]
jsou takové, ze plati a3 + - - - + a,, = by + - - - + by,. Pak existuji ¢;; € [0, u| takoveé,
Ze a; = Ci+ -+ cip abj = c1; + - + ¢y, Pro kazdé 4, j. Navic miizeme predpo-
kladat, ze (ciz1; + -+ + Cmyj) A (Cijy1 + -+ ¢in) = 0 pro kazdé i, j. Za téchto
podminek jsou ¢;; urceny jednoznacné|

Vérnost je vcelku ziejma. Kdyz jsou f, g homomorfismy unitalnich abelov-
skych l-grup (G1,u1) — (Ge,us) takové, ze I'(f) = I'(g), tak pak f(z) = g(z)
pro kazdé = € [0, u1]. OvSem [0, u;] je konvexni podpologrupa, ktera generuje G™.
Takze proto f = g.

Pozndmka 2.2.22. Jiny dikaz véty [2.2.21]1ze najit v [4, Chapter 7].

2.3. Zakladni priklady MV-retézcii

V této podkapitole pomoci funktoru I' definujeme nékteré vyznamné MV-
fetézce. V dalsi kapitole je pouzijeme ke generovani riznych variet MV-algeber.

Pro kazdé n € N uvazujme mnozinu Z+ = {£ | z € Z} spoletné¢ se stan-
dardnim usporadédnim a standardnim sc¢itdnim. Ziejmé se jedna o abelovskou
linedrné uspotfadanou grupu, kde za silnou jednicku muzeme vzit 1. Oznac¢me
S,=T (Z%, 1); je to MV-fetézec, jehoZ nosi¢em je mnozina: {0, %, %, ce ”T_l, 1}.
Operace jsou definované takto:

r @y = min{r +y,1},

r=1—=x.

Uvazujme unitalni abelovskou linearné usporadanou grupu (Z% X7, (1, O))

Ovgem ay, ..., a, € [0,u;] takové, Ze a = aj + - - - + a,, nejsou uréeny jednoznacné.
ch-j si muzeme predstavit jako matici, kde soucty jednotlivych Fadki jsou a; a soucty jed-
notlivych sloupci jsou b;.
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Oznatme S¥ = I'(Z1XZ,(1,0)). Operace v S jsou definovany takto:

(x+y,m+n) jestlize x +y < 1 nebo
(x,m) @ (y,n) = r+y=1azaroven m+n <0,
(1,0) jinak,

_'(I7y) = (1 -, _y)'

(1,0)
I (17 _1>

—~~
SI=3I=3I=
N
~— —

—~
|
—_
~—

Obrazek 1: Hassetuv diagram S.

Dalsim vyznaénym MV-fetézcem je S,,. Uvazujme unitalni abelovskou li-
nearné usporadanou grupu (Q, 1). Ozna¢me S, = ' (Q,1). Operace v S, jsou

definovany obdobné jako v .5,,.

Poslednim vyznamnym MV-fetézcem této podkapitoly je standardni MV-
algebra. Standardni MV-algebrou budeme rozumét MV-algebru I'(R, 1). Jedna
se o MV-fetézec ([0,1],®,,0), kde [0, 1] je realny interval a operace @, = jsou

definované takto:

z @y =min{l,z +y},
r=1—=x.
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Vsimnéme si, ze S, a S, jsou podalgebrami standardni MV-algebry.

Pozndmka 2.3.1. Ve standardni MV-algebie jsou operace &, ® definované takto:

r©y=max{0,z +y — 1},
r©y=max{0,z — y}.

Pozndmka 2.3.2. Necht A = I'(R, u), kde u > 0. Pak lze ukazat, ze A je izomorfni
se standardni MV-algerbou. Necht f: [0,u] — [0, 1] je zobrazeni dané predpisem
f(a) = 2. Je snadné vidét, Ze f je izomorfismus MV-algeber.
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3. Variety MV-algeber

V této kapitole detailné popiSeme vSechny variety MV-algeber a ukidzeme, ze
varieta vSsech MV-algeber, kterou budeme znacit MYV, je generovana standardni
MV-algebrou. Hlavni zdroje této kapitoly jsou kapitoly 3 a 8 z [4], dale [15], [14]
a [12].

3.1. Subdirektné ireducibilni MV-algebry

Uz jsme zminili, Ze je-li MV-algebra subdirektné ireducibilni, je nutné line-

arné usporadana (véta [2.2.9). Nabizf se otazka, je-li to také naopak, tedy jestli
plati, Ze kazdy MV-fetézec je subdirektné ireducibilni. Odpovéd je zaporna, jak
ukazeme na néasledujicim prikladu.
Piiklad 3.1. [12] Necht A = S, = T'(Q, 1). Necht U je volny ultrafiltr nad N,
tj. U obsahuje viechny kofinitni podmnoziny N. Necht B = AN/U. Pak B je
MV-tfetézec, protoze je ultrasoucinem MV-fetézci. Sporem ukazeme, Zze B neni
subdirektné ireducibilni.

Predpokladejme, ze B je subdirektné ireducibilni. Potom svaz ideali B mé
monolit, tj. nejmensi nenulovy ideal; ozna¢me ho M. Necht a/U € M, kde a =
(a1, as,...) € AN je nenulovy prvek M. Z a/U # 0/U plyne, Ze {i € N | a; =
0} ¢ U, a proto:

{ieN]a;#0} €U.
Uvazujme prvek b = (by, bo,...) € AY takovy, Ze:
b 0 jestlize a; = 0,
f % jestlize a; # 0.
Ziejme b/U # 0/U, nebot {i e N| b; =0} ={i e N|a; =0} ¢ U.
Zvolme libovolné n € N. Mnozina {i € N | i < n} je konetné, takze:
{ieN|i>n}eU.

Potom také:

{ieN|b#0}n{ieN|i>n}elU.
Pro kazdé i z tohoto priniku plati b; = % # 0 ai > n, a proto n X b; = = < a;.
To znamené:

GEN|b£0N{ieN|i>n} C{ieN|nxb<al,

a tedy:

{ieN|nxb<a}elU.
Takze n x b/U < a/U pro kazdé n € N. To znamena, ze a/U nemize patiit do
idealu generovaného prvkem b/U # 0/U, tj. nenulovy ideal generovany b/U je
pod idedlem M, coz je spor.

28



3.2. Standardni MV-algebra generuje MYV

Pro zjednoduseni zapisu budeme nékdy n-tici proménnych z1, ..., z, (po-
ptipadé n-tici prvki) znacit jednoduse . Nejprve si uvédomme, Ze identita p(T) =
q(T) plati v MV-algebie pravé tehdy, kdy# plati identita (p(Z) © ¢(T)) @ (¢(T) ©
p(T)) = 0. To plyne z lemmatu [1.2.4] (1). MiZeme proto predpokladat, ze kazda
identita je tvaru s(Z) = 0, nebot kazdou lze takto ekvivalentné zapsat.

Nyni kazdému termu ¢(Z) v jazyce MV-algeber piifadime term £(7,y) v ja-
zyce {-grup, kde y bude nova proménna. Udélame to takto:

t@) =2 = tT,y) = (xVO)A(yV0),

t@) =0 = £(z,y) =0,
t@ =1 = tx,y) =y V0,
t(z) =r(@) & s(z) = H(T,y) = (F(Z,y) +5(T,y)) A (y V0),
HT) =-s(T) = i(T,y) = (yV0)— 5T,y

Priklad 3.2. Napiiklad je-li ¢(Z) = =(x1 & z2), pak:
t(@,y) = (y v 0) = [(((z1 VO) A (y Vv 0)) + (22 VO) A (y v 0)) A (y v 0))].

Lemma 3.2.1. Necht G je abelovskd (-grupa a necht t(T,7) je term vznikly vyjse
uvedenym induktivnim zpusobem z termu t(T). Oznaéme B = I'(G,bV 0). Pak
pro kaZdé ay, ao, ..., a,, b € G plati:

t%ay,ag, ..., an,b) = t2((a; VO) A (BVO),...,(ay, VO)A(bVDO)).

Diikaz. Budeme postupovat indukei podle slozitosti termu. Necht @ = aq, as, ...
an, b e G.
Je-li t(Z) = z;, pak t(x;,y) = (x; VO) A (y vV 0). Takze:

t9(@,b) = (a; VO) A (bV 0) = t((a; V0O) A (b V0)).

Y

Necht ¢(z) = r(7) ® s() a predpokladejme, Ze pro termy r(z), s(z) plati
tvrzeni lemmatu. Pak ¢(7,y) = (7(T,y) + $(Z,y)) A (y vV 0) a plati:
t“(@,b) = [f(a,b) + 8(@,b)] A (bV0) =
=[rP(... (VO ADVO),...)+
sP(... (@ VO)A(BVO),...)] A(bVO)=
=rP(.. (@ VO)ADVO),...)@sP(..,(a;VO)A(BVO),...) =
=t2(...,(a; VO)A(bVO),...).
Nyni necht ¢(Z) = —r(%) a predpokladejme, Ze pro r(Z) tvrzeni plati. Pak ¢(Z,y) =
(yV0)—7(T,y). Takze:
(@, b) = (bv 0) —#(@@,b) = (bV0) —rB(... (a; VO)A(bVO),...) =
=P . (a;VO)ADBVO),...)=tP( .. (a; VO)A(bVD),...).
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Jesté zbyva provérit pripady ¢(z) = 0
t(Z,y) = 0 a tvrzeni zfejmé plati. Je-li t(7) = =
bV 0=tB(1). O

G

Lemma 3.2.2. Necht G je abelovskd (-grupa, u € G, u > 0 a A = I'(G,u).
Nespliiuge-li A identitu t(T) = 0, pak G nespliiuje identitu t(Z,y) = 0

Diikaz. Necht identita t(Z) = 0 neplati v A. To znamena, Ze existuji @ = aq, as,
..., ap € A tak, ze plati t4(@) # 0. Podle piedchoziho lemmatu mame:

%@, u) = t*((ar VO) A (uV0),...,(a, VO)A (uV0)).
Ziejmé (a; V 0) A (u Vv 0) = a; pro kazdé i. Takze:
t%(@,u) = t*(@) # 0.
To znamené, 7e v G neplati identita (Z,y) = 0. ]

Véta 3.2.3. Identita plati v kaZdé MV-algebte, prdaveé kdyzZ plati ve standardni
MV-algebre.

Diikaz. Implikace zleva doprava je trividlni. Opac¢nou implikaci dokazeme pomoci
jeji obmény. To znamené, ze budeme dokazovat vyrok: Jestlize identita neplati
v nékteré MV-algebie, pak neplati ve standardni MV-algebre.

Necht A je libovolna MV-algebra. Necht ¢(Z) je m-arni term takovy, Ze
v A neplati identita ¢(Z) = 0. Podle disledku existuje unitalni abelovska
l-grupa (G,u) takova, ze A = I'(G,u). Pouzitim piedchoziho lemmatu dosta-
neme, Ze identita £(Z,y) = 0 neplati v G. Protoze varieta (-grup je generovana
aditivni grupou Z (dusledek [2.1.10)), tak ani v nf neplati identita £(z,y) = 0. To
znamena, ze existuji @, b € Z tak, ze:

t%(a,b) # 0.
Ozna¢me S =T'(Z,bV 0). Podle lemmatu plati:
0 # t%(@,b) = t((ay, VO) A (bV0), ..., (a, VO) A (bVD)).

Vidime, Ze identita ¢(Z) = 0 neplati ani v S, ktera je izomorfni s podalgebrou
standardni MV-algebry. E| [

Disledek 3.2.4. Varieta MYV je generovdna standardni MV-algebrou.

Konkrétné: pokud b > 0, pak S =2 S;, a pokud b < 0, pak je S izomorfni s trivialni algebrou.

30



3.3. Jednoduché MV-algebry

Definice 3.3.1. Reknéme, ze MV-algebra A je jednoduchd, jestlize |A| > 1 a {0},
A jsou jeji jediné idealy. Tj. nema zadné netrivialni vlastni idedly.

Véta 3.3.2. Pro kazdou MV-algebru A je ekvivalentni:

(1) A je jednoduchd;

(1) A je izomorfni s nékterou podalgebrou standardni MV-algebry;
(111) pro kaZdy prvek x € A\ {0} existuje n € N takové, Zen x x = 1.

Diikaz. Nejprve dokazme (i) = (ii). Necht A je jednoduch&a MV-algebra. Pak
je A izomorfni s I'(G, u) pro nékterou abelovskou ¢-grupu G se silnou jednickou
u € Gt. Z véty 2.2.5 plyne, Ze A je jednoducha, pravé kdyz G je jednoducha.
Protoze je G jednoduché, tak se podle véty [2.1.7/d4 izomorfng vnotit do (R, +) se
standardnim linearnim usporadanim. Takze pak A = I'(H,u), kde H je néktera
(-podgrupa R. OvSem také vime, ze kazda I'(R,u) je izomorfni s I'(R, 1) (viz
poznamka [2.3.2), a proto je také I'(H, u) = A izomorfni s nékterou podalgebrou
['(R,1). Implikace (ii) = (iii) je zfejma.

Nyni dokazme implikaci (iii) = (i). Necht plati (iii), ale neplati (i). Pak
existuje netrivialni vlastni ideal J a tedy i nenulovy prvek a € J. OvSem podle
(iil) existuje n takové, ze n x a = 1, a tedy 1 € J. Pak ale J = A — spor. ]

7 véty hned plyne, ze S,, i S, jsou jednoduché MV-algebry.

Véta 3.3.3. MV-algebra je konecnd a jednoduchd, pravé kdyz je izomorfni s S,
pro nékteré n € N.

Diikaz. Implikace zprava doleva je trivialni. Necht A je konecna a jednoducha.
Pak je izomorfni s nékterou podalgebrou S standardni MV-algebry. Oznacme a
atom S . Pokud a = 1, pak zfejmé S = 5. Necht a < 1. Pak a < %, nebot S je
uzaviena na negaci, coz je operace 1 — z. Podle (iii) véty existuje (vicero)
n € N tak, ze n x a = 1. Zvolme m = min{n | n X a = 1}, tj. m je jediné splhujici
(m—1)xa<1=mxa. Ziejmé K = {0,a,2xa,...,(m—1) xa,1} C S. Pokud
by existoval prvek b € S\ K, pak by pro nékteré i € {0,1, ..., m—1} muselo platit
ixa<b<(i+1)xa. Proi=m—1 by toznamenalo, ze (m — 1) x a < b < 1.
Aplikujeme-li na tyto nerovnosti negaci, implikuje to nerovnosti 0 < —b < a, a to
je spor. Pokud by i < m —1, pak by platilo0 < b—ixa < (i+1)xa—ixa=a
— dalsi spor. Plati tedy K =S a A= S=S5,. O
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3.4. Rad a hodnost MV-algebry

Definice 3.4.1. Necht A je MV-algebra. Rekneme, Ze nenulovy prvek z € A
je fddu n, jestlize n = min{m € N | m x x = 1}. To budeme znagcit ord(z) = n.
Jestlize takové n neexistuje, pak fekneme, Ze x je nekonecného tadu, a budeme
psat ord(z) = w. Dale definujme ord(A4) = sup{ord(z) | z € A\ {0}}]]

Lemma 3.4.2. Necht A je MV-retézec. Pak pro nenulové proky x, y € A takové,
Ze x <y, plati ord(y) < ord(x).

Diikaz. Necht x, y jsou nenulové prvky A a necht x < y. Je-li ord(x) = w, pak
je tvrzeni ziejmé. Je-li ord(x) = n, pak podle lemmatu platin x x < mn xy,
atedy 1 <n xy,tj. n xy=1. To znamené, ze ord(y) < n = ord(z). O

Toto lemma nam napovida, ze u MV-Tetézci, které maji atom, je rad MV-
algebry roven pravé fadu atomu, nebot atom je nejmensi nenulovy prvek.

Priklad 3.3.
(1) ord(S,) =ord(%) =n.

(2) ord(S,) = w, nebot £ € S, pro kazdé n € N a ord(2) = n.
(3) ord(SY) = w, nebot pro kazdé n € N plati, ze n x (0,1) < (1,0).
Pro kazdy MV-fetézec A definujme mnozinu:
Rad(A) = {x € A| n x x < —z pro kazdé n € N}.
Lemma 3.4.3. Necht A je MV-tetézec. Pak:
Rad(A) = {z € A | ord(z) = w} U {0}.

Diikaz. Jisté 0 € Rad(A), nebot 0 = n x 0 < 1. Necht x # 0. Sta¢i si uvédomit,
ze v ¢ Rad(A), pravé kdyz existuje n € N takové, ze n x © > —z. To je, pravé
kdyz (n + 1) x = 1 a zaroven n x x # —z. Kdyby platilo (n +1) x z =1 a
zaroveil n X x = —x, pak by (n + 1) x x > —x. TakZe mame, Ze pro kazdé x # 0
plati x ¢ Rad(A), pravé kdyz existuje m € N takové, ze m x x = 1, tj. praveé kdyz
ord(z) <m < w. O

Lemma 3.4.4. Rad(A) je mazimdlni idedl MV-retézce A.

Dikaz. Podle pfedchoziho lemmatu 0 € Rad(A). Necht z € Rad(A), y € A,
y < z. Diky lemmatu [I.1.7 pro kazdé n € N plati:

nxXy<nxzr<-x<-y,

17Zde w znadi prvni nekoneény ordinal, takze w > n pro kazdé n € N.
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tj. ¥y € Rad(A). Nyni necht z, y € Rad(A). Kdyby x = 0 nebo y = 0, pak
by zfejmé = @ y € Rad(A), prepokladejme tedy, Zze x, y jsou nenulové. Dale,
protoze A je MV-fetézec, miizeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat x < y.
7, predchoziho lemmatu plyne, Ze n x x < 1, n x y < 1 pro kazdé n € N. Diky
lemmatu (6) pro kazdé n € N ziejmé plati:

nXx(z®dy)=nxrdnxy<22nxy<l.

To znamena, ze = @y € Rad(A).

Dokéazali jsme, ze Rad(A) je ideél, nyni dokdZzeme, Ze je maximalni. Necht
I D Rad(A) je idedal A. Pak existuje a € I\ Rad(A). Zfejmé a # 0. Z pfedchoziho
lemmatu plyne, Ze ord(a) < w, tj. existuje n € N takové, ze n xa = 1. Ale protoze
I jeideal, takn xa=1¢€ I, tedy I = A. O

Definice 3.4.5. Necht A je MV-algebra. Rekneme, ze A ma hodnost m, jestlize
m = ord(A/Rad(A)). Znac¢ime h(A) = m.

Pouzijeme-li vétu bod (iii), pak diky pfedchozim lemmatim dostaneme
tyto disledky:

Disledek 3.4.6. MV-fetézec A je jednoduchy, prave kdyz Rad(A) = {0}.
Dausledek 3.4.7. MV-retézec A je jednoduchy, prave kdyz ord(A) = h(A).
Uvazime-li predchozi priklady, vidime, ze MV-algebry S nejsou jednouché.
Véta 3.4.8. Necht A je MV-fetézec a plati ord(A) = n. Pak A je izomorfni s S,,.
Diikaz. Necht ord(A) = n. Kdyby n = 1, tak jist¢ A = {0,1}, a tedy A = S;.
Predpokladejme, ze n > 2. Necht a € A\ {0} je prvek fadu n. Takovy prvek
existuje, nebot {ord(z) | = € A\ {0}} je konetnd podmnozina N takova, Ze
n = ord(A) = max{ord(z) | v € A\ {0}}. Uvédomme si, ze n x a = 1, ale
(n —1) x a # 1. UkdZeme, Ze a je atom. Predpokladejme, Ze existuje x € A tak,
ze 0 <z <a Mamea=aVze=(aSzx)®x Necht y je mensi z prvki a © z, x.

Pak 0 <y <z ataké 2 xy < (aSz)®x=a. Protoze n > 2, tak n <2(n — 1)
a mame:

nxy<2n—1)xy=n—-1)x2xy) <(n—1)xa#l.

To znamend, ze ord(y) > n — spor. Takze skutecné plati, Ze prvek a € A\ {0}
radu n je atom.

Ukazeme, ze vSechny prvky = € A\ {0} jsou tvaru k x a pro nékteré k € N,
1 <k <n. Zfejmé 1 =n x a v tomto tvaru je. Predpokladejme, ze x € A neni
v tomto tvaru, tj. existuje k € N, 1 < k < n, tak, ze kxa <z < (k+1) X a.
Potom plati:

0<((k+1)xa)cx<((k+1)xa)o(kxa)<a.
Tj. spor. TakZe kazdy nenulovy prvek MV-fetézce A je tvaru kxa, kde 1 < k <n,
a proto A = S,,. n
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Disledek 3.4.9. Necht A je MV-retézec. Pak A md hodnost m, prdve kdyz
A/Rad(A) je izomorfni s Sy,.

Piiklad 3.4.
(1) h(S,) = n, nebot Rad(S,) = {0}.

(2) h(S¥) = n, plati totiz Rad(S¥) = {(0,2) | z € ZT} a S¥/Rad(S¥) = S,,.
(3) h(S,) = w, jelikoz Rad(S,) = {0}, tak ord(S,/Rad(S,)) = ord(S,) = w.

3.5. Variety MV-algeber

Véta fika: Kazda MV-algebra je subdirektnim sou¢inem MV-fetézcii.
To v Teci variet znamena:

Véta 3.5.1. Necht'V je varieta MV-algeber. Pak existuje mnozina MV-Tetézci
{A; | i € I}, kterymi je tato varieta generovand, tj. V = V({A4; | i € I}).

Lemma 3.5.2. Necht' A je nekonecnd podalgebra standardni MV-algebry. Pak je
A hustd v [0, 1].

Diikaz. Nejprve ukazeme, ze inf,(A \ {0}) = 0. Kdyby inf4(A \ {0}) = a # 0,
pak by ord(a) = n pro nékteré n € N a pro kazdy prvek b € A by platilo
ord(a) = n > ord(b). To by ale znamenalo, Ze ord(A) = n, coz podle véty
implikuje A 22 S,,. Tj. A je kone¢néa — spor. Takze inf (A \ {0}) = 0.

Necht z € (0,1] a necht 0 < € < x/2. Protoze inf4(A \ {0}) = 0, tak jisté
existuje b € A\ {0} takové, Ze b < e. Necht m je nejmensi ptirozené ¢islo takové,
ze x <mxb. Ziejmé m > 2, protoze b < e < x/2,aplatix —e < (m—1) xb < x.
Tj. A je hustd podmnozina [0, 1]. O

Véta 3.5.3. Necht A je nekonecnd podalgebra standardni MV-algebry. Pak plati
V(A) = MV.

Diikaz. Je jasné, ze 1 —x a min{1, x + y} jsou spojité funkce. Proto je pro kazdy
n-arni term ¢(%) termova funkee t*1: [0,1]" — [0, 1] spojité zobrazeni.
Predpokladejme, Ze identita ¢(Z) = 0 neplati ve standardni MV-algebte. Tj.
t01(@) # 0 pro nékteré @ = ay,. .., a, € [0,1]. Protoze je t®! spojité zobrazeni,
tak existuje oteviené okolf bodu (al, ..., ap) €[0,1]", na kterém je hodnota ¢!
nenulova. A protoZe A je husta podmnozina [0, 1], tak v tomto okoli existuje bod
(bi,...,b,) € A™. Takze t4(b) = tl%U £ 0. Tj. podalgebra A nesplituje identitu
t(z) = 0. Vime, ze V ([0, 1]) = MV, a proto V(A) = MV. O

Véta 3.5.4. Necht (n;)2, je rostouct posloupnost prirozenijch cisel. Pak:

V({5 |1 €N}) =
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Diikaz. Pro kazdé a € [0, 1] a pro kazdé i € N ziejmé existuje k;, 0 < k; < n;, ta-
kové, ze |a—% < ni To znamené, ze pro kazdé oteviené okoli bodu a € [0, 1] exis-

tuje k; tak, ze fT € Sy, je v tomto okoli. Z toho déle plyne, ze pro kazdé oteviené
okoli bodu (ay, ..., an) € [0,1]™ existuje v tomto okoli bod (b1, ..., bn) € (Sp,)™
pro vhodné zvolené n;. Zbytek dikazu je analogif diikazu predchozi véty. O]

Véta 3.5.5. Necht'V je vlastni podvarieta MYV. Pak existuje m € N takové, Ze
pro kazdy MV-retézec A €V je h(A) < m.

Driikaz. Predpokladejme, ze neexistuje m takové, ze by pro kazdy MV-fetézec
A €V platilo h(A) < m. Pak mame dvé moznosti:

(1) Existuje MV-fetézec A € V takovy, ze h(A) = w. Potom necht je M jeho
maximalni ideél. Ziejmé A/M €V a zaroven je A/M izomorfni s nekonec-
nou podalgebrou standardni MV-algebry. To ale znamena, ze ¥V = MV —
Spor.

(2) Hodnosti MV-fetézcu jsou kone¢né, ale neomezené. To znamend, ze pro
kazdé m € N existuje MV-fetézec A € V tak, ze m < h(A) = n. Pak ale
také A/Rad(A) = S, € V. Tedy existuje rostouci posloupnost prirozenych
cisel (n,;)52, tak, ze S,, € V. To podle véty znamend V = MYV - spor.

[

Disledek 3.5.6. Necht A je MV-etézec takovy, Ze h(A) = w. Pak V(A) = MV.

To znamena, Ze vlastni podvariety M) mohou obsahovat MV-fetézce s ko-
necnou hodnosti, které nejsou jednoduché. Ty je tfeba prozkoumat.

Véta 3.5.7. Necht A = TI'(G,u) je MV-fetézec takovy, Ze plati ord(A) = w
a h(A) = n. Necht H je konvexni (-podgrupa G generovand mnozinou Rad(A).
Pak A= T(Z1xH,(1,b)) pro nekteré 0 < b € Rad(A).

Diikaz. Nejprve poznamenejme, ze Rad(A) # {0}. Kdyby totiz Rad(A) = {0},
pak by h(A) = ord(A/Rad(A)) = w — spor. Dale Rad(A) je maximalni ideal (viz
lemma, a proto je H maximalni konvexni ¢-podgrupa (viz poznémka.

Protoze A = I'(G, u), tak podle lemmatu[2.2.6) A/Rad(A) = T(G/H,u+H).
Dale A méa hodnost n, takze podle diisledku [3.4.9 plati A/Rad(A) & S,. Protoze
podle véty je funktor I' ekvivalence kategorii, tak 1ze izomorfismus MV-
algeber S, = I'(G/H,u + H) rozsifit na izomorfismus unitélnich abelovskych
(-grup G/H = 7. Z¥ejmé Z+ = 7., takze mame G/H = 7.

Nyni pouzijeme vétu 2.1.8, Ta fika, ze G = ZxH. Necht f: G — Z a
¢: G — ZX H jsou zobrazeni stejna jako v dikazu Véty Ukazme, Ze existuje
a € G takovy, ze na < u a f(a) = 1. Kdyby na = u, pak bychom misto a vybrali
prvek a —t, kde 0 <t € H. Kdyby na > u, pak by na = u+ s pro nékteré s € H
a vybrali bychom prvek a — 2s.
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7Z véty [2.1.8) plyne, ze A = T(ZXH,p(u)) a p(u) = (f(u),u — f(u)a) =
(n,u — na). Ziejmé u — na € H, nebot f(u — na) = 0. Protoze A je linearné
uspofadana a u ¢ H, plati Rad(A) = H™, a proto také u — na € Rad(A). O

Lemma 3.5.8. Necht A je MV-retézec takovy, Ze ord(A) = w a h(A) = n. Pak
I(ZiX7Z,(1,1)) € V(A).

Diikaz. Necht A je takova, ze splhuje predpoklady véty. Pak existuje G tak, ze
A = T(G,u). Podle véty 3.5.7 je A = T'(ZxH, (1,b)), kde H je je maximélni
konvexni podgrupa G a 0 < b € H. Necht B je podalgebra F(Z%QH, (1,b))
generovana prvkem (1, 0). Ziejmé B je izomorfni s ['(Z1 XZ, (1,1)). To proto, Ze
(1,0) € B a—(1,0) = (1,b) — (1,0) = (0,b) € B, zbytek je jasny. O

Lemma 3.5.9. Pro kazdé k € Z an > 1 plati T(ZL XZ, (1,k)) € V(S%).
Diikaz. Pro kazdé k € Z a n > 1 definujme zobrazent h: Z+ x Z — Z= takto:
hz,y) = (z,ny — kan).

Snadno se lze presveédcit, ze h je injektivni homomorfismus ¢-grup, navic h(1, k) =
(1,0), a proto je ['(h): ['(Z1XZ, (1,k)) — S¥ vnoren. O

Véta 3.5.10. Necht A = I'(G,u) je MV-retézec takovy, Ze plati ord(A) = w
a h(A) =n. Pak A e V(SY).

Diikaz. Necht A je MV-fetézec spliujici pfedpoklady véty. Pak podle véty
je A izomorfni s I(Z1X H, (1,b)), kde 0 < b € Rad(A4) a H maximélni konvexnf
podgrupa G generovana Rad(A).

Kazdé abelovska f-grupa je homomorfni obraz nékteré volné abelovské /-
grupy. Necht tedy F je volné abelovska (-grupa a h: F — H surjektivni homomor-
fismus /-grup. Potom existuje ¢ € F' takové, Zze h(c) = b. Mizeme predpokladat,
ze ¢ > OH Definujme zobrazent:

g: Z%QF%Z%QH

tak, ze g(z, f) = (z,h(f)) pro kazdé z € Z% a f € F. Zfejmé g je surjektivni
homomorfismus takovy, ze g(1,c) = (1,b), a proto je zobrazeni:

[(g): T(Z:XF,(1,c)) = T(Z: X H, (1,b))

surjektivnim homomorfismem MV-algeber. Podle véty existuje mnozina [
takova, ze F' se da vnoiit do direktniho sou¢inu Z!. Proto mtizeme prvky f € F
chapat jako zobrazeni f: I — Z. Definujme zobrazeni:

¢: LEXF — (Z:XZ)'

Kdyby ¢ < 0, pak by platilo 0 = h(c V 0) = h(c) V 0 = b, coZ neni mozné.
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a z € L+. Ziejme ¢ je
) # 0}. Protoze ¢ > 0,

tak, ze p(z, f)(i) = (2, f(i)) pro kazdé i € I,
i | (i
A proto D(ZLXF,(1,¢)) je

injektivni homomorfismus ¢-grup. Necht J =
tak J # 0 a navic ¢ € J, pravé kdyz c(i) >
izomorfni s

fe
el
0.

[T(Z:X2Z, c(i)).

e

Protoze pro kazdé i € J je podle lemmatu T(Z:XZ,c(i)) € V(S9), tak je
také D(ZLXF, (1,¢)) € V(S¥). Konetné z toho ze F(Z%;{ ,(1,0)) je homomorf-

nim obrazem I'(Z2 X F, (1,c¢)), plyne r(zle( b)) € V(S¥). O

Véta 3.5.11. Necht A je MV-tetézec takovy, Ze plati ord(A) = w a h(A) = n.
Pak V(A) = V(SY).

Diikaz. Podle lemmatu [3.5.8 a véty [3.5.10] plati:
V(I(ZiXZ,(1,1))) C V(A) C V(S2).
Staci tedy dokazat inkluzi:
V(S¢) CV(I(ZiXZ,(1,1))).

Necht 7(Z) je term v jazyku MV-algeber takovy, Ze identita 7(Z) = 0 neplati
v §¥. To znamena, Ze existuje ¢y, ca, ..., ¢ € S¥ takové, Ze:

7% () > (0,1). (3.1)

Pro kazdé m € N definujme zobrazen{ f,,: Z+ x Z — 7+ x Z tak, ze fn(v,u) =
(v, mw) pro kazdé (u,v) € Z+ x Z. Pak f,, je zFejmé homomorfismus ¢-grup. Pro
kazdy MV-term definujme o v proménnych x, xs, ..., x; definujme zobrazeni g
tak, ze g(o) bude celkovy pocet symboli — a @, které se vyskytuji v o.

Ozna¢me R, = I' (Z1xZ,(1,1)). Pomoci indukce vzhledem k g(o) doké-
zeme, ze pro kazdé by, by, ..., by € S¢ C R, plati nasledujici nerovnosti:

(@52 (0)) = (0,9(0)) < 0" (fin(br), -, fin(0r)) < fin (057(B)) + (0, 9(0))- (3.2)

Nejdiive necht g(o) = 0. Pak bud ¢ = 0, nebo 0 = z; pro nékteré i €
{1,2,...,k}. Je-li 0 = 0, pak je platnost nerovnosti ziejma. Pokud je o = x;
a b; = (u,v), pak plati:

Jm (055(5» = fm(bz) = (uamv) = O-Rn(fm(bz’))'

Takze nerovnosti opét plati.

Necht d > 0 je prirozené ¢islo. Predpokladejme, Ze nerovnosti plati
pro vSechny MV-termy & v proménnych zq, z, ..., x) takovych, ze g(§) < d.
Nyni necht je o(Z) MV-term takovy, ze g(c) = d. Pak mame tyto moznosti:
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(1) Existuje MV-term 7(7) tak, ze plati o0 = —7.
(2) Existuji MV-termy u(Z), v(Z) takové, ze 0 = u @ v.

Pro jednoduchost predpokladejme, Ze vSechny MV-termy jsou v jediné proménné
b. V pripadé, ze by MV-termy byly ve vice proménnych, byl by dikaz zcela ana-
logicky, ale méné prehledny. Ctenaf si na konci ditkazu mize dikaz znovu projit
a presveédcit se, ze myslenka diikazu bude pro vice proménnych zcela totozna.
(1) Ztejmé g(7) = g(0) — 1 < d, takze podle indukéniho predpokladu plati:

o (fm(0) = (1,1) = 7(fu (b)) < (1,1) = [ (T (D) + (0, (7)) =
= (1,0) = fu(7*5(b)) + (0, 9(7) + 1) =
= fm(o™ (1)) + (0,9(0)).

Tim je dokdzana prava nerovnost z (3.2)). Dale také plati:

+
+

o (fn(0) = (1,1) = 7(fn (b)) = (1, 1) = fun(7(b)) — (0, 9(7)) =
= (L,1) = fin(7% (b)) — (0, 9(0) = 1) =
=(0,2) + (1,0) = fu(r>" (D)) = (0, 9(0)) =
o

(2) Nyni uvazujme situaci o = p @ v, takze g(o) = g(p) + g(v) + 1. Podle
indukéniho predpokladu plati:

o (fn(0)) = (L, 1) A [ (fn (D)) + v (fm(D))] <
< (L) A (i (B)) + fn (55 (D)) + (0, g()) + (0, g())] <
< (Lg(p) +gv)+1) A

A [fm (5 (0)) + (% (D)) + (0, g(w)) + (0, 9(v))] =
= (L,0) A [fmn (™7 (B)) + fn (7 (0))] + (0, (1)) + (0, g(v)) =
= fim(0% (D)) + (0, g(0)),
a také:
o™ (fm (D)) VI (f(b))] >

A fn(B (0)) + fn(V7(0)) = (0,9(1)) = (0,9(v))] =
= (L) A [fun(p™(0) + fr(v™ ()] = (0, 9(1) + (0, 9(v)) >
> (LO)A [fu(® (9) + fun( (0)] = (0, () + (0,9(v) +1) =
= fm(@* (b)) = (0,9(b)).
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Tim jsou nerovnosti (3.2)) dokazany.
Podle (3.1)) a (3.2) plati:

(0,m = g(m)) < fn (7% (2)) = (0,9(m)) < 7 (fun(er), -, fnlcr)

Zvolime-li m > g(r), pak % (¢) > (0,1). To znamen4, Ze R, nesplituje identitu
7(Z) = 0. To znamena4, Ze spliiuje-li R, nékterou identitu, pak ji musi spliovat
1Sy, t5. V(Sy) C V(R,) a tedy:

V(R,) =V(A) =V(S). O
Véta 3.5.12. Necht' I a J jsou konecné mnoziny prirozenych cisel. Pak plati:
V(Sm) C V({Si i€ I} U{S; |j€ J}) (3.3)
prdavé tehdy, kdyz existuje n € I U J takové, Ze m déli n.

Diikaz. Existuje-li n € I U J takové, ze m déli n, pak je S,, podalgebra bud S,
nebo Sy. Tim je dokdzana implikace zprava doleva.
Necht plati inkluze (3.3)), dale necht r = max (I U J) a necht ¢(x) je term:

ta)=r+) x[(m-—1)x~zoz]®(r+1)xa" ez
Zvolime-li z = mT_l, pak:
t5m (m_4) — m-1
To znamend, ze identita t(x) = 1 neplati v S,,, a proto neplati ani ve vari-

eté¢ V({Si | i € I}U{SY | j € J}). To znamend, Ze existuje i € I takové, ze
identita neplati v S;, nebo existuje j € J takové, Ze indetita neplati v 57

Predpokladejme, Ze identita neplati v S7. Tj. existuje ¢ € S5 takove, ze
t(c) < (1,0). Nejprve si vimnéme, Ze pro [ > j a z, y € S% plati tvrzeni:

[ x mx @y < (1,0) implikuje € {(1,a) | a € Z™ }.

Nyni si uvédomme, ze (m — 1) x 7c¢ & ¢ = = [=((m — 1)x—c¢) @ ¢|. Takze ¢ musi
byt takové, ze plati:

—((m—1)x—c)®ce{(l,a) |a€Z}. (3.4)

Z t(c) < (1,0) plyne, ze také (r+1) x 2" @z = (r+1) x =(m x =¢c) & e < (1,0),
a proto musi zaroven platit:

mx-c € {(1,a) |a € Z™}. (3.5)

Predpokladejme, 7Ze ¢ je tvaru ¢ = (1 — k/j,a), kde k > 0 je celé ¢islo a a € Z~.

Pak podle (3.4]) a (3.5) musi platit:

(mk/j,a) € {(1,a) [a € Z"},
(1—(m—-Dk/j+1—j/k,a)e{(1,a) |a € Z}.
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To implikuje nerovnosti:

mk/j > 1,
1—(m—1Dk/j+1—3/k>1,

po tpravé mk > j a mk < j. Takze j = mk a tedy m | j. Tj. j je hledany index
z mnoziny [ U J.

Pro predpoklad, Ze existuje i takové, Ze identita t(x) = 1 neplati v S;, by
dikaz vypadal uplné totozné, pouze bychom misto dvojic (u,v) uvazovali prvky
u < SZ O

Disledek 3.5.13. V(S,,) C V(S,) pravé tehdy, kdyz m déli n.

Véta 3.5.14. Necht' I a J jsou koneéné mnoziny ptirozenijch cisel. Pak plati:
V(Sp) CV({Silie}U{S;|jeJ}) (3.6)

prdave tehdy, kdyz existuje n € I U J takové, Ze m déli n.

Diikaz. Existuje-li n € I U J takové, ze m déli n, pak je S¢ podalgebra S;. Tim
je dokdzana implikace zprava doleva.

Necht plati inkluze (3.6)), dale necht » = max (I U J) a necht t(z,y, 2) je
term:

tz,y,2) =(r+ 1) x[(m—-1)x-zoz|®d(r+1)xa2"d(rxydz)Vy.
Zvolime-li x = (2=1,0), y = (1,—1) a z = (0,0), pak:

5 ((2=2,0),(1,-1),(0,0)) = (1,-1).

Takze identita t(x,y,z) = (1,0) neplati v S, a proto neplati ani ve varieté
V{Si|ielyu{Sy|je J}). To znamena, Ze identita bud neplati v S; pro
nékteré ¢ € I, nebo neplati v S pro nékteré j € J.

Ukazeme, ze identita t(x,y,z) = 1 plati v S; pro kazdé i € I. K tomu
si stac¢i uvédomit, ze pokud se néjaky prvek séitance rovna jedné, pak se cely
s¢itanec rovna jedné. Uvazujme (r X =y @ z) Vy. Pokud —y > 0, pak r x -y = 1,
protoze r > 1 pro kazdé i, a pokud -y = 0, pak y = 1. V kazdém ptipadé je tento
s¢itanec roven 1, a proto indetita t(z,y,2) = 1 plati pro libovolné i € I a z, vy,
z €S,

Vzhledem k diive zminénému to znamena, ze nutné existuje j € J takové,
ze identita neplati v S¥. Tj. existuje a, b, ¢ € S¥ tak, ze t(a,b,c) < (1,0).
Pouzijeme-li nyni totozné argumenty jako v ditkazu véty dostavame tvrzeni
této vety. L]

Disledek 3.5.15. V(S%) C V(SY) pravé tehdy, kdyz m deli n.
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vét této kapitoly.

Véta 3.5.16. Pro kaZdou netrividlni vlastni podvarietu V C MV existuji konecné
mnoziny prirozenych cisel I a J takové, Ze plati:

V=V({Si|iel}u{s|jeJ}).

Diikaz. Podle véty existuje mnozina {Ay | k € K} MV-fetézcii, které gene-
rujf V. Pokud pro Ay, plati ord(4;) = n, pak je podle véty [3.4.§] Ay izomorfni s S,
takze V(Ag) = V(S,). Pokud je Ay takova, ze ord(Ax) = w a h(A;) = m, pak
podle véty 3.5.11] je V(A;) = V(S2). Pokud by Ay byla takova, ze h(Ay) = w,
pak by podle disledku [3.5.6] platilo V (A;) = MV, to je ale spor s predpokladem.
Takze pro kazdé k € K se V(Ag) rovna bud V (S,,) nebo V(S%). To znamena, Ze
existujf I, J C N takové, ze V = V({S; | i € [}U{SY | j € J}). Kdyby I byla
nekonecnd, pak by podle véty [3.5.4] platilo V = MV . To je spor. Pokud by J byla
nekonecnd, pak, protoze S; je podalgebra S} pro kazdé j € J, by opét diky véte
platilo V = MYV — spor. Takze I i J jsou kone¢né. O

3.6. Svazy podvariet

Pro libovolnou varietu V zavedeme toto znaceni: A(V) bude oznacovat svaz
vSech podvariet variety V. Dale T bude vzdy oznacovat trividlni varietu. Je jasné,
7e variety MV-algeber vzhledem k mnozinové inkluzi tvori tuplny svaz. Véty
a napovidaji, ze A(V(S,)) a A(V(S¥)) budou souviset se svazem délitelt
¢isla n. V této podkapitole tuto souvislost presné popiSeme.

Necht D,, je svaz délitelu ¢isla n a necht M je mnozina vSech antifetézcu ve
svazu D,,. Pro kazdé dva antifetézce A, B € M definujme relaci < takto:

A<B & VYa€e AFbeB:a|b.

Lemma 3.6.1. Necht M a < jsou jak vySe. Pak (M, <) je svaz.

Diikaz. Ukazeme, ze < je usporadani. Reflexivita je zfejma. Necht A, B € M,
dale necht plati A < B a zaroven B < A. Predpokladejme A # B. Bez Gjmy na
obecnosti mizeme predpokladat, ze existuje ¢ € A\ B. Z A < B plyne, Ze existuje
b takové, Ze ¢ | b. Dale protoze B < A, tak existuje a takové, ze b | a. Z tranzitivity
deélitelnosti plyne, ze pak ¢ | a. Bud ¢ # a, pak ale A neni antifetézec — spor,
nebo ¢ = a, pak ale z ¢ = a | b, b | a = ¢ plyne a = b = ¢, coz je opét spor.
Takze A = B, tj. < je antisymetrickd. Necht A < B a zaroven B < C. Z definice
je jasné, Ze pro kazdé a € A existuje ¢ € C tak, ze a | ¢, proto A < C a < je
tranzitivni.
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Zatim mame, ze (M, <) je usporadand mnozina. Nyni ovéiime, ze pro kazdé
dva antifetézce z M existuje jejich supremum a infimum. Necht A € M, ozna¢me
Ly =U,cq L(a), kde L(a) je dolni kuzel prvku a ve svazu D,,. Takze plati:

La={x€eD,|3yeA x|y}

Déle budeme pouzivat Max (X) jako oznaceni mnoziny vséch maximéalnich prvka
mnoziny X ve svazu D,. Nejprve ovéiime, ze Max (L4 N Lp) je infimum A,
B e M. Je ziejmé, 7ze Max (Lo N L) je antifetézec. Necht C' € M je takové,
7e Max (LaNLp) < C < A, B. Pokud ¢ € C, pak z C < A, B plyne, Ze existuje
a€ A, be Btak,zec|laac|b, aprotoce L(a) C Lyace L) C Lg. To
znamend ¢ € Ly N Lp, a proto C < Max (La N Lg), tedy C = Max (LN Lg).
Takze skutecné plati inf(A, B) = Max (L4 N Lp).

Nyni ovéime, ze Max (L4 U Lg), je supremum A, B € M. Opét je ziejmé,
ze Max (LU Lg) je antifetézec. Necht C' € M je takové, 7e A, B < C <
Max (L4 U Lp). Jisté plati Max (L4 U Lg) € AU B. Necht d € Max (L4 U Lg).
Pak d € AUB az A, B < C plyne, Ze existuje ¢ € C takové, ze d | ¢. Tzn.
Max (L4 U Lg) < C, tj. C = Max (L4 U Lp). Takze sup(A, B) = Max (L4 U Lg).

]

Véta 3.6.2. Svaz M, ktery vznikl vise uwvedengm zpisobem ze svazu D, je izo-

morfni se svazem A(V(S,)).
Diikaz. Definujme zobrazeni f: M — A(V(S,,)). Pro kazdé A € M necht plati:

f(A) =V({SulacA}).

zobrazeni f je ziejmé injektivni. Necht V C V(S,,). Pak podle véty [3.5.16|existuje
I tak, ze V = V({S; | i € I}). Dale podle véty [3.5.12| V (S;) C V (S,,), pravé kdyz

30

Obrazek 2: Hassetuv diagram svazu Ds.
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i | n, tedy I C D,. Kdyby byly j, k € I takové, ze j | k. Pak by opét podle
vety V(S;) € V(Sk) a misto mnoziny I bychom mohli vybrat mnozinu
I'\ {j}, nebot by platilo V = V({S; |t € I}) = V({S;|ieI\{j}}). Mizeme
tedy predpokladat, Ze mnozina I je antifetézec, tedy I € M a ziejmé f(I) = V.
Dohromady méme, Ze f je bijekce.

Ukézeme, ze f je izotonni zobrazeni. Necht A, B € M, A < B. Pak
ziejmé pro kazdé a existuje b tak, ze V' (S,) C V(Sp) a z toho divodu jisté také
V({S.|aec A}) CV ({Sy|be B}). Tj. f je izotonni zobrazeni.

Dale necht V; C V, C V(S,). Pak existuji mnoziny I, I, tak, ze V; =
VH{Si|ie Li}), Vo =V({S;|i € L}). Navic mizeme piedpokladat, ze I, I
jsou antifetézce svazu D,,. Jisté V(S;) C Vs pro kazdé i € I;. To podle Véty
implikuje, ze pro kazdé i € Iy existuje j € I tak, ze i | 7, tj. I < I5. To znamena,
7e f~! je izotonni. O

Necht {1,w} je dvouprvkovy fetézec kde 1 < w. Oznacme svaz D¥ = D,, X
{1,w}. Pokud nebude hrozit nebezpeci nedorozumeéni, budeme prvky svazu DY
zapisovat stru¢néji, misto (k,1) budeme psat jen k a misto (k,w) psat jen k“.
Stejné jako jsme zkonstruovali M ze svazu D,,, zkonstruujeme svaz MY ze svazu
D¢ . Konkrétné M bude mnozina antifetézci D¢ a < bude definovano takto:

A<B <& dbeB:a<b
kde a = (a,u) < (b,v) = b, pravé kdyZz a | b a u < v.

Véta 3.6.3. Svaz MY, ktery vznikl vyse uvedenym zpisobem ze svazu DY, je
izomorfni se svazem A(V(SY)).

Diikaz. Necht M je svaz antifetézcii svazu D,, x {1}. Je zfejmé, Ze M je podsvaz

M* a ze M je izomorfni se svazem M. Necht ¢: M — M je izomorfismus.

10¢

10 2%

Obrézek 3: Hassetuv diagram svazu DYj,.
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Definujme zobrazeni g: M“ — A(V(SY)). Pro kazdé A € M* necht plati:

_ ) fle(4)) jestlize A € M,
o) = {V({Sa |lae A}U{SY|a¥ € A}) jinak,

kde f je zobrazeni z predchoziho ditkazu. Diky vétam a protoze f
je injektivni, je jasné, Ze g je také injektivni.

Dokazame, ze g je surjektivni. Necht V C V(S¥). Je-li V =V ({S; | i € I}),
pak stejné jako v dikazu predchozi véty, mizeme predpokladat, Ze I je antifetézec
aleM=MCcM¢“ Takze g(I)=V. JeliV=V ({S;|iel}U{SY|je J}),
pak opét diky vétam [3.5.12| a|3.5.14| mizeme predpokladat, ze I x {1}, J x {w}
jsou antifetézce svazu M*. Dale vime, ze [ x {1} U J x {w} je také antifetézec
svazu M¥ nebot kdyby existovalo k € I x {1} takové, ze k < j*, pak bychom
misto I mohli vzit mnozinu I'\ {k} a pofad bychom méli generatory stejné variety,
nebot V(Sk) C V(S¥). Z vét [3.5.12|a [3.5.14] také plyne, Ze g a g~' jsou izotonni.
Takze g je izomorfismus. O]

Lemma 3.6.4. Svaz Dy je izomorfni se svazem D,,, kde p je prvocislo, které
nefiguruje v rozkladu c¢isla n.

Diikaz. Definujme zobrazeni f: D, — DY takto:

fla) = (a,1) pokud pta € A,
“= (a,w) pokud p|a€ A.

Zobrazeni je ziejmé bijektivni. Necht a, b € D,,,, a | b. Pokud p | a, b nebo pokud
p 1 a, b, pak jisté f(a) < f(b). Situace, kdy p | @ a p { b, nemiZe nastat. Necht
pfa, p|b. Pak f(a) = (a,1) < (b,w) = f(b). —~
Véta 3.6.5. Svaz A(V (SY)) je izomorfni se svazem A(V(S,,)), kde p je prvocislo,

které nefiguruje v rozkladu c¢isla n.

Diikaz. Podle piedchoziho lemmatu jsou D,, a Dy izomorfni. Proto musi byt
také svaz M vznikly ze svazu D,, izomorfni se svazem M* vzniklym ze svazu

D . Tvrzeni véty dostaneme pouzitim véty a véty [3.6.3] [l

Tato véta ndm 1ika, ze svazy podvariet variety generované nekone¢nymi
fetézci SY se nijak nelisi od svazi podvariet variety generované konecnymi retézci

Sh.

Lemma 3.6.6. D,, je Booleiv svaz pravé tehdy, kdyZ prvociselny rozklad cisla
n obsahuje prvocisla pouze v pruni mocning, tj. n = pips...pk, kde p; # p; pro

kazdé i # j.
Diikaz. Trvzeni je ziejmé. [
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Disledek 3.6.7. DY je Booletiv svaz prave tehdy, kdyz D, je Booledv svaz.

Je znamo, ze volné distributivni svazy lze reprezentovat jako antifetézce
nékterého Booleovského svazu stejnym zptsobem, jakym jsme reprezentovali svaz
A(V(S,)) pomoci antifetézcii svazu D,,. Navic volny distributivni svaz ma pravée
tolik generatort, kolik méa Booleovsky svaz atomi. Dohromady s lemmatem [3.6.6]
a vétou to implikuje nasledujici vétu.

Véta 3.6.8. Je-li D,, Booletiv svaz, pak je A(V(S,)) svaz, ktery je izomorfni s vol-
nym distributivnim svazem o k generdtorech, kde k je pocet prvocisel v rozkladu
cisla n.

Disledek 3.6.9. Je-li D,, Booleiv svaz, pak A(V(SY)) je svaz, ktery je izomorfni
s volnym distributivnim svazem o k + 1 generdtorech, kde k je pocet prvocisel
v rozkladu cisla n.

Véta 3.6.10. Varieta MYV je aritmetickd, tj. permutabilni o distributiont.

Diikaz. Stadi dokazat, ze existuje takovy term p(z,v, 2), Ze plati p(z,y,y) = «
p(z,z,y) =y ap(x,y,r) = x. UkaZeme Ze term:

pry.2) = (0 -~y &z) A (0 y) &) Az V7))

tyto podminky spliuje. Plati:

) A (yo—y) @ ) (xVy)) =
~(ty®x) D) A (A (zVy)) =
A=

= (=( ﬁx@y @y
(
p(z,z,y) = ((z © ~z) @y) —(y®x )@x) (x\/y)):
(A
= ((
((

p(z,y,y)

(H(z@y) Dy A(zVy)) =y,
r©® 1Y) @x) (((m@—@)@x)/\x):
r©® 1Y) @x) T = . ]

p(z,y,x

Disledek 3.6.11. Svaz A(MYV) je distributivni.

Pozndmka 3.6.12. To, ze je svaz A(MYV) distributivni, bychom mohli vypozorovat
uz z diivéjsiho tvrzeni, ze kazda MV-algebra tvori svaz. Plati totiz obecné toto
tvrzeni: Necht V je varieta algeber v jejimz jazyce jsou svazové operace (nebo jsou
nad timto jazykem definovatelné) — tj. kazda A € V je svaz. Pak V je kongruenéné
distributivni varieta.
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T

Obrazek 4: Hassetuv diagram svazu A(V(Ss)).
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10¢

(2v,5¢,10)

T

Obrazek 5: Hasseuv diagram svazu A(V(SY).
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4. Axiomatizace podvariet MYV
Tato kapitola ¢erpa piedevsim z [7] a z kapitoly 8 z [4].

4.1. Axiomatizace V (SY¥)

V této podkapitole budeme ¢asto pracovat s prirozenymi nédsobky a mocni-
nami. Ukazme proto, jak pfesné tyto nasobky vypadaji v S¥ = F(Z% X7Z,(1,0)).

( (max, my) jestlize mz < 1 nebo

m X (x,y) = mr=1ax <0,
L (1,0) jinak,
((mz — (m —1),my) jestlize ma > m — 1 nebo
(x,y)™ = mr=m-—1ay>0,
L (0,0) jinak.

Také se bude hodit védét, jak vypadaji pfirozené mocniny prvka v S,, = I‘(Z%, 1):
2™ =max{0,1 —m x (1 —2)} = max{0,m x x — (m — 1)}.
Ozna¢me K(n) podvarietu MV, ktera spliuje identitu:
(n+1)xa™)?=2x 2" (4.1)

Véta 4.1.1. Necht A je MV-retézec a necht n € N. Pak h(A) < n, privé kdyz
A e K(n).

Diikaz. Nejprve dokazeme implikaci zleva doprava. Ukazeme, ze S¥ € K(n) pro
kazdé 1 < i < n. Pokud je n = 1, pak je indentita (4.1)) tvaru (z & x)? = 2? & 22
Necht (u,v) € SY. Jestlize u = 0, v > 0, pak se leva i prava strana rovna (0, 0),
jestlize u = 1, v < 0, pak se leva i prava strana ziejmé rovna (1,0). Dohromady
Sy € K(1). Necht n > 1 a1l <i <n anecht (u,v) € S¥. Uvazujme nékolik
pripadi:

(1) Je-li w =1, v <0, pak zfejmé:
(n+1) % (1,0)") = (1,0 = (1,0) = 2 x (1, o).
(2) Je-liw ="t awv >0, pak bud (u,v)" = (0,nv) pro i = n, nebo (u,v) =
(0,0) pro i < n. V obou piipadech je ale ((n + 1) x (u,v)")? = (0,0). Na

druhou stranu plati (u,v)"™ = (0,0) pro kazdé¢ 1 < ¢ < n, takZe také
2 X (u,v)"* =(0,0).
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(3) Nenastane ani jedind z moznosti (1) a (2). To znamena (u,v) < (=£,0).

V tomto piipadé vyuZijeme vlastnosti z lemmatu (7), tj. x <y impli-
kuje 2™ < y™. Tedy v naSem piipadé to znamené (u,v)" < (%, 0)" = (0,0).
To opét implikuje, ze prava i leva strana (4.1) se rovna (0, 0).

Mame, ze S¥ € K(n) pro kazdé 1 < ¢ < n. Necht h(A) = i < n. Pokud je A
jednoduch4, pak je ord(A) = i, a podle véty plati A = S;. Pritom S; je
podalgebra S¥, takze A € K(n). Pokud A neni jednoduché, pak je ord(A4) = w
a podle véty plati V(A) = V(S¥), a proto A € K(n).

Nyni dokézeme opa¢nou implikaci. Necht A € K(n). Sta¢i dokazat, ze pro
kazdé j > n plati S; ¢ K(n). Skutecné, nebot podle véty pak plati, ze
h(A) < m pro nékteré m € N, a podle dusledku [3.4.9 pak plati A/Rad(A) = S;
pro nékteré 1 < i < m. To spoletné s tim, ze A/Rad(A) € K(n), pak implikuje
h(A) < n.

Necht tedy S; je takové, Zze j > n, a necht z € S;. Chtéli bychom, aby
platilo (n + 1) x 2™ = 1 a zaroven 2 x z"™! < 1. Z¥ejmé (n + 1) x 2™ = 1 plati,
pravé kdyz plati (n + 1)(nz — (n — 1)) > 1. Déle 2 x 2" < 1 plati, pravé kdyz
plati 2(n + 1)z — 2n < 1. Po tpravé nerovnosti dostaneme, ze musi platit:

< <2n—i—1
T .
n+17— 2n + 2

Nyni si uvédomme, Ze z je tvaru ?, kde k € {0,1,...,5}. Hledame tedy k tak,
aby byly splnény tyto nerovnosti:
n_ . ko 2n+1

< .
n+1~" 35 2n+2

(4.2)

Je-lin < j < 2n+ 2, pak staci za k vzit j — 1. Pokud je 7 > 2n + 2, pak existuji
cela ¢isla g, r takova, ze j = 2n+2)g+7r a ¢ > 1, r < 2n + 2. Zabyvejme se
nejprve pravou nerovnosti (4.2)). Po vynasobeni j dostaneme:

2n+1

k< (2 1 .

@n+g+ry——
Zr < 2n+2 plyne, ze % < gzg Takze staci vzit k = j—q—1 = (2n+1)qg+r—1.
Leva nerovnost (4.2)) je zfejmé také splnéna, nebot k > 2n. O

Disledek 4.1.2. £(n) =V ({S¢ |ie {1,...,n}})

7 predchozich kapitol vime, Ze lze vybrat jesté méné generatori této variety.
Oznacme:

d(n) ={i e N|idéelin}.
Disledek 4.1.3. K(n) =V({S¥ i€ {1,2,...,n}\d(n)})
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Cilem této podkapitoly je najit identity pro varietu V(S%). Musime tedy
jesté k identitam KC(n) pridat takové identity, které nebudou splnény ve vSech S,
(proto ani v S¥), kde p € {1,2,...,n} \ 6(n), tj. p nedéli n, ale budou splnény
v S¥. Pak totiz dostaneme presné indetity axiomatizujici V(SY).

Pro kazdé n € N, n > 3, oznac¢me K(n, p) podvarietu MV spliaujici identitu:

(px 2PN = (n+1) x 2P, kde 1 < p < n. (4.3)
Véta 4.1.4. Pro kazdé n >3 al <p<n jeSY € K(n,p).
Dikaz. Necht x € S¥. Postupujme tak, Zze budeme uvazovat nékolik piipadi:
(1) Predpokladejme, Ze 2P~! = 0. Pak 27 = 0 a x spliwje identitu .
(2) Nyni piedpokladejme, Ze z = (u,v), 2P~ > 0 a 2P = 0. Pak u < 7%1. Z toho
plyne p(p — 1)u — p(p — 2) < 1, proto:
pxa’t = (plp—1u—plp—2),plp—1)v) € SY\{(1,m) | meZ}.

To oviem implikuje (p x xP~1)"*1 = 0, nebot pro y € S¥ plati y"*! > 0,
pravé kdyz y € {(1,m) | m € Z™ }.
(3) Nakonec predpokladejme, ze z = (u,v), 2P > 0. Pak u > ’%1 > =2

p—1’
to implikuje pu(p — 1) — p(p —2) > (p — 1)> — p(p — 2) = 1, a proto

)
p x xP~1 = (1,0). Pro druhou stranu plati (n + 1) x 27 = (1,0) O
Véta 4.1.5. Pro kazdén >3 al < q<n jeS, € K(n,p), pravé kdyZ p nedéli q.

Diikaz. Nejprve dokazme implikaci zleva doprava. Necht S, € IC(n,p) a necht
q = kp pro nékteré k € ZT, x € S, \ {1}, = = 1%1. Pak plati:

px P! =p<(p— 1)}% - (p—2)) =1,

—1
xp:ppT—@—l):o.

To je spor.
Dokazme opac¢nou implikaci. Necht p nedéli ¢ a necht x € S,. Uvazujme
pripady:

(1) Necht 2P~ = 0. Pak jist¢ také 27 = 0 a identita (4.3) plati.

(2) Necht P71 > 0ax? = 0. Pak z < 1%1, a protoze p nedéli ¢, tak jisté z < 1%1
a to implikuje p x 2P =pz(p—1) —plp—2) < (p— 1)  —p(p —2) < 1.
To znamena, Ze (p x xP~1)" 1 = (.
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(3) Necht 27! > 0azP > 0. Pak x > ’%1, coz implikuje pz(p—1)—p(p—2) > 1,
tedy px P~ = 1. Z druhé strany 27 > 0 a p < n implikuje (n+1) x 27 = 1.
L]

Dusledek 4.1.6. Pro kazdé n > 3 a 1 < p <n plati S, ¢ K(n,p).

Déle ozna¢ime H(n) = K(n) pron =1, 2 a pro kazdé n > 3 oznacime:

H(n) =K(n) N ({K(n,p) |1 <p<mn,p¢dn)}
Véta 4.1.7. Pro kazdé n > 3 je V(S¥) = H(n).

Diikaz. 7 véty a plyne, ze V(S¥) C H(n). Dokazme i opa¢nou inkluzi.
Plati, ze H(n) je vlastni podvarieta MV, proto dle véty existuji mnoziny
piirozenych cisel I, J takové, ze H(n) = V({S; | i € [} U{S; | j € J}). Protoze
S« € H(n), tak n | j pro nékteré j € J. Z véty [4.1.1] vime, ze j < n pro kazdé j €
J. Proto n = j pro nékteré j € J, z ¢ehoz diky dﬁsledku plyne, ze k |n =7
pro kazdé k € J a nékteré j € J. To znamena, ze H(n) =V ({S; | i € [} U{S¥}).
Z diisledku [4.1.6]také plyne, ze S; € H(n) jen tehdy, kdyz ¢ | n. Takze dohromady
mame, ze H(n) = V(5¥). O
Disledek 4.1.8. Pro kazdé n > 3 je varieta V(SY) azxiomatizovdna identitams:

(n+1) x 2")? =2 x 2",
(0 x P = (4 1) x 27,
kdel<p<mnapé¢dn).

Pozndmka 4.1.9. Jak vypada axiomatizace V(Sy) a V(S%) plyne uz z véty [4.1.1]
nebot h(SY) = 1 a SY je podalgebra S5. Konkrétné V(SY) je axiomatizovana
identitou:

(x @) =22 ®a2?

V(SY) je axiomatizovana identitou:
(o @)’ =2’
Piiklad 4.1. Varieta V(S¢) je axiomatizované identitami:

(7 x 2% =2 x 2,
(4x2®)" =7xa",
(5 x 2" =7 x .
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4.2. Axiomatizace V(S,)
Ozna¢me L(n) podvarietu MYV splijici:
nxzx=(Mn+1)xuz. (4.4)

Lemma 4.2.1. Necht A je MV-fetézec a n € N. Pak ord(A) < n, prdvé kdyz
Ae L(n).

Diikaz. Nejprve dokdzeme implikaci zleva doprava. Necht ord(A) = m < n. Pak
podle Vétyplati A= S,,. Snadno vidime, Ze S,, splhuje identitu (4.4)), nebot
ve standardni MV-algebtie n x % =1, pravé kdyz m < n.

Nyni dokazeme opac¢nou implikaci. Necht A € L£(n). Ukazeme, ze A je jed-
noducha. Necht =z € A\ {0}. Kdyby n x x < 1, pak by platilo (n + 1) x z =
(nxz)®z < 1. Podle lemmatu[I.1.6](2) to implikuje 2 = 0 — spor. Mame tedy, ze
nxz =1 pro kazdé z € A\ {0}. Podle véty[3.3.2 to znamena, ze A je jednoducha.
Tj. A je izomorfni s nékterou podalgebrou standardni MV-algebry. Z véty
plyne, Ze mame dvé moznosti:

(1) A=S,, pro nékteré m € N.

(2) A je izomorfni s nekonecnou podalgebrou standardni MV-algebry. Ozna¢me
ji S. To podle znamena, ze S je husta v [0, 1].

V piipadé (1) je jasné, ze musi platit m < n. Kdyby totiz m > n, pak by stacilo
vzit prvek % € S,, a identita by neplatila. Uvazujme piipad (2), tj. A = S.
Vezméme prvek = € S tak, ze 0 < x < n+r1 (takovy prvek existuje, protoze S je
husté v [0, 1]). Pak zfemé n x © < (n+ 1) x < 1 — spor. O

Podobné jako v piipadé axiomatizace V(S¥) je potieba né&jak ,vyjmout®
z L(n) algebry S,, kde 1 < p < n, p ¢ d(n). K tomu mizeme pouzit stejnou
sadu identit jako v pfedchozim piipadé, tedy identity K(n, p), nebot S, ¢ K(n, p)
(disledek [4.1.6). Takze dostavame:

Disledek 4.2.2. Pro kazdé n > 3 je varieta V(S,) aziomatizovand identitami:

nxz=Mn+1)xuz,

(b x 21 = (n+ 1) x a7,
kdel<p<mnapé¢dn).
Pozndmka 4.2.3. Varieta V(S) je axiomatizovana identitou:
rdr=urx

Jedné se o varietu termové ekvivalentni s varietou Booleovskych algeber.
Varieta V(S2) je axiomatizovana identitou:

rTPrdr=xPx.
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4.3. Axiomatizace libovolné podvariety

Zacneme s tim, ze se podivame, jak vypadaji variety generované pouze mno-
zinou nekonecnych MV-tfetézca S¥. Necht J = {j1,72,...,Jx} je mnozina pfiro-
zenych ¢isel takovych, Ze je splnéno: j; < jo < ... < jg; js nedéli j; pro kazdé s,
te{1,2,...,k}, s #t; jp > 5, k > 2. Oznac¢me X systém indentit:

(G +1) x ) = 2 x 2, (45)
(p x 2714 = (o + 1) x a?, (4.6)

kde 1 < p < ji, jsou takova, ze p ¢ 6(js) pro kazdé s € {1,2,..., k}. Déle ozna¢me
A(j1, Ja, - - -, ji) varietu axiomatizovanou identitami Xy a ozna¢me A(n) = H(n),

A(2,3) = K(3) a A(3,4) = K(4).

Véta 4.3.1. Pro kazdé j; < jo < ...< ji takové, Ze js ¢ 6(j;) pro vSechna s,
te{l,2,...k}, s#t, akdek >2 aj, >5, plati:

V(S;’S]z”sﬁ) = A(j17j27"'7jk)-

Diikaz. Pro zjednoduSeni zaspisu ozna¢me A = A(j1,J2,---,Jx). Nejprve do-
kazme inluzi V' (S%,5%,...,5%) C A. Podle véty M11]a vty je S; € A
Necht j < ji. Pak diky vétam {.1.1) a |4.1.5 a diky tomu, Ze p ¢ 6(js) pro
kazdé s € {1,2,...,k}, plati S € A. To znamend, ze V(S%,5%,...,5%) C
A1, Jas - - -5 Jk)-

Nyni dokaZme opa¢nou inkluzi. Podle véty existuji C, D C N takové,
e A=V({S.|ce CYU{Sy |d e D}). Z véty [4.1.1] plyne ¢, d < jj, pro viechny
ceC,de D.Necht c € C,d € D anecht je 1 < q < j; takové, ze q & §(js)
pro kazdé s € {1,2,..., k}. Pak podle disledku Sy ¢ A. To znamena, Ze c,
d nemohou byt jiné, nez takové, pro které plati ¢ € §(js) a d € (j;) pro nékteré

s,t €{1,2,...,k}. Takze A CV(S%,9%,...,5%). ]
Disledek 4.3.2. Varieta V/(S%,5%,...,5%) je ariomatizovand systémem identit

.
Piiklad 4.2. Varieta V(SY, S, S¢) je axiomatizovana identitami:

(9 x 2%)? =2 x 2,
(6 x 2°)? =9 x af,
(7 x 2%)? =9 x 2"

Nyni se podivame na variety, které maji mezi generatory také konecné MV-
fetézce. Oznacme:

A, 1) = 8(0)\ | J 60))-

jeJ
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Necht I = {iy1,2,...,0u}t,J = {Jj1,72,---,Jk} C N a necht plati i; < iy <
c <y 1 < Jo < ...< ji. Déle necht pro kazdé i, j € I, i < j plati i ¢ 0(j)
a také necht pro kazdé i, j € J, i < j plati ¢ ¢ §(j). Navic pokud J # (), pak at
pro kazdé i € I a kazdé j € J platii ¢ §(j). Ozna¢me n = max(/U.J) a oznac¢me
Y1 systém identit:

(n+1) x2")? =2 x 2"t
(0 x 27" = (1) x 2,

kde 1 < p < n je takové, Ze p ¢ §(¢) pro kazdé « € TUJ. Dale oznac¢me Y5 systém
identit:

(n+1)xz?=(n+2)xz,

kde 1 < ¢ <n je takové, ze q € |J,c; A4, J).

Oznacme B varietu axiomatizovanou identitami Y; U ¥s. Identity >, uz
zname a je jasné jakou hraji roli. Konkrétné podle véty identity >, axio-
matizuji varietu V({S; | « € I U J}). Identity X pak ,,vyjmou® ty Sy, pro které
q € U,e; A, J), a zanechaji .

Véta 4.3.3. Necht'V je vlastni podvarieta MYV. Pak existuji mnoziny I, J C N
splnugicti vijse wvedené podminky a V je axiomatizovand identitams 3, U Xo.

Diikaz. Véta[3.5.16|rika, Ze existuji mnoziny I, J C N takové, ze plati V = V ({5, |
i€ I} U{SY | j € J}). Navic diky vétdm (3.5.12] a [3.5.14] Ize predpoklidat,
ze I = {iro,...,i}, J = {j1,J2,- -, Jx} jsou takové, ze i; < ig < -+ < i,
J1 < Jo < -+ < j, dale Ze pro kazdé i, j € I, i < j, plati ¢ ¢ 4(j) a také pro
kazdé i, j € J,i < j plati i ¢ 6(j). Nakonec pokud J # ), pak pro kazdé i € I
a kazdé j € J plati i ¢ 0(j). Tj. mnoziny I, J splimji pfedpoklady véty. Takze
mame V = V(Si,, Sy, ..., Siy, 84,58, ...,5%).

Nejprve dokazme inkluzi V C B. Jist¢ V C V({S¥ | . € I U J}), nebot S; je
podalgebra S¢ pro kazdé i € I. Podle véty [4.3.1|V(S¥ | « € TUJ )| splituje identity
1, a proto spliwje tyto identity také V. Pro kazdéi € I, x € S;aq € J,c; A4, J)
plati 7 = 0 nebo ord(z?) < n, a proto (n+ 1) x 27 = (n+2) x 2. Tedy v kazdé
Si, @ € I, plati Xp. Nyni necht j € J a x € S;. ProtoZe ¢ nedéli j a protoze
x4 > 0 plati, pravé kdyz x = (u,v) a u > C’;ql, tak 29 = 0 nebo ord(z?) < n + 1.
Takze (n+1) x 29 = (n+2) x 29 pro kazdé q € U,c; A(4, J). Tj. kazdé S, j € J,
spliije identity Y5. Tim je dokazana inkluze V C B.

1Véta predpokladé mnozinu indext, které jsou navzajem nedélitelné, oviem muze se
stat, ze j | i pro nékteré i € I, j € J. Pak ale plati, Ze S¥ je podalgebra S¢, tj. V({Sy | ¢ €
TuJH=VH{S“|eelu(J\{jeJ|jed),iel})}).

Kdyz x € 5% az = (1,v), v <0 tak ord(z) = n + 1 a pro kazdé y > z je ord(y) < ord(z).
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Nyni dokazme opac¢nou inkluzi. Uvédomme si, ze B C V({S¥ | . € T U J}),
nebot, jak uz bylo feCeno, tato varieta spliuje indetity ;. Necht A je néktery
generator variety B. Z predeslého plyne (diky vétam , , 7e bud A =
So nebo A = 5%, kde «, 8 déli ¢ pro nékteré¢ « € I U J. Kdyz A = S5,, pak je
jasné, Ze A € V, protoze A je podalgebra nékteré S; nebo S7. Necht A = S%,
B déli v € TUJ, déle necht z € S, x = (%,z), z € Z*. Pak 2® = (0,52)
a(n+1) xa? # (n+2)xzP. Proto B ¢ U,c; A(4, J), tedy 8 € Ujes00)- To
znamend, ze existuje j € J takové, ze 8 déli j. Tj. S§ je podalgebra 5% a A € V,
a proto B C V. O

Priklad 4.3. Ukazeme identity axiomatizujici varietu V' (Ss, Ss, SY). Ziejmé p €
{5,6,7} a q € {3,8}. TakZe identity, které tuto varietu axiomatizuji, jsou:

(9 x 27)* =2 x 2,
(5 x 2" =9 x
(6 x 29)% =9 x 29,
(7x 2% =9 xa,

9 x 2® =10 x 2?,

9x 2% =10 x 2°.
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5. Variety LBCK-algeber

Zdroje této kapitoly jsou kapitola 5 monografie [I1], [10, Lemma 1.4] a [19].

5.1. BCK-algebry a LBCK-algebry

Definice 5.1.1. BCK-algebrou nazveme algebru B = (B,©&,0), ktera splauje
nasledujici identity a kvaziidentitu:

(rey)e(zez)e(zey) =0, (BCK1)
(zo(@oy)oy=0, (BCK2)

roxr =0, (BCK3)

0cz=0, (BCKA4)
roy=0& yor=0 = z=y. (BCK5)

Pro kazdé dva prvky BCK-algebry definujme relaci:
r<y & rzoy=0.

Je jasné, ze takto definovana relace je reflexivni a antisymetricka. V nasledujicim
lemmatu (bod (3)) dokdzeme, Ze je také tranzitivni, tedy Ze je usporadanim.

Lemma 5.1.2. Necht B je BCK-algebra. Pak pro kazdé x, y, z, w € B plati:
(1) 00 =x;
(2) x <y implikuje z ©y < z S x;
(3) x<yay<z pkzx<z;
(4) x <y implikuje x © z < y © z;
(5) r<yaz<w, pekrow<yoz;
(6) (zoy)oz=(x02)0yY;
(7) (zez)o(yoz)o(@oy) =0

Diikaz. (1) Diky (BCK2)) a (BCK3|) plati (rc0)ozrz=(xc(zxcz)) oz =0.
Podle (BCK2) plati (5 (250)) 20 = 0, tj. 2 (z20) < 0. Podle (BCK4)
ziejmé 0 < 26 (z©0) a pouzitim (BCKH|) dostavame z© (x©0) = 0, proto
také z ©0 = x.

(2) Je-li x &y =0, pak diky (BCKI1)) a (1) plati:
O=(zoyezor))o(roy) =(:0y)o(z0).
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(3) Necht 2 <y ay < z. Vyuzitim (2) dostaneme z © z < x © y = 0. Protoze

podle 0 < 26 %, tak pouzitim ziskime 102 = 0, tj. v < 2.
(4) Vyuzijeme a (1). Plati:
0=((ro2)e(zoy)cyoz) =@oz2)o(yo=2).
(5) Podle (2) plati t © w < 2 © 2z a podle (4) plati x © z < y © 2. Takze diky
B)plati zow <y o 2.
(6) Vezmeme-li v (BCKI)) misto z term = & z dostaneme:
(roy)o@@e(zez) <(zez)oy.
Z pak plyne z & (x © 2z) < z a z (2) pak:
(zoy)oz<(roy)o(zo(ro2)),

takze diky (3) plati (xr ©y) © 2 < (z © 2) © y. Zaménou y a z bychom
stejnym postupem ziskali také opac¢nou nerovnost a vyuzitim (BCKH|) pak
pozadované tvrzeni.

(7) Plyne ptimo z (BCK1)) a (6).

BCK-algebry netvori varietu. To ukdzeme na piikladé:

Piiklad 5.1. [19] Uvazujme mnoziny Z*, A = {ax |k € ZT}, B={by | k € Z"}
a necht U = ZT U AU B. Na U definujeme binarni operaci © tak, Ze pro kazdé
k,l, m € Z" plati:

0 jestlize | < k,

ar © a kU {l_k jestlize [ > k;

0 jestlize k < [,
kel= o
k—1 jestlize k > [;

br © a; = by © byyi;
ar © by = a © a41;
by © 1 = biy;
ar Ol = apy;
koa=kob =0.

Da se ukazat, ze (U, ©,0) je skutetné BCK-algebra (podrobné v [19]). Na obrazku
6 si mizeme prohlédnout, jak vypada jeji usporadani.
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Qo b(_)
a2 b2

Obrazek 6: Hassetiv diagram BCK-algebry (U, ©,0).

Nyni uvazujme ekvivalenci 0, jejichz tiidy rozkladu jsou pravé mnoziny Z+,
A, B. Neni tézké vidét, ze 6 je kongruenci. Ov8em faktorova algebra (U/0, &, Z7")
neni BCK-algebra, nebot plati A& B = Zt = BS A, ale A # B, tj. neplati
(ECKS).

Pozndmka 5.1.3. 'V piedchozim piikladé si mizeme povsimnout, ze (ZTUA, ©,0)
a (Z* U B,5,0) jsou {©, 0}-redukty MV-fetézcti izomorfnich s ['(ZXZ, (1,0)) =
SY.

Definice 5.1.4. Rekneme, 7e BCK-algebra je komutativni, jestlize v ni plati
identita:

ro(roy)=yo (you). (KBCK1)

Ozna¢me x Ay = x © (z © y). UkdZeme, Ze komutativni BCK-algebry tvoii
dolni polosvazy. Ziejmé plati x Ay < z, y. Je-li z < x, y, pak dvojitym pouzitim
lemmatu [5.1.2] (2) dostaneme y & (y © 2) < y & (y © z). To diky komutativite
implikuje z Ay > 26 (20y) = 260 = z. Takze x Ay je skutetné infimum x a y.

Véta 5.1.5. Algebra (B,©,0) typu (2,0) je komutativni BCK-algebrou, prdvé
kdyz spliwuje identitu (KBCK]1), (BCKJ) a identity:

(zoy)oz=(@oz) 0y, (KBCK?2)
r00=uz. (KBCK3)

Diikaz. Necht (B,©,0) je algebra spliujici podminky véty. Nejprve dokazeme
(BCKS5|). Necht z © y = 0 a zaroven y © x = 0. Pak diky (KBCKI1)) a (KBCK2)
plati:

r=r00=z0@oy)=yo(yor)=yo0=y.
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Dale pouzitim (KBCKIJ), (KBCK2|) a (BCK3|) dostaneme tyto rovnosti:

lcr=(rzer)e(rzel)=(zo(ze0)or =
=0e(0ezr)scr=(0czr)8((082)=0,

tj. (BCK4)). Opétovnym pouzitim (KBCKT1)), (KBCK?2|), (BCK3)) a vyuzitim prave
dokazané (BCK4)) dostaneme rovnosti:

(zo(roy)oy=@wo(yor)oy=yoy oyor) =
=00 (yox) =0,
(zoy)o(roz)e(zoy) =(zo(ro2)cy)o(20y) =
=(zo(zoz)o(20Y)0Y=
=(zo(z0y) oy o(z01)=
=0e((zex)=0.

To jsou (BCK2) a (BCKIJ). O

Definice 5.1.6. Ohranicenou BCK-algebrou nazveme algebru B = (B,5,0,1),
pro kterou plati, ze (B, ©,0) je BCK-algebra s nejvétsim prvek 1, tj. pro kazdé
x € B plati:

r61=0.

Je-li navic (B, ©,0) komutativni, pak mluvime o ohrani¢ené komutativni BCK-
algebre.

Véta 5.1.7. Ohranicené komutationi BCK-algebry jsou termové ekvivalentni
s MV-algebrams.

Diikaz. Necht @ je zobrazeni takové, ze plati ®: (A, ®,—,0) — (A4,0,0,1), kde
roy =-(-rdy) al =-0. Ukdzeme, ze (A,©,0,1) je ohrani¢ena komuta-
tivnf BCK-algebra. plyne ihned z (MV6)). Z lemmatu bodu (10)
plyne a z bodu (8) téhoz lemmatu plyne . Ukéazeme, ze plati
. Plati:

(roy)cz="("(cy ©z)=-(r0ydz)=(262)0yY.

Dohromady podle véty mame, ze (A,©,0) je komutativni BCK-algebra.
Z plyne, ze 1 je nejvétsim prvkem této algebry. Takze (A, ©,0,1) je ohra-
nicena komutativni BCK-algebra.

Nyni necht ¥ je zobrazeni takové, ze V: (B,5,0,1) — (B,®,—,0), kde
=10z az®y = -(-z ©y). UkiZeme, Ze (B,®,—,0) je MV-algebra.
(MV3) je presné lemma bod (1). Z (KBCKI)) plyne (MV4), nebot =—z =

29



lo(lex)=z6(xcl)=2x60=uaz. Dile -0=160=1 adiky tomu, zZe 1 je
nejvetsi prvek plati:

z®l=-(-261)=-0=1,

tj. (MV5). Nyni dokézeme (MVI). Z (BCKI) plyne (1o z) e (1o (16y)) <
(ley)oraz plyne (16 (16 vy)) < y. To dohromady s (2) lemmatu
implikuje:

(lor)joy<(lor)o(lo(loy)),

tedy (16z)oy < (16y)Sa. Totoznym postupem pii zaméné x za y bychom také
dokézali (16y)or < (16x)©y. Opétovnym vyuzitim (2) lemmatu dostavame:

rdy=1o(lex)oy)=10((1oy) cx)=ydu.

Tim je dokdzano (MV1)). Pomoci (KBCKIJ), (6) lemmatu (5.1.2)) a jiz dokazané
(MV1)) dokazeme (MV2)). Plati:

(z@y)®2z="

Zbyvé dokazat (MV6)). Z (KBCKI1|) plyne ~z & (—z & —y) = ~y & (-y & —z).
Diky (2) lemmatu plati:

(mz e (rrey)) =-(-yo (-ye ).

Tj. 2@ -(z @ —y) =y ®d -(y® —x), coz diky implikuje (MVG]). Takze
(B,®,—,0) je skutetné MV-algebra.

Necht A = (A, ®,—,0) je MV-algebra a ®(A) = (A,6,0,1). Oznacme
U(P(A)) = (A,@* - 0%). Ukdzeme, ze V(P(A)) = A. Ziejmé plati 0 = 0*.
Daéle plati —*z =162 = =(—-=0 & x) = —x a také:

r®' y=-"(""roy) =
=le((lex)oy) =
= Dy.

Takze U(P(A)) = A.
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Necht B = (B,©6,0,1) je ohrani¢end komutativni BCK-algebra a U(B) =
(B,®,—,0). Ozna¢me ®(¥(B)) = (B, 0% 1%) Ukazeme, ze ®(¥(B)) = B.
Ziejmé plati 0* =0 a 1* = -0 =16 0 = 1. Dale plati:

O y=-(xdy)=-(-r0Yy) =Y.
Takze ®(¥(B)) = B. O

Definice 5.1.8. Komutativni BCK-algebru B nazveme £BCK-algebrou. Jestlize
pro vSechna a, x, y € B takové, ze a < z, y plati:

rea=yea = r=y. (5.1)
Vlastnost (5.1]) budeme nazyvat relationi krdcent.

Priklad 5.2. Necht A = I'(G,u) je MV-algebra. UkaZzeme, Ze kazdy interval
[0,v], kde v < u, je LBCK algebra. V kazdé MV-algebte plati z © y < x, takze
[0, v] je uzavieny na ©. Podle véty je komutativni BCK-algebra. Je-li a < z,
yarSa = ySa. Pak z lemmatu[l.1.5](iii) plyne z = a® (zSa) = a®(ySa) = y.

5.2. Reprezentace LBCK-algeber pomoci /-grup
Necht G je abelovska (-grupa. Pro kazdé z, y € G definujeme:

rogy=@—yVo=z—(zAy)=(xVy) —y.

Pro kazdou Gy C G7, kterd je uzaviena na &g, dostavame algebru (Gg, ©¢, 0)
typu (2,0).

Véta 5.2.1. Necht G je abelovskd (-grupa. Pak pro kaZdou Gy C GT uzavienou
na O¢ je (Go, ©¢g,0) LBCK-algebra.

Diikaz. Je z¥ejmé, ze Gy spliwje identity (BCK3)) a (KBCK3|). Necht z, y, z € Gy.
Pak plati:

xS (xogy)=z—((z—(xAy))ANzx)=
=(zANy)Vv0=
=y—((y—(xAy)Ay) =
=y S¢ (ySa 2,

(z6cy)Scz=((r—y)V0)—2) V0=

—y—2z)V(=2)v0=

= (v

=(@x—-y—2)V0=
=@—-z-y)V(-y)vo=
= (z ©¢ 2) ©g V-
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Takze plati také identity (KBCK1)) a (KBCK2|). To znamena, Ze Gy je komutativni
BCK-algebra. Dale jestlize a < z, y a zaroven z Og a = y OS¢ a, tak to znamené
(x—a)V0 = (y—a)VO0 a to ziejmé implikuje = = y, tj. plati vlastnost relativniho
kréaceni. O]

U MV-algeber jsme dokazali, ze se kazda MV-algebra dé reprezentovat jako
interval [0, u] nékteré unitalni abelovské (-grupy (G, u). Nasledujici véta nam fika,
ze u LBCK algeber je situace podobna. Dikaz nasledujici véty lze najit v [11]
Theorem 5.2.24] (nebo v ptivodnim ¢lanku [9, Theorem 5.1]).

Véta 5.2.2. Pro kaZdou £ BCK-algebru B existuje abelovskd -grupa G takovd, Ze
B je izomorfni s (Go, Sg,0) pro nékterou konvexni podmnoZinu Gy C G*. Navic
Go generuje G jako pologrupu.

Véta 5.2.3. Necht' B je komutativni BCK-algebra. Pak jsou ndsledujici podminky
ekvivalentni:

(1) B md vlastnost relativniho krdacent;
(11) B spliuge identitu (x ©y) A (y ©x) =0;
(iii) B spliwuje identitu (r©y) 6 (yo ) =26 Y.

Diikaz. (1) = (ii) Necht z < x©y, y ©x. Podle piedchozi véty muzeme piedpo-
kladat, Ze B je podalgebra (GT, &, 0) pro nékterou abelovskou (-grupu G. Takze
z<z—(xAy),y— (xAy). To implikuje z + (z A y) <z Ay, a proto z = 0.
(ii) = (iii) Zfejme plati (z ©y) © (y © x) < v ©y. Z predpokladu pak
plyne:
(roy)e(@oy)eer)=@oy ryer)=0.

To znamend 0y < (zr 0 y) © (y© x), takze (rOy)© (yox) =20 1y.
(iii)) = (i) Necht a <z, y a necht  ©a =y © a. Pak plati t —a =y — a,
coz implikuje z = y. O

5.3. Varieta vSech LBCK-algeber

Kazdému termu t(Z) v jazyce BCK-algeber piifadime term £(Z) v jazyce
(-grup nasledujicim zptisobem:

tx) =0 = t(x) =0,
tZ) =2, = HT)=x; V0,
t@) =r@ os@ = t7) = @) —357) VO
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Necht G je abelovska f-grupa a necht term £(z) vznikl vyge uvedenym zpi-
sobem z n-arniho termu ¢(Z). Potom zfejmé pro vSechny @ = (aq, as, ..., a,), kde
a; € G pro kazdé i € {1,2,...,n} plati:

@) =t (a, V0,a3 VO,... a, VO0).

V BCK-algebrach plati p(Z) = q(7), pravé kdyz plati p(T) © ¢(y) = 0 a za-
rovel ¢(Z) © p(y) = 0. TakZze miizeme predpokladat, ze vSechny identity BCK-
algeber jsou tvaru ¢(Z) = 0, nebot kazdou identitu v jiném tvaru lze nahradit
dvéma identitami v tomto tvaru.

Lemma 5.3.1. Necht G je abelovskd (-grupa a Gy C GT je LBCK-algebra.
Nesplnuge-li LBCK-algebra Gy identitu t(T) = 0, pak {-grupa G nespliiuje identitu
t(x) = 0.

Diikaz. Necht indentita ¢(Z) = 0 neplati v Go. Tj. existuje @ = ay,...,a, € Gy
takové, ze t9(a) # 0. Jisté plati:

@ =t“"(a1v0,... a,V0) =1t (@) =t () £ 0. O

V nasledujici vété, jejim dikazu a disledku budeme S, a [0, 1] chapat jako
LBCK-algebry.

Véta 5.3.2. Identita plati v kazdé LBCK-algebie, pravé kdyz plati v (Z",67,0)
a to je pravé tehdy, kdyz plati v [0, 1].

Driikaz. Implikace zleva doprava je trivialni. DokdZzeme obménu netrivialni impli-
kace. Necht identita ¢(T) = 0 neplati v nékteré LBCK-algebie B. Podle véty
je B izomorfni s nékterou LBCK-algerbou Gy C G, kde G je abelovska (-grupa
takova, ze G generuje G*. Z piedchoziho lemmatu plyne, Ze ¢(Z) = 0 neplati ani
v G. Protoze varieta abelovskych (-grup je generovana Z (dusledek , tak
identita £(Z) = 0 neplati ani v Z. Tj. existuje @ = a1, as, ...,a, € Z takové, Ze
plati:
0+ i%@)=t"" (a1 V0,as VO,... a,V0).

Takze identita ¢(Z) = 0 neplati ani v (Z",6z,0). Polozme b = max{a; V 0 |
i €{1,2,...,n}}. Pak jisté pro kazdé i je a; V 0 € [0,0] a je zFejmé, ze [0,b] =
{0,1,2,...,b} je ohranicena EBCK algebra (viz pitklad [5.2), ktera je navic izo-
morfni s S,. Tudiz identita ¢(Z) = 0 neplati ani v S,. Dale vime, Ze Sy, je podalgebra
[0, 1], takze identita neplati ani v [0, 1]. O

Varietu vsech LBCK-algeber budeme znacit LBCK.
Disledek 5.3.3. LBCK =V (Z1) =V ([0,1]).
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5.4. Subdirektné ireducibilni EBCK-algebry

Definice 5.4.1. Necht B je BCK-algebra a necht I C B. Rekneme, Ze I je idedl
BCK-algebry B, jestlize plati:

(i) 0 € I,
(ii) pokud z oy, y € I, pak x € I.
Jevideét, ze je-liz <yayel, takpak x € I, nebot zy =0 € I.
Lemma 5.4.2. Necht I je idedl BCK-algebry B. Pak relace ©; takovd, Ze:

(r,y) €O & zoyel & yoxel,

je kongruence na B.

Diikaz. Reflexivita a symetrie je ziejma. Necht (z,y), (y,2) € ©;. Pak podle
(BCK1)) plati:

(xez)e(rez)<yszel

Takze x © z € I a zcela analogicky z © x € I. Tim jsme dokazali tranzitivitu.
Necht (z,y), (u,v) € ©r. Pak opét pouzitim (BCKI1)) mame:

(zou)e(zov)<vouel,
(rev)e(zou)<vouel.

To znamena (z & v,z Su) € O. Pouzitim lemmatu[5.1.2) (7) dostaneme, ze také
plati:

(xov)e(yov)<zoyel,
(yov)o(rov)<yozel

Takze (z © v,y ©v) € O;. Z tranzitivity pak plyne (x © u,y ©v) € Oy.

Pro kazdé n € N definujeme:

roly=z0y,
rony=(roy) o (n—1)y.

V MV-algebrach, které jsou termové ekvivalentni s ohranicenymi L.BCK-alge-
brami, plati:
rony =6 (nxy).

Ideal BCK-algebry B generovany prvkem b € B budeme znacit I(b).
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Lemma 5.4.3. Necht B je BCK-algebra a b € B, pak plati:
I(b) ={x € B|xzonb=0 pro nékteré n € N}.

Diikaz. Necht I = {x € B | x ©nb = 0 pro nékteré n € N}. Ziejmé 0, b € I.
Necht x6y € I ay € I. To znamen4, Ze existuji m, n € N tak, ze (rSy)©omb =0
ay©nb=0.Zlemmatu[5.1.2 (6) plyne, ze 0 = (z © y) © mb = (x ©mb) Oy, tj.
x & mb < y. Opakovanym vyuzitim lemmatu m (4) dostaneme:

(xemb)enb=x6 (m+n)b <ysnb=0.

Takze x© (m+n)b =0 a tedy x € I. Dale chceme dokézat, ze I je nejmensi ideél
obsahujici b. Necht tedy J je takovy ideal, ze b € J. Pak zfejmé je-li x € I, tak
x© kb= 0 € J pro nékteré k € N. Protoze b € J, tak podle definice idealu také
O (k—1)b € J. To stejnym zpusobem implikuje z © (k — 2)b € J. Opakovanim
tohoto argumentu k-krat ziejmé dostaneme x € J. Takze I C Ja I =1(b). O

Véta 5.4.4. Necht B je komutativni BCK-algebra a necht x, y € B. Pak:
I(x) N I(y) = 1(z Ay).

Diikaz. Necht z € I(x Ay). Pak existuje n € N tak, ze z ©n(z Ay) = 0. Protoze
zAy < x, tak podle lemmatu[5.1.2) (2) 262 < 26 (zAy). Pouzijeme-li n-krat bod
(4) téhoz lemmatu, dostaneme z&nz < zon(xAy) = 0, takze z € I(x). Totoznym
zpusobem bychom dokazali z € I(y). Dohromady tedy méame z € I(x) N I(y), tj.
I(x ANy) CI(z) N I(y).

Nyni dokézeme opa¢nou inkluzi. Necht z € I(x) N I(y). Pak existuji m, n
takové, ze z © mxr = 0 = 2z © ny. Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat,
ze m < n. Protoze z & max = 0 implikuje z ©nx, tak staci ovérit, ze je-li z6nx =
0 = z © ny, pak existuje k tak, ze z © k(x A y) = 0. To dokdzeme matematickou
indukci.

Pron=1méme zo0rx=0=201y,tj. 2 <z, vy a to implikuje z < z Ay,
takze a © (x A y) = 0. Nyni pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro nékteré n > 1.
Tj. 2z ©nx = 0 = z © ny implikuje existenci k takového, ze z © k(z A y) = 0.
Necht z6 (n+ 1)z =0= 26 (n+ 1)y. Pak:

0=zonh+1l)z=(z0(n+1)z)ony=((z©nz) ©ony) © x.

Taktéz mame:
0= ((zonx)ony) Sv.

Takze podle prvniho kroku indukce mame:

(z©nz)ony)o (xAy) =0,
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Dale:

O=(zenx)ony)e(xAy)=((z0(xANy)) ©ny) Snx =
=(((zo(zAy)ony) ©(n—1)z)o .

Z rovnosti z © (n + 1)y = 0 plyne:
(20 (@ Ay) Eny) & (n—1)z) Oy =0,
Opét pouzijeme prvni krok indukce, takze:
(ze2@Ay)eny)e(n—1)z=0.

Zopakujeme-li tento postup n-krat, pak dostaneme:

(ze(n+1)(xAy))eny =0, (R1)
a analogicky také:

(ze(n+1)(xAy)) &nxe =0. (R2)

Nyni na rovnosti a aplikujeme indukéni pfedpoklad. To znamené, Ze
existuje k takové, ze plati (zo (n+1)(z Ay)) S k(x Ay) = 0. Tedy plati z& (n+
k+1)(z Ay) = 0. Tim jsme dokézali, ze tvrzeni plati i pro n + 1.

Dokazali jsme tedy, ze z € I(x) N I(y) implikuje z € I(x A y), a proto
I(z)NI(y) € I(z Avy). O

Véta 5.4.5. KazZdd subdirketné ireducibilni £.BCK-algebra je linedrné uspord-
dand.

Diikaz. Necht A je subdirektné ireducibilni, ale necht neni linedrné usporadana.
Pak existuji x, y € A takové, ze x &y # 0 a y © z # 0. Podle véty plati
(x©y) A (y©x)=0. Oviem podle piedeslé véty plati:

Izoy)Nnl(yoz)=I((roy)A(yox))=1(0) ={0}.

Protoze predpokladame, ze A je subdirektné ireducibilni, musi platit [(z©&y) =0
nebo I(y © x) =0, to znamend x © y = 0 nebo y © x = 0 — spor. O

Véta 5.4.6. Necht B je linedrné usporddand L BCK. Pak ezistuje ultrafiltr U nad
mnoZinou B takovy, e B se dd vnofit do ultrasoucinu ([],.p[0,0]) /U.

Diikaz. Oznacme [b) = {x € B | b < z}. Protoze plati [b) N [c) = [bV ¢) #
0, tak {[b) | b € B} m4 vlastnost konetnych pranikd{l] To implikuje existenci

ITj. kone¢ny soubor podmnoZin mnoziny {[b) | b € B} m4 neprazdny priinik
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takového ultrafiltru U na B, ze [b) € U pro kazdé b € BlY| Zejma ([0,0], ©,0,b)
je ohrani¢end LBCK-algebra. Dokazeme, ze zobrazeni ¢: B — ([],.5[0,b]) /U
definované:

prx— (xAb|be B)/U

je vnorfeni. Nejprve dokdZeme, Ze je injektivni. Uvédomme si, ze p(x) = p(y),
pravé kdyz {b € B | x Ab =y Ab} € U. Necht z, y € B, z # y, bez Gjmy na
obecnosti muzeme predpokladat, ze z < y. Protoze x A b = y A b, pravé kdyz
b<uz, tak [0,2] ={be B|xAb=yAb}. Dale plati [y) C{be B|x > b} =
{b € B|xAb#yAb}. Protoze [y) € U, tak také {b € B | x > b} € U, oviem
B\ [0,z] ={be€ B |z > b}, tudiz [0,x] ¢ U a to implikuje ¢(x) # ¢(y).

Necht z, y € B a necht x < y. Pak jisté p(z) © ¢(y) = ¢(z © y), nebot
roy=0=(xAb)o (yAb) pro kazdé b € B. Predpokladejme tedy, ze y < z.
Kdyz x <b,tak (x Ab)© (yAb) =z0y, (t0y) ANb=206y. Takze [x) C {be
B|(zAb)& (yAb) = (x&y) Ab}, a proto

(z
(xAb)O (yAD) |be B)/U=((zoy)Ab|be B)/U.
(

Takze p(z) © v(y) = p(z S y). O

5.5. Svaz podvariet

V této podkapitole presné popiseme svaz vSech podvariet LBCK-algeber a to
tak, Zze vyuzijime znalosti svazu podvariet MV-algeber a zavedeme mezi témito
svazy specialni dvojici zobrazeni. Jako vysledek pak dostaneme pfesnou podobu
svazu vSech podvariet LBCK-algeber.

Definice 5.5.1. Necht X, Y jsou usporadané mnoziny a necht f: X — Y,
g: Y — X jsou zobrazeni. Dvojici (f, g) nazveme dvojici reziduovangch zobrazent
usporadanych mnozin X a Y, jestlize pro kazdé x € X, y € Y plati:

flx) <y & =< gy).

Lemma 5.5.2. Necht (f,qg) je dvojice reziduovanych zobrazeni uspotddanich
mnozin X, Y. Pak go f je uzdvérovy operdtor na X a fog je vnittkovy operdtor
na Y. Navic f(X) = (fog)(Y) je izomorfni s g(Y) = (go f)(X).

Diikaz. Nejprve necht x € X ay € Y. Pak z f(x) < f(x) a g(y) < g(y) plyne:

z<g(f(z))= (g0 f)x), (fog)ly)=flg(y)) <y

Necht =1, o € X a y1, y2 € Y jsou takové, ze x; < w9, 11 < yo. Pak plati
1 < 29 < g(f(22)) a to implikuje f(z1) < f(z2). Podobné mame, ze g(f(y1)) <

1Obecné plati, Ze je-li S systém podmnozin A, ktery ma vlastnost kone¢nych prunikii, pak
se da S roz§ifit na ultrafiltr na A.
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y1 < yo implikuje g(y1) < g(y2). Takze f i g jsou izotonni zobrazeni. Uka-
zeme go fogo f = go f. Jisté plati (go f)(x) < (go fogo f)(x). Naopak
z (go f)(x) < (g0 f)(@) plyne (fogo f)(x) < f(z) a to diky izotonnosti g
implikuje (go fogo f)(x) < (go f)(x). Analogickym postupem bychom také
dokazali fogo fog= fog. Takze mame, Ze g o f je uzavérovy operator a f o g
vnittkovy.

Protoze x < (go f)(z), tak f(z) < (fogo f)(x) a protoze plati také opacna
nerovnost, tak f(x) = (fogo f)(z), podobné g(y) = (go fog)(y). Jeliy €Y
takové, Ze existuje x € X, pro které plati f(z) = y, pak (fog)(y) = (fogo
f)(z) = f(x). Takze skutecéné plati rovnost f(X) = (fog)(Y). Analogicky bychom
dokazali i rovnost g(Y') = (go f)(X). Izomorfismus mezi g(Y') a f(X) je zobrazeni
f- Necht g(y1) < g(y2). Pak diky izotonnosti f plati (f o g)(y1) < (f o g)(y2).
Nopak je-li (f 0 g)(y1) < (f © 9)(y2), pak g(y1) < (go f o g)(y2) = g(1)- O

Necht (A, &, —,0) je MV-algebra a (A4, 5,0, 1) termové ekvivalentni ohrani-
¢ena LBCK-algebra. Zavedeme nésledujici znaceni:

e je-li A= (A, &,-,0), pak oznacime A~ EBCK-algebru (A4, 6,0, 1);
e je-li A= (A,6,0,1), pak ozna¢ime AT MV-algebru (A, @, —,0).
Dale necht K je tfida MV-algeber a L tiida LBCK-algeber; pak oznacme:

K- ={A" | Ae K},
LT={Ae MV |A €L}

Definujeme zobrazeni f: A(MV) — A(LBCK) a g: A(LBCK) — A(MV) takto:

f:V=8V),
g: W= Wt

Definice je korektni. Tiida L.BCK-algeber V™ neni obecné uzaviena na podalge-
bryE], proto je tfeba vzit také vSechny jeji podalgebry.

Lemma 5.5.3. Vise definovand zobrazeni f a g tvori dvojici reziduovanijch zob-

razent svazi A(MV) a A(LBCK).

Diikaz. Necht V € A(MV) aW € A(LBCK). Checeme dokazat, ze plati S(V~) C
W, pravé kdyz V C W+. Nejprve dokazme implikace zleva doprava. Necht plati
S(V7) C W anecht A€ V. Pak A~ € V™~ a tedy jisté A € S(V). Takze podle
predpokladu A~ € W. To podle definice W™ znamena, ze A € W+. A proto
Yy CWt.

Nyni dokazme opac¢nou implikaci. Necht plati V C W a necht A € S(V7).
Pak existuje B~ € V™ takové, ze A je jeji podalgebra a B je MV-algebra. Podle
definovaného znaceni je tedy B = (B~)" € V C WT'. Tj. B~ € W, takze
Aew. O

Napiiklad uvazujeme-li V = V(Ss3), tak LBCK-algebra S je podalgebra Sy, ale Sa ¢ V™.
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Véta 5.5.4. Necht (f,g) je vySe definovand dvojice reziduovaniych zobrazeni
a necht W € A(LBCK). Pak plati:

W = (fog)(W)=S(W")").

Diikaz. Inkluze S((W7*)~) C W je trivialni, nebot podle definice dvojice rezidu-
ovanych zobrazeni plati S(OV*)~) C W, pravé kdyz W+ C W+,

Dokazeme opacnou inkluzi. Necht A € W je subdirektné ireducibilni. Pak
je linearné usporadané a podle véty se da vnotit do B = ([[,c4[0,4a]) /U
pro néktery ultrafiltr U nad mnozinou A. Jisté [0, a] € W pro kazdé a € A, nebot
[0, a] je podalgebra A. Proto také B € W. Kazda LBCK-algebra [0, a] je reduktem
MV-algebry [0,a]* € WT. Takze B je reduktem B* = (I],.4[0,a]") /U a piitom
Bt € W. To znamené, ze B € (W7')~. ProtoZe A lze vnofit do B, tak mame, Ze
Ae S(WH)7), atedy WC S(WH)). O

Pouzitim lemmatu 15.5.2] dostaneme tento disledek:
Disledek 5.5.5. Svaz A(LBCK) je izomorfni se svazem (g o f)(A(MV)).

Chceme-li zjistit, jak vypada svaz A(LBCK), tak stac¢i najit podsvaz svazu
A(MYV), jehoz prvky jsou uzaviené vzhledem k operatoru g o f. PFipomenme, Ze
kazda netrividlni vlastnf podvarieta MV-algeber je V ({S; | i € I} U{S¥ | j € J})
pro nékteré koneéné mnoziny pfirozenych ¢isel 1, J.

Lemma 5.5.6. Necht'V je vlastni podvarieta MYV takovd, Ze S¥ € V pro nékteré
n € N. Pak V neni uzavrend vzhledem k operdtoru go f.

Diikaz. Necht S¥ € V. Ziejmé Rad(S¥) je podalgebra LBCK-algebry (S¢)~.
Takze Rad(S¥) € S(V7). Ovsem Rad(S¥) = {(0,2) | z € Z*} je izomorfni
s LBCK-algerbou Z* [1] tudiz podle disledku musf byt S(V~) = LBCK.
Protoze LBCK =V ([0,1]7), tak LBCKT = MV # V. O

Lemma 5.5.7. NechtV = V({S; | i € 1}) je vlastni podvarieta MV takovd, Ze
S; &V pro nékteré prirozené j ¢ I, j < max(I). PakV nent uzaviend vzhledem
k operdtoru g o f.

Dikaz. Necht S; ¢ V. Pak S; ¢ V~, oviem S; € S(V7), protoze je to jisté
podalgebra S, , kde n = max([), a proto S; € S(V7)*, tudiz V C S(V")*. O

Véta 5.5.8. Netrividlng variety MV-algeber, které jsou uzaviené vzhledem go f,
jsou prave variety V(Sy, Sa,...Sy,), kde n € N.

17 kontextu by mélo byt jasné, ze ZT zde skuteéné oznacuje vechna nezaporna celd é&isla.
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Diikaz. Predchozi dvé lemmata vyloucila, ze by mohly byt uzaviené jiné variety
nez tvaru V (S, Sy, ... S,). Zbyva dokazat, Ze variety tohoto tvaru jsou uzaviené.
Necht V = V (51, Ss, ... S,). Podle lemmatu|4.2.1]je V charakterizovana identitou:

nxz=(n+1)xuz. (nMV)

Dokazeme, zZe tato identita je splnéna v MV-algebte, pravé kdyz je splnéna iden-
tital

reny=xS(n+1)y. (nLBCK)
Kdyz plati identita (nMV]), pak plati:
rony=-(-z@&nxy)=-(zxzdn+1)xy) =z (n+1)y.
Naopak kdyz plati identita , pak volbou x = 1 dostaneme:
—(nxy) ==((n+1) xy),

to v MV-algebte plati, pravé kdyz n x y = (n + 1) x y. Je jasné, ze kdyz MV-
algebra A spliuje tuto identit, pak ji pak spliuje i A~ a také naopak.

Necht A € (go f)(V) = S(V7)". Pak A= € S(V7), tj. A je podalgebra
nekteré B~ € V~, kde B € V. Takze B splhuje . Potom ale B~ musi

také splhovat (nLBCK]) a tudiz i A~. Z toho plyne, ze A také spliuje (nLBCK)])
a to implikuje A € V. Tj. (g o f)(V) C V. Opacnéa inkluze plyne z toho, ze g o f
je uzaveérovy operator. O

Jak je zminéno v lemmatu[5.5.2] je (fog)(A(LBCK)) = A(LBCK) izomorfni
s (go f)(A(MV)), takze plati:

Disledek 5.5.9. A(LBCK) je izomorfni s Tetézcem variet MV-algeber
T C V(Sl) C V(Sl,SQ) c---C V(Sl,SQ,...,Sn) C---CMV.

Zmihovanym izomorfismem je zobzrazeni f a ziejmé f(V(S1, Sa,...,5,)) =
S(V(Sl, So, ., Sn)i) = V(S;)

Disledek 5.5.10. A(LBCK) je Fetézec
TcCcV(Sy)cV(Sy)c---cV(S,)cC---CLBCK.

Disledek 5.5.11. Pro kazdé n € N je varieta V(S,) € A(LBCK) aziomatizo-
vand identitou Lt

rOny=x6 (n+1)y.

1Je to identita MV-algeber protoZe © je termové definovana operace v jazyku MV-algeber
a je to zaroven identita v jazyku LBCK-algeber.
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Z.avér

Cile prace, které jsme vytycili v ivodu, jsme splnili. Popsali jsme varietu
MV-algeber, jeji svaz podvariet a axiomatizovali vSechny podvariety. V $irokém
meéritku jsme vyuzivali reprezentaci MV-algeber pomoci unitalnich abelovskych
(-grup. Ackoliv jsme v praci nedokazali néjaké zcela nové nebo prekvapivé tvrzeni,
tak prace neni pouhym souhrnem opsanych c¢lanki a kapitol z knih na dané
téma. V nékterych piipadech jsme totiz postupovali mirné odlisnym zptsobem,
nez jak je mozné najit v dostupné literatufe. Piikladem je popis svazu podvariet
variety LBCK-algeber. Dukazy vét, které jsme zcela pfevzali z nékteré literatury,
jsme se snazili prepsat srozumitelnou formou s piipadnym doplnénim potiebnych
poznamek.
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