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Ú v o d 

Dříve než se pus t íme do samotného ma temat i ckého textu, popíšeme nejprve 
v krá tkos t i historii a motivace, k teré s tály za vznikem MV-algeber. 

P ů v o d zkratky „MV" je z anglického výrazu many-valued logic, tj. vícehod-
notová logika. Začá tky vícehodnotové logiky se vážou ke z n á m é m u j m é n u polského 
matematika J . Lukasiewicze. Jeho p ů v o d n í m záměrem bylo zavedení t ř íhodnotové 
logiky, kde by tato t ře t í hodnota zas távala hodnotu pro „možné" . Lukasiewicz se 
t í m t o t é m a t e m začal zabývat v roce 1920. P o d o b n ý nápad , př idávat další prav
divostní hodnoty, ale s j inou motivací měl roku 1921 také americký matematik 
původem z Polska E . L . Post. V p r ů b ě h u dalších let se teorie v ícehodnotových 
logik dále rozvíjela. 

Roku 1958 publikovali J . B . Rosser a A . Rose důkaz úplnost i Lukasiewi-
czových axiomů pro nekonečně hodnotovou výrokovou logiku (viz [16]). P á r let 
p řed t ím vedl J . B . Rosser na toto t é m a seminář na Cornellově univerzi tě v Ithace 
v New Yorku . Tento seminář navštěvoval t aké m l a d ý matematik C. C . Chang. 
Napadlo ho, že by mohl úplnost Lukasiewiczovy vícehodnotové logiky dokázat 
přes algebraický apa rá t . Začal se t í m intenzivně zabývat a v roce 1958 publikoval 
svůj z n á m ý článek Algebraic Analysis of Many Valued Logics . Později v k rá tkém 
vyprávění nazvaném The Writing of the MV-algebra C . C. Chang píše: 

I was not familiar with formulas in Polish notationis used in their joint 
paper, and had difficulty following the argument on the blackboard with 
one long formula in Polish notation after another. In fact, I had no 
idea where the arguments were leading up to, as we were not given 
any notes beforehand. 

Just as I was about to give up on trying to follow and understand 
Prof. Rosser's presentations (or may be even after I had given up), 
it occurred to me that the approach used in the proof of completeness 
of the two valued propositional logic via the Boolean (Lindenbaum) 
algebra of equivalence classes of formulas and the Boolean maximal 
ideal theorem might be another way to do what Rose and Rosser did, 
but avoiding syntactical manipulations of formulas in Polish notation. 
That was the beginning of MV-algebras. 

So because of my own shortcomings in following proofs in Polish no
tation, MV-algebras came to be. 

Stojí t aké za zmínku, že úplně první , kdo dokázal úplnos t Lukasiewiczovy 
nekonečně hodnotové výrokové logiky, byl polský matematik M . Wajsberg, a to 
již v roce 1935. Jeho důkaz bohužel nebyl ve své době publikován. Později se 
na p ř í s tup Wajsberga navázalo a vznikly tzv. Wajsbergovy algebry, zkráceně 
W-algebry. MV-algebry a W-algebry jsou te rmově ekvivalentní . Rozdíl spočívá 
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v tom, že W-algebry používají operaci představuj ící hodnotu implikace, za t ímco 
MV-algebry operaci představuj ící hodnotu disjunkce. 

V současnost i je již teorie okolo MV-algeber dobře p rozkoumaná . Tato práce 
si proto neklade za cíl přijít s něčím p ř e v r a t n ý m . Cílem t é to práce je detail
něji se seznámit s varietou MV-algeber, jejich podvarietami, se svazem podvariet 
a t aké pomocí identit charakterizovat úplně všechny variety MV-algeber, při
čemž se snažíme co nejvíce využívat korespondence MV-algeber s abelovskými 
^-grupami a tedy i využívat známých tvrzení o abelovských ^-grupách. Něk te rá 
t rvzení o ^-grupách budeme uvádě t bez důkazu. V takovém př ípadě ale uvedeme 
odkaz na literaturu, k t e r á důkaz obsahuje. Kromě MV-algeber se v práci věnu
jeme také LBCK-a lgeb rám a jejich var ie tám. L B C K - a l g e b r y jsou to t iž velmi blízké 
MV-algebrám; přesněji řečeno L B C K - a l g e b r y jsou právě subredukty MV-algeber. 

T é m a t é to práce v p o d s t a t ě navazuje na bakalářskou práci , a to v tom 
smyslu, že dále rozvíjí autorovy znalosti a schopnosti ve zkoumání struktur kore
spondujících s urč i tými (nes tandardními) logikami. Bakalářská práce je věnována 
především BL-a lgebrám a ord iná ln ím s u m á m (viz [3]). P la t í , že každá MV-algebra 
je BL-algebrou. Lze proto některé vlastnosti MV-algeber nají t i v bakalářské práci . 
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1. M V - a l g e b r y 

Tato kapitola si klade za cíl seznámit č tenáře se základními poznatky o M V -
algebrách a získat tak p o t ř e b n ý základ pro další kapitoly. V t é t o kapitole čerpáme 
zejména z kapitoly 1 monografie [4] a z původn ího článku C . C . Changa [5]. 

1.1. Z á k l a d n í definice a t r v z e n í 

D e f i n i c e 1.1.1. MV-algebrou nazveme algebru A = (A, ©, - i , 0) typu (2,1,0), 
k te rá splňuje následující identity: 

x © y = y © x , (MV1) 

x © (y © z) = (x © y) © 2, (MV2) 

x © 0 = x, (MV3) 

-i-ix = x, (MV4) 

x © ^0 = -.0, (MV5) 

-.(-.x © y) © y = -.(-.y © x) © x. (MV6) 

Dále v každé MV-algebře definujeme 1 a operace 0, 0 takto: 

l = -.0, 

xQy = © 

x 0 y = x 0 - i y = -i(-ix © y). 

Poznámka 1.1.2. Uvedená definice je z [4]. P ů v o d n í definice uvedená v [5] se ale 
liší. V typu MV-algebry je zahrnuta operace 0 a konstanta 1 a v definici je také 
více identit. P ů v o d n í definice je ovšem s touto definicí ekvivalentní , neboť 0 se dá 
definovat termově vzhledem k © a -> a lze ukáza t , že množ ina původních identit 
se d á zredukovat a pos tač í uvedené identity. 

L e m m a 1.1.3. Nechť A je MV-algebra. Pak pro každé x, y, z G A platí: 

(1) X@-iX=\, 

(2) (x © y) © y = (y © x) © x, 

(3) XQy = yQx, 

U) x 0 0 = 0, 

(5) x 0 1 = x, 

fô) (x 0 y) 0 2 = x © (y 0 2), 

3 



(7) x e i = o, 

(8) x e o = x, 

(9) o e x = o, 

fí0j x e x = o, 

(1) Využi t ím ( M V 3 ) , ( M V 4 ) , (MV5) a (MV6) dos távame: 

x © -a = © -.x) © -ix = -<x © 1) © 1 = 1. 

(2) J e d n á se p ř ímo o identitu ( M V 6 ) . 

(3) Zřejmé. 

(4) Díky (MV4) a (MV5) p la t í x 0 0 = -.(-.x © 1) = 0. 

(5) Použ i t ím (MV3) a (MV4) dostaneme x 0 1 = -i(-ix © 0) = x. 

(6) Plyne z ( M V 6 ) : 

(xQy)Qz = -.((—.a? © © -iz) = -i(-ia; © (-.y © -.z)) = x 0 (y 0 z). 

(7) Plyne ze (4), s tačí použí t vztah x 0 1 = x 0 0. 

(8) Plyne z (5), neboť x 0 0 = x 0 1. 

(9) Díky (MV5) p la t í 0 © x = -.-.0 = 0. 

(10) P ř í m ý důsledek (1), protože x 0 x = © x) = 0. 

(11) Použ i t ím (5) dostaneme 1 © x — 1 0 —>x — ->x. • 

M V-algebry lze u spo řáda t , a to takto: 

x < y -ix © y — 1. 

Lze ukázat , že toto uspo řádán í je svazové a t aké přirozené, tj. x < y, právě když 
existuje z tak, že x © z = y (viz [4], [5] p ř ípadně [3]). Svazové operace lze vyjádři t 
následovně: 

x V y = (x © y) © y = (y © x) © x, 
x Ay = -i(-ix V - iy) . 
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L e m m a 1.1.4. Nechť A je MV-algebra a necht x, y G A. Pak jsou následující 
podmínky ekvivalentní: 

(i) x < y, 

(ii) x 0 ->y — O, 

(iii) y = x © (y © x). 

Důkaz, (i) =>- (ii) P l a t í xQ-iy — -i (-ix©y) — —>1 — 0. (ii) =>• (iii) Podle lemmatu 
1.1.3 (2) je x © (y 0 x) = y © (x 0 y) a x 0 y = x 0 ->y = 0. (iii) ̂  (i) P la t í 
-nX®y = ^ r © x © (y Q x) = 1 © (y Q x) = 1. • 

L e m m a 1.1.5. Nechť A je MV-algebra. Pro každé a E A je ->a jediné řešení 
systému rovnic: 

a © x = 1, 

a 0 x = 0. 

Důkaz. Z prvn í rovnice m á m e -ia < x a z d ruhé podle lemmatu 1.1.4 m á m e 
x < -ia. To implikuje x = -ia. • 

Je-li u spo řádán í na MV-algebře lineární, pak se d a n á MV-algebra nazývá 
MV-řetězec. 

L e m m a 1.1.6. Nechť A je MV-řetězec. Pak pro každé x, y, z G A platí: 

(1) x © y < 1 implikuje x 0 y = 0; 

(2) x@y = x@z< 1 implikuje y = z; 

(3) x = x © y, právě když x = 1 nebo y = 0; 

x © y = 1 s i f f i z < l , paA; (x 0 y) © z = (x © z) 0 y. 

(1) x © y < 1 implikuje ->x ̂  y. To z n a m e n á y < -ix a podle lemmatu 1.1.4 
(ii) p la t í x 0 y = 0. 

(2) Podle ( l ) x © y = x © z < l implikuje x 0 i / = O a i 0 z = O. Dále plat í : 

-ix V y = (y 0 -ix) © -ix = (y 0 x) © ->x = (z 0 x) © ->x = ->x V z. 

Analogicky lze ukázat , že pla t í ->xAy = ->xAz. To dohromady s předchozím 
implikuje y = z. 

(3) Implikace zprava doleva je tr iviální . Pokud x © y = x < 1, pak podle (2) 
y — 0 a jinak x = 1. 
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(4) Díky předpokladu , že x © y = 1, tj. ->y < x, p la t í : 

~^y ® (x Q y) ® z = (-iy V i ) ® z = i ® K 1, 

a také: 

- iy © ((x ® z) Q y) — -iy \/ (x ® z) — x ® z < 1. 

Nyní použ i t ím (2) dos táváme tvrzení bodu (4). • 

V MV-algebrách definujeme přirozený násobek a př i rozenou mocninu prvku. 
Pro každé n G N indukt ivně definujeme: 

l x i = i , n x x = x Q) (n — 1) x x, 

x1 = x, xn = x 0 x™" 1. 

Zaveďme konvenci, že př i rozený násobek x bude mí t ve výrazech vždy přednos t 
před b inárn ími operacemi MV-algeber. Např ík lad výraz (n x x) 0 y budeme psá t 
z jednodušeně jako n x x 0 y. 

L e m m a 1.1.7. Necht A je MV-algebra. Pak pro každé x, y, z E A platí: 

(1) x < y, právě když ->y < ->x; 

(2) x Q y < x axQy<xAy; 

(3) x © y < -^y; 

(4) x < V implikuje x © z < y © z a x 0 z < y 0 z; 

(5) x < y implikuje x Q z < y Q z a z Q y < z Q x; 

(6) x < y implikuje n x x < n x y pro každé n G N ; 

(7) x < y implikuje xn < yn pro každé n G N ; 

(8) xGy < (x G z) © (z © y ) . 

Důkaz. 

(1) P ro tože p la t í rovnost ->x © y = ->x © ~ i _ i y , je podle definice uspořádán í 
tvrzení zřejmé. 

(2) P la t í : 

© y) © x = —i—1(—ffiy)ffix = - i x f f i y f f i x = l . 

Takže xQy < x. D r u h á část tvrzení plyne z xQ^y = xQy = yQx = yQ—>x. 
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(3) Podobně jako v předchozím př ípadě plat í : 

-i(x © y) © ->y = -ix © y © ->y = 1. 

(4) Nechť x < y, tj. —>x © y = 1. Pak plat í : 

-•(x © z) © y © z = -i(-us © ^x) © ^x © y = © -ÍX) © 1 = 1. 

Dále: 

0 z ) ® ( t | 0 z ) = n a ; © n Z © © -,2) = -,x © i / © -i(z © y) = 

= l f f i ^ ( z f f i y ) = 1. 

(5) Nechť x < y. Pak plat í : 

© z) © (y © z) = ^x © z © -.(-.y © z) = -a © y © © y) = 1. 

Dále plat í : 

->{z © y) © (z © x) = -us © y © -i(-us © x) = ->x © y © -i(-ix © z) = 1. 

(6) Nechť x < y. Zřejmě díky (MV6) plat í : 

n x x © n x (-iy © x ) = n x y © n x —•(—ix © y). 

P ro tože -ix © y = 1, tak: 

n x y © n x —•(—ix © ! / ) = í ! X ! | © n x O = ) i X ! | . 

Tedy p la t í nxy = nxxQ)nx (->y © x). Díky tomu, že u spo řádán í je 
přirozené, dos táváme požadované tvrzení . 

(7) Snadno se vidí, že p la t í x™ = -i(n x -ix). P ro tože x < y, tak díky bodu (1) 
pla t í - iy < -ix. Z bodu (6) plyne, že n x - iy < n x -ix, a to opě t díky bodu 
(1) implikuje: 

xn = -i(n x -ix) < -i(n x -iy) = yn. 

(8) Použ i t ím lemmatu 1.1.3 (2) dostaneme: 

->(x © y) © (x © z) © (z © y) = ->x © (x © z) © (y © z) © z = 

= ^x © (z © x) © x © (y © z) = 1. 

Takže x 0 y < (x © z) © (zQy). • 
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1.2. I d e á l y a h o m o m o r f i s m y 

D e f i n i c e 1.2.1. Řekněme, že I je ideál MV-algebry A, jestl iže I C A a plat í : 

(i) o e J , 

(ii) pokud xEl,yEA&y<x, pak y E I, 

(iii) pokud x, y E I, pak x Q) y E I. 

Pokud bude J C A , pak budeme hovořit o vlastním ideálu A, a J = {0} budeme 
nazývat triviální ideál. 

Ideál J MV-algebry A se nazývá maximální, jestl iže je vlas tn í a pro každý 
ideál J I p lat í , že J C J implikuje J = A . Množinu ideálů MV-algebry A 
budeme značit l(A). Množina l(A) tvoř í vzhledem k množinové inkluzi úp lný 
svaz. 

Další s t a n d a r d n í pojmy jako je homomorfismus, j ád ro homomorfismu, izo-
morfismus, kongruence atd., budeme považovat za známé a nebudeme je zvlášť 
definovat. Množinu kongruencí na MV-algebře A budeme značit Con(Ä) . Množina 
Con(A) společně s množinovou inkluzi tvoří úp lný svaz. 

L e m m a 1.2.2. Nechť A, B jsou MV-algebry a h : A —> B homomorfismus. Pak 
platí: 

(1) Pro ideál J E 1{B) platí h~l(J) = {x E A | h(x) E J} E 1{A). 

(2) Ker(/i) G l(A). 

(3) h(x) < h(y), právě když x Q y E Ke r (h). 

(4) h je injektivní, právě když Ker(/i) = {0}. 

Důkaz. 

(1) Nechť J G 1(5) a x, y E h~l{J). Pak © = h(x (B y) E J, tj. 
x Q) y E / i _ 1 ( J ) . Je-li x<y,xEAayE / i _ 1 ( J ) , pak < G J , tj. 
x E h-1 (J). Je jasné , že 0 G h-1 (J). 

(2) Speciální p ř ípad (1), kde J = {0}. 

(3) P l a t í 0 = h(x Q y) = h(x) Q h(y), což je podle lemmatu 1.1.4 ekvivalentní 
s h(x) < h(y). 

(4) Nechť x, y E A jsou takové, že h(x) = h(y). Pak h(xQy) = h(x) Q h(y) = 0 
a stejně tak h(y Q x) = 0. Pro tože Ker (h) = {0}, tak x Qy — 0 — y Q x. To 
implikuje -ix © y = 1 a —>y © x = 1, tj. x < y a y < x, t akže x = y. • 
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L e m m a 1.2.3. Nechť h: A —> B je surjektivní homomorfismus MV-algeber. Pak 
relace x = y h(x) = h(y) je kongruence na A. 

Důkaz. To, že = je ekvivalence, je zřejmé. Platnost subst i tučních podmínek je 
z v las tnos t í homomorfismu rovněž hned vidět . • 

V dalš ím kroku ukážeme, že mezi kongruencemi a ideály existuje vzájemně 
jednoznačný vztah. Nejprve zavedeme novou operaci. Nechť A je MV-algebra a d 
je operace na A definovaná takto: 

d(x, y) = (x © y) © (y © x). 

Operaci d budeme nazývat vzdálenost. 

L e m m a 1.2.4. Nechť A je MV-algebra. Pak pro všechna s, t, x, y, z G A platí: 

(1) d(x, y) = 0, právě když x = y, 

(2) d(x,y) = d(y,x), 

(3) d(x,y) = d(-ia;,-iy), 

(4) d(x, z) < d(x, y) © d(y, z), 

(5) d(x ®s,y®t)< d(x, y) © d{s, t). 

Důkaz. 

(1) Implikace zprava doleva je tr iviální . Nechť d(x,y) = 0. Pak plat í : 

x = x © (x © y) © (y © x) = y © (x © y) © (x © y), 

y = y © (x © y) © (y © x) = x © (y © x) © (y © x), 

a protože je MV-algebra přirozeně uspo řádaná , implikuje to y < x a x < y. 

(2) Zřejmé z definice. 

(3) Stačí rozepsat definici: 

d(x, y) = © y) © © x) = 

(4) Podle lemmatu 1.1.7 (8) plat í : 

x © z < {x © y) © (y © z), z © x < (z © y) © (y © x). 

Použ i t ím (4) téhož lemmatu dos táváme požadované tvrzení . 
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(5) P l a t í (x © s) 0 (y © t) < (x 0 y) © (s 0 t), protože: 

-•((a; © s) © {y © t)) © {x © y) © (s © í) = 

= © s) © (y © x) © x © (t © s) © s = 

= -i(-is © -.x) © -ix © (y © x) © x © (í © s) = 1. 

Analogicky bychom dokázali ( y © í ) © ( x © s ) < (y©x) © ( í © s ) . To s pomoci 
lemmatu 1.1.7 (4) implikuje požadované tvrzení . • 

V ě t a 1.2.5. Nechť = je kongruence na MV-algebře A. Pak I = {x E A \ x = 0} 
je ideál v A a platí x = y, právě když d(x,y) G / . 

Důkaz. Nechť = je kongruence na A a J = {x G A | x = 0}. Zřejmě 0 6 / . Dále 
nechť x < y a y G / . Pak podle lemmatu 1.1.4 (ii) je x 0 y = 0 = y, což implikuje: 

x = x Q (x Q y) = x 0 y = 0. 

Pokud x, y G / , pak je z definice kongruence zřejmé, že x © y G / . 
Nechť x = y. Pak x © y = y0y = 0, stejně tak y ©x = 0, a proto d(x, y) = 0, 

tj. d(x,y) G / . Naopak nechť d(x,y) G / . Pak d(x,y) = 0 implikuje x 0 y = 0 
a y 0 x = 0, neboť x 0 y, y 0 x < d(x,y). P la t í : 

y = (x © y) © y = (y © x) © x = x. • 

V ě t a 1.2.6. Nechť I je ideál v MV-algebře A. Pak relace =j, kterou definujme 
takto x =i y <=}• d(x, y) G / , je kongruence na A. 

Důkaz. Nechť I je ideál v A a nechť = / je relace definovaná zmíněným vztahem, 
dále nechť x, y, s, í G A. Reflexivita a symetrie relace =/ je zřejmá z lemmatu 
1.2.4 (1) a (2). Podle bodu (4) p la t í d(x,z) < d(x,y) © d(y,z), t akže pokud 
d(x, y), d(y, z) G / , tak z vlas tnos t í ideálu vyplývá, že d(x, z) G / , tj. relace = / je 
t ranz i t ivní . Podle bodu (3) zřejmě plat í , že x =/ y implikuje -ix =/ ->y. Nakonec 
použ i t ím bodu (5) dos táváme, že pokud d(x, y) G / a zároveň d(s, t) G / , tak 
d(x © s, y © í) G / . Takže relace = / je skutečně kongruence na A. • 

D ů s l e d e k 1.2.7. Svaz ideálů l(A) je izomorfní se svazem kongruencí Con(A) . 

Důkaz. Předchozí dvě věty říkají, že zobrazení / : / i—> =j je bijekce. Je zřejmé, 
že / a / _ 1 jsou izotonní zobrazení . • 

Faktorovou algebru MV-algebry A podle ideálu I značíme A/I a m á m e 
t í m na mysli faktorovou algebru MV-algebry podle kongruence = / . Pro přirozený 
homomorfismus v: A —> A/I zřejmě p la t í Ker(z/) = I a také p la t í x = / y <í=> 
Í/(X) = z/(y). 
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2. ^-grupy a funktor T 

V prvn í části t é to kapitoly čerpáme předevš ím z [17], p ř ípadně p ř ímo z pů
vodního článku o ^-grupách [2] a někdy také z [1]. V d ruhé část i pak čerpáme 
z kapitoly 2 monografie [4]. 

2.1. S t r u č n ě o ^ - g r u p á c h 

D e f i n i c e 2 .1 .1 . Nechť (G, +) je grupa a nechť je na G dáno uspo řádán í <. Pak 
strukturu (G, <, +) nazveme uspořádnou grupou, jestl iže pro každé x, y, a, b G G 
plat í : 

x < y =3- a + x + b<a + y + b. (UG) 

Jestl iže je (G, <) svaz, pak nazýváme (G, +, <) í-grupou. 

Označením G+ budeme rozumět kladný kužel u spo řádané grupy G , tj. G+ = 
{x G G | x > 0}. Pro každé x, y E G zřejmě plat í : 

x < y y — x G G+. 

To vyplývá rovnou z p o d m í n k y (UG) . Jinak řečeno: u spo řádán í na G je určeno 
u s p o ř á d á n í m na G+. 

V t é t o kapitole i ve zbyktu práce se omezíme pouze na abelovské £-grupy. 
To proto, že je použi jeme k reprezentaci MV-algeber, k te ré jsou komuta t ivn í . 

P ř í k l a d 2 .1 . Základní př ík lady abelovských l ineárně uspo řádaných grup jsou 
(M, <, +), (Q, <, +) a (Z, <, +), kde < je s t a n d a r d n í u spořádán í a + je s t anda rdn í 
sčí tání . 

L e m m a 2.1.2. Necht G je abelovská í-grupa. Pak pro každé x, y, z G G platí: 

(1) x + (y V z) = (x + y) V (x + z), 

(2) x + (y A z) = (x + y) A (x + z), 

(3) x A y = -(-x V -y). 

P o d m n o ž i n a X u spo řádané množiny P je konvexní, jestl iže x < p < y, x, 
y E X implikuje p G X. í-podgrupou £-grupy G budeme rozumět podgrupu grupy 
G , k te rá je zároveň podsvazem. Dále budeme také hovořit o konvexní í-podgrupě, 
což je £podgrupa, k te rá je konvexní. Maximálni konvexní í-podgrupa C je ta

ková konvexní £podgrupa grupy G, pro kterou plat í , že jeli D ^ C konvexní 
£podgrupa a C C D, pak D = G. Je jasné , že průnik konvexních £podgrup je 
konvexní £podgrupa (sjednocení nemusí ) . Konvexní ^podgrupy vzhledem k mno

žinové inkluzi tvoří úp lný svaz; ten budeme značit C(G) (viz [17, Theorem 2.2.4.]). 
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Nechť G je £-grupa a X p o d m n o ž i n a G. Označme G(X) konvexní £-pod-
grupu generovanou množinou X a označme |x| = x V —x. D á se ukáza t , že [17, 
Theorem 2.2.4 (b)]: 

G(X) = {g <E G \ \g\ < \xi\ + • • • + \xn\ pro některé x\,... ,xn G X}. (2.1) 

L e m m a 2.1.3. Nechť G je abelovská í-grupa a nechť a, b\,b<i C7 + jsem 
takové, že a < b\ + 6 2 + • • • + bn. Pak existují C\, c 2 ; . . . , cn G C7 + rafc, i e Q < 6« 
pro fcaidé z G {1, 2 . . . , n} a a = c\ + c 2 + • • • + c„. 

Důkaz. Nechť a a &i, 6 2, • • •, &n jsou jak v podmínce věty. Lemma dokážeme 
pomocí ma tema t i cké indukce. Pro n = 1 je tvrzení tr iviální . P ředpokláde jme , že 
tvrzení p la t í pro n > 1. Položme c„ = a A bn. Pak plat í : 

& H ^ &n-i + c„ = (bi H h 6 n _ i + a) A (6i H h &„_i + bn) > a. 

Takže a — cn < b\ + • • • + 6„_i. Podle indukčního p ředpok ladu pak existují c\. 
c 2 , . . . , c„_i takové, že Q < bi pro každé i a pla t í a — c„ = c\ + • • • + c„_i . To 
implikuje a = C\ + • • • + cn. • 

D e f i n i c e 2.1.4. Řekneme, že £-grupa je archimedovská, jestliže neexistují x, 
y G c7 + \ {0} takové, že n x x < y pro každé n G N . 

Poznámka 2.1.5. D á se ukáza t , že každá archimedovská £-grupa je abelovská (viz 
[1, Theorem 2.2]). 

P ř í k l a d 2.2. (M, <,+) a (Z, <,+) jsou archimedovské, ale Z x Z není archime
dovská, neboť např ík lad n x (0,1) < (1,0) pro každé n G N . 

D e f i n i c e 2.1.6. Řekneme, že £grupa G je jednoduchá, jestl iže |C7| > 1 a jestliže 
m á pouze t r iviální konvexní £podgrupy, tj. podgrupy G a {0}. 

Následující větu i s důkazem lze naj í t např . v [17, Theorem 2.3.10]. 

V ě t a 2.1.7. Nechť G je í-grupa.1 Pak jsou následující tvrzení ekvivalentní: 

(i) G je abelovská a jednoduchá; 

(U) G je lineárně uspořádaná a archimedovská; 

(iii) G je izomorfní s některou í-podgrupou (M, +). 

V ě t a 2.1.8. Nechť G je abelovská í-grupa, která má maximální konvexnípodgrupu 
H. Je-li G/H izomorfní s lineárně uspořádanou grupou Z, pak G je izomorfní 
s lexikografickým součinem ZxH. 

X V souladu s poznámkou 2.1.5 nepředpokládáme, že G je abelovská. 
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Důkaz. Nechť h je izomorfismus G/H —> Z , nechť v je př i rozený homomorfismus 
G —> G/H a nechť f — u o h. Zřejmě / je surjektivní homomorfismus, neboť je 
složením surjektivních homomorf ismů a K e r ( / ) = H} Zvolme něk te rý prvek a G 
G takový, že f (a) = 1. J is tě p la t í 0 < a ^ H. Definujme zobrazení tp: G —> Z x i f : 

ip{x) = (f(x),x - f(x)a). 

Skutečně se j edná o dobře definované zobrazení , neboť f(x — f(x)a) = f(x) — 
f(x) = 0, tj. x - f(x)a G H. 

Pro každé (z,b) G Z x i f zřejmě existuje x E G tak, že f (x) = z, neboť / 
je surjekce. Dále p la t í (p(b + f(x)a) = (f(x), b), tj. b + f (x) a G G je vzor prvku 
(z, b) G Z x H. Takže tp je surjekce. Zbývá dokázat , že tp je injektivní. Nechť x, 
y G G, x ^ y. V ime , že tp(x) = (f (x), x - f(x)a) a (p(y) = (f (y),y - f (y) a). 
Pokud f (x) f (y), tak j is tě (p(x) ^ <p{y)- P ředpok láde jme tedy, že f (x) = f (y). 
Pak (p(x) - (p(y) = (0, x - f(x)a - y + f(y)a) = (0,x - y) ^ (0,0) a proto 

<p(x) + <p(y)- • 

Důkaz následující věty lze naj í t zde [1, Theorem 6.1]. 

V ě t a 2.1.9. Každou volnou abelovskou í-grupu lze vnořit do direktního součinu 
7L1 pro některou množinu I. 

Tato vě ta říká, že každá volná abelovská ^-grupa je z t ř ídy S P (Z). Navíc 
obecně plat í , že každá algebra ve varietě je homomorfn ím obrazem některé volné 
algebry, p la t í tedy: 

D ů s l e d e k 2.1.10. Varieta abelovských í-grup je generovaná lineárně uspořáda
nou grupou Z . 

2.2. F u n k t o r T 

Nechť (G, <,+) je abelovská £-grupa. Pro každé u G G, u > 0 a pro každé 
x, y E [0, u] definujeme: 

x ®uy = u A (x + y), 

-iuX = u — x. 

Budeme používat označení T(G, u) = ([0, u], ©„, - i u , 0). 

V ě t a 2 .2 .1 . ľ (G, U) je MV-algebra. 
1f(x) se dá chápat jako „pořadové číslo" třídy x + H. 
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Důkaz. Platnost identit ( M V 1 ) - ( M V 5 ) je jasně vidět . Přesvědčíme se i o platnosti 
( M V 6 ) . Pro každé x, y G [0,u] p la t í : 

Poznámka 2.2.2. Operace v MV-algebře F(G,u) jsou závislé na volbě u G G, 
proto je značíme s t í m t o indexem. Větš inou však budeme pro přehlednost zápisu 
tento index vynechávat . 

D e f i n i c e 2.2.3. Nechť G je £-grupa. Prvek u G G+ nazveme silnou jedničkou, 
jestliže pro každé x E G existuje n G N tak, že p la t í \x\ < n x u. 

Unitální £-grupu nazveme dvojici {G, u), kde u je silná jednička £-grupy G. 
Homomorfismus í-grup je zobrazení , k teré je g rupovým homomorfismem a zá
roveň svazovým homomorfismem. Nechť (G, u) a (H, v) jsou un i tá ln í £-grupy. 
Homomorfismus unitálních í-grup (nebo jen unitální homomorfismus) nazýváme 
každé zobrazení h: {G, u) —> (H, v), k te ré je homomorfismem £-grup a k te ré spl
ňuje h(u) = v. Označen ím T (h) rozumíme restrikci /i|[o,u]- Je zřejmé, že T (h) je 
homomorfismus T(G,u) do T(H,v). 

Nechť UC je kategorie, jejíž objekty jsou un i tá ln í abelovské £-grupy a jejíž 
morfismy jsou uni tá ln í homomorfismy. Dále nechť AiV je kategorie MV-algeber: 
její objekty jsou MV-algebry a morfismy homomorfismy. Z výše uvedeného vy
plývá: 

V ě t a 2.2.4. T je funktor z kategorie UC do kategorie MV. 

Pokud u G G, u > 0, pak množina: 

je konvexní ^-podgrupa generovaná prvkem u, p ř i t om u je zřejmě silná jednička 
G (u). Takže F(G,u) = T(G(u),u). To znamená , že kdykoliv je A = T(G,u), 
pak můžeme p ředpok láda t , že u je silná jednička G. K d y b y tot iž nebyla, použili 
bychom mís to G £grupu G (u). 

~'u{~'u
x ©M y) ©M y -iu(u A (u - x + y)) ffiu y = 

u A (u — (u A (u — x + y)) + y) 

u A ((0 V (x- y)) + y) = 

u A (y V x) = 

x V y, 

u A (u — (u A (u — y + x)) + x) 

u A ((0 V (y -x)) +x) = 

u A (x V y) = 

x \/ y. 

"'uy'v.y ©M %) ©M X 

• 

G (u) = {g G G | \g\ < n x u pro některé n G N} 
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P ř í k l a d 2.3. Uvažujme £-grupu Z x Z a zvolme u = (0,n), n > 1. Zřejmě (0, ra) 
není silná jednička, neboť např ík lad (1,1) ^ m x (0, n) pro každé m G N . Ovšem 
pla t í G(u) *é Z , t akže T ( Z x Z , (0,n)) ^ T ( Z , n ) . 

V ě t a 2.2.5. Nechť (G, u) je unitální abelovská í-grupa a A = T(G,u). Pak svaz 
l(Á) je izomorfní s e svazem C(G). 

Důkaz. Definujme zobrazení tp: l(A) —> C(G) takto: (f{I) = G(I). Ukážeme, že (p 
je injektivní. Nejprve dokážeme, že I = A fl G(I) pro každé I G I{A). J is tě p la t í 
I C A n G(I). Když a e Af) G(I), tak pak a G A a podle (2.1) a < &i H h bn 

pro některé &i, . . . , bn G / . Z toho plyne a < M A (&i + • • • + 6„) = b\ © • • • © 6„ G / , 
a tedy a G / . T j . p la t í i inkluze A fl G(J ) C J . Pro tože 7 = i n C(7) pro každé 
/ G J ( A ) , tak J , J G J ( A ) , J J , implikuje </?(/) 7̂  y>(J). 

Nyní dokážeme, že p je surjekce. Nechť C G C (G). Položme J = AílC. Je-li 
a, b E I, pak a © 6 = « A ( a + 6) G A f l C = J . Takže J je uzavřená na © a pokud 
b<aEl,b<EA tak j is tě b E I, neboť A i C jsou konvexní. M á m e tedy, že I je 
ideál. 

Dokážeme, že ip(I) = G(I) = C. J i s tě p la t í G(I) C C . Nechť x G C Pla t í , 
že x G C , právě když |x| G C + . P ro tože u je silná jednička, tak existuje n G N 
tak, že |x| < n x M. Využi t ím lemmatu 2.1.3 dostaneme, že existují a i , . . . , an  

takové, že Oi < u (tj. ai G A) pro každé i G { 1 , . . . , n} a |x| = a\ + • • • + an. J is tě 
0 < ca < |x | G C , takže Oj G A n C = J , a proto |x| G G(I). T j . C C G ( J ) . T í m 
jsme dokázali, že (p je bijekce. 

Nechť J , J G J ( A ) . Víme, že I = An G(I) a J = A n G ( J ) . Plat í- l i tedy 
C ( I ) C G (J), pak j is tě J C J . O p a č n á implikace je zřejmá. Takže p la t í J C J. 
právě když G(I) C G (J). T j . 99 je izomorfismus / ( A ) na C (G), př ičemž inverzní 
zobrazení je <^ _ 1: C H-> A n C . • 

L e m m a 2.2.6. Nechť (G, u) je unitální abelovská í-grupa a J je její konvexní í-
podgrupa. Pak T(G/ J, u + J) je izomorfní s T(G,u)/(J D [0,u]). 

Důkaz. Nechť A = T(G, u) a nechť I = J fl [0, u]. Zřejmě podle předchozí věty je 
/ ideál A. Nechť v: G —> G/J je př i rozený homomorfismus. Označme h = T(u), 
tj. restrikce v na [0, u]. Zřejmě je h surjektivní homomorfismus A: T(G/J,u + J) 
a zřejmě Ker (h) = I. Podle věty o homomorfismu pak existuje izomorfismus 
A/I -»• T(G/J,u + J). • 

Poznámka 2.2.7. Z předchozího lemmatu a předchozí věty plyne, že izomorfismus 
svazů I(A) na C(G) je takový, že zobrazuje max imá ln í ideály MV-algebry na 
maximáln í konvexní £podgrupy. 

Jak jsme viděli, je j asné , že T(G, u) je MValgebra , p ř i t om můžeme předpo
kládat , že u je silná jednička G. Chtěl i bychom dokázat , že pro každou MV-algebru 
existuje uni tá ln í £-grupa G tak, že F(G,u) je izomorfní s danou MV-algebrou . 1 

To znamená, že funktor T je tzv. essentially surjective on objects. 
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P ř i p o m e ň m e známé tvrzení , k te ré je i součást í bakalářské práce (viz [3, Důsledek 
1.14]). 

V ě t a 2.2.8. Každá BL-algebra je subdirektní součin lineárně uspořádaných BL-
algeber (BL-řetězců). 

Pro tože každá MV-algebra je BL-algebrou, tak také plat í : 

V ě t a 2.2.9. Každá MV-algebra je subdirektní součin MV-řetězců. 

Budeme postupovat tak, že nejdříve najdeme uni tá ln í £-grupu pro každý 
MV-řetězec. Později pak právě zmíněné věty využijeme, abychom našli uni tá ln í 
£-grupu pro libovolnou MV-algebru. 

D e f i n i c e 2.2.10. Nechť A je MV-algebra a a = ( a i , a 2 , . . . ) je posloupnost 
p rvků z A. Řekneme, že a je dobrá posloupnost, jestl iže pro každé i E N p lat í 
o>i = a-i © Qj+i a existuje n takové, že ar = 0 pro každé r > n. Mís to a = 
(cii, a 2 , . . . , an, 0 , . . . ) budeme psá t s t ručně jen a = (ai , a 2 , . . . , an). 

Označením ( l m , a i , . . . , an) mysl íme dobrou posloupnost, k t e rá m á na prv
ních m mís tech prvek 1. 

L e m m a 2.2 .11. Nechť A je MV-řetězec. Pak každá dobrá posloupnost v A je 
tvaru ( l f c , a), kde k > 0, a e A \ {1}. 

Důkaz. Nechť a = (ai , a 2 , . . . , an) je dobrá posloupnost MV-řetězce v A. Pak 
podle lemmatu 1.1.6 (3) Oj = a j©a j+ i p la t í , právě když ai = 1 nebo Oj+i = 0 . • 

Pro každé dvě dobré posloupnosti a, b definujeme jejich součet a + b jako 
posloupnost c = (ci , c 2 , . . . ) , kde: 

Ci = en © (tii_i 0 6i) © (ai_ 2 0 62) © • • • © (ai 0 6í_i) © 6i. (2.2) 

Je t ř e b a ověřit, že toto sčí tání je definované dobře , tj. ověřit , že c je opravdu 
dobrá posloupnost. Dále se budeme zabývat jen dobrými posloupnostmi M V -
řetězců, ověření proto provede jen pro dobré posloupnosti MV-řetězců. 

L e m m a 2.2.12. Nechť A je MV-řetězec a a = (lp,a), b = (lq,b) jsou dobré 
posloupnosti prvků z A. Pak: 

a + b= (lp+q,a®b,aQb), (2.3) 

a c = a + b je dobrá posloupnost. 

Důkaz. Ověření je př ímočaré , s tačí dosadit do (2.2). Zřejmě pro i < p + q p lat í 
Ci — 1, neboť sčí tanec vždy obsahuje 1. Nechť i = p + q + 1. Pak se sčítanec 
zjednoduší na Q = (ap 0 bq+i) © (a p+i 0 bq) = bq+í © ap+í = b © a. Je-li i = 
p + q + 2, pak se sčí tanec redukuje na Q = ap+í 0 bq+i, všechny os t a tn í sčí tance 
to t iž obsahují nulu. Konečně je zřejmé, že pro i > p + q + 2 je Q = 0. 

Podle lemmatu 1.1.6 (1) a © b < 1 implikuje a 0 b = 0 a navíc zřejmě 
a Q b < a Q) b. Z toho plyne, že c je skutečně dobrá posloupnost. • 
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L e m m a 2.2.13. V každém MV-řetězci platí: 

(1) ( x 0 y ) © {{x@y)®z) = ( x © y ) 0 {{xQy)®z), 

(2) -. [{x 0 y) © {{x © y) 0 z)] = (->x 0 ->y) © ((->x © -y) 0 ->z), 

(3) (x 0 y) © {{x @y)Q z) = (xQ z)@ {{x @z)Qy), 

(4) x © y = x © z axQy = xQz, pak y = z. 

Důkaz. (1) Pokud x © y = 1, pak se obě strany rovnosti rovnaj í (x 0 y) © z. 
Pokud x © y < 1, pak podle 1.1.6 (1) je x 0 y = 0 a rovnost plat í . 

(2) Díky (1) plat í : 

-> [(a; 0 y) © {{x @y)Qz)]=^ [{x © y) 0 {{x 0 y) © z)] = 

= -.(a; © y) © -i((a; 0 ? / ) ® z ) = 

= (-ix 0 © ((-ix © 0 - iz). 

(3) Uvažujme př ípady: 

(a) Nechť x © y © z < 1. Pak se díky lemmatu 1.1.6 (1) obě strany rovnají 
nule. 

(b) Nechť -ix ffi ->y ffi —>z < 1. S využi t ím (2) lze snadno vidět , že rovnost 
p la t í stejně jako v předchozím př ípadě . 

(c) Nechť x © y © z = 1, -ix@—iy@—iz— 1 a zároveň x © y = l , x ® z < 1. 
Podle lemmatu 1.1.6 (1) z x © z < 1 plyne x 0 z = 0. Takže dokazovaná 
rovnost m á tvar (xffiz) 0 y = ( x 0 y ) © z . Platnost rovnosti plyne z bodu 
(4) téhož lemmatu. 

Situace, kdy by mís to x © y = l a x © z < l platilo x © z = l a x © z = l , 
by se dokazovala zcela analogicky, proto j i zvlášť neuvádíme. 

(d) Nechť x © y © z = 1, -ix ffi —iy ffi —iz — 1 a zároveň x@y = x@ z = 1. Pak 
m á dokazovaná rovnost tento tvar (x 0 y) © z = (x 0 z) ffi y. Platnost 
t é t o rovnosti dostaneme opakovaným využi t ím ( M V 6 ) : 

(x 0 z) © y = (x 0 z) © y ffi -.(x © y) = 

= -i(-ix © -iz) © ^x © - i(- ix © -iy) = 

= ^ ( z © x ) © z © ( x 0 y ) = 
= z © ( x 0 y ) . 
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(e) Nakonec nechť p la t í x@y®z = 1, - ixffi —>y © —>z — l a zároveň x © y < 1. 
x © z < 1. Pak i 0 | / = x 0 z = O, to znamená , že - ix © -iy = - ix © 
-iz = 1. Využi t ím stejného argumentu jako v předchozím př ípadě ale pro 
p roměnné -ix, -iy, -iz, dostaneme platnost rovnosti (->x 0 ->y) © —>z — 
{—>x 0 -iz) © Z bodu (2) pak vyplývá platnost dokazované rovnosti, 
neboť plat í : 

-> [(a; 0 y) © {{x © y) 0 z)] = (-.a; 0 © -<z = 

= (-ix 0 -iz) © - iy = 

= -"[(a;©*) © ((xffiz) 0y) ] . 

(4) Nechť x@y = x@za.xQy = xQz. To implikuje: 

-ix V y = (y © -ix) © - ix = (y 0 x) © ->x = (z © -ix) © ->x = 

= -ix V z, 

-ix A y = x V - iy = (->y 0 x) © x = - i(y © x) © x = -1(2; © x) © x = 

— -ix Az. 

Pokud y < z < -ix, pak z druhé rovnosti plyne y = z. Pokud y < ->x < z, 
pak z rovnost í plyne y = - ix = z. Analogicky bychom prověřili i zbylé 
možnost í . • 

V ě t a 2.2.14. Nechť A je MV-řetězec a M A množina všech dobrých posloupností 
A. Pak (M4, +), kde + je definované podle (2.2), je komutativní monoid, v němž 
platí zákon krácení. 

Důkaz. Komutat iv i ta je zřejmá. Nulový prvek je zřejmě posloupnost 0 = ( 0 , . . . ) . 
Stačí ověřit asociativitu a zákon krácení. Nechť a = (lp,a), b = (l9,b), c = 
( l r , c ) G MA. Podle lemmatu 2.2.12 plat í : 

(a + b) + c = (lp+q, a © b, a 0 b) + ( l r , c) = 

= ( P + « + r , a © b © c, (a 0 b) © ((a © 6) 0 c), a 0 6 0 c), 

a + (6 + c) = ( F , a) + ( l 9 + r , 6 © c, b 0 c) = 

= ( P + « + r , a © 6 © c, (6 0 c) © ((6 © c) 0 a), a 0 6 0 c), 

a rovnost (6 + a) + c = b + (a + c) p la t í díky bodu (3) v předchozím lemmatu. 
Nyní dokážeme zákon krácení . Nechť p la t í a + b = a + c, to je: 

(lp+q, a®b,a®b) = (lp+r, a®c,a®c). 

Pokud q = r, pak díky bodu (4) předchozího lemmatu b = c a b = c. Zřejmě 
nemůže nastat q < r — 2 nebo r < q — 2. Pokud by q = r — 2, pak by a 0 6 = 1, 
tj. a = 6 = 1, což je spor. Pokud by q = r — 1, pak b y a © c = 0 a a © 6 = l , což 
implikuje a = c = 0 a 6 = l - opět spor. Ze stejných důvodů nemůžou nastat ani 
situace r = q — 2 a r = q — 1. Dokázali jsme, že n u t n ě p la t í q = r. Tudíž zákon 
krácení pla t í . • 

18 

mailto:x@za.xQy


Nechť MA je monoid dobrých pos loupnost í MV-řetězce A. Nechť a = (lp, a), 
b = (lq, b) G MA- Definujeme uspo řádán í v M 4 : 

a < b p < q nebo (p = q a a < b). 

Definice je zřejmě korektní . Uspořádán í na MA značíme stejně jako uspořádán í 
na A, neboť bude vždy z kontextu jasné , o které u spo řádán í jde. 

L e m m a 2.2.15. Nechť A je MV-řetězec. Pak (M4, <, +) je lineárně a přirozeně 
uspořádány komutativní monoid. 

Důkaz. Už víme, že M A je komuta t ivn í monoid. Dokážeme nejprve, že je l ineárně 
uspořádaný . Nechť a = (lp,a), b = (lq,b) G MA- Je-li p < q nebo q < p, pak 
jsou zřejmě a, b s rovnatelné. A je-li p = q, pak j is tě a < b nebo b < a, neboť A 
je l ineárně u spo řádaná . V každém př ípadě jsou a a 6 s rovnatelné. 

Nyní dokážeme, že uspo řádán í na M A je přirozené. Nechť a < b. Chceme 
nají t c = ( l r , c) G MA tak, aby platilo b — a + c. Uvažujme dvě možnost i : 

(1) Nechť p < q a zároveň a < b. Položme c = (lq~p, b Q a), pak plat í : 

( F , a) + (lq-p, bQa) = (lq, a®(bea),aQ(bea)) = 

= ( l 9 , a V 6, a O (b Q a)) = 

= (lq,b,0). 

P ř i t o m v poslední rovnosti jsme použili lemma 1.1.6 (1). 

(2) Nechť p < q a zároveň a > b. Položme c = (lg~p~1, b 0 -ia), plat í : 

( F , a) + {lq-p-\ b®^a) = {lq-\ a © (b © - a ) , a 0 (b © -a) ) = 

= ( l 9 , - ( - a © H > © - a ) ) ) = 

= ( l 9 , a A 6) = 

= (1«,6). 

V obou možnos tech jsme ověřili rovnost b = a + c a j iné možnos t i zřejmě nastat 
nemůžou. • 

MA je přirozeně u s p o ř á d a n ý a navíc plat í , že prvek c takový, že a + c = 6 , je 
určen jednoznačně . K d y b y tot iž existovalo c takové, že by platilo a + d = b, 
pak by podle zákonu krácení platilo c = d spor. Pro tože M A je řetězec, tak pro 
každé různé a, b E MA existuje jediné c takové, že buď a + c — b, nebo b + c = a. 

Nyní budeme chtít z l ineárně u spo řádaného monoidu (M4, <, +) zkonstru
ovat l ineárně u spo řádanou grupu. Položme G A = ({+, —} x MA \ {0}) U {0}. 
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Definujme operaci EB na G A takto: 

( + , o ) f f l ( + , 6 ) 

( - o ) f f l ( - 6 ) 

( ± , o ) EBO 

OEBO 

( + , o ) f f l ( - 6 ) = ( - 6 ) f f l ( + , o ) 

Definujme relaci -< na G A takto: 

0 ^ 0 , 

( - a) r < 0 r < ( + , 6 ) , 

(+,a) •< (+,b) <s> a < b, 

(-, a) z< ( - , b) b < a. 

V ě t a 2 . 2 . 1 6 . Nechť A je MV-řetězec. Pak struktura {GA, d , ES) je abelovská li
neárně uspořádaná grupa. 

Důkaz. Komutat iv i ta EB je zřejmá, nulový prvek je 0 . Inverzní prvek k prvku 
(+, a) je prvek (—, a) . Dokážeme asociativitu. Nechť x, y, z E G A- Je t ř e b a 
uvažovat několik možnost í . Nejprve, jsou-li x, y, z E G\ nebo jsou-li x, y, z E G~A. 
pak je asociativita zřejmá. Asociat ivi ta je také jasně vidět , jsou-li některé prvky 
z x, y, z nulové. Označme L = (x S y) S z a P = x S (y S z). Prověř íme 
následující možnost : x = (+, a) , y = (—,&) a z = (+, c). T u je t ř eba rozdělit na 
další možnost i : 

(1) Je-li a = b + d, pak: 

L = (+,c + d), 

P = ( + , a ) E E ! ( ( - , 6 ) E E ! ( + , c ) ) . 

(a) Jestl iže c = 6 + e, pak pla t í P = ( + , a + e) = (+, b + d + e) = (+, c+d). 

(b) Jestl iže b = c + e, pak pla t í ( - , b) EB (+, c) = ( - , / ) , kde b = c + f. To 
z n a m e n á / = e a p la t í P = (+, a) EB (—, e) = (+, c + e + d) EB (—, e) = 
(+ ,c + ď). 

(2) Je-li 6 = a + d, pak: 

L = ( - , d ) E B ( + , c ) , 

P = ( + , a ) E B ( ( - , 6 ) E B ( + , c ) ) . 

= (+,b + a), 

= (-,b + a), 

= 0 EB ( ± , a) = ( ± , a ) , 

= 0 , 

0 jestl iže a — b, 

(+, d) jestl iže a = b + d, 

(—, d) jestl iže b = a + d. 
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(a) Jestl iže c = b + e, pak c = a + d + e. To znamená , že L = (+, a + e) 
a ( - , b) ffl (+, c) = (+, e). Takže P = (+, a + e). 

(b) Jestl iže b = c + e. Pak P = (+, a) EH (—, e). Když by navíc platilo 
a = e + f, pak by P = (+, / ) . Dále by platilo c + e = e + f + d. 
T j . c = f + daL = (+, / ) . K d y b y naopak platilo e = a + f, pak by 
P = ( - , / ) a a + cř = c + a + / . T j . d = c + f a L = ( - , / ) . 

Zbylé možnost i bychom dokázali analogicky. Pro technickou zdlouhavost jejich 
ověření vynecháme. 

Nyní dokážeme, že d je u spo řádan í a (GA, ľí) je l ineárně u s p o ř á d a n á mno
žina. Reflexivita a antisymetrie je zřejmá. Nechť x, y, z E G A a nechť p la t í x <y 
a zároveň y -< z. Jest l iže x, y, z E G\ nebo x, y, z E G^, pak j is tě x < z. Jediné 
další možné situace jsou: x G G~A, y, z E G\ a x, y E GA, z E GA. Pro ty také 
očividně p la t í x < z. Takže -< je uspořádán í . P ro tože MA je l ineárně uspořádaná , 
je z definice < zřejmé, že také (GA, d*) je l ineárně u spo řádaná . 

Zbývá dokázat kompatibil i tu EB a d, tj. p o d m í n k u (UG) . Nejprve si všim
neme, že v M A kompatibil i ta plat í . Je-li a, b E MA, a < b, pak existuje d E MA 
tak, že b = a + d. Pro libovolné c G MA p la t í b + c = a + d + c < a + c. 
Nyní nechť x, y, z E G A a nechť x < y. Opě t je t ř e b a projí t všechny možnost i . 
Možnost , kdy x, y, z E G\ a možnost , kdy x, y, z E G~A jsou jasné . Uvažujme 
př ípad: x = (+, a), y = (+, b) a z = (—, c). P ro tože a < b, tak existuje d E MA 
takový, že b = a + d. Tento p ř ípad je t ř e b a dále rozdělit: 

(1) Je-li a = c + e, pak (+, a) EB (—, c) = (+, e) ab — d + c + e, což z n a m e n á 
(+, b) EB ( - , c) = (+, d + e). Zřejmě (+, e) d (+, d + e). 

(2) Je-li c = a + e , p a k ( + , a ) f f l ( - , c ) = ( - , e). Když by (+, 6 ) f f l ( - c) = (+, / ) 
tak, pak by j is tě platilo ( - e ) d ( + , / ) . K d y b y ( + , 6 ) ffl ( - c ) = ( - , / ) 
tak, pak by a — e — d — a — f. což implikuje e = d + f. T j . e > / a tedy 
( - e ) = < ( - / ) • 

Další možnos t i bychom dokázali analogicky. • 

V ě t a 2.2.17. Pro každý MV-řetězec A existuje unitální abelovská lineárně uspo
řádaná grupa (G A, u) taková, že A = T (G A, u). 

Důkaz. Nechť A je MV-řetězec. Sestroj íme G A tak, jak je uvedeno výše. Položme 
u = (+, (1)) a B = T(GA,U). Definujme zobrazení ip: A —> B takto: 

<p(a) = (+,(a)). 

Jsou-li a, b E A, a, b < 1, pak a 0 b = 0 a ip(a © b) = (+, (a © 6, a 0 6)) = 
(+, (a)) © (+, (6)) = ip(a) © Pokud a = 1 nebo 6 = 1 , pak zřejmě: 

tp(a © 6) = v?(l) = (+, (1)) = ((+, (a)) ffl (+, (6))) A (+, (1)) = 

= ( + , ( a ) ) © ( + , ( 6 ) ) = V 9 ( a ) © ( 6 ) . 

21 



Pla t í , že -«p(a) = (+, (1)) EH (—, (a)) = (+, d), kde (1) = (a) + d. To znamená , že 
d = (d) a a © d = 1, a Q d = 0, což podle lemmatu 1.1.5 implikuje d = ->a. Takže 
-«p(a) = (+, (->a)) = <^(_|a). Ukázali jsme, že 99 je homomorfismus MV-algeber. 
Z definice 99 je ihned vidět , že se j e d n á o bijekci. Takže <p> je izomorfimus. • 

P ř i p o m e ň m e , že naš ím cílem je pro libovolnou MV-algebru A naj í t uni tá ln í 
^-grupu (G,u) tak, aby platilo A = F(G,u). Následující vě ta je pro tento účel 
klíčová. 

V ě t a 2.2.18. Nechť A je podalgebra MV-algebry T(G, u), kde u E G+ je libovolný 
prvek (nemusí být silnou jedničkou). Pak existuje í-podgrupa G A abelovské í-grupy 
G taková, že u je silná jednička G A a A = T (G A, U). 

Důkaz. Nechť A je podalgebra F(G,u), u G G+. Označme: 

MA — {a i + a2 H h an | a i , a2,..., an G A}. 

G A = {x - y I x,y G MA}. 

Nejprve dokážeme následující tvrzení : 

(1) Je-li x, y E MA, y < x, pak x — y G MA-

Důkaz. Nechť x, y E MA takové, že y < x. Pak x = a\ + • • • + an, y = 
b\ + • • • + bm pro něk te rá Oj, bj E A. Podle lemmatu 2.1.3 existují Ci , . . . , 
cn takové, že Q < aj a y = Ci H h c„. Pokračujme matematickou indukcí 
podle m. Pro m = 1 m á m e y = c\ H h c„ = 61 G A. J i s tě Ci E A pro každé 
i. To lze vypozorovat z důkazu lemmatu 2.1.3, neboť v d r u h é m indukčním 
kroku tohoto důkazu pok ládáme v našem př ípadě c„ = y A an E A. Takže 
x — y = cii — Ci + a 2 — c 2 + • • • + an — c„, kde a, — q G A pro každé i, tudíž 
x — y E MA- Nechť m > 1 a předpokláde jme, že tvrzení p la t í pro m — 1. 
Z y < x plyne 61 + 6 2 H h 6 m _ i = y — bm < x — bm. P ř i t o m x — bm E MA 
díky p rvn ímu kroku indukce. Využi t ím indukčního p ředpok ladu dos táváme 
x - b m - ( y -bm) G M A , tj. x - y E MA. 

(2) Je-li x E M A a b E A, pak x A b E A. 

Důkaz. Nechť x G M 4 a b E A. Pak x = a\ + • • • + an pro některé a i , 
..., an E A. Dále postupujme matematickou indukcí vzhledem k n. Pro 
n = 1 je tvrzení zřejmé. Nechť n > 1 a předpokláde jme platnost tvrzení 
pro n — 1. Položme y = a\ H h a„_i, zřejmě y G M 4 , t akže z indukčního 
p ředpok ladu plyne y A b E A. Potom také (6 — (y A bj) A an E A a t aké 
(y A b) © [(6 — (y A b)) A a n] G A , neboť A je podalgebra r ( G , u). P la t í : 

(y A b) © [(6 — (y A bj) A an] = ((y Ab) + [(b - (y A bj) A an}) Au = 

= b A (a„ + y) A (a„ + b) Au = 

= b A x. 
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(3 ) Je-li z , y E MA, pak x A y E MA. 

Důkaz. Nechť x, y E MA- Pak y = a\ H h an pro některé a i , . . . , an E A. 
Opět použij ime matematickou indukci a vzhledem k n. Je-li n = 1 pak podle 
(2) j is tě x Ay E A C MA- Nechť n > 1 a přepokláde jme platnost tvrzení pro 
n—1. Položme z = a H r -a n - i - Podle indukčního p ředpok ladu z A z G M 4 , 
takže podle ( 1 ) x - (x A z) G MA a podle (2 ) (z - (z A z)) A bn G A C M A . 
A proto také (z A z) + [(z — (z A z)) A bn] G M A, p ř i t om plat í : 

(z A z) + [(z - (z A z)) A bn\ = [(z - (z A z)) + (z A z)] A (6„ + (z A z)) = 

= x A (bn + z) A (bn + z) = 

= x A y. 

Nechť z G G+, tj. z = z — y > 0 pro některé x, y E MA- P ro tože y < z , tak 
z ( 1 ) plyne z G MA- T j . G + C M A . Zřejmě p la t í t aké MA Q G\, t akže G\ = MA. 
Dále pokud z G GU fl [0,u], tak z právě dokázaného m á m e z G M 4 , a protože 
x Au = x, tak z (2 ) plyne x E A. M á m e tedy, že G A H [0, it] C A , opačná inkluze 
je j asná , tudíž p la t í A = G A H [0 ,« ] . Je zřejmé, že M 4 = Gjj je u s p o ř á d a n ý 
podmonoid G+ a je také jasné , že G A je u s p o ř á d á n a grupa. Je z n á m o (viz [17, 
Theorem 2 . 1 . 2 (d)]), že u s p o ř á d a n á grupa je ^-grupou, jestliže existuje z V 0 pro 
každé z. Nechť je tedy z E G A- Pak z = z — y pro některé z , y E MA- P la t í 
z V 0 = (z - y) V 0 = z - (z A y). Z (1 ) a (3) plyne, že z V 0 = z - (z A y) E MA-
Takže G A je skutečně ^-podgrupa G. Vzhledem k rovnosti G\ = M A je jasné , že 
u musí bý t silnou jedničkou G A a protože A = G A H [0, u], tak A = T(GA, U). • 

V ě t a 2.2.19. Pro každou MV-algebru A existuje unitální abelovská í-grupa (G, u) 
taková, že A = T(G,u). 

Důkaz. Nechť A je libovolná MV-algebra . Pak je podle věty 2 . 2 . 9 subdirekt-
n ím součinem MV-ře tězců Ai, i E L Podle věty 2 . 2 . 1 7 je každá Ai izomorfní 
s T(GAÍ,UÍ), kde Ui je silná jednička GA{- Takže A je izomorfní s podalgebrou 
di rektn ího součinu Yliei ^(GAÍ, ui). Di rek tn í součin Ylici ^ ( G A J , ui) je j is tě izo
morfní s rdlie/ G Mi u)i kde ^i(u) = Ui pro každé i E I (u nemusí bý t silná jed
nička Yíiei GAU viz př ík lad 2 . 4 ) . 1 Takže A je izomorfní s podalgebrou MV-algebry 
r ( J | í e J G A Í , U ) . Využi t ím předchozí věty získáme uni tá ln í £-grupu (GA,U), k t e r á 
je £-podgrupou Yíiei GA a P r o kterou p la t í A = T(GA, U). • 

P ř í k l a d 2.4. Uvažujme di rektní součin M N , tj. posloupnosti reálných čísel. Silná 
jednička v M je 1, ale posloupnost ( 1 ) ^ ! není silná jednička v M N . Stačí vzít 
libovolnou ryze rostoucí posloupnost celých čísel a dostaneme spor s definicí silné 
jedničky. 

1Kdyby byla A direktním součinem, mohli bychom vzít unitální £-podgrupu G(u) £-grupy 
WÍQJGAÍ- Takže by pak A = T(G(u),u), přtiom (G(u),u) by byla unitální £-grupa. 
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Nechť (G, u) je uni tá ln í abelovská £-grupa a nechť x G G+. Pro každé i G N 
indukt ivně definujeme: 

Oi = x A u, a j + i — Xi Au, 

X\ — X — d\, = Xj — Oj+i-

V ě t a 2.2.20. Nechť A = T(G,u), kde (G, u) je unitální abelovská í-grupa, nechť 
x G G+ a nechť a\, a 2 ; . . . jsou jak výše. Pak {a\, a 2 , . . . ) je dobrá posloupnost 
MV-algebry A a a\ + a 2 + • • • = x. 

Důkaz. J is tě ai G A pro každé i G N , protože u > a\ > a 2 > . . . . Zřejmě plat í : 

Oj © Oj+i = (aj + (xj A u)) Au = (aj + Xj) A (aj + M) A M = X j _ i A M = a*. 

Takže ( a i , a 2 , . . . ) je skutečně dobrá posloupnost A . Dále, protože x = x\ + a\, 
X\ = x 2 + a 2 atd., tak x = a\ + a 2 H h Oj + x, pro každé i E N. P ro tože tí je silná 
jednička, tak pla t í x < k x u pro některé k G N . Nejdříve pomocí ma temat i cké 
indukce dokážeme, že Xj < (k — i)u pro každé i G { 1 , . . . , k — 1}. 

Nechť i — 1. Pak plat í : 

(/c - l ) u + a i = (fc - l ) u + (x A u) = ((k - l)u + x) A ku > x. 

Takže X\ = x — a\ < {k — l)u. Nyní nechť tvrzení p la t í pro i — 1. Pak: 

(/c — + Oj = (k — i)u + (XJ_I A M) = ((/c — Z)M + Xj_i) A (/c — z + 1)M > x , _ i . 

Takže < (k — i)u a skutečně p la t í Xj < {k — i)u pro každé 
i G { 1 , . . . , k — 1}. To znamená , že p la t í Xk-i < u, což implikuje au = Xk-i, 
a tedy a\ + • • • + a^- i + = x. • 

Tato vě ta n á m osvětluje, k čemu jsou obecně dobré posloupnosti dobré . 
Vidíme, že každý prvek G+ se d á napsat jako součet některé dobré posloupnosti 
p rvků A = F(G,u), kde (G,u) je un i tá ln í £-grupa. Tedy dobré posloupnosti n á m 
přesně popisují G+, a tedy také G. 

Když bychom měli libovolnou MV-algebru A, šlo by pak postupovat i tak, 
že bychom vzali všechny dobré posloupnosti A a ukázali , že tvoř í u s p o ř á d a n ý 
monoid M A, k te rý je k l a d n ý m kuželem některé un i tá ln í abelovské £grupy (G, u). 

Dokázali , jsme že funktor T je tzv. essentially surjective on objects. D á se 
ukázat , že je t aké věrný a úplný.

1

. To implikuje následující větu: 

V ě t a 2.2 .21. Kategorie U C a MV jsou ekvivalentní. 

1Věrný znamená, že je injektivní na třídě morfismů daných objektů. Úplný znamená, že je 
surjektivní na třídě morfismů daných objektů. 

24 



Stručně popíšeme, jak by se tato vě ta dokazovala. Je t ř e b a dokázat , že funk-
tor T je věrný a úplný. Úplnost dokážeme tak, že každému homomorfismu M V -
algeber h: r ( G i , ^ i ) —> r ( G 2 , - u 2 ) sestroj íme homomorfismus uni tá ln ích £grup 
hf. {Gi,U\) —> (G2,u2) takový, že T(hi) = h. Zde můžeme postupovat podobně 
jako v [8, Theorem 5.3, Proposition 6.1], kde je ukázána konstrukce pro pseudo 
MValgebry. Konstrukce h\ by vypadala konkré tně takto: Položíme h\ (a) = h(a) 
pro každé a G [0,ui]. Jeli a = a\ + • • • + an, kde a i , an G [0,ui], pak 
položíme hi(a) = hi(a\) + ••• + hi(an). Pro tože ve skutečnost i každé a G Gf 
je tohoto tvaru 1 , m á m e hi definované pro celé Gf. Dále bychom hi rozšířili na 
celé Gi takto: hi{a) = hi(a+) — hi(a~) pro každé a G G1. Samozřejmě je po
t ř e b a ukáza t , že takto definované zobrazení je dobře definované a že je skutečně 
homomorfismem uni tá ln ích abelovských £-grup. K tomu se využije vlastnost vy
cházející z lemmatu 2.1.3. Přesněji se j edná o toto tvrzení [8, Proposition 5.2]: 
Nechť (G, u) je uni tá ln í abelovská £-grupa a nechť a i , . . . , an, bi, ..., bm G [0, u] 
jsou takové, že p la t í a\ + h am = b\ + h bn. Pak existují Qj G [0, u] takové, 
že Oj = Cn H — • + Cin a b j = cy H h cím pro každé i, j. Navíc můžeme předpo
kládat , že + • • • + cmj) A (cjj+i + • • • + Cj jTl) = 0 pro každé i, j. Za těchto 
podmínek jsou ĉ - určeny j ednoznačně . 2 

Věrnost je vcelku zřejmá. Když jsou / , y homomorfismy uni tá ln ích abelov
ských £grup (Gi,ui) —> ( ( ^ 2 , ^ 2 ) takové, že r ( / ) = r (y ) , tak pak f(x) = g(x) 
pro každé x G [0, ui] . Ovšem [0, u\] je konvexní podpologrupa, k te r á generuje G

+

. 
Takže proto f — g. 

Poznámka 2.2.22. J iný důkaz věty 2.2.21 lze naj í t v [4, Chapter 7]. 

2.3. Z á k l a d n í p ř í k l a d y M V - ř e t ě z c ů 

V té to podkapitole pomocí funktoru T definujeme některé významné M V -
řetězce. V další kapitole je použijeme ke generování různých variet MV-algeber. 

Pro každé n G N uvažujme množinu Z - = | z G Z } společně se stan
d a r d n í m u s p o ř á d á n í m a s t a n d a r d n í m sčí táním. Zřejmě se j e d n á o abelovskou 
l ineárně u spo řádanou grupu, kde za silnou jedničku můžeme vzít 1. Označme 
Sn = T ( Z ^ , l ) ; je to MV-řetězec, jehož nosičem je množina: {0, ^ , | , . . . , Ľ Ľ ^-, 1}. 
Operace jsou definované takto: 

x © y = min{x + y, 1}, 

- ix = 1 — x. 

Uvažujme un i tá ln í abelovskou l ineárně u spo řádanou grupu ( Z - x Z , (1,0)). 

1Ovšem 01, . . . , an S [0, u\] takové, že o = Oi + • • • + an, nejsou určeny jednoznačně. 
2Cij si můžeme představit jako matici, kde součty jednotlivých řádků jsou a, a součty jed

notlivých sloupců jsou bj. 
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Označme S% = r ( Z ^ x Z , (1,0)). Operace v S% jsou definovány takto: 

Í
(x + y, m + n) jestliže x + y < 1 nebo 

x + y = 1 a zároveň m + n < 0, 

(1,0) jinak, 

^(z,y) = (l-x,-y). 

T (1,0) 
' (1,-1) 

A (1,-2) 

T (i.l) 
' ( i>°) 

* (i-1) 

. (0,2) 
' ( o , i ) 

i (0,0) 

Obrázek 1: Hasseův diagram S%. 

Dalš ím význačným MV-řetězcem je Su. Uvažujme un i tá ln í abelovskou l i 
neárně u spo řádanou grupu (Q, 1). Označme Su = T ( Q , 1). Operace v Su jsou 
definovány obdobně jako v Sn. 

Posledním v ý z n a m n ý m MV-řetězcem té to podkapitoly je s t a n d a r d n í MV-
algebra. Standardní MV-algebrou budeme rozumět MV-algebru r(M, 1). J e d n á 
se o MV-řetězec ([0,1], ©, - i , 0), kde [0,1] je reá lný interval a operace ©, - i jsou 
definované takto: 

x © y = m i n { l , x + y}, 

-ix — 1 — x. 
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Všimněme si, že Sn a Su jsou podalgebrami s t a n d a r d n í MV-algebry. 

Poznámka 2.3.1. Ve s t a n d a r d n í MV-algebře jsou operace 0, 0 definované takto: 

x Q y = max{0, x + y — 1}, 

x 0 y = max{0, x — y}. 

Poznámka 2.3.2. Nechť A = r(M, M), kde u > 0. Pak lze ukáza t , že A je izomorfní 
se s t a n d a r d n í MV-algerbou. Nechť / : [Q, u] —> [0,1] je zobrazení dané předpisem 
f (a) = -. Je snadné vidět , že / je izomorfismus MV-algeber. 
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3. Var ie ty M V - a l g e b e r 

V té to kapitole deta i lně popíšeme všechny variety MV-algeber a ukážeme, že 
varieta všech MV-algeber, kterou budeme znači t AiV, je generována s t anda rdn í 
MV-algebrou. Hlavní zdroje t é to kapitoly jsou kapitoly 3 a 8 z [4], dále [15], [14] 
a [12]. 

3.1. S u b d i r e k t n ě i r e d u c i b i l n í M V - a l g e b r y 

Už jsme zmínili , že je-li MV-algebra subd i rek tně ireducibilní, je nu tně line
árně u s p o ř á d a n á (věta 2.2.9). Nabízí se otázka, je-li to t aké naopak, tedy jestli 
plat í , že každý MV-řetězec je subd i rek tně ireducibilní. Odpověď je záporná , jak 
ukážeme na následujícím př íkladu. 

P ř í k l a d 3.1. [12] Nechť A — Su — T (Q , 1). Nechť U je volný ultrafiltr nad N , 
tj. U obsahuje všechny kofinitní podmnož iny N . Nechť B = AN/U. Pak B je 
MV-řetězec, protože je u l t rasouč inem MV-řetězců. Sporem ukážeme, že B není 
subd i rek tně ireducibilní. 

P ředpokláde jme , že B je subd i rek tně ireducibilní. Potom svaz ideálů B m á 
monolit, tj. nejmenší nenulový ideál; označme ho M. Nechť a/U G M, kde a = 
(cii, 0 2 , . . . ) G An, je nenulový prvek M. Z a/U ^ O/U plyne, že {i G N | Oj = 
0} ^ U, a proto: 

{i G N I tti ^ 0} G U. 

Uvažujme prvek b = (6i, b2, • • •) G An takový, že: 

, í 0 jestl iže Oj = 0. 
h = < 

y f jestl iže Oj 7̂  0. 

Zřejmě b/U ^ 0/U, neboť {i G N | h = 0} = {i G N | a{ = 0} i U. 

Zvolme libovolné n G N . Množina {i G N | i < n} je konečná, takže: 

{i G N I i > n} G U. 

Potom také: 
{i G N | bi ^ 0} n {i G N | i > n} G U. 

Pro každé i z tohoto p růn iku p la t í bi = 9f^0a.i>n, a proto n x bi = ^ < Oj. 
To znamená : 

{i G N | bi ^ 0} H {i G N | i > n} C {i G N | n x bi < a^}, 

a tedy: 
{i <EN \ n x k < ai} e U. 

Takže n x b/U < a/U pro každé n G N . To znamená , že a/'U nemůže pa t ř i t do 
ideálu generovaného prvkem b/U ^ 0/U, tj. nenulový ideál generovaný b/U je 
pod ideálem M, což je spor. 
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3.2. S t a n d a r d n í M V - a l g e b r a generuje A4V 

Pro z jednodušení zápisu budeme někdy n-t ici p roměnných x\, ..., xn (po
př ípadě n-t ici p rvků) znači t j ednoduše x. Nejprve si uvědomme, že identita p(x) = 
q(x) p la t í v MV-algebře právě tehdy, když p la t í identita (p(x) 0 q(x)) © (q(x) 0 
p(x)) = 0. To plyne z lemmatu 1.2.4 (1). Můžeme proto p ředpok láda t , že každá 
identita je tvaru s(x) = 0, neboť každou lze takto ekvivalentně zapsat. 

Nyní každému termu t(x) v jazyce MV-algeber p ř i řad íme term t(x, y) v ja
zyce £-grup, kde y bude nová proměnná . Uděláme to takto: 

ŕ(äč) = x i(x, y) = (x V 0) A (y V 0), 

ŕ (ač) = 0 i(x,y) = 0, 

t{x) = 1 č (x ,y ) = y V 0 , 

t(x) = r(x) © s(x) =>• t(x, y) = (ř(x, y) + š(x, yj) A (y V 0), 

r(jč) = - i S(šč) =^ í (x , y) = ( y V 0 ) - á(x, y). 

P ř í k l a d 3.2. Např ík lad je-li í (x ) = - i ( x i © x 2 ) , pak: 

ŕ(x, y) = (y V 0) - [(((xi V 0) A (y V 0)) + ((x 2 V 0) A (y V 0)) A (y V 0))]. 

L e m m a 3.2 .1 . Nechť G je abelovská i-grupa a nechť t(x,y) je term vzniklý výše 
uvedeným induktivním způsobem z termu t(x). Označme B = T(G,b V 0). Pak 
pro každé a1, a 2 , ..., an, b E G platí: 

ŕ G ( a i , a 2 , ...,an,b)= í B ( ( a i V 0) A (6 V 0 ) , . . . , (an V 0) A (b V 0)). 

Důkaz. Budeme postupovat indukcí podle složitosti termu. Nechť OJ — Cti, ^2) • • • i 
a„ , b E G. 

Je-li ŕ(äT) = Xj, pak t(xi, y) = (XÍ V 0) A (y V 0). Takže: 

F ( o , 6) = (OÍ V 0) A (6 V 0) = tB{{ai V 0) A (6 V 0)). 

Nechť t(x) = r(x) © s(x) a předpokláde jme, že pro termy r(x), s(x) p lat í 
tvrzení lemmatu. Pak t(x, y) = (ř(x, y) + š(x, y)) A (y V 0) a plat í : 

F ( o , 6) = [f(ä, b) + š(jä, b)] A (b V 0) = 

= [ r B ( . . , ( a i V 0 ) A (6 V O ) , . . . ) + 

sB(..., (a* V 0) A (b V 0 ) , . . . ) ] A (b V 0) = 

= rB{..., (di V 0) A (6 V 0 ) , . . . ) © s B ( . . . , (aj V 0) A (6 V 0 ) , . . . ) = 

= í B ( . . . , (aj V 0) A (6 V 0 ) , . . . ) . 

Nyní nechť t(x) = ->r(x) a předpokláde jme, že pro r (x) tvrzení pla t í . Pak t(x, y) = 
(y V 0) — ŕ(x, y). Takže: 

tG(ä, b) = (b V 0) - f ( ä , 6) = (6 V 0) - rB(..., (at V 0) A (b V 0 ) , . . . ) = 

= ->rB(..., (aj V 0) A (6 V 0 ) , . . . ) = í B ( . . . , (OÍ V 0) A (6 V 0 ) , . . . ) . 
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Ješ tě zbývá prověřit p ř ípady t(x) = 0 a t(x) = 1. Je-li t(x) = 0, pak 
t(x, y) = 0 a tvrzení zřejmě plat í . Je-li í (x ) = 1, pak t(x, y) = y V 0 a í G ( a , b) = 
feV0 = i e ( l ) . • 

L e m m a 3.2.2. Nechť G je abelovská í-grupa, u E G , u > 0 a A = F(G,U). 

Nesplňuje-li A identitu t(x) = 0, pak G nesplňuje identitu t(x,y) = 0 

Důkaz. Nechť identita t(x) — 0 nepla t í v A. To znamená , že existují ä — a i , 02 , 
..., an E A tak, že p la t í čA(či) 7̂  0. Podle předchozího lemmatu m á m e : 

F ( o , u ) = í A ( ( a i V 0) A (u V 0 ) , . . . , (an V 0) A (u V 0)). 

Zřejmě (aj V 0) A (M V 0) = a, pro každé i . Takže: 

F(O,M) = í A ( ä ) 7̂  0. 

To znamená , že v G nepla t í identita i(x,y) = 0. • 

V ě t a 3.2.3. Identita platí v každé MV-algebře, právě když platí ve standardní 
MV-algebře. 

Důkaz. Implikace zleva d o p ř á v a j e tr iviální . Opačnou implikaci dokážeme pomocí 
její obměny. To znamená , že budeme dokazovat výrok: Jestl iže identita nepla t í 
v některé MV-algebře , pak nepla t í ve s t a n d a r d n í MV-algebře . 

Nechť A je libovolná MV-algebra . Nechť t(x) je n-á rn í term takový, že 
v A nep la t í identita t(x) = 0. Podle důsledku 2.2.19 existuje un i tá ln í abelovská 
^-grupa (G,u) taková, že A = F(G,u). Použ i t ím předchozího lemmatu dosta
neme, že identita t(x, y) = 0 nepla t í v G. P ro tože varieta £grup je generovaná 
adi t ivní grupou Z (důsledek 2.1.10), tak ani v ní nepla t í identita t(x,y) = 0. To 
znamená , že existují čí, b G Z tak, že: 

ŕ{ä,b) ^ 0. 

Označme S = F (Z, b V 0). Podle lemmatu 3.2.1 plat í : 

0 7̂  ŕ(ä, b) = í 5 ( ( a i V 0) A (6 V 0 ) , . . . , (an V 0) A (6 V 0)). 

Vidíme, že identita t(x) = 0 nepla t í ani v S, k t e r á je izomorfní s podalgebrou 
s t a n d a r d n í MV-algebry. 1 • 

D ů s l e d e k 3.2.4. Varieta MV je generována standardní MV-algebrou. 
1Konkrétně: pokud b > 0, pak S = Sb, a pokud b < 0, pak je S izomorfní s triviální algebrou. 
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3.3. J e d n o d u c h é M V - a l g e b r y 

D e f i n i c e 3 .3 .1 . Řekněme, že MV-algebra A je jednoduchá, jestl iže \A\ > 1 a {0}, 
A jsou její jediné ideály. T j . n e m á žádné netr iviální v las tn í ideály. 

V ě t a 3.3.2. Pro každou MV-algebru A je ekvivalentní: 

(i) A je jednoduchá; 

(U) A je izomorfní s některou podalgebrou standardní MV-algebry; 

(iii) pro každý prvek x G A \ {0} existuje n G N takové, že n x x = 1. 

Důkaz. Nejprve dokažme (i) =>- (ii). Nechť A je j ednoduchá MV-algebra . Pak 
je A izomorfní s F(G,u) pro někte rou abelovskou £-grupu G se silnou jedničkou 
u G G+. Z věty 2.2.5. plyne, že A je j ednoduchá , právě když G je j ednoduchá . 
P ro tože je G j ednoduchá , tak se podle věty 2.1.7 dá izomorfně vnoř i t do (M, +) se 
s t a n d a r d n í m l ineárním uspořádán ím. Takže pak A = F(H,u), kde H je něk te rá 
£podgrupa K . Ovšem t aké víme, že každá F(M.,u) je izomorfní s r(M, 1) (viz 
poznámka 2.3.2), a proto je t aké F(H,u) = A izomorfní s některou podalgebrou 
r(M, 1). Implikace (ii) => (iii) je zřejmá. 

Nyní dokažme implikaci (iii) =>- (i). Nechť p la t í (iii), ale nepla t í (i). Pak 
existuje netr iviá lní v las tn í ideál J a tedy i nenulový prvek a G J. Ovšem podle 
(iii) existuje n takové, že n x a = 1, a tedy 1 G J . Pak ale J = A - spor. • 

Z věty hned plyne, že Sn i Su jsou j ednoduché MV-algebry. 

V ě t a 3.3.3. MV-algebra je konečná a jednoduchá, právě když je izomorfní s Sn 

pro některé n G N . 

Důkaz. Implikace zprava doleva je tr iviální . Nechť A je konečná a j ednoduchá . 
Pak je izomorfní s něk te rou podalgebrou S s t a n d a r d n í MV-algebry. Označme a 
atom S . Pokud a — 1, pak zřejmě S = S\. Nechť a < 1. Pak a < \, neboť S je 
uzavřená na negaci, což je operace 1 — x. Podle (iii) věty 3.3.2 existuje (vícero) 
n EN tak, že n x a = 1. Zvolme m = min{n | n x a — 1}, tj. m je jediné splňující 
( m - l ) x o < l = m x a . Zřejmě K — {0, a, 2 x a,..., (m — 1) x a, 1} C Pokud 
by existoval prvek 6 G S\K, pak by pro některé i G { 0 , 1 , . . . , m— 1} muselo platit 
i x a < b < (i + 1) x a. Pro i = m — 1 by to znamenalo, že (m — 1) x a < b < 1. 
Aplikujeme-li na tyto nerovnosti negaci, implikuje to nerovnosti 0 < ->b < a, a to 
je spor. Pokud by i < m — 1, pak by platilo 0 < b — i x a < + x a — i x a = a 
- další spor. P l a t í tedy K = S& A^S = Sm. • 
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3.4. Ř á d a hodnos t M V - a l g e b r y 

D e f i n i c e 3 .4 .1 . Nechť A je MV-algebra . Řekneme, že nenulový prvek x G A 
je řádu n, jestliže n = m in{m e N | m x x = l } . To budeme značit ord(x) = n. 
Jestl iže takové n neexistuje, pak řekneme, že x je nekonečného řádu , a budeme 
psát ord(x) = OJ. Dále definujme ord(A) = sup{ord(x) | x G A \ {O}}. 1 

L e m m a 3.4.2. Nechť A je MV-řetězec. Pak pro nenulové prvky x, y G A takové, 
že x <y, platí oiá{y) < ord(x). 

Důkaz. Nechť x, y jsou nenulové prvky A a nechť x < y. Je-li ord(x) = OJ, pak 
je tvrzení zřejmé. Je-li ord(x) = n, pak podle lemmatu 1.1.7 p la t í n x x < n x y, 
a tedy 1 < n x y, tj. n x y = 1. To znamená , že ord(y) < n = ord(x). • 

Toto lemma n á m napovídá , že u MV-řetězců, k te ré maj í atom, je ř ád M V -
algebry roven právě ř á d u atomu, neboť atom je nejmenší nenulový prvek. 

P ř í k l a d 3.3. 

(1) ord(S' n) = o r d ( i ) = n. 

(2) ord(S' a ;) = OJ, neboť - G Su pro každé n G N a ord(^) = n. 

(3) ord(>S^) = OJ, neboť pro každé n G N plat í , že n x (0,1) < (1,0). 

Pro každý MV-řetězec A definujme množinu: 

Rad(A) = {xEA\nxx<^x pro každé n G N } . 

L e m m a 3.4.3. Nechť A je MV-řetězec. Pak: 

Rad(A) = {x G A | ord(x) = OJ} U {0}. 

Důkaz. J is tě 0 G Rad (A) , neboť 0 = n x 0 < 1. Nechť x ^ O . Stačí si uvědomit , 
že x Rad (A) , právě když existuje n G N takové, že n x x > ->x. To je, právě 
když (n + 1) x x = 1 a zároveň n x x ^ ->x. K d y b y platilo (n + 1) x x — 1 a 
zároveň n x x = ->x, pak by (n + 1) x x > ->x. Takže m á m e , že pro každé x ^ 0 
pla t í x Rad (A) , právě když existuje m G N takové, že m x x = 1, tj. právě když 
ord(x) < m < OJ. • 

L e m m a 3.4.4. Rad(A) je maximálni ideál MV-řetězce A. 

Důkaz. Podle předchozího lemmatu 0 G Rad (A) . Nechť x G Rad (A) , y E A, 
y < x. Díky lemmatu 1.1.7 pro každé n G N plat í : 

n x y < n x x <->x < ->y, 
xZde u) značí první nekonečný ordinál, takže w > n pro každé n G N. 
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t], y E R a d ( Ä ) . Nyní nechť x, y E Rad (A) . K d y b y x = O nebo y = 0, pak 
by zřejmě x Q) y E Rad(A), p řepokláde jme tedy, že x, y jsou nenulové. Dále, 
protože A je MV-řetězec, můžeme bez újmy na obecnosti p ředpok láda t x < y. 
Z předchozího lemmatu plyne, ž e n x x < l , n x y < l pro každé n G N . Díky 
lemmatu 1.1.7 (6) pro každé n G N zřejmě plat í : 

nx(x@y)=nxx@nxy<2nxy<l. 

To znamená , že x © y G Rad (A) . 
Dokázali jsme, že Rad(A) je ideál, nyní dokážeme, že je maximáln í . Nechť 

/ D Rad(A) je ideál A. Pak existuje a G J \ R a d ( A ) . Zřejmě a ^ 0. Z předchozího 
lemmatu plyne, že ord(a) < uu, tj. existuje n G N takové, že n x a = 1. Ale protože 
/ je ideál, tak n x a — 1 G / , tedy J = A . • 

D e n n i c e 3.4.5. Nechť A je MV-algebra . Řekneme, že A m á hodnost m, jestliže 
m = oľd(A/R&d(Áj). Značíme h(Á) = m. 

Použijeme-li vě tu 3.3.2 bod (iii), pak díky předchozím l e m m a t ů m dostaneme 
tyto důsledky: 

D ů s l e d e k 3.4.6. MV-řetězec A je jednoduchý, právě když Rad(A) = {0}. 

D ů s l e d e k 3.4.7. MV-řetězec A je jednoduchý, právě když ord(Á) = h(Á). 

Uvážíme-li předchozí příklady, vidíme, že MV-algebry S% nejsou jednouché . 

V ě t a 3.4.8. Nechť A je MV-řetězec a platí ord(Á) = n. Pak A je izomorfní s Sn. 

Důkaz. Nechť ord(Á) = n. K d y b y n = 1, tak j is tě A = {0,1}, a tedy A = S\. 
Předpokláde jme , že n > 2. Nechť a G A \ {0} je prvek ř á d u n. Takový prvek 
existuje, neboť (ord(x) | x G A \ {0}} je konečná p o d m n o ž i n a N taková, že 
n = ord(A) = max{ord(x) | x G A \ {0}}. Uvědomme si, že n x a = 1, ale 
( n - l ) x o ^ l . Ukážeme, že a je atom. Předpokláde jme , že existuje x E A tak, 
že 0 < x < a. M á m e a = a V x = (a 0 x) © x. Nechť y je menší z p rvků a 0 x, x. 
Pak 0 < n < i a také 2 x y < (a 0 x) © x = a. P ro tože n > 2, tak n < 2(n — 1) 
a m á m e : 

n x y < 2(n — 1) x y — (n — 1) x (2 x y) < (n — 1) x a ^ 1. 

To znamená , že ord(y) > n - spor. Takže skutečně plat í , že prvek a G A \ {0} 
ř á d u n je atom. 

Ukážeme, že všechny prvky x G A \ {0} jsou tvaru k x a pro některé k G N , 
1 < k < n. Zřejmě 1 = n x a v tomto tvaru je. Předpokláde jme , že x G A není 
v tomto tvaru, tj. existuje k G N , 1 < k < n, tak, že k x a < x < (k + 1) x a. 
Potom plat í : 

0 < ( ( H l ) x o ) 9 i < ( ( H l ) x o ) e ( f c x o ) < a. 

T j . spor. Takže každý nenulový prvek M V-řetězce A je tvaru k x a, kde 1 < k < n, 
a proto A = Sn. • 
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D ů s l e d e k 3.4.9. Nechť A je MV-řetězec. Pak A má hodnost m, právě když 
A/R&d(A) je izomorfní s Sm. 

P ř í k l a d 3.4. 

(1) h(Sn) = n, neboť Rad(Sn) = {0}. 

(2) h{S%) = n, p la t í to t iž R a d ( ^ ) = {(0,z) \ z G Z+} a S £ / R a d ( S £ ) Sn. 

(3) h(Sul) = OJ, jelikož Rad(5' a ;) = {0}, tak ord(5' a ; /Rad(5 ,

a ; )) = ord(S' a ;) = OJ. 

3.5. V a r i e t y M V  a l g e b e r 

V ě t a 2.2.9 říká: K a ž d á MV-algebra je subd i r ek tn ím součinem MV-řetězců. 
To v řeči variet znamená : 

V ě t a 3 .5 .1 . Nechť V je varieta MV-algeber. Pak existuje množina MV-řetězců 
{Ai | i G / } , kterými je tato varieta generovaná, tj. V = | i G / } ) . 

L e m m a 3.5.2. Nechť A je nekonečná podalgebra standardní MV-algebry. Pak je 
A hustá v [0,1]. 

Důkaz. Nejprve ukážeme, že i n f ^ ( A \ {0}) = 0. K d y b y m f ^ A \ {0}) = a ^ 0. 
pak by ord(a) = n pro některé n G N a pro každý prvek b E A by platilo 
ord(a) = n > ord(6). To by ale znamenalo, že ord(A) = n, což podle věty 3.4.8 
implikuje A = Sn. T j . A je konečná - spor. Takže i n f ^ A \ {0}) = 0. 

Nechť x G (0,1] a nechť 0 < e < x/2. P ro tože míA(A \ {0}) = 0, tak j is tě 
existuje b G A \ {0} takové, že b < e. Nechť m je nejmenší přirozené číslo takové, 
že x < m x b. Zřejmě m > 2, protože b < e < x/2, a pla t í x — e < (m — 1) x b < x. 
T j . A je h u s t á p o d m n o ž i n a [0,1]. • 

V ě t a 3.5.3. Nechť A je nekonečná podalgebra standardní MV-algebry. Pak platí 
V(A) = MV. 

Důkaz. Je jasné , že 1 — x a m i n { l , x + y} jsou spoji té funkce. Proto je pro každý 
n-árn í term t (x) t e rmová funkce í ' 0 ' 1 ' : [0,1]™ —> [0,1] spoji té zobrazení . 

P ředpokláde jme , že identita t(x) = 0 nepla t í ve s t a n d a r d n í MV-algebře . T j . 
í ' 0 , 1 ] (ä ) 0 pro některé a = a i , . . . , an G [0,1]. P ro tože je í ' 0 ' 1 ' spoj i té zobrazení, 
tak existuje otevřené okolí bodu ( ) G [0,1]™, na k t e r ém je hodnota í ' 0 ' 1 ' 
nenulová. A protože A je h u s t á p o d m n o ž i n a [0,1], tak v tomto okolí existuje bod 
(&!,... ,bn) G An. Takže tA(b) = í ' 0 ' 1 ' ^ 0. T j . podalgebra A nesplňuje identitu 
t(x) = 0. Víme, že V([0,1]) = MV, a proto V (A) = MV. • 

V ě t a 3.5.4. Nechť {ni)c*L1 je rostoucí posloupnost přirozených čísel. Pak: 

V({Sni I i G N}) = MV. 
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Důkaz. Pro každé a G [0,1] a pro každé i G N zřejmě existuje ki, 0 < ki < rii, ta
kové, že \a—;^-| < To znamená , že pro každé otevřené okolí bodu a G [0,1] exis
tuje ki tak, že — G Sni je v tomto okolí. Z toho dále plyne, že pro každé otevřené 
okolí bodu ( a i , . . . , a m ) G [0, l ] m existuje v tomto okolí bod (bi,..., 6 m ) G (Snj)m 

pro vhodně zvolené n^. Zbytek důkazu je analogií důkazu předchozí věty. • 

V ě t a 3.5.5. Nechť V je vlastní podvarieta M.V. Pak existuje m G N takové, že 
pro každý MV-řetězec A E V je h(A) < m. 

Důkaz. P ředpokláde jme , že neexistuje m takové, že by pro každý MV-řetězec 
A E V platilo h(A) < m. Pak m á m e dvě možnost i : 

(1) Existuje MV-řetězec A E V takový, že h(A) = u. Potom nechť je M jeho 
maximáln í ideál. Zřejmě A/M G V a zároveň je A/M izomorfní s nekoneč
nou podalgebrou s t a n d a r d n í MV-algebry. To ale znamená , že V = M.V -
spor. 

(2) Hodnosti MV-ře tězců jsou konečné, ale neomezené. To znamená , že pro 
každé m E N existuje MV-řetězec A E V tak, že m < h(Ä) = n. Pak ale 
také A/R&d(Á) = Sn E V . Tedy existuje rostoucí posloupnost př i rozených 
čísel (ni)ilQ tak, že Sni E V . To podle věty 3.5.4 z n a m e n á V = M.V - spor. 

• 
D ů s l e d e k 3.5.6. Nechť A je MV-řetězec takový, že h(A) = u. Pak V (A) = MV. 

To znamená , že vlas tn í podvariety M.V mohou obsahovat MV-řetězce s ko
nečnou hodnos t í , k teré nejsou jednoduché . T y je t ř e b a prozkoumat. 

V ě t a 3.5.7. Nechť A = F(G,u) je MV-řetězec takový, že platí ord(Á) = u 
a h(A) = n. Nechť H je konvexní í-podgrupa G generovaná množinou Rad(A). 
Pak A ^ r ( Z j x i f , (1, b)) pro některé 0 < b E Rad(A). 

Důkaz. Nejprve poznamenejme, že Rad(^4) ^ {0}. K d y b y tot iž Rad(A) = {0}, 
pak by h(A) = oľd(A/Rad(Áj) = u - spor. Dále Rad(A) je max imáln í ideál (viz 
lemma 3.4.4), a proto je H max imáln í konvexní £podgrupa (viz p o z n á m k a 2.2.7). 

Pro tože A = V(G,u), tak podle lemmatu 2.2.6 A/R&d(A) ^ T(G/H, u+H). 
Dále A m á hodnost n, takže podle důsledku 3.4.9 pla t í A/R&d(A) = Sn. Pro tože 
podle věty 2.2.21 je funktor T ekvivalence kategorií , tak lze izomorfismus M V 

algeber Sn = T(G/H,u + H) rozšířit na izomorfismus uni tá ln ích abelovských 
£-grup G/H ^ Z . Zřejmě %\ = Z , takže m á m e G/H ^ Z . 

Nyní použi jeme vě tu 2.1.8. Ta říká, že G = Z x i f . Nechť / : G —> Z a 
tp: G —> ZxH jsou zobrazení s te jná jako v důkazu věty 2.1.8. Ukažme, že existuje 
a E G takový, že na < u a f (a) = 1. K d y b y na = u, pak bychom mís to a vybral i 
prvek a — t, kde 0 < t E H. K d y b y na > u, pak by na = u + s pro některé s E H 
a vybral i bychom prvek a — 2s. 
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Z věty 2.1.8 plyne, že A = T(ZxH,ip(u)) a (p(u) = (f(u),u - f(u)a) = 
(n,u — na). Zřejmě u — na E H, neboť f (u — na) = 0. Pro tože A je l ineárně 
u s p o ř á d a n á a u H, p la t í Rad(A) = H+, a proto také u — na G Rad (A) . • 

L e m m a 3.5.8. Nechť A je MV-řetězec takový, že ord(Á) = u a h(Á) = n. Pak 
r ( z i x z , ( i , i ) ) G U ( A ) . 

Důkaz. Nechť A je taková, že splňuje p ředpok lady věty. Pak existuje G tak, že 
A ^ T(G,u). Podle věty 3.5.7 je A ^ r ( Z j xH, (1, 6)), kde i / je je maximáln í 
konvexní podgrupa G a 0 < b G H. Nechť B je podalgebra r ( Z ^ x i f , (1,6)) 
generovaná prvkem (-, 0). Zřejmě B je izomorfní s T ( Z - x Z , (1,1)). To proto, že 
(1,0) G -B a --(1,0) = (1,6) - (1, 0) = (0, b) G B, zbytek je jasný. • 

L e m m a 3.5.9. Pro každé k G Z a n > 1 platí Y(Z\xZ, (1, k)) G V ( S £ ) . 

Důkaz. Pro každé G Z a n > 1 definujme zobrazení h: Z  x Z 4 Z  takto: 

/i(x, y) = (x, ny — kxn). 

Snadno se lze přesvědčit , že h je injektivní homomorfismus £-grup, navíc h(l, k) = 
(1,0), a proto je T(h): T(Z^xZ, (1, k)) -»• S% vnoření . • 

V ě t a 3.5.10. Nechť A = F(G,u) je MV-řetězec takový, že platí ord(Á) = u 
ah{A) =n. Pak AEV{S%). 

Důkaz. Nechť A je MV-řetězec splňující p ředpok lady věty. Pak podle věty 3.5.7 
je A izomorfní s Y{Z-xH, (1,6)), kde 0 < b G Rad(A) a H max imá ln í konvexní 
podgrupa G generovaná Rad(A) . 

K a ž d á abelovská £-grupa je homomorfní obraz některé volné abelovské í-

grupy. Nechť tedy F je volná abelovská £grupa a h: F —> H surjektivní homomor

fismus £grup. Potom existuje c E F takové, že h(c) = b. Můžeme p ředpok láda t , 
že c > 0. 1 Definujme zobrazení: 

g: Z^xF -»• Z±xH 

tak, že g(z,f) = (z,h(f)) pro každé z G Z ^ a f E F. Zřejmě g je surjektivní 
homomorfismus takový, že g(l, c) = (1, b), a proto je zobrazení: 

F(g): T(Z±xF, ( l , c ) ) T(Z±xH, (1,6)) 

sur jekt ivním homomorfismem MV-algeber. Podle věty 2.1.9 existuje množ ina / 
taková, že F se dá vnoři t do di rektn ího součinu Z1. Proto můžeme prvky f E F 
chápa t jako zobrazení / : / —> Z. Definujme zobrazení: 

ip: Z^xF -»• (Z^xZ)1  

1 Kdyby c < 0, pak by platilo 0 = h(c V 0) = h(c) V 0 = b, což není možné. 
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tak, že ip(z,f)(i) = (z, f (i)) pro každé i E I, f E F a z E Zřejmě (p je 
injektivní homomorfismus £-grup. Nechť J = {i E / | c(i) 7̂  0}. Pro tože c > 0, 
tak J 7̂  0 a navíc i E J, právě když c(i) > 0. A proto r ( Z ^ x F , (1, c)) je 
izomorfní s 

I J r ( z i x z , c ( i ) ) . 

P ro tože pro každé i G J je podle lemmatu 3.5.9 r ( Z - x Z , c(i)) G V(S%), tak je 
také r ( Z ^ x F , (1, c)) G V ( S £ ) . Konečně z toho, že T{Z±xH, (1, 6)) je homomorf-
n ím obrazem T ( Z ^ x F , ( l , c ) ) , plyne T{Z±xH, (1,6)) G V ( S £ ) . • 

V ě t a 3.5.11. Nechť A je MV-řetězec takový, že platí ord(Á) = u a h(Á) = n. 
Pak V (A) = V(S%). 

Důkaz. Podle lemmatu 3.5.8 a věty 3.5.10 plat í : 

n r ( z i x z , ( i , i ) ) ) c y ( i ) c ^ : ) . 

Stačí tedy dokázat inkluzi: 

n ^ ) c y ( r ( z i x z , ( M ) ) ) . 

Nechť ir(x) je term v jazyku MV-algeber takový, že identita n(x) = 0 nepla t í 
v>S^ To znamená , že existuje c i , c2, . . . , G S% takové, že: 

7T5»(č) > (0,1). (3.1) 

Pro každé m G N definujme zobrazení fm: Z - x Z 4 Z - x Z tak, že fm(v, u) = 
(v,mv) pro každé (u,v) G Z - x Z . Pak fm je zřejmě homomorfismus £grup. Pro 
každý M V  t e r m definujme a v proměnných xi, x2, • • •, x^ definujme zobrazení g 
tak, že g (a) bude celkový poče t symbolů -1 a ©, které se vyskytuj í v a. 

Označme Rn = T ( Z - x Z , (1,1)). Pomocí indukce vzhledem k g (a) doká
žeme, že pro každé 61, b2, • • •, &fc G S% C Rn p la t í následující nerovnosti: 

U<TSHb)) - (0,g(a)) < a ^ i U h ) , . . . Jm(bk)) < fm (asHb)) + (0,g(a)). (3.2) 

Nejdříve nechť g (a) = 0. Pak buď a = 0, nebo a = Xi pro některé i G 
{1, 2 , . . . , k}. Je-li (7 = 0, pak je platnost nerovnost í zřejmá. Pokud je a = Xi 
a bi = (u,v), pak plat í : 

fm (cr5"(6)) = fm(bi) = (u,mv) = aRn(fm(bi)). 

Takže nerovnosti opět p la t í . 
Nechť d > 0 je přirozené číslo. P ředpokláde jme , že nerovnosti (3.2) pla t í 

pro všechny M V - t e r m y £ v proměnných x\, x2, • • •, xk takových, že g(£) < d. 
Nyní nechť je o~(x) M V - t e r m takový, že g (a) = d. Pak m á m e tyto možnost i : 
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(1) Existuje M V - t e r m T (x) tak, že p la t í a = ->T. 

(2) Existuj í M V - t e r m y (J,(x), u(x) takové, že a = \i © v. 

Pro jednoduchost předpokláde jme, že všechny M V - t e r m y jsou v jediné p roměnné 
b. V př ípadě , že by M V - t e r m y byly ve více p roměnných , byl by důkaz zcela ana
logický, ale méně přehledný. Č tená ř si na konci důkazu může důkaz znovu proj í t 
a přesvědčit se, že myšlenka důkazu bude pro více p roměnných zcela to tožná . 

(1) Zřejmě g{r) = g (a) — 1 < d, t akže podle indukčního p ředpok ladu plat í : 

o-^iUb)) = (1,1) - r(fm(b)) < (1,1) - Ur^ib)) + (0,g(r)) = 

= (l,0)-UrsHb)) + (0,g(r) + l) = 

T í m je dokázána pravá nerovnost z (3.2). Dále t aké plat í : 

aR-(fm(b)) = (1,1) - r(fm(b)) > (1,1) - Urs-{b)) - (0,g(r)) = 

= ( l , l ) - / m ( r s » ( 6 ) ) - ( 0 , y ( a ) - l ) = 

= (0,2) + ( l , 0 ) - / m ( r 5 » ( 6 ) ) - ( 0 , í 7 ( c r ) ) > 

>UvSHb))-(0,g(o-j). 

(2) Nyní uvažujme situaci a = \i © z/, t akže g (a) = g(fx) + g (v) + 1. Podle 
indukčního p ředpok ladu plat í : 

o-R"(fm(b)) = (1,1) A [íiRn{fm{b)) + vRn{fm{b))] < 

< (1,1) A [fm(^(b)) +UvSHb)) + (0,g(rí) + (0,g(v))] < 

< (l,g(fj,)+g(u) + l) A 

A [UvSHb)) +fm(vSHb)) + (0,g(ri) + (0,1/(1/))] = 

= (1,0) A [ / m ( /x 5 »(6) ) + / m ( i A » ) ] + (0, <?(//)) + (0,1/(1/)) = 

= / m ( a 5 " ( 6 ) ) + (0,y(a)), 

a také: 

a H " ( / m ( 6 ) ) = (1,1) A [nRn(fm(b)) + vRn{fm{b))] > 

> (1, 1) A [/m(/X5™ (6)) + fm{vS™ (b)) - (0, #(//)) - (0, #(l/))] > 

> (1,1-<?(//)-,7(1/)) A 

A [/m(/x 5"(6)) +UvSHb)) - (0,g(n)) - (0,1/(1/))] = 

= (1,1) A [ / m ( /x 5 »(6) ) + / m ( i / ^ ( & ) ) ] - (0,0(0)) + (0,0(1/)) > 

> (1,0) A [U^{b)) + fm(vS"(b))} - (0,0(0)) + (0,0(1/) + 1) = 

= / m ( a 5 » (6 ) ) - (0 , </(&)). 
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T í m jsou nerovnosti (3.2) dokázány. 
Podle (3.1) a (3.2) plat í : 

(0 ,m - g(ir)) < fm (TT5»(Č)) - (0,g(n)) < 7 r H " ( / m ( C l ) , . . . , fm(ck)) 

Zvolíme-li m > g (n), pak nRn(č) > (0,1). To znamená , že Rn nesplňuje identitu 
ir(x) = 0. To znamená , že splňuje-li Rn něk te rou identitu, pak j i musí splňovat 
i S £ , tlV(S%)CV(Rn)atedy: 

V(Rn) = V(A) = Vffi). • 

V ě t a 3.5.12. Nechť I a J jsou konečné množiny přirozených čísel. Pak platí: 

V(Sm) c v ({Si I i G /} u I j e J} ) (3.3) 

právč tehdy, když existuje n E I U J takové, že m dělí n. 

Důkaz. Existuje-li n E I U J takové, že m dělí n , pak je Sm podalgebra buď Sn, 
nebo S%. T í m je dokázána implikace zprava doleva. 

Nechť p la t í inkluze (3.3), dále nechť r = max (J U J ) a nechť t(x) je term: 

t(x) = (r + 1) x [(m - 1) x ~^x Q x] © (r + 1) x xm © x. 

Zvolíme-li x = ! í—-, pak: 
-j-Sm ŕ m—l \ _ m—l 

v m ) m 

To znamená , že identita t(x) = 1 nepla t í v Sm, a proto nepla t í ani ve vari
etě V ({Si | i E 1} U {<Ŝ  | j E J}). To znamená , že existuje i E I takové, že 
identita nepla t í v Si, nebo existuje j E J takové, že indetita nepla t í v Sf. 

Předpokláde jme , že identita nepla t í v Sf. T j . existuje c E S j takové, že 
í (c) < (1,0). Nejprve si vš imněme, že pro / > j a x, y E S" p la t í tvrzení : 

l x -ix © y < (1,0) implikuje x G {(1, a) | a G Z - } . 

Nyní si uvědomme, že (m — 1) x —>c © c = - i [—'((m — l ) x - i c ) © c]. Takže c musí 
být takové, že plat í : 

n ( ( m - l ) x n C ) © c e {(l,a) I a E Z " } . (3.4) 

Z ŕ(c) < (1,0) plyne, že také (r + 1) x xm © x = (r + 1) x - i (m x -.c) © c < (1,0), 
a proto musí zároveň platit: 

mx^c E {(l,a) | a E Z " } . (3.5) 

Předpokláde jme , že c je tvaru c = (1 — /c/j , a), kde /c > 0 je celé číslo a a G Z ~ . 
Pak podle (3.4) a (3.5) musí platit: 

(mk/j,a) E { ( l , a ) | a G Z - } , 

(1 - (m - l)fc/ j + 1 - j/k, a) G {(1, a) | a G Z " } . 
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To implikuje nerovnosti: 

mk/j > 1, 

1 - ( m - l)k/j + 1-j/k > 1, 

po úpravě mk > j a m/c < j. Takže j = rak a tedy m \ j. T j . j je h ledaný index 
z množiny J U J . 

Pro předpoklad , že existuje i takové, že identita t(x) = 1 nepla t í v Si, by 
důkaz vypadal úplně to tožně , pouze bychom mís to dvojic (u,v) uvažovali prvky 
u e Si. • 

D ů s l e d e k 3.5.13. V(Sm) C V(S ,„) právě tehdy, když m dělí n. 

V ě t a 3.5.14. Nechť I a J jsou konečné množiny přirozených čísel. Pak platí: 

V(Sm) c v ({St \i E /} u {S? I j e J} ) ( 3 .6 ) 

právě tehdy, když existuje n E I U J takové, že m dělí n. 

Důkaz. Existuje-li n E I U J takové, že m dělí n, pak je Sm podalgebra Sn. T í m 
je dokázána implikace zprava doleva. 

Nechť p la t í inkluze ( 3 . 6 ) , dále nechť r = max (J U J ) a nechť t(x,y,z) je 
term: 

t(x,y,z) = (r + 1) x [(m - 1) x-ur e x] © (r + 1) x x m © (r x -iy © z) V y . 

Zvolíme-li x = (*j=i, 0), y = (1, - 1 ) a z = (0, 0), pak: 

^ ( ( ^ , 0 ) , ( 1 , - 1 ) , ( 0 , 0 ) ) = ( 1 , - 1 ) . 

Takže identita t{x,y,z) = (1,0) nepla t í v 5 ^ , a proto nepla t í ani ve varietě 
V ({Si \ i E 1} U {Sf I j E J}). To znamená , že identita b u ď nepla t í v Si pro 
některé i E I, nebo nepla t í v pro některé j E J. 

Ukážeme, že identita t(x,y,z) = 1 p la t í v Si pro každé i E I. K tomu 
si s tačí uvědomit , že pokud se nějaký prvek sčítance rovná jedné , pak se celý 
sčí tanec rovná jedné . Uvažujme (r x ->y © z) V y. Pokud ->y > 0, pak r x —>y — 1, 
protože r > i pro každé i , a pokud ->y = 0, pak y = 1. V každém př ípadě je tento 
sčí tanec roven 1, a proto indetita t(x,y,z) = 1 p la t í pro libovolné i E I a x, y, 
z E Si. 

Vzhledem k dříve zmíněnému to znamená , že n u t n ě existuje j E J takové, 
že identita nepla t í v Sf. T j . existuje a, b, c E Sf tak, že t(a,b,c) < (1,0). 
Použijeme-li nyní to tožné argumenty jako v důkazu věty 3.5.12 dos táváme tvrzení 
t é t o věty. • 

D ů s l e d e k 3.5.15. V(Sm) C V(Sn) právě tehdy, když m dělí n. 
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Nyní m á m e vše př ipraveno pro to, abychom uvedli jednu z nej důležitějších 
vět t é t o kapitoly. 

V ě t a 3.5.16. Pro každou netriviální vlastní podvarietu V C MV existují konečné 
množiny přirozených čísel I a J takové, že platí: 

V = V{{Sl\zeI}u{S^\3eJ}). 

Důkaz. Podle věty 3.5.1 existuje množ ina {Ak \ k G K} MV-řetězců, k te ré gene
rují V . Pokud pro Ak p la t í ord(Afc) = n, pak je podle věty 3.4.8 Ak izomorfní s Sn, 
t akže V(Ak) = V(Sn). Pokud je Ak taková, že ord(Ak) = OJ a h(Ak) = m, pak 
podle věty 3.5.11 je V(Ak) = V(Sm). Pokud by Ak byla taková, že h(Ak) = OJ, 
pak by podle důsledku 3.5.6 platilo V(Ak) = M.V, to je ale spor s p ředpokladem. 
Takže pro každé k E K se V(Ak) rovná buď V(Sn) nebo V(Sm). To znamená , že 
existují I, J C N takové, že V = V({Si \ i G i"} U {Sf \ j G J } ) . K d y b y I byla 
nekonečná, pak by podle věty 3.5.4 platilo V = M.V. To je spor. Pokud by J byla 
nekonečná, pak, protože Sj je podalgebra pro každé j G J, by opět díky větě 
3.5.4 platilo V = M.V - spor. Takže I i J jsou konečné. • 

3.6. S v a z y p o d v a r i e t 

Pro libovolnou varietu V zavedeme toto značení: A (V) bude označovat svaz 
všech podvariet variety V . Dále T bude vždy označovat t r iviální varietu. Je jasné, 
že variety MV-algeber vzhledem k množinové inkluzi tvoř í úp lný svaz. Věty 3.5.12 
a 3.5.14 napovídaj í , že A(V(Sn)) a A(V(Sn)) budou souviset se svazem dělitelů 
čísla n. V t é t o podkapitole tuto souvislost přesně popíšeme. 

Nechť Dn je svaz dělitelů čísla n a nechť M je množ ina všech ant i ře tězců ve 
svazu Dn. Pro každé dva ant i ře tězce A, B G M definujme relaci < takto: 

A < B Va G A 3b G B: a \ b. 

L e m m a 3.6 .1 . Nechť M a < jsou jak výše. Pak ( M , <) je svaz. 

Důkaz. Ukážeme, že < je uspořádán í . Reflexivita je zřejmá. Nechť A, B G M, 
dále nechť p la t í A < B a zároveň B < A. P ředpok láde jme A ^ B. Bez ú jmy na 
obecnosti můžeme p ředpok láda t , že existuje c E A\B. Z A < B plyne, že existuje 
b takové, že c | b. Dále protože B < A, tak existuje a takové, že b \ a. Z tranzit ivity 
děli telnosti plyne, že pak c | a. Buď c ^ a, pak ale A není ant i ře tězec - spor, 
nebo c = a, pak ale z c = a \ b, b \ a = c plyne a = b = c, což je opět spor. 
Takže A = B, tj. < je ant isymetr ická. Nechť A < B a zároveň B < C. Z definice 
je jasné , že pro každé a E A existuje c G C tak, že a \ c, proto A < C a < je 
t ranz i t ivní . 
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Zat ím m á m e , že ( M , <) je u s p o ř á d a n á množina . Nyní ověříme, že pro každé 
dva ant i ře tězce z M existuje jejich supremum a infimum. Nechť A G M, označme 
LA = UaeA -^(a)> kde L (a) je dolní kužel prvku a ve svazu Dn. Takže plat í : 

LA = {x e Dn \ 3y e A: x \ y}. 

Dále budeme používat M a x (X) jako označení množiny vsěch maximáln ích p rvků 
množiny X ve svazu Dn. Nejprve ověříme, že M a x ( L J 4 f l L s ) je infimum A. 
B G M. Je zřejmé, že M a x f ^ L ^ f l L s ) je ant i ře tězec. Nechť C G M je takové, 
že M a x {LA C\ Lb) < C < A, B. Pokud c G C, pak z C < A, B plyne, že existuje 
a E A, b E B tak, že c | a a c | b, a proto c G L ( a ) C a c G L{b) C L B . To 
z n a m e n á c G L ^ fl L B , a proto C < M a x {LA O LB), tedy C = M a x ( L ^ fl LB). 
Takže skutečně p la t í inf [A, B) = M a x {LA H L ^ ) . 

Nyní ověřme, že M a x {LA U L B ) , je supremum A, B E M. Opě t je zřejmé, 
že M a x ( L ^ U LB) je ant i ře tězec. Nechť C G M je takové, že A, B < C < 
M a x {LA U L b ) . J i s tě p la t í M a x ( L A U L B) C AUB. Nechť d G M a x ( L 4 U LB) . 

Pak d E AU B a z A, B < C plyne, že existuje c G C takové, že d \ c. Tzn. 
M a x {LA U LB) < C , tj. C = M a x ( L 4 U LB). Takže sup(A, 5 ) = M a x {LA U L B ) . 

• 
V ě t a 3.6.2. Svaz M, který vznikl výše uvedeným způsobem ze svazu Dn, je izo
morfní se svazem A{V{Sn)). 

Důkaz. Definujme zobrazení / ' : M —> A{V{Sn)). P ro každé A G M nechť plat í : 

f {A) = V{{Sa \aeA}). 

zobrazení / je zřejmě injektivní. Nechť V C V{Sn). Pak podle věty 3.5.16 existuje 
/ tak, že V = V {{Si \ i G / } ) . Dále podle věty 3.5.12 V {Si) C V{Sn), právě když 

1 

Obrázek 2: Hasseův diagram svazu D30. 
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i I n , tedy I C Dn. K d y b y byly j, k E I takové, že j \ k. Pak by opět podle 
věty 3.5.12 V(Sj) C V(S'fc) a mís to množiny I bychom mohli vybrat množinu 
/ \ {j}, neboť by platilo V = V({St \ i E / } ) = V ({St \ i E l \ {j}}). Můžeme 
tedy p ředpok láda t , že množ ina I je ant iřetězec, tedy I E M a zřejmě / ( / ) = V . 
Dohromady m á m e , že / je bijekce. 

Ukážeme, že / je izotonní zobrazení . Nechť A, B E M, A < B. Pak 
zřejmě pro každé a existuje b tak, že V(Sa) C V(Sb) a z toho důvodu j is tě také 
V ({Sa | a G A } ) C U ({<S& | 6 G -B}). T j . / je izotonní zobrazení . 

Dále nechť V i C V2 C V(Sn). Pak existují množiny J i , J 2 tak, že V i = 
V ({Si I i G i i } ) , V2 = ^ ( { ^ i I i G /2i)- Navíc můžeme p ředpok láda t , že J i , J 2 

jsou ant i ře tězce svazu Dn. J i s tě V(ÍS'Í) C V2 pro každé i G I\. To podle věty 3.5.12 
implikuje, že pro každé i E h existuje j E I2 tak, že i \ j, tj. I\ < Í2- To znamená , 
že / _ 1 je izotonní. • 

Nechť {l,o;} je dvouprvkový řetězec kde 1 < u. Označme svaz D1^ = Dn x 
{l,o;}. Pokud nebude hrozit nebezpečí nedorozumění , budeme prvky svazu 
zapisovat stručněji , mís to (k, 1) budeme psá t jen k a mís to (k,u) psá t jen k^. 
Stejně jako jsme zkonstruovali M ze svazu Dn, zkonstruujeme svaz Mu ze svazu 
D^- Konkré tně Mu bude množ ina ant i ře tězců a < bude definováno takto: 

A<B 3b E B:a<b 

kde a = (a, u) < (b, v) = b, právě když a \ b a u < v. 

V ě t a 3.6.3. Svaz , který vznikl výše uvedeným způsobem ze svazu D^, je 
izomorfní se svazem A(V(S^)). 

Důkaz. Nechť M je svaz ant i ře tězců svazu Dn x {1}. Je zřejmé, že M je podsvaz 
M w a že M je izomorfní se svazem M. Nechť tp: M —> M je izomorfismus. 

Obrázek 3: Hasseův diagram svazu D' 
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Definujme zobrazení g: M" ->• A(V(S%)). Pro každé A G M" nechť plat í : 

9{A) 
jf(ip(A)) jestliže A e M, 

[V({Sa | a G A } U {S£ | ď G A}) jinak, 

kde / je zobrazení z předchozího důkazu. Díky v ě t á m 3.5.12, 3.5.14 a protože / 
je injektivní, je jasné , že g je také injektivní. 

Dokažáme, že g je surjektivní. Nechť V C V(S%). Je-li V = V ({Si \ i G / } ) , 
pak stejně jako v důkazu předchozí věty, můžeme p ředpok láda t , že I je ant i ře tězec 
a / e t f = l c M w . Takže #(/) = V . Je-li V = V ({Si \ i G /} U {S^ | j e J} ) , 
pak opět díky v ě t á m 3.5.12 a 3.5.14 můžeme p ředpok láda t , že J x {!}, J x {u;} 
jsou ant i ře tězce svazu M w . Dále víme, že J x {1} U J x {u;} je také ant i ře tězec 
svazu Mu, neboť kdyby existovalo k G / x {1} takové, že k < ju, pak bychom 
mís to I mohli vzít množinu I\{k} a po řád bychom měli generá tory stejné variety, 
neboť V (Sk) C V (S"). Z vět 3.5.12 a 3.5.14 také plyne, že g a g-1 jsou izotonní. 
Takže g je izomorfismus. • 

L e m m a 3.6.4. Svaz D% je izomorfní se svazem Dnp, kde p je prvočíslo, které 
nefiguruje v rozkladu čísla n. 

Důkaz. Definujme zobrazení / : Dnp —> takto: 

f (a) = 
a, 1) pokud p f a G A, 

a, u) pokud p | a G A. 

Zobrazení je zřejmě bijektivní. Nechť a, b E Dnp, a \ b. Pokud p \ a, b nebo pokud 
p \ a, b, pak j is tě f (a) < f (b). Situace, kdy p \ a a p \ 6, nemůže nastat. Nechť 
p\a,p\b. Pak f (a) = (a, 1) < {b, u) = f (b). • 

V ě t a 3.6.5. Svaz A(V(S%)) je izomorfní se svazem A(V(Snp)), kde p je prvočíslo, 
které nefiguruje v rozkladu čísla n. 

Důkaz. Podle předchozího lemmatu jsou Dnp a izomorfní. Proto musí být 
také svaz M vzniklý ze svazu Dnp izomorfní se svazem M w vzniklým ze svazu 
.D^. Tvrzení věty dostaneme použ i t ím věty 3.6.2 a věty 3.6.3. • 

Tato vě ta n á m říká, že svazy podvariet variety generované nekonečnými 
řetězci S% se nijak neliší od svazů podvariet variety generované konečnými řetězci 
Sn-

L e m m a 3.6.6. Dn je Booleův svaz právě tehdy, když prvočíselný rozklad čísla 
n obsahuje prvočísla pouze v první mocnině, tj. n = p\p<i.. .pk, kde pi ^ p j pro 
každé i j. 

Důkaz. Trvzení je zřejmé. • 
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D ů s l e d e k 3.6.7. D% je Booleův svaz právě tehdy, když Dn je Booleův svaz. 

Je známo, že volné d is t r ibut ivní svazy lze reprezentovat jako ant i ře tězce 
některého Booleovského svazu s te jným způsobem, j a k ý m jsme reprezentovali svaz 
A(V(Sn)) pomocí ant i ře tězců svazu Dn. Navíc volný d is t r ibut ivní svaz m á právě 
tolik generá torů , kolik m á Booleovský svaz a tomů. Dohromady s lemmatem 3.6.6 
a větou 3.6.2 to implikuje následující větu. 

V ě t a 3.6.8. Je-li Dn Booleův svaz, pak je k{V(Sn)) svaz, který je izomorfní s vol
ným distributivním svazem o k generátorech, kde k je poěet prvočísel v rozkladu 
čísla n. 

D ů s l e d e k 3.6.9. Je-li Dn Booleův svaz, pak A(V(S%)) je svaz, který je izomorfní 
s volným distributivním svazem o k + 1 generátorech, kde k je počet prvočísel 
v rozkladu čísla n. 

V ě t a 3.6.10. Varieta M.V je aritmetická, tj. permutabilní a distributivní. 

Důkaz. Stačí dokázat , že existuje takový term p(x,y,z), že p la t í p(x,y,y) = x, 
p(x, x,y) — y a p(x, y, x) = x. Ukážeme že term: 

p{x, y, z) = ({x 0 -.y) © z) A ({{z 0 -y) © x) A (x V z)) 

tyto p o d m í n k y splňuje. P la t í : 

p(x, y, y) = ( - ( - x © y) © y) A {{{y 0 -.y) © x) A (x V y)) = 

= (-"(->y © x) © x) A (x A (x V y)) = x, 

p(x, x, y) = ((x 0 - ix) © y) A © x) © x) A (x V y)) = 

= y A ( ( - ( - x © y) © y) A (x V y)) = y, 

p(x, y, x) = ((x 0 -iy) © x) A (((x 0 -iy) © x) A x) = 

= ((x 0 -iy) © x) A x = x. • 

D ů s l e d e k 3 .6 .11. S W z A ( A 4 V ) je distributivní. 

Poznámka 3.6.12. To, že je svaz A ( A 4 V ) dis t r ibut ivní , bychom mohli vypozorovat 
už z dřívějšího tvrzení , že každá MV-algebra tvoř í svaz. P l a t í to t iž obecně toto 
tvrzení : Nechť V je varieta algeber v jejímž jazyce jsou svazové operace (nebo jsou 
nad t ímto jazykem definovatelné) - tj. každá A G V je svaz. Pak V je kongruenčně 
d is t r ibut ivní varieta. 
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4. Ax ioma t i zace podvariet M V 

Tato kapitola čerpá předevš ím z [7] a z kapitoly 8 z [4]. 

4.1 . A x i o m a t i z a c e V(S^) 

V t é t o podkapitole budeme často pracovat s př i rozenými násobky a mocni
nami. Ukažme proto, jak přesně tyto násobky vypada j í v S% — r ( Z ^ x Z , (1,0)). 

Í
(mx, my) jestl iže mx < 1 nebo 

mx = 1 a x < 0, 

(1,0) jinak, 

{ {mx — (m — 1), my) jestl iže mx > m — 1 nebo 

mx = m — 1 a y > 0, 
(0,0) jinak. 

Také se bude hodit vědět , jak vypada j í př i rozené mocniny p rvků v Sn = r ( Z - , 1): 

xm = m a x { 0 , 1 — m x (1 — x)} — max{0, m x x — (m — 1)}. 

Označme fC{n) podvarietu AiV, k t e rá splňuje identitu: 

( ( n + 1) x xnf = 2 x xn+1. (4.1) 

V ě t a 4 .1 .1 . Nechť A je MV-řetězec a nechť n G N . Pak h(A) < n, právě když 
AeK(n). 

Důkaz. Nejprve dokážeme implikaci zleva doprava. Ukážeme, že Sf G JC(n) pro 
každé 1 < i < n. Pokud je n = 1, pak je indentita (4.1) tvaru (x © x)2 = x1 © x2. 
Nechť (M,W) G á 1^. Jestl iže M = 0, v > 0, pak se levá i pravá strana rovná (0,0), 
jestliže u — 1, v < 0, pak se levá i p rává strana zřejmě rovná (1,0). Dohromady 
Si G /C(l). Nechť n > 1 a 1 < i < n a nechť (u,v) G á 1^. Uvažujme několik 
př ípadů: 

(1) Je-li u — 1, v < 0, pak zřejmě: 

((n + 1) x (ti, t;)") 2 = (1, O) 2 = (1, 0) = 2 x (1, 

(2) Je-li u = — a v > 0 , pak buď (u, v)n = (0, nv) pro i = n, nebo (u, v) = 
(0,0) pro i < n. V obou př ípadech je ale ((n + 1) x (u,v)n)2 = (0,0). N a 
druhou stranu p la t í (u, v)n+1 = (0,0) pro každé 1 < i < n, t akže také 
2 x (M,W)™+1 = (0,0). 

18 



(3) Nenastane ani j ed iná z možnost í (1) a (2). To z n a m e n á (u, v) < ( ^ , 0 ) . 
V tomto př ípadě využijeme vlastnosti z lemmatu 1.1.7 (7), tj. x < y impl i 
kuje xn < yn. Tedy v našem př ípadě to z n a m e n á (u, v)n < 0)™ = (0, 0). 
To opět implikuje, že prává i levá strana (4.1) se rovná (0, 0). 

Máme , že Sf G fC{n) pro každé 1 < i < n. Nechť h(Ä) — i < n. Pokud je A 
j ednoduchá , pak je oid(A) = i, a podle věty 3.4.8 p la t í A = Si. P ř i t o m Si je 
podalgebra Sf, t akže A G fC{n). Pokud A není j ednoduchá , pak je ord(A) = u 
a podle věty 3.5.11 p la t í V (A) = V (S?), a proto A G K,(n). 

Nyní dokážeme opačnou implikaci. Nechť A G fC{n). Stačí dokázat , že pro 
každé j > n p la t í Sj fC{n). Skutečně, neboť podle věty 3.5.5 pak pla t í , že 
h(A) < m pro některé m G N , a podle důsledku 3.4.9 pak pla t í A/Rad(A) = Si 
pro některé 1 < i < m. To společně s t ím, že A/Rad(A) G JC(n), pak implikuje 
h(A) < n. 

Nechť tedy S j je takové, že j > n, a nechť x G Sj. Chtěli bychom, aby 
platilo (n + 1) x xn = 1 a zároveň 2 x xn+1 < 1. Zřejmě (n + 1) x xn — 1 plat í , 
právě když p la t í (n + l)(nx — (n — 1)) > 1. Dále 2 x xn+1 < 1 pla t í , právě když 
pla t í 2(n + l)x — 2n < 1. Po úpravě nerovnost í dostaneme, že musí platit: 

n 2n + 1 
< x < n + 1 ~ 2n + 2 

L ^ 
aby byly splněny tyto nerovnosti 
Nyní si uvědomme, že x je tvaru j , kde fc e { 0 , 1 , . . . , j } . Hledáme tedy tak, 

n k 2n + 1 . 
< - < . 4.2 

n + 1 _ j 2n + 2 v 1 

Je-li n < j < 2n + 2, pak stačí za k vzít j — 1. Pokud je j > 2n + 2, pak existují 
celá čísla q, r taková, že j = (2n + 2)q + r a q > 1, r < 2n + 2. Zabývejme se 
nejprve pravou nerovnost í (4.2). Po vynásobení j dostaneme: 

2n + l 
fc < (2n + l)o + r . 

V H 2n + 2 

Z r < 2n+2 plyne, že ̂  < §^žjž|. Takže stačí vzít = j — q—1 = (2n + l )g+r —1. 
Levá nerovnost (4.2) je zřejmě také splněna, neboť k > 2n. • 

D ů s l e d e k 4 .1 .2 . /C(n) = V({Sf | i G { 1 , . . . , n}}) 

Z předchozích kapitol víme, že lze vybrat ješ tě méně generá torů t é to variety. 
Označme: 

5(n) = {i G N I i dělí n}. 

D ů s l e d e k 4 .1 .3 . /C(n) = V({Sf | i G {1, 2 , . . . , n} \ 5(n)}) 
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Cílem t é t o podkapitoly je nají t identity pro varietu V(S%). Musíme tedy 
ještě k iden t i t ám fC(n) p ř ida t takové identity, k teré nebudou splněny ve všech Sp 

(proto ani v Sp), kde p G { 1 , 2 , . . . ,n} \ S(n), tj. p nedělí n, ale budou splněny 
v S%. Pak tot iž dostaneme přesně indetity axiomatizující V(S%). 

Pro každé n G N , n > 3, označme fC{n,p) podvarietu M.V splňující identitu: 

(p x xP'1)^1 = (n + 1) x xp, kde K p < n. (4.3) 

V ě t a 4.1.4. Pro každé n > 3 al<p<njeS%e K,(n,p). 

Důkaz. Nechť x G S%. Postupujme tak, že budeme uvažovat několik p ř ípadů: 

(1) Předpokláde jme , že xp~x = 0. Pak xp = 0 a x splňuje identitu (4.3). 

(2) Nyní předpokláde jme, že x = (u,v), xp~x > 0 a i p = 0. Pak u < p—^-. Z toho 
plyne p(p — l)u — p(p — 2) < 1, proto: 

p x xv~x = (p(p - l)u -p{p - 2),p(p - l)v) G S % \ {{l,m) | m G Z " } . 

To ovšem implikuje (p x xp~r)n+1 = 0, neboť pro y G S% p la t í yn+1 > 0, 
právě když y G {(l,m) \ m G Z - } . 

(3) Nakonec předpokláde jme, že x = (u,v), xp > 0. Pak u > > 
to implikuje pu(p — 1) — p(p — 2) > {p — l ) 2 — p(p — 2) = 1, a proto 
p x xv~x = (1, 0). Pro druhou stranu p la t í (n + 1) x xp = (1,0). • 

V ě t a 4 .1 .5 . Pro každé n>3al<q<njeSqE fC{n,p), právě když p nedělí q. 

Důkaz. Nejprve dokažme implikaci zleva doprava. Nechť Sq G JC(n,p) a nechť 
q = kp pro některé k G Z + , x G Sq \ {1}, x = Pak plat í : 

p x xv~x =p((p- i ) ^ — - (P - 2 ) ) = 

x p = (p — 1) = 0. 

To je spor. 
Dokažme opačnou implikaci. Nechť p nedělí q a nechť x G Sq. Uvažujme 

př ipady: 

(1) Nechť xv~x = 0. Pak j is tě t aké r = 0 a identita (4.3) pla t í . 

(2) Nechť xp~x > 0 a xp = 0. Pak x < ^, a protože p nedělí q, tak j is tě x < 
a to implikuje p x x p _ 1 = px(p — 1) — p(p — 2) < (p — l ) 2 — p(p — 2) < 1. 
To znamená , že (p x xp~v)n+1 = 0. 
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(3) Nechť xp 1 > O a x p > 0. Pak x > p—^-) což implikuje px(p— 1)— p(p—2) > 1. 
tedy p x x p _ 1 = 1. Z druhé strany x p > 0 a p < n implikuje (n+ 1) x x p = 1. 

• 
D ů s l e d e k 4.1.6. Pro fcaidé n > 3 a l < p < n platí Sp £ IC(n,p). 

Dále označíme "H(n) = lC{n) pro n = 1, 2 a pro každé n > 3 označíme: 

W(n) = /C(n) n f]{lC(n,p) | 1 < p < n, p £ ó(n)} 

V ě t a 4.1.7. Pro každé n > 3 je V(S%) = U{n). 

Důkaz. Z věty 4.1.1 a 4.1.4 plyne, že V(S%) C %(n). Dokažme i opačnou inkluzi . 
P la t í , že "H(n) je vlas tn í podvarieta AiV, proto dle věty 3.5.16 existují množiny 
přirozených čísel J , J takové, že %(n) = V ({Si \ i E 1} U {Sj \ j E J } ) . Pro tože 
S% G 7í(n), tak n \ j pro některé j E J. Z věty 4.1.1 víme, že j < n pro každé j E 
J. Proto n = j pro některé j E J, z čehož díky důs ledku 4.1.6 plyne, že k \ n — j 
pro každé k E J a některé j E J. To znamená , že %(n) = V ({Si \ i E 1} U {S%})-
Z důsledku 4.1.6 také plyne, že Si E %(n) jen tehdy, když i \ n. Takže dohromady 
m á m e , že %(n) = V(S%). D 

D ů s l e d e k 4.1.8. Pro každé n > 3 je varieta V(S%) axioraatizována identitami: 

((n + 1) x x™)2 = 2 x xn+1, 

(pxxp-r)n+1 = ( n + 1 ) xxp, 

kde 1 < p < n a p £ ô (n). 

Poznámka 4.1.9. Jak v y p a d á axiomatizace V(Sf) a V(S%) plyne už z věty 4.1.1, 
neboť h(S^) = 1 a je podalgebra . Konkré tně V(Sf) je ax iómat izovaná 
identitou: 

(x © x ) 2 = x 2 © x 2 , 

V( < S , 2) je ax iómat izovaná identitou: 

ty "ť tBx j — j/ ty •t • 

P ř í k l a d 4 .1 . Varieta V(SQ) je ax iómat izovaná identitami: 

(7 x x 6 ) 2 = 2 x x 7 , 

(4 x x 3 ) 7 = 7 x x 4 , 

(5 x x 4 ) 7 = 7 x x 5 . 
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4.2. A x i o m a t i z a c e V(Sn) 

Označme C(n) podvarietu M.V splňující: 

n x x = (n + 1) x x. (4.4) 

L e m m a 4 .2 .1 . Nechť A je MV-řetězec a n G N . Pak oid(Á) < n, právě když 
Ae£(n). 

Důkaz. Nejprve dokážeme implikaci zleva doprava. Nechť ord(A) = m < n. Pak 
podle věty 3.4.8 p la t í A = Sm. Snadno vidíme, že Sm splňuje identitu (4.4), neboť 
ve s t a n d a r d n í MV-algebře n x — = 1, právě když m < n. 

Nyní dokážeme opačnou implikaci. Nechť A G C(n). Ukážeme, že A je jed
noduchá . Nechť x G A \ {0}. K d y b y n x x < 1, pak by platilo (n + 1) x x — 
(n x x)@x < 1. Podle lemmatu 1.1.6 (2) to implikuje x — 0 - spor. M á m e tedy, že 
n x x = 1 pro každé x G A\ {0}. Podle věty 3.3.2 to znamená , že A je j ednoduchá . 
T j . A je izomorfní s něk te rou podalgebrou s t a n d a r d n í MV-algebry. Z věty 3.3.3 
plyne, že m á m e dvě možnost i : 

(1) A = Sm pro některé m G N . 

(2) A je izomorfní s nekonečnou podalgebrou s t a n d a r d n í MV-algebry. Označme 
j i S. To podle 3.5.2 znamená , že S je h u s t á v [0,1]. 

V p ř ípadě (1) je jasné , že musí platit m < n. K d y b y tot iž m > n, pak by stačilo 
vzít prvek — G Sm a identita (4.4) by neplatila. Uvažujme p ř ípad (2), tj. A = S. 
Vezměme prvek x E S tak, že 0 < x < ^j-j- ( takový prvek existuje, protože S je 
hus t á v [0,1]). Pak zřeme n x i < ( n + l ) x i < l - spor. • 

Podobně jako v př ípadě axiomatizace V(S%) je p o t ř e b a nějak „vyjmout" 
z C(n) algebry Sp, kde 1 < p < n, p S(n). K tomu můžeme použí t stejnou 
sadu identit jako v předchozím př ípadě , tedy identity JC(n,p), neboť Sp ^ )C(n,p) 
(důsledek 4.1.6). Takže dos táváme: 

D ů s l e d e k 4 .2 .2 . Pro každé n > 3 je varieta V(Sn) axiomatizovaná identitami: 

n x x = (n + 1) x x, 

(pxxp-r)n+1 = ( n + 1 ) xxp, 

kde 1 < p < n a p £ ô (n). 

Poznámka 4.2.3. Varieta V(Si) je axiomat izovaná identitou: 

x © x = x. 

J e d n á se o varietu t e rmově ekvivalentní s varietou Booleovských algeber. 
Varieta U(5,2) je axiomat izovaná identitou: 

•y f^T\ Y' Y' Y' Y' 
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4.3. A x i o m a t i z a c e l i b o v o l n é p o d v a r i e t y 

Začneme s t ím, že se podíváme, jak vypada j í variety generované pouze mno
žinou nekonečných MV-ře tězců S%. Nechť J = { j i , j 2 , • • • ,jk} je množ ina přiro
zených čísel takových, že je splněno: ji < J2 < • • • < jk', js nedělí jt pro každé s, 
t E {1, 2 , . . . , k}, s ť, jk > 5, k > 2. Označme E 0 sys tém indentit: 

({jk + 1) x xjkf = 2 x xjk+1, (4.5) 

(p x xp-ryk+1 = (jk + 1) x x p , (4.6) 

kde 1 < p < jk jsou taková, že p S(js) pro každé s E {1, 2 , . . . , /c}. Dále označme 
•4(ji5 J2) • • •, jfc) varietu axiómat izovanou identitami E 0 a označme A(n) = %(n). 
A(2 ,3 ) = /C(3) a A(3 ,4 ) = /C(4). 

V ě t a 4 .3 .1 . Pro fcaždé j i < j 2 < . . . < takové, že js S(jt) pro všechna s, 
t G {1, 2 , . . . , s ^ t, a kde k > 2 a jk > 5, platí: 

V(Sl,Sl,...,Sl) = A(jl,j2,...,Jk). 

Důkaz. Pro zjednodušení záspisu označme .4. = A(ji,J2,---,jk)- Nejprve do
kažme inluzi V(S£, S £ , . ..,S?) C A Podle věty 4.1.1 a věty 4.1.4 je SV e A 
Nechť j < jk- Pak díky v ě t á m 4.1.1 a 4.1.5 a díky tomu, že p ^ <5(js) P r o 

každé s G { 1 , 2 , . . . , /c}, p la t í S? G A To znamená , že V (S?, S£,..., S £ ) C 
^ ( Í l , Í 2 , - • •, jfc). 

Nyní dokažme opačnou inkluzi . Podle věty 3.5.16 existují C, D G N takové, 
že A = V({SC | c G C } U {S^ | d G P } ) . Z věty 4.1.1 plyne c, d < jk pro všechny 
c E C, d E D. Nechť c E C, d E D a nechť je 1 < q < jk takové, že q S(js) 
pro každé s E { 1 , 2 , . . . , k}. Pak podle důs ledku 4.1.6 Sq A To znamená , že c, 
d nemohou být j iné, než takové, pro které p la t í c G S(js) a d E ô(jt) pro některé 
s, t E {1,2,..., k}. Takže A C V ( S £ , S £ , . . . , S £ ) . • 

D ů s l e d e k 4.3.2 . Varieta V(Sjl,Sj2,..., S^) je axiomatizovaná systémem identit 
>;»• 

P ř í k l a d 4 .2 . Varieta U ( S g , S 5 , S g ) je axiomat izovaná identitami: 

(9 x x 8 ) 2 = 2 x x 9 , 

(6 x x 5 ) 9 = 9 x x 6 , 

(7 x x 6 ) 9 = 9 x x 7 . 

Nyní se pod íváme na variety, k te ré maj í mezi generá tory také konečné M V -
řetězce. Označme: 

A(i,J) = 5(i)\\j5(j). 
J6J 
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Nechť J = {ii,2 , • • • ,ii}, J = { j i , j2, • • • ,jk} C N a nechť p la t í i\ < %2 < 
... < ii, ji < j2 < • • • < jk- Dále nechť pro každé i, j E I, i < j p la t í i S(j) 
a také nechť pro každé i, j E J, i < j p la t í i S (J). Navíc pokud J ^ 0, pak ať 
pro každé i E I a každé j E J p la t í i ^ ó(j). Označme n = max(J U J ) a označme 
E i sys tém identit: 

( ( n + 1) x xnf = 2 x xn+1, 

(pxxp-r)n+1 = ( n + 1 ) xxp, 

kde 1 < p < n je takové, že p S (i) pro každé L E IUJ. Dále označme E 2 sys tém 
identit: 

(fi + l ) x r = ( í i + 2 ) x xq, 

kde 1 < g < n je takové, že q E l J i e J A(z , J ) . 
Označme £> varietu axiómat izovanou identitami E i U E 2 . Identity E i už 

známe a je j asné jakou hra j í roli . Konkré tně podle věty 4.3.1 identity E i axio

matizuj í varietu V({S" \ i E I U J } ) . Identity E 2 pak „vyjmou" ty Sg, pro které 
q E UIEI A (i, J), a zanechají 

V ě t a 4.3 .3 . Nechť V je vlastní podvárieta M.V. Pak existují množiny I, J C N 
splňující výše uvedené podmínky a V je axiomatizovaná identitami E i U E 2 . 

Důkaz. V ě t a 3.5.16 říká, že existují množiny J , J C N takové, že p la t í V = V ({Si | 
ž G /} U {<Ŝ  | j E J}). Navíc díky v ě t á m 3.5.12 a 3.5.14 lze předpokláda t , 
že I = { z ' i , 2 , . . . ,ii}, J = {ji,J2,---,jk} jsou takové, že ň < i2 < • • • < %i, 
ji < 32 < • • • < jk, dále že pro každé i, j E I, i < j, p la t í i S(j) a také pro 
každé i, j E J, i < j p la t í i ô (j). Nakonec pokud J ^ 0, pak pro každé i E I 
a každé j E J p la t í i ô (j). T j . množiny I, J splňují p ředpok lady věty. Takže 
má.ne V V(S,.S, S^S^S" S £ ) . 

Nejprve dokažme inkluzi V C B. J is tě V C V({Sf \ i E IU J } ) , neboť Si je 
podalgebra 5^ pro každé i E I. Podle věty 4.3.1 V(Sf \ i E J U J ) 1 splňuje identity 
E i , a proto splňuje tyto identity také V . Pro každé iEl,xESi&qE [JieI A(z , J ) 
pla t í xq = 0 nebo ord(x 9 ) < n , a proto (n + 1) x x 9 = (n + 2) x x 9 . Tedy v každé 
Si, i E I, p la t í E 2 . Nyní nechť j E J a x E Sf. P ro tože q nedělí j a protože 
xq > 0 pla t í , právě když x = (u, v) a M > q^L, tak x 9 = 0 nebo ord(x 9 ) < n + l . 2 

Takže ( n + 1) x x 9 = ( n + 2) x x 9 pro každé g G U i 6 J A ( i , J ) . T j . každé Sf, j E J, 
splňuje identity E 2 . T í m je dokázaná inkluze V C B. 

1 Věta 4.3.1 predpokladá množinu indexů, které jsou navzájem nedělitelné, ovšem může se 
stát, že j | i pro některé i e I, j G J. Pak ale platí, že S1" je podalgebra S?, tj. V({Sf | i e 
IUJ}) = V({S? | i e / u (J \ {j e J | j e z e /})}). 

2Když x e S ' ^ ' a a ; = ( i , t i ) , t i < 0 tak ord(x) = n + 1 a pro každé y > x je ord(y) < ord(x). 
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Nyní dokažme opačnou inkluzi . Uvědomme si, že B C V({Sf \ i G / U J} ) , 
neboť, jak už bylo řečeno, tato varieta splňuje indetity E i . Nechť A je některý 
generá tor variety B. Z předešlého plyne (díky v ě t á m 3.5.12, 3.5.14), že buď A = 
Sa nebo A = Sp, kde a, (3 dělí i pro některé i G / U J. Když A = Sa, pak je 
jasné, že A E V, p ro tože A je podalgebra některé Si nebo Sf. Nechť A = Sp, 
P dělí i G I U J , dále nechť x G x = ( ^ , 2 ) , z G Z+. Pak x^ = (0,/3z) 
a (n + 1) x ^ (n + 2) x x$. Proto (3 <£ \JIEI A ( i , J ) , tedy 0 G U i e j <Hj). T o 
znamená , že existuje j E J takové, že (3 dělí j. T j . 5^ je podalgebra a A G V, 
a proto B C V. • 

P ř í k l a d 4 .3 . Ukážeme identity axiomatizující varietu V(Ss, Sg, S%). Zřejmě p G 
{5, 6, 7} a g G {3, 8}. Takže identity, k te ré tuto varietu axiomatizuj í , jsou: 

(9 x x 9 ) 2 = 2 x x 9 , 

(5 x x 4 ) 9 = 9 x x 5 , 

(6 x x 5 ) 9 = 9 x x 6 , 

(7 x x 6 ) 9 = 9 x x 7 , 

9 x x 3 = 10 x x 3 , 

9 x x 8 = 10 x x 8 . 
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5. Var ie ty L B C K - a l g e b e r 

Zdroje t é t o kapitoly jsou kapitola 5 monografie [11], [10, Lemma 1.4] a [19]. 

5.1. B C K - a l g e b r y a L B C K - a l g e b r y 

D e f i n i c e 5.1.1. BCK-algebrou nazveme algebru B = ( 5 , 0 , 0 ) , k t e rá splňuje 
následující identity a kvaziidentitu: 

Pro každé dva prvky BCK-a lgebry definujme relaci: 

x < y x 0 y = 0. 

Je jasné , že takto definovaná relace je reflexivní a ant isymetr ická. V následujícím 
lemmatu (bod (3)) dokážeme, že je t aké t ranz i t ivní , tedy že je u spo řádán ím. 

L e m m a 5.1.2. Nechť B je BCK-algebra. Pak pro každé x, y, z, w G B platí: 

(1) x 0 0 = x; 

(2) x < y implikuje z Q y < z Q x; 

(3) x < y a y < z, pak x < z; 

(4) x < V implikuje x Q z < y Q z; 

(5) x < y a z < w, pak x Q w < y Q z; 

(6) (xGy)Gz = {x Q z) Q y; 

(7) ((x e z) e (y e z)) e (x e y) = o. 

Důkaz. (1) Díky ( B C K 2 ) a ( B C K 3 ) p la t í {x e 0) e x = {x e {x e x)) e x = 0. 
Podle ( B C K 2 ) p la t í (x Q (x 0 0 ) ) 0 0 = 0, tj. x Q (x 0 0 ) < 0. Podle ( B C K 4 ) 
zřejmě 0 < x 0 (x 0 0 ) a použ i t ím ( B C K 5 ) dos táváme x 0 (x 0 0 ) = 0 , proto 
také x 0 0 = x. 

(2) Je-li x 0 y = 0, pak díky ( B C K 1 ) a (1) plat í : 

0 = {{z 0 y) 0 {z 0 x)) 0 (x 0 y) = {z 0 y) 0 {z 0 x ) . 

((x 0 y) 0 (x 0 z)) 0 (z 0 y) = 0, 

(x e {x e y)) e y = o, 
x 0 x = 0, 

O 0 x = 0, 

x 0 y = O & y 0 x = O =>- x = y. 

( B C K 1 ) 

( B C K 2 ) 

( B C K 3 ) 

( B C K 4 ) 

( B C K 5 ) 
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(3) Nechť x < y a y < z. Využi t ím (2) dostaneme xQz<xQy = 0. P ro tože 
podle ( B C K 4 ) 0 < x Q z, tak použ i t ím ( B C K 5 ) získame xQz = 0, tj. x < z. 

(4) Využijeme ( B C K 1 ) a (1). P la t í : 

o = ((x e z) e (x e y)) e (y e z) = (x e z) e (y e z). 

(5) Podle (2) p la t í xQw<xQza podle (4) p la t í x Q z < y Q z. Takže díky 
(3) p la t í x Q w < y Q z. 

(6) Vezmeme-li v ( B C K 1 ) mís to z term x Q z dostaneme: 

{x e y) e (x e (x e z)) < (x e z) e y. 

Z ( B C K 2 ) pak plyne x © (x Q z) < z a z (2) pak: 

(x e y) e z < (x Q y) e (x e (x e z)), 

t akže díky (3) p la t í (x Q y) Q z < (x G z) Q y. Záměnou y a z bychom 
s te jným postupem získali t aké opačnou nerovnost a využi t ím ( B C K 5 ) pak 
požadované tvrzení . 

(7) Plyne p ř ímo z ( B C K 1 ) a (6). 

• 
BCK-a lgebry netvoří varietu. To ukážeme na příkladě: 

P ř í k l a d 5 .1 . [19] Uvažujme množiny Z+ A = {ak \ k E Z+}, B = {bk | k E Z+} 
a nechť U = Z + U A U B. N a U definujeme b inárn í operaci 0 tak, že pro každé 
k, l, m E Z + plat í : 

í 0 jestliže / < k. 
ďk © ai = bk 0 bi = < 

I / — k jestliže / > k: 

k G )/ = í 0 
jestliže A; < / 

l * - - Z jestliže k > l 

M 3 a i = = M 3 bi+ť, 

3 ^ = = «/c í 

M 9/ = 
a f c ( 9/ = 

) ai = k 0 6i = 0. 

D á se ukáza t , že (U, 0, 0) je skutečně BCK-a lgebra (podrobně v [19]). N a obrázku 
6 si můžeme prohlédnout , jak v y p a d á její u spořádán í . 

•57 



* o 

Obrázek 6: Hasseův diagram BCK-a lgebry (U, 0 , 0 ) . 

Nyní uvažujme ekvivalenci 9, jejíchž t ř ídy rozkladu jsou právě množiny Z + , 
A, B. Není těžké vidět , že 9 je kongruencí . Ovšem faktorová algebra (U/9, 0 , Z + ) 
není BCK-a lgebra , neboť p la t í A Q B = Z + = B Q A, ale A ^ B, tj. nepla t í 
( B C K 5 ) . 

Poznámka 5.1.3. V předchozím př íkladě si můžeme povš imnout , že (Z+UA, 0, 0) 
a (Z+ U B, 0, 0) jsou {0, 0}-redukty MV-ře tězců izomorfních s T (ZxZ, (1, 0)) = 
Sf. 

D e f i n i c e 5.1.4. Řekneme, že BCK-a lgebra je komutativní, jestliže v ní plat í 
identita: 

x © (xQy) = y © (y Q x). ( K B C K 1 ) 

Označme x Ay — x Q (x Q y). Ukážeme, že komuta t ivn í BCK-a lgebry tvoří 
dolní polosvazy. Zřejmě p la t í x A y < x, y. Je-li z < x, y, pak dvoj i tým použi t ím 
lemmatu 5.1.2 (2) dostaneme y Q (y Q z) < y 0 (y 0 x). To díky komuta t iv i t ě 
implikuje x Ay > z Q (z Qy) = z Q0 = z. Takže x A y je skutečně infimum x a y. 

V ě t a 5.1.5. Algebra (B,Q,0) typu (2,0) je komutativní BCK-algebrou, právě 
když splňuje identitu (KBCK1), (BCK3) a identity: 

(x © y) © z = (x © z) © y, ( K B C K 2 ) 

x © 0 = x. ( K B C K 3 ) 

Důkaz. Nechť (£?,©, 0) je algebra splňující p o d m í n k y věty. Nejprve dokážeme 
( B C K 5 ) . Nechť x © y = 0 a zároveň y © x = 0. Pak díky ( K B C K 1 ) a ( K B C K 2 ) 
plat í : 

x = xG0 = xG(xGy)=yG(yGx)=yG0 = y. 
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Dále použ i t ím ( K B C K 1 ) , ( K B C K 2 ) a ( B C K 3 ) dostaneme tyto rovnosti: 

o e x = (x e x) e (x e o) = (x e (x e o)) e x = 

= (o e (o e x)) e x = (o e x) e (o e x) = o, 

tj. ( B C K 4 ) . O p ě t o v n ý m použ i t ím ( K B C K 1 ) , ( K B C K 2 ) , ( B C K 3 ) a využ i t ím právě 
dokázané ( B C K 4 ) dostaneme rovnosti: 

{x e (x e y)) e y = (y e (y e x)) e y = (y e y) e (y e x) = 

= o e ( í / ex ) = o ; 

((x e y) e (x e z)) e{zey) = ((x e (x e z)) e y) e (z e y) = 

= ((z e {z e x)) Q(zGy))Gy = 

= {{z e {z e y)) e y) e {z e x) = 

= o e (z e x) = o. 

To jsou ( B C K 2 ) a ( B C K 1 ) . • 

D e f i n i c e 5.1.6. Ohraničenou BCK-a lgebrou nazveme algebru B = (B,Q,0,1), 
pro kterou pla t í , že ( 5 ,0 , 0 ) je BCK-a lgebra s největším prvek 1, tj. pro každé 
x E B plat í : 

x e i = o. 

Je-li navíc (B,Q,0) komuta t ivn í , pak mluvíme o ohraničené komuta t ivn í B C K -
algebře. 

V ě t a 5.1.7. Ohraničené komutativní BCK-algebry jsou termovč ekvivalentní 
s MV-algebrami. 

Důkaz. Nechť $ je zobrazení takové, že p la t í $ : (A, ©, - i , 0) M- (A, 0, 0,1), kde 
x Q y = - i ( - ix © y) a 1 = -i0. Ukážeme, že (A, 0 , 0 , 1 ) je ohran ičená komuta
t ivní BCK-a lgebra . ( K B C K 1 ) plyne ihned z ( M V 6 ) . Z lemmatu 1.1.3 bodu (10) 
plyne ( B C K 3 ) a z bodu (8) téhož lemmatu plyne ( K B C K 3 ) . Ukážeme, že pla t í 
( K B C K 2 ) . P la t í : 

(x © y) © z = -.(—.(a? © y) © z) = ^ ( ^ x © y © z) = (x © z) © y. 

Dohromady podle věty 5.1.5 m á m e , že (A, 0 , 0 ) je komuta t ivn í BCK-a lgebra . 
Z (MV5) plyne, že 1 je největším prvkem té to algebry. Takže (A, 0, 0,1) je ohra
ničená komuta t ivn í BCK-a lgebra . 

Nyní nechť \ř je zobrazení takové, že Ý : ( 5 ,0 , 0 , 1 ) M- (B, ©,->, 0), kde 
-•x = l 0 x a x © y = - i ( - ix 0 y). Ukážeme, že (B,Q), _ | , 0 ) je MV-algebra. 
(MV3) je přesně lemma 5.1.2 bod (1). Z ( K B C K 1 ) plyne ( M V 4 ) , neboť ^ x = 
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1 e (1 e x) = x 0 (x 0 l ) = x 0 O = x. Dále -.0 = l e O = l a díky tomu, že 1 je 
největší prvek plat í : 

x © i = - . ( - . x e i ) = ->o = i , 

tj. ( M V 5 ) . Nyní dokážeme ( M V 1 ) . Z ( B C K 1 ) plyne (1 © x) © (1 © (1 © y)) < 
(1 0 y) 0 x a z ( B C K 2 ) plyne (1 © (1 © y)) < y. To dohromady s (2) lemmatu 
5.1.2 implikuje: 

(1 © x) © y < (1 © x) © (1 © (1 © y)), 

tedy (1Q x) Q y < (10y) © x . To tožným postupem při zámene x za y bychom také 
dokázali (1 0y) © x < (1 © x ) 0y . O p ě t o v n ý m využi t ím (2) lemmatu dos táváme: 

x © y = 1 © ((1 © x) © y) = 1 © ((1 © y) © x) = y © x. 

T í m je dokázáno ( M V 1 ) . Pomoc í ( K B C K 1 ) , (6) lemmatu (5.1.2) a již dokázané 
( M V I ) dokážeme ( M V 2 ) . P la t í : 

(x © y) © z = -. [(1 © (1 © ((1 © x) © y))) © z] = 

= - [ ( ( ( i e x) e y) e ( ( ( i e x) e y) e i ) ) e z] = 

= ^[((i e x) e y) e z] = 

= ^[((i e z) e y) e x] = 

= {z@y)@x = 

= x@(y@z). 

Zbývá dokázat ( M V 6 ) . Z ( K B C K 1 ) plyne - i x © ( - i x © -y) = ^ y © (-y © -a). 
Díky (2) lemmatu 5.1.2 plat í : 

- i ( - i x © ( - i x © -iy)) = - i ( - i y © (-iy © -•x)). 

T j . x © -.(x © -ny) = y © © ^ x ) , což díky (MV1) implikuje ( M V 6 ) . Takže 
(B, © , - i , 0) je skutečně MV-algebra . 

Nechť A = (A, © , - i , 0 ) je MV-algebra a $(A) = (A, © , 0 , 1 ) . Označme 
*($(j4)) = ( i 4 , © * , - i * , 0 * ) . Ukážeme, že * ( * ( A ) ) = A . Zřejmě p la t í 0 = 0*. 
Dále p la t í - i * x = 1 0 x = —•(—•—10 © x) = ->x a také: 

x®*y = ^ * ( ^ * x © y ) = 

= 1 © ((1 © x ) © y ) = 

= ^ ( ^ 0 © ^ ( ^ ( ^ 0 © x) © y)) = 

= x © y. 

Takže * ( $ ( 4 ) ) = A . 
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Nechť B = (B, Q, 0,1) je ohraničená komuta t ivn í BCK-a lgebra a ^(B) — 
( £ , © , - . , 0 ) . Označme = (B, ©*, 0*, 1*) Ukážeme, že = 5 . 
Zřejmě p la t í 0* = 0 a l * = -i0 = 1 0 0 = 1 . Dále plat í : 

x Q* y = © y) = Q y) = x Q y. 

Takže = 5 . • 
D e f i n i c e 5.1.8. Komuta t i vn í BCK-a lgeb ru S nazveme LBCK-algebrou. Jestl iže 
pro všechna a, x, y E B takové, že a < x, y plat í : 

Vlastnost (5.1) budeme nazývat relativní krácení 

P ř í k l a d 5.2. Nechť A = T(G,u) je MV-algebra. Ukážeme, že každý interval 
[0, v], kde v < u, je L B C K algebra. V každé MV-algebře p la t í x 0 y < x, t akže 
[0, v] je uzavřený na 0. Podle věty 5.1.7 je komuta t ivn í BCK-a lgebra . Je-li a < x, 
y & xQa = yQa. Pak z lemmatu 1.1.5 (iii) plyne x = a © (xQa) = a © (yQa) = y. 

5.2. Rep rezen t ace L B C K - a l g e b e r p o m o c í ^-grup 

Nechť G je abelovská £-grupa. Pro každé x, y G G+ definujeme: 

Pro každou Go C G+, k t e r á je uzavřená na © G , dos táváme algebru ( G O , © G , 0 ) 
typu (2,0). 

V ě t a 5.2.1. Necht G je abelovská í-grupa. Pak pro každou Go C G+ uzavřenou 
na ©G je ( G 0 , © G , 0 ) LBCK-algebra. 

Důkaz. Je zřejmé, že Go splňuje identity ( B C K 3 ) a ( K B C K 3 ) . Nechť x, y, z G Go-
Pak plat í : 

x Q a = y Q a =̂  x = y. (5.1) 

£ © G y = (x — y) V 0 = x — (x A y) = (x V y) — y. 

X © G (x © G y) x — ((x — (x A y)) A x) 

(x A y) V 0 = 

V - ((v — (x A y)) A y) 

yQc (y © G x) , 

(x eGy) QGZ ( ( ( x - y ) VO) - z) V 0 

(x - í/ - z) V (-z) V 0 

(x — í/ — z) V 0 = 

(x - z - y) V ( - y ) V 0 

(x © G 2 ) © G y. 
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Takže p la t í t aké identity ( K B C K 1 ) a ( K B C K 2 ) . To znamená , že GQ je komuta t ivn í 
BCK-algebra . Dále jestliže a < x, y a zároveň x QG a = y QG a, tak to z n a m e n á 
(x — a) V 0 = (y — a) V 0 a to zřejmě implikuje x — y, tj. p la t í vlastnost re la t ivního 
krácení. • 

U MV-algeber jsme dokázali, že se každá MV-algebra dá reprezentovat jako 
interval [0, u] některé un i tá ln í abelovské £-grupy (G, u). Následující věta n á m říká, 
že u L B C K algeber je situace podobná . Důkaz následující věty lze naj í t v [11, 
Theorem 5.2.24] (nebo v p ů v o d n í m článku [9, Theorem 5.1]). 

V ě t a 5.2.2. Pro každou LBCK-algebru B existuje abelovská í-grupa G taková, že 
B je izomorfní s (Go, 0 G , O ) pro některou konvexní podmnožinu Go C G+. Navíc 
G0 generuje G+ jako pologrupu. 

V ě t a 5.2.3. Necht B je komutativní BCK-algebra. Pak jsou následující podmínky 
ekvivalentní: 

(i) B má vlastnost relativního krácení; 

(U) B splňuje identitu (x 0 y) A (y 0 x) = 0; 

(%%%) B splňuje identitu (x 0 y) 0 (y 0 x) = x 0 y. 

Důkaz, (i) =^ (ii) Nechť z < xQy, y Q x. Podle předchozí věty můžeme předpo
kládat , že B je podalgebra (G+, QG, 0) pro něk te rou abelovskou £-grupu G. Takže 
z < x — (x A y), y — (x A y). To implikuje z + (x A y) < x A y, a proto z = 0. 

(ii) =^ (iii) Zřejmě p la t í (x 0 y) 0 (y 0 x) < x 0 y. Z p ředpok ladu pak 
plyne: 

(x 0 y) 0 {{x Qy)e{ye x)) = (x 0 y) A (y 0 x) = 0. 

To z n a m e n á x 0 y < (x Q y) Q (y Q x), t akže (x 0 y) 0 (y 0 x) = x 0 y. 
(iii) =^ (i) Nechť a < x, y a nechť x Q a = y Q a. Pak pla t í x — a = y — a, 

což implikuje x = y. • 

5.3. V a r i e t a v š e c h L B C K - a l g e b e r 

Každému termu ŕ (ľc) v jazyce B CK-algeber p ř i řad íme term t (x) v jazyce 
£grup následujícím způsobem: 

ŕ(x) = 0 i(x) = 0, 

t(x) = Xi =^ í (x ) = Xj V 0, 

t(x) = r(x) 0 s(x) =^ í (x ) = (f(x) — š(x)) V 0. 
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Nechť G je abelovská i-grupa a nechť term t(x) vznikl výše uvedeným způ
sobem z n-á rn ího termu t(x). Potom zřejmě pro všechny ä = (a i , a2,..., an), kde 
cii E G pro každé i G {1,2,... ,n} plat í : 

F ( ä ) = í G + ( a i V 0 , a 2 V 0 , . . . ,an V 0). 

V BCK-a lgebrách p la t í p(x) = q(y), právě když p la t í p(x) 0 q(y) = 0 a zá
roveň q(x) Q p(y) = 0. Takže můžeme p ředpok láda t , že všechny identity B C K -
algeber jsou tvaru t(x) = 0, neboť každou identitu v j iném tvaru lze nahradit 
dvěma identitami v tomto tvaru. 

L e m m a 5 .3 . 1 . Nechť G je abelovská í-grupa a Go C G+ je LBCK-algebra. 
Nesplňuje-li LBCK-algebra Go identitu t(x) = 0, pak í-grupa G nesplňuje identitu 
i(x) = 0. 

Důkaz. Nechť indentita t(x) = 0 nepla t í v Go. T j . existuje ä — a\,..., an G Go 
takové, že tGo(a) 7̂  0. J i s tě plat í : 

tG(a) = tG+ (ai V 0 , . . . , an V 0) = tG+ (ä) = tGo (ä) ^ 0. • 

V následující větě, jej ím důkazu a důsledku budeme Sn a [0,1] chápa t jako 
LBCK-a lgebry . 

V ě t a 5.3.2. Identita platí v každé LBCK-algebře, právě když platí v ( Z + , Qz, 0) 
a to je právě tehdy, když platí v [0,1]. 

Důkaz. Implikace zleva doprava je tr iviální . Dokážeme obměnu netr iviální impli 
kace. Nechť identita t(x) = 0 nepla t í v některé LBCK-algebře B. Podle věty 5.2.2 
je B izomorfní s někte rou L B C K - a l g e r b o u Go C G + , kde G je abelovská £-grupa 
taková, že G 0 generuje G + . Z předchozího lemmatu plyne, že t(x) = 0 nepla t í ani 
v G . Pro tože varieta abelovských £grup je generovaná Z (důsledek 2.1.10), tak 
identita t(x) = 0 nepla t í ani v Z . T j . existuje a — a\, ai,..., an G Z takové, že 
plat í : 

0 ^ tz

(ä) = tz+ (tu V 0, a2 V 0 , . . . , an V 0). 

Takže identita t(x) = 0 nepla t í ani v ( Z + , 0z , O ) . Položme b = max{aj V 0 | 
i G { 1 , 2 , . . . , n}}. Pak j is tě pro každé i je ai V 0 G [0, b] a je zřejmé, že [0, b] = 
{0,1, 2 , . . . , b} je ohran ičená L B C K algebra (viz př íklad 5.2), k t e rá je navíc izo
morfní s St,. Tudíž identita t(x) = 0 nepla t í ani v S^. Dále víme, že <S& je podalgebra 
[0,1], takže identita nepla t í ani v [0,1]. • 

Varietu všech LBCK-a lgebe r budeme značit LBCK. 

D ů s l e d e k 5.3.3. CBCfC = V(Z+) = V([0,1]). 
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5.4. S u b d i r e k t n ě i r e d u c i b i l n í L B C K - a l g e b r y 

D e f i n i c e 5 .4 . 1 . Nechť B je BCK-a lgebra a nechť I C B. Řekneme, že I je i d e o / 
BCK-a lgebry B, jestl iže plat í : 

(i) o E i, 

(ii) pokud x Q y, y E I, pak x E I. 

Je vidět , že je-li x < y a y E I, tak pak x E I, neboť x 0 y = 0 E I. 

L e m m a 5.4.2. Necht I je ideál BCK-algebry B. Pak relace 6 / taková, že: 

( x , y ) e @ / x Qy E I & y Q x E I, 

je kongruence na B. 

Důkaz. Reflexivita a symetrie je zřejmá. Nechť (x, y), (y, z) E 6 / . Pak podle 
( B C K 1 ) plat í : 

(x 0 z) 0 (x 0 z) < y 0 z E I. 

Takže x 0 z E I a zcela analogicky z Q x E I. T í m jsme dokázali t ranzit ivi tu. 
Nechť (x, y), (u, v) E 6 / . Pak opět použ i t ím ( B C K 1 ) m á m e : 

(x 0 u) 0 (x 0 v) < v 0 u E I, 

(x 0 v) 0 (x 0 u) < v 0 u E I. 

To z n a m e n á (x 0 v, x 0 u) E 6 / . Použ i t ím lemmatu 5.1.2 (7) dostaneme, že také 
plat í : 

(x 0 v) 0 (y 0 v) < x 0 y E I, 

(y 0 v) 0 (x 0 v) < y 0 x E I. 

Takže (x Q v, y Q v) E 6 / . Z tranzit ivity pak plyne (x Q u, y Q v) E Qj. • 

Pro každé n G N definujeme: 

x 0 Vy = x 0 y, 

x 0 ra/ = (x 0 y) 0 (n — l )y . 

V M V-algebrách, k teré jsou te rmově ekvivalentní s ohraničenými L B C K - a l g e 
brami, plat í : 

x 0 ny = x 0 (n x y). 

Ideál BCK-a lgebry i? generovaný prvkem b E B budeme značit I{b). 
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L e m m a 5.4.3. Nechť B je BCK-algebra a h E B, pak platí: 

I(b) = {xEB\xQnb = 0 pro některé n G N } . 

Důkaz. Nechť I = {x G B | x 0 n6 = O pro některé n G N} . Zřejmě 0, b G / . 
Nechť xQy E I a y E I. To znamená , že existují m, n E N tak, že (xQy)Qmb = 0 
a y 0 nb = 0. Z lemmatu 5.1.2 (6) plyne, že 0 = (x Q y) Q mb = (x 0 mb) 0 y, tj. 
x 0 mb < y. Opakovaným využi t ím lemmatu 5.1.2 (4) dostaneme: 

(x 0 mb) 0 nb = x 0 (m + n)b < y 0 nb = 0. 

Takže x 0 (m + n)6 = 0 a tedy x E I. Dále chceme dokázat , že J je nejmenší ideál 
obsahující b. Nechť tedy J je takový ideál, že b E J. Pak zřejmě je-li x E I, tak 
x Q kb = 0 E J pro některé /c G N . Pro tože b E J, tak podle definice ideálu také 
x Q (k — 1)6 G J. To s te jným způsobem implikuje x Q (k — 2)6 G J . Opakováním 
tohoto argumentu /c-krát zřejmě dostaneme x E J. Takže I C J a J = /(6). • 

V ě t a 5.4.4. Nechť B je komutativní BCK-algebra a nechť x, y E B. Pak: 

I(x)f]I(y) = I(xAy). 

Důkaz. Nechť z E I(x A y). Pak existuje n G N tak, že z 0 n(x A y) = 0. Pro tože 
x A y < x, tak podle lemmatu 5.1.2 (2) zQx < zQ(xAy). Použijeme-li n -k rá t bod 
(4) téhož lemmatu, dostaneme zQnx < zQn(xAy) = 0, takže z E I{x). To tožným 
způsobem bychom dokázali z E I(y). Dohromady tedy m á m e z E I(x) fl I(y), tj. 
I(x A y) C I(x) nl(y). 

Nyní dokážeme opačnou inkluzi . Nechť z E I(x) fl I(y). Pak existují m, n 
takové, že z 0 mx = 0 = z 0 ny. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokláda t , 
že m < n. P ro tože z 0 mx = 0 implikuje z 0 nx, tak stačí ověřit, že je-li z 0 nx = 
0 = z 0 ny, pak existuje k tak, že z 0 /c(x A y) = 0. To dokážeme matematickou 
indukcí. 

Pro n = 1 m á m e z © x = 0 = z © y , tj. z < x, y a to implikuje z < x A y, 
t akže a 0 (x A y) = 0. Nyní předpokláde jme, že tvrzení p la t í pro některé n > 1. 
T j . zQnx = 0 = zQny implikuje existenci k takového, že z 0 /c(x A y) = 0. 
Nechť z 0 (n + l ) x = 0 = z 0 (n + l)y. Pak: 

0 = z 0 (n + l ) x = (z 0 (n + l )x ) 0 ny = ((z 0 nx) 0 ny) 0 x. 

Taktéž m á m e : 

0 = ((z 0 nx) 0 ny) 0 y. 

Takže podle prvn ího kroku indukce m á m e : 

((z 0 nx) 0 ny) 0 (x A y) = 0, 
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Dále: 

O = ((z 0 nx) 0 ny) 0 (x A y) = ((z 0 (x A y)) 0 ny) 0 n i = 

= (((z 0 (x A y)) 0 ny) 0 (n - l )x ) 0 x. 

Z rovnosti z 0 (n + l ) y = 0 plyne: 

(((z 0 (x A y)) 0 ny) 0 (n - l )x ) 0 y = 0. 

Opě t použi jeme první krok indukce, takže: 

((z 0 2(x A y)) 0 ny) 0 (n - l ) x = 0. 

Zopakujeme-li tento postup n-krát , pak dostaneme: 

(ze (n + l ) (x A y ) ) 0 ny = 0, ( R l ) 

a analogicky také: 

(ze (n + l ) (x A y ) ) 0 nx = 0. (R2) 

Nyní na rovnosti ( R l ) a (R2) aplikujeme indukční p ředpoklad . To znamená , že 
existuje k takové, že p la t í (z 0 (n + l ) (x A y)) © /c(x A y) = 0. Tedy p la t í z 0 (n + 

+ l ) ( x A y) = 0. T í m jsme dokázali, že tvrzení p la t í i pro n + 1. 
Dokázali jsme tedy, že z E I(x) fl I(y) implikuje z E I(x A y), a proto 

I(x) H I(y) C J (x A y). • 

V ě t a 5.4.5. Každá subdirketně ireducibilní LBCK-algebra je lineárně uspořá
daná. 

Důkaz. Nechť A je subd i rek tně ireducibilní, ale nechť není l ineárně u spo řádaná . 
Pak existují x, y E A takové, ž e x Q y ^ O a y Q x ^ O . Podle věty 5.2.3 pla t í 
(x 0 y) A (y 0 x) = 0. Ovšem podle předešlé věty plat í : 

I(x 0 y) n I(y 0 x) = I((x 0 y) A (y © x)) = 1(0) = {0}. 

P ro tože p ředpok ládáme , že A je subd i rek tně ireducibilní, musí platit J ( x © y ) = 0 
nebo I(y 0 x) = 0, to z n a m e n á x 0 y = 0 nebo y 0 x = 0 - spor. • 

V ě t a 5.4.6. Nechť B je lineárně uspořádaná LBCK. Pak existuje ultrafiltr U nad 
množinou B takový, že B se dá vnořit do ultrasouěinu (ribesP'^) 1^• 

Důkaz. Označme [b) = {x E B \ b < x}. P ro tože p la t í [b) fl [c) = [b V c) ^ 
0, tak {[b) I b E B} m á vlastnost konečných p r ů n i k ů 1 . To implikuje existenci 

l rTj. konečný soubor podmnožin množiny {[b) \ b G B} má neprázdný průnik 
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takového ultrafiltru U na B, že [b) E U pro každé b G B.1 Zřejmě ([0, b], 0, 0, b) 
je ohran ičená L B C K - a l g e b r a . Dokážeme, že zobrazení ip: B —> dlheB^'^]) 
definované: 

íp: x ^ (x A b \ b E B)/U 

je vnoření . Nejprve dokážeme, že je injektivní. Uvědomme si, že <̂ >(x) = tp(y), 
právě když { & G - B | X A & = ; Í / A & } G £ / . Nechť x, y E B, x ^ y, bez újmy na 
obecnosti můžeme p ředpok láda t , že x < y. P ro tože x A b = y A b, právě když 
b < x, tak [0, x] = {b G B \ x A 6 = y A 6}. Dále p la t í [y) C {6 G B \ x > b} = 
{b G B | x A 6 7^ y A b}. P ro tože [y) G U, tak také {6 G B \ x > b} G U, ovšem 
B \ [0, x] = {b G B | x > 6}, tudíž [0, x] ^ t/ a to implikuje </?(x) 7^ 

Nechť x, y E B a nechť x < y. Pak j is tě </?(x) 0 99(1/) = </?(x 0 y), neboť 
x 0 y = 0 = (x A b) Q (y A b) pro každé b E B. P ředpok láde jme tedy, že y < x. 
Když x < b, tak (x A b) Q (y A b) = x Q y, (x 0 y) A 6 = x 0 y. Takže [x) C {b E 
B I (x A b) 0 (y A b) = (x 0 y) A b}, a proto 

((x A b) 0 (y A b) I 6 G £ ) / £ / = ((x 0 y) A b | b E B)/U. 

Takže (fi(x) 0 (p(y) = (p(x Q y). • 

5.5. Svaz p o d v a r i e t 

V t é t o podkapitole přesně popíšeme svaz všech podvariet LBCK-a lgebe r a to 
tak, že využij ime znalosti svazu podvariet MV-algeber a zavedeme mezi t ěmi to 
svazy speciální dvojici zobrazení . Jako výsledek pak dostaneme přesnou podobu 
svazu všech podvariet LBCK-a lgeber . 

D e f i n i c e 5.5.1. Nechť X, Y jsou uspořádané množiny a nechť / : X —> Y, 
g:Y^ř X jsou zobrazení . Dvoj ic i (/, g) nazveme dvojici reziduovaných zobrazení 
uspořádaných množin l a ľ , jestl iže pro každé x G X, y E Y plat í : 

f (x) < y O x < g(y). 

L e m m a 5.5.2. Nechť (f, g) je dvojice reziduovaných zobrazení uspořádaných 
množin X, Y. Pak g o f je uzáverový operátor na X a f o g je vnitřkový operátor 
na Y. Navíc f (X) = (f o g) (Y) je izomorfní s g(Y) = (g o f)(X). 

Důkaz. Nejprve nechť x G X a y E Y. Pak z f (x) < f (x) a g(y) < g(y) plyne: 

x < g(f(x)) = (go f)(x), (f o g){y) = f(g(y)) < y. 

Nechť X i , x2 E X a yi, y2 E Y jsou takové, že X\ < x 2 , y\ < y2. Pak plat í 
x\ < x2 < g(f(x2)) a to implikuje f{x\) < f(x2). P o d o b n ě m á m e , že g(f(yi)) < 

1 Obecně platí, že je-li S systém podmnožin A , který má vlastnost konečných průniků, pak 
se dá S rozšířit na ultraŕiltr na A . 
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ž/i < ž/2 implikuje p(pi) < g (ž/2)- Takže / i g jsou izotonní zobrazení . Uká
žeme g o / o g o / = g o f. J is tě p la t í (g o f)(x) < (g ° f ° g ° f)(x). Naopak 
z Í9 ° f)(x) < (ž/ 0 / X ^ ) plyne (f o g o f) (x) < f (x) a to díky izotonnosti y 
implikuje (g o f o g o f) (x) < (po f)(x). Analogickým postupem bychom také 
dokázali / o p o / o p = / o p. Takže m á m e , že p o / je uzáverový operá to r a f o g 
vnitřkový. 

P ro tože x < (p o / ) (x), tak / (x) < ( / o po / ) (x ) a protože p la t í t aké opačná 
nerovnost, tak / ( x ) = (f o g o f) (x), p o d o b n ě p (p) = (g o f o g) (y). Je-li p G V 
takové, že existuje x E X, pro které p la t í f (x) = y, pak ( / o p) (p) = ( / o p o 
/ ) (x ) = / ( x ) . Takže skutečně p la t í rovnost / ( A ) = ( /op) (Y) . Analogicky bychom 
dokázali i rovnost g (Y) = ( p o / ) ( A ) . Izomorfismus mezi g(Y) a f (X) je zobrazení 
/ . Nechť p(pi) < p(p 2 ). Pak díky izotonnosti / p la t í ( / o g)(yi) < ( / o p)(p 2). 
Nopak je-li ( / o g)(yi) < ( / o p)(p 2), pak p(pi) < (p o / o p)(p 2) = p(p 2 ). • 

Nechť (A, ©, -1,0) je MV-algebra a (A, 0, 0,1) te rmově ekvivalentní ohrani
čená L B C K - a l g e b r a . Zavedeme následující značení: 

• je-li A = (A, © , - 1 , 0), pak označíme A~ L B C K - a l g e b r u (A, 0, 0,1): 

• je-li A = (A, 0, 0,1), pak označíme A+ MV-algebru (A, © , - 1 , 0). 

Dále nechť K, je t ř í da MV-algeber a C t ř í da LBCK-a lgeber ; pak označme: 

Kŕ = {A~ I A e K}, 

£+ = {A e MV I A " e C}. 

Definujeme zobrazení / : A(AAV) -»• A(CBCK) a p: A(CBCK) -»• A(AÍV) takto: 

/ : V - > S ( V - ) , 
p : W + . 

Definice je korektní . T ř í d a LBCK-a lgebe r V ~ není obecně uzavřená na podalge-
bry 1 , proto je t ř e b a vzít také všechny její podalgebry. 

L e m m a 5.5.3. Výše definovaná zobrazení f a g tvoří dvojici reziduovaných zob
razení svazů A(MV) aA(CBCK). 

Důkaz. Nechť V G A ( X V ) a W G A(CBCK). Chceme dokázat , že p la t í S ( V " ) C 
W , pravě když V C W + . Nejprve dokažme implikace zleva doprava. Nechť pla t í 
Siy-) C W a nechť A G V . Pak i " 6 V " a tedy j is tě A G S ( V " ) . Takže podle 
p ředpok ladu A~ G W . To podle definice W + znamená , že A E W+. A proto 
V C W + . 

Nyní dokažme opačnou implikaci. Nechť p la t í V C W + a nechť A G ^ ( V - ) . 
Pak existuje B~ G V ~ takové, že A je její podalgebra a i? je MV-algebra . Podle 
definovaného značení je tedy B = [B~)+ G V C W + . T j . B~ G W , takže 
AeW. • 

1Například uvažujeme-li V = V(Ss), tak LBCK-algebra S2 je podalgebra S% , ale S2 ^ V - . 
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V ě t a 5.5.4. Necht (f, g) je výše definovaná dvojice reziduovaných zobrazení 
a nechť W G A(CBCK). Pak platí: 

w = (f°g)(w) = s((w+y). 

Důkaz. Inkluze S((W+)~) C W j e tr iviální , neboť podle definice dvojice rezidu
ovaných zobrazení p la t í S((W+)~) C W , právě když W + C W+. 

Dokážeme opačnou inkluzi . Nechť A G W je subd i rek tně ireducibilní. Pak 
je l ineárně u s p o ř á d a n á a podle věty 5.4.6 se dá vnoři t do B = (Y[aeA[^ya}) /U 
pro něk te rý ultrafiltr U nad množinou A. J i s tě [0, a] G W pro každé a G A , neboť 
[0, a] je podalgebra A . Proto také i? G W. K a ž d á EBCK-a lgeb ra [0, a] je reduktem 
MV-algebry [0, a]+ G W+. Takže 5 je reduktem B+ = (ELeAt 0 ' a ] + ) l u a p ř i t om 
£ ? + G W . To znamená , že B E (W+)~. P ro tože A lze vnoři t do B, tak m á m e , že 
A G 5 , ( ( W + ) ~ ) , a tedy W C S((W+)~). • 

Použ i t ím lemmatu 5.5.2 dostaneme tento důsledek: 

D ů s l e d e k 5.5.5. Svaz A(CBCIC) je izomorfní se svazem (g o f)(A(j\4V)). 

Chceme-li zjistit, jak v y p a d á svaz A(CBC)C), tak stačí naj í t podsvaz svazu 
A(j\4V), jehož prvky jsou uzavřené vzhledem k ope rá to ru g o f. P ř i p o m e ň m e , že 
každá netr iviální v las tn í podvarieta MV-algeber je V ({Si \ i G /} U {Sf \ j G J } ) 
pro některé konečné množiny přirozených čísel J , J. 

L e m m a 5.5.6. Necht V je vlastní podvarieta M.V taková, že S% G V pro některé 
Í I É N . Pak V není uzavřená vzhledem k operátoru g o / . 

Dtí/saz. Nechť S% G V . Zřejmě Rad(S^) je podalgebra L B C K - a l g e b r y {Sn)~. 
Takže R a d ( S £ ) G S ( V " ) . Ovšem R a d ( ^ ) = {(0,z) | z G Z+} je izomorfní 
s L B C K  a l g e r b o u Z" 1", 1 tudíž podle důsledku 5.3.3 musí být ^ V  ) = CBCJC. 
Pro tože CBCfC = V([0,1]") , tak CBCK,

+ = MV ^ V . • 

L e m m a 5.5.7. Nechť V = V ({Si \ i G /}) je vlastní podvarieta J\4V taková, že 
Sj ^ V pro některé přirozené j I, j < max(I). Pak V není uzavřená vzhledem 
k operátoru g o / . 

Důkaz. Nechť S j V . Pak S j V ~ , ovšem S j G S(V~), p ro tože je to j is tě 
podalgebra S~, kde n = max(J) , a proto <Sj G >S(V~) +, tud íž V C S(V~)+. • 

V ě t a 5.5.8. Netriviální variety MV-algeber, které jsou uzavřené vzhledem g o f, 
jsou právě variety V(S\, S2, • • • Sn), kde n G N . 

XZ kontextu by mělo být jasné, že Z + zde skutečně označuje všechna nezáporná celá čísla. 
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Důkaz. Předchozí dvě lemmata vyloučila, že by mohly být uzavřené j iné variety 
než tvaru V(S\, S2, • • • Sn). Zbývá dokázat , že variety tohoto tvaru jsou uzavřené. 
Nechť V = V(Si,S2, • • • Sn). Podle lemmatu 4.2.1 je V charakter izována identitou: 

n x x = (n + 1) x x. ( n M V ) 

Dokážeme, že tato identita je splněna v MV-algebře , právě když je splněna iden
t i ta : 1 

x 0 ny = x 0 (n + l)y. ( n L B C K ) 

Když p la t í identita ( n M V ) , pak plat í : 

x Q ny = - I ( - I X © n x y) = —•(—ix © (n + 1) x y) = x 0 (n + l)y. 

Naopak když p la t í identita ( n L B C K ) , pak volbou x = 1 dostaneme: 

-,(n x y) = -.((n + 1) x y), 

to v MV-algebře plat í , právě když n x y = (n + 1) x y. Je jasné , že když M V -
algebra A splňuje tuto identit, pak j i pak splňuje i A~ a také naopak. 

Nechť A e (g o / ) ( V ) = S(V~)+. Pak A~ e S(V~), tj. A je podalgebra 
některé B~ G V ~ , kde B G V . Takže i? splňuje ( n L B C K ) . Potom ale B~ musí 
t aké splňovat ( n L B C K ) a tudíž i Z toho plyne, že A t aké splňuje ( n L B C K ) 
a to implikuje A G V . T j . (o o / ) ( V ) C V . O p a č n á inkluze plyne z toho, že g o f 
je uzáverový operá tor . • 

Jak je zmíněno v lemmatu 5.5.2, je (/og)(A(CBC)C)) = A(£BCJC) izomorfní 
s ( g o f)(A(MV)), t akže plat í : 

D ů s l e d e k 5.5.9. A(CBCIC) je izomorfní s řetězcem variet MV-algeber 

T c V (Si) c ViSi, S2) c • • • c V(SU S2,...,Sn)c---c MV. 

Zmiňovaným izomorfismem je zobzrazení / a zřejmě f(V(Si, S2, • • •, Sn)) = 
S(V(S1,S2,...,Sn)-) = V(S-). ' 

D ů s l e d e k 5.5.10. A(CBCIC) je řetězec 

T c V(Sí) c V(S2) c • • • c V(S~) c • • • c CBCIC. 

D ů s l e d e k 5.5.11. Pro každé n G N je varieta V(Sn) G A(CBCIC) axiomatizo-
vaná identitou (nLBCK), tj.: 

x 0 ny = x 0 (n + l ) y . 

xJe to identita MV-algeber protože Q je termově definovaná operace v jazyku MV-algeber 
a je to zároveň identita v jazyku LBCK-algeber. 
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Závěr 

Cíle práce , k teré jsme vytyčili v úvodu , jsme splnili . Popsali jsme varietu 
MV-algeber, její svaz podvariet a axiómatizovali všechny podvariety. V širokém 
měř í tku jsme využívali reprezentaci MV-algeber pomocí uni tá ln ích abelovských 
£-grup. Ačkoliv jsme v práci nedokázali nějaké zcela nové nebo překvapivé tvrzení , 
tak práce není p o u h ý m souhrnem opsaných článků a kapitol z knih na dané 
t éma . V některých př ípadech jsme tot iž postupovali mírně odl i šným způsobem, 
než jak je možné naj í t v dos tupné l i te ra tuře . P ř ík l adem je popis svazu podvariet 
variety LBCK-a lgeber . Důkazy vět, k te ré jsme zcela převzali z některé literatury, 
jsme se snažili p řepsa t srozumitelnou formou s p ř í p a d n ý m doplněním po t ř ebných 
poznámek. 
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