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Abstrakt

Tato bakaldiska priace se zabyvd problematikou stieZeni cile. Prace obsahuje formulace jednot-
livych tloh a diskutuje riizné aspekty problematiky. Hledd moZné strategie pro obrance a naléza
ktivky, po kterych se pohybuje. Diiraz je kladen na analyzu nalezenych kiivek, numerickou a
grafickou podporu.

Abstract

This bachelor’s thesis deals with The target guarding problem. The thesis contains the formu-
lation of the given tasks and discusses various aspects of these problems. Possible strategies for
defender are searched for, and coresponding trajectories are found. Emphasis is put on analysis
of these trajectories, as well as on numerical and graphical support.
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1 Uvod

Diferencidlni hry predstavuji oblast v teorii her, kterd se zaméfuje na analyzu strategickych
interakci mezi hraci v ¢ase. Na rozdil od klasické teorie her, ktera ¢asto zkouma staticka roz-
hodnuti, diferencidlni hry umoziuji modelovat dynamiku strategickych rozhodnuti a sledovat,
jak se tyto rozhodnuti vyviji v redlném cCase.

Problém stezeni cile poprvé formuloval R. Isaacs ve své klasické monografii o diferenci-
alnich hréach [1]]. Podstata problému spocivd ve formulaci optimdlnich strategii pro dva stejné
rychlé hrace, z nichZ prvni hra¢ (angl. Evader, E) se snaZi dosdhnout cilovou oblast (angl. Target,
T) (v klasické formulaci je nepohyblivd) pfi¢emz druhy (angl. Pursuer, P) se tomuto dosazeni
snazi zabrénit.

Pro lepsi pfedstavu uvedime typické priklady stieZeni cile. Jako uto¢nika E si mtiZeme
predstavit bombardér sméfujici k nepratelské primyslové zoné, tedy k cili (¢i oblasti) T. Jako
obrance P miiZeme uvazovat malé obranné letadlo, snaZici se zachytit E pfed dosazenim z6ny
T. Tato letadla mohou mit rizné nebo stejné rychlosti. Zaménime-li Gto¢nika E napfiklad za
obrnéné vozidlo s jadernou hlavici, zménf se i strategie. Utoénik E se bude snaZit, aby vybuch
probéhl alesponi na urcitou vzdélenost od cile T, zatimco obrdnce P se bude snazit zachytit
uto¢nika E co nejdéle od cile.

Tato bakalédiskd prace zahrnuje dlohu prondsledovédni se stejnymi rychlostmi i sloZit¢jsi
variantu této ulohy zohledniujici rizné rychlosti obou hract. Hlavnim cilem je nalezeni a analyza
konkrétnich strategii pro obrénce, jejiZ soucasti je grafickd i numerickd podpora problému.

Prace je rozdélena do dvou hlavnich kapitol. V prvni se zabyvame zdkladnim problémem
rychlostmi. Soucasti kazdé kapitoly je formulace problému, analyza a pojednédni o vhodnych
strategiich (zejména z pohledu obrdnce). Déle se zabyvdme i modifikacemi tloh.

V prvni kapitole predstavime verzi problému stfeZeni cile se stejn€ rychlymi hraci. Isaacs
tuto verzi predstavil s ryze vojenskym zaméfenim, a my ukdZeme, Ze uplatnéni je SirSi, nez
se miZe na prvni pohled zdat. Ndsledné se zaméfime na analyzu a feSeni riznych konkrétnich
strategii a v zavéru analyticky popiSeme 1 modifikaci této ulohy.

Druhé kapitola se zabyvd stieZenim cile s hraci, ktef{ jsou riizné rychli. Tato verze se od
pluvodni zdsadné 1is$i a vyZaduje jiny piistup a jiné mySlenkové pochody pro jeji analyzu. I zde
nejprve formuluje dlohu a popiSeme zdkladni aspekty, ze kterych se postupné jako mozaika
sestavi aparét, ktery nasledné pouZijeme pro analyzu a ndvrh vhodnych strategii pro obradnce.

Na zavér zdliraznéme, Ze matematicky aparat této prace nevyuZziva poznatk teorie diferenci-
alnich her, a vychdzi ze standardnich prostfedki matematické analyzy a geometrie vyucovanych
na bakaldrském stupni vysokoskolského studia.

11



2 Isaacsova uloha se stejnymi rychlostmi

2.1 Formulace tlohy a zikladni tivahy

V této kapitole se budeme zabyvat zakladni dlohou, kterou popsal Rufus Isaacs ve své
klasické monografii o diferencidlnich hrach. Provedeme zdkladni sestaveni tlohy a jeji analyzu.
Text niZe Cerpd ze zdroji [1] a [2].

Uloha stieZenf cile je typem diferencidlni hry, v niZ jeden hra¢ (P, obrance) se snaZ{ zabranit
druhému hraci (E, dto¢nikovi) v dosaZeni nebo poskozeni ur¢itého cile T (viz obrazek [I]). Oba
hra¢i maji stejnou rychlost a cil je statickd zona (oblast) 7.

y

Obrazek 1: Zékladni geometrie dlohy, E ttocici a P branici zénu T

Pfi analyze se zaméfujeme na otdzky dosaZzitelnosti (miZe byt cil viibec napaden nebo
ubrdnén?), nebo vypoctem optimdlnich strategii hracd (jak ma dtocnik nebo obrance jednat, aby
maximalizoval nebo minimalizoval sviij zisk ¢i ztrdtu?). Hra kon¢i bud’ vyhrou obrince, pokud
dojde k protnuti jeho trajektorie s trajektorii uto¢nika E, nebo vyhrou uto¢nika, pokud se jeho
trajektorie stfetne s cilovou zénou 7.

Jakd bude vhodna strategie pro obrance nebo tto¢nika? Bez dalSich konkrétnich dat o poloze
hract ¢i charakteru zény T by bylo nemoZzné odpovédét na tuto otdzku, a odvodit vhodnou
strategii. Proto pro zjednoduSeni miiZzeme ptredpoklddat, Ze cilovd zéna T je reprezentovana
pouhym bodem. V praxi by se mohlo jednat napiiklad o radiovy vysilac¢, ktery ma byt znicen,
resp. chranén (viz obrizek [2)). PopiSme nynf analyticky tuto situaci.

Na obrazku [2| jsou vyobrazeny obecné polohy uto¢nika, obrince a cilového bodu o soufad-

nicich E[xeo, Yeol, P[xpos Ypol @ T [x10, Yro]-
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E [er’ yeO]

Plxp0.ypo] oyl

Obrazek 2: Geometrie ulohy, E utocici a P branici bod T

Pfesuiime soufadnicovy systém tak, aby P byl v pocatku a cil 7 na ose x. Rovinu rozdélime
na dvé poloroviny podle bodi, které jsou bliZe obranci (obrazek [3| ¢ervend) a které jsou blize
uto¢nikovi (obrdzek [3| modrd). Na hranici téchto polorovin jsou body vzddlené od obou hraca
stejné. Ziskali jsme tak rozdéleni roviny podle toho, kam by pfi predepsané rychlosti dorazil
diive obrdnce resp. uto¢nik. Hranice polorovin je pfimka shodnd s osou tusecky EP. Najdéme

rovnici pro hranici téchto

polorovin.

Tato pifmka ma smérnici —*  prochdzi stiedem tsec¢ky EP [%2, ¥°] a je popsédna nasledujici
Yeo 20 2
e

rovnici:

2 2
er + yeO

2.1)
2- yeO

P[0, 0]

o
T [xtO; 0]

Obréazek 3: Geometrie tlohy, E tutocici a P branici bod T, bod I zastupujici stfet trajektorii E a P
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Vidime, Ze v této varianté diferencidlni hry je klicovym parametrem soufadnice cile 7. Pokud
je cil bliZe k dto¢nikovi E, vede to vZdy k jeho vyhte. Naopak, pokud je cil T bliZe k obranci P,
muze obrdnce svym chovanim dosdhnout vyhry.

Je ztejmé, Ze jednou z vhodnych strategii pro utocnika je putovat co nejkratsi cestou tak,
aby minimalizoval svoji vzdélenost od cilové zény T a tim zdroveni maximalizoval sviij dspéch.
Jakou strategii by tedy mél zvolit obrance, pfi znalosti uto¢nikovy taktiky?

Obrance pii znalosti polohy cile zvoli takovou trasu, aby co nejdfive zachytil dto¢nika (ktery
tedy sméfuje na nejblizsi dosazitelny bod od cile T). Tento stiet nastane pravé v bodé I (viz
obrazek 3)). Bod I je prisecikem pifmky (2.1)) jeji kolmice prochdzejici cilem T.

Na obrédzku |4 jsou zndzornény nékteré varianty chovani, které mohou nastat. Vlevo je
vizualizovan4 situace, kdy se titoénik chova neefektivn& a obrance inteligentng. Uto&nik zpo&atku
zvoli ndhodny smér a po urcitém kroku prejde na trasu smétujici k cili T. Pfi takovém postupu
bude utocnik chycen obrdncem ve vétSi vzdalenosti od cile 7" nezZ kdyby zpocatku volil smér
k bodu I. V pravé Casti obrazku je situace, kde se uto¢nik chova efektivnéji a obrance ndhodné.
Obrance ztraci svou pocate¢ni vyhodu a po urc¢itém kroku se cil 7" nachdzi na horni poloroving.
V takovém scéndfi vyhrava atocnik.

Y Y

E|xe0, Yeo E| X0, Yeol
L] - =
E o

I
.

I =
> .- .!
. I

— - 3+ X
Plo,0] P T x10,0]

- -
Plo,0] T[x10,0]

Obrazek 4: Geometrie dlohy, pocatecni soufadnice ttocnika E[xo, yeo] a obrance P[0, 0], sou-
fadnice po 1 kroku E’, P/, cil T, bod I zastupujici stfet trajektorii E a P, vlevo tGto¢nik voli nejprve
smér ndhodné, poté sméfuje na utocnika a dobrd obrana obrance, vpravo vhodny ttok a ndhodnd
hra obrince

YV 2 £ v O

V nasledujicich podkapitolach se zaméfime na konkrétni chovani obou hracii (zejména pak

2N 2

obrance) v riznych strategickych scénéfich.
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2.2 Analyza strategie obrance

Uvazujme scéndf, kdy cil je blize obranci a utocnik zvoli pevné danou strategii, kterd je
obréanci zndma dopiedu. Uto¢nik se vyda na cil T pfimocarym rovnomérnym pohybem rychlosti
v. Jedna se sice o zménu oproti dosavadnimu uvazovani (tto¢nik mifil k nejblizSimu mozZnému
dosazitelnému bodu), ale jakdkoliv zména sméru dtocnikova pohybu by byla pouze otdzkou
numerickych pfepoctl feSeni. V této kapitole se zaméfime na diskuzi konkrétni moZnych tras
pro obrdnce a zhodnoceni, na kolik jsou pro néj vyhodné.

2.2.1 Trasa primocarého rovnomérného pohybu

V této podkapitole se pokusime najit spradvny smér pro obrdnce, kdyZ by se mél vydat pfi-
mocarym rovhomérnym pohybem. Hleddme vlastné smérnici piimky, pod kterou musi vyrazit,
aby uto¢nika zasdhl. V této pasdZzi jsou obsazeny vlastni vypocty autora.

y

E[era yeO]

P[0, 0] T[x, 0]
Obrazek 5: Geometrie ulohy, dto¢nik E dtocici sméfujici na cil T, obrdance P

Popi§me nyni dlohu kinematicky s pomoci geometrie. Na obrdzku [5| miiZeme pozorovat tfi
body o nésledujicich souradnicich, vyjadienych v Case t = 0:

» Utoénik: E[ X0, Yeo]

e Cil: T[xr, 0]

* Obrance: P[0, 0]

Jak jiz bylo zminéno, pohyb uto¢nika E lze popsat jako rovhomérny a pfimocary pohyb se
smérovym vektorem (xr — X0; —Yeo). Tento pohyb Ize popsat parametricky pomoci nésledujici
pfimky.

Dp(t) = xe0 + kg - (X7 — Xe0) - 1,

VE() = Yeo + kg - (=Yeo) - 1,

kde kg je multiplikativni konstanta, kterd upravuje smerovy vektor tak, aby odpovidal pfedepsané
rychlosti. Pro tuto konstantu rovnost plati popsand niZe:

Y
kE: 3

\/(xT — Xe0)? + ygo

15



kde v je spole¢nd rychlost ito¢nika a obrance.
Obrance P rovnéZz zvoli trasu po pfimce, tedy rovhomérny piimocary pohyb. Zbyva zodpo-
védét otdzku, pod jakym thlem bude putovat. Jeho pohyb Ize popsat ndsledovné.
Op(t) =x=0-cos(a) - t,
Yp(t) =y =0 -sin(a) - t.

Najdéme nyni « tak, aby existoval takovy &as £, Ze plati:

Dp (1) = x (1),

. . (2.2)
Yp(t) = Ye(1).
Rozepsanim rovnic (2.2)) ziskdme niZe uvedené rovnice.
v . .
Xeo + - (X7 — Xe0) - t =0 - cos(a) - t,
\/(XT — Xe0)? + yZo
(2.3)

0 “(~Yeo) - t =0 - sin(a) - .

Yeo +

VG = x)? + 2

V t&chto rovnostech vystupuji dvé nezndmé: £ a a.
Tyto rovnosti ndsledné umocnime na druhou a secteme. Vzniklou pravou stranu miZeme
upravit jako
0% - cos?(a) - 12 + 0% - sin®(a) - 12 = 0% - 1% - (sinz(oc) + cosz(a)) =0 12
Na levé strané vznikl souc¢et dvou mocnin ve tvaru
2 2

0 ~ 0 ~
Xeo + : (xT - er) ] F|Yeo + : (_yeO) -t

\/(xT — Xe0)* + yzo \/(xT — Xe0)? + ygo

Tyto zdvorky rozndsobime, pravou stranu ode¢tenim pfevedeme nalevo a poté spole¢né vhodné
zasubstituujeme:

A-##+B-1+C=0,
kde koeficienty A, B, C jsou nésledujici:

02

A=
(xT - xe0)2 + ygo

0
B=2-
\/(XT — Xe0)? + yio

_ .2 2
C= er +yeO'

(21 — xe0)* +y2) —v* =0® —0® =0,

. ((xT - er) * Xeo T (_yeO) : yeO) 5

Dostali jsme tedy jednu linedrni rovnici pro jednu nezndmou. Pro ¢as zachyceni f tedy plati

. —C
f=—,

B
odtud po dosazeni

— (% y) o r = xe0)? + 3

2.0 (7 — Xe0) * Xeo — ygo)

t= (2.4)
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Cas f z fyzikdlni interpretace nesmi byt zaporny. To znamend, Ze jmenovatel vyrazu (2.4) musi
mit zdporné znaménko. Tedy

2-0- ((xT_er) * Xe0 —yzo) <0.

Otocenim znaménka a tpravou na ¢tverec dostdvdme nerovnost

1 1
—XT * Xe0 + xez0 + y?o = (xe0 — ExT)2 + y?o - Zx% > 0. (2.5)
Celkem plati:
1 1
(Xe0 — Exf)2 + y?o > sz. (2.6)

Nerovnost (2.6) nim pro urcité hodnoty x-ovych soufadnic cile T ddvd podminku pro polohu
tito¢nika E, tak, aby existoval Cas £, za ktery dojde k zachyceni. Obrazek niZe vizualizuje situaci,
kdy je cil T zafixovany na pozici [2,0].

—

P[0,0] |

Obrézek 6: Grafickd vizualizace vztahu (2.6) pro cil T zafixovany na [2,0], obrdnce P v poéatku,
modrd mnoZina - body moZného vyskytu dtocnika E

Provedme stru¢nou geometrickou analyzu ziskané oblasti. Tato podminka vyjadfuje mnoZinu
bodi, ve kterych se nesmi nachdzet tutocnik, aby tloha méla smysl. V pfipadé, kdy se tito¢nik
nachdzi ve vétsi vzdélenosti od cile neZ obrance - coZ je nas predpoklad (viz obrdzek [3), je tato
podminka splnéna automaticky. Poznamenejme, Ze opa¢nd implikace neplati.

Se znalosti ¢asu zachyceni se nyni miZeme vrdtit k rozepsanym rovnicim (2.3). Z této

pivodné soustavy dvou rovnic o dvou nezndmych jiZ miZeme bez potiZi vyjadrit dhel bud
z prvni nebo z druhé rovnice. Zvolme napfiiklad prvni, pak pro thel « dostdvame

Xe0 XT — Xe0
o = arccos =

+
v-t
\/(XT — Xe0)? + yﬁo

Celkové tedy plati

Xeo * 2+ ((XT = Xeo) * Xeo — yZO) + XT — Xe0

RS KN (LR O RN AN [P O Ry

o = arccos
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Ziskali jsme tak vyjadfeni thlu, pod kterym se pohybuje obrdnce tak, aby zneSkodnil dto¢nika
(pfipomenime, Ze za pfedpokladu, Ze cil je bliZe k obranci). MliZeme konstatovat, Ze pfi stejnych
rychlostech je tedy tento dhel jediny a pokud by obrdance pokracoval pod jinym dhlem, pak by
uto¢nika minul.

Pro ilustraci téchto vypoctii uvedme ndsledujici priklad.

Priklad 2.1. Jako cil si pro tuto chvili predstavme slavné historické mésto Kartago. Jako bod
obrdnce P uvazujeme maly pfistav s majdkem, ktery obhliZi okolni neklidné mofe a je kdykoliv
pripraven vyslat lodé na obranu mésta. V nasi dloze budeme uvazovat, Ze kartagensti obrénci,
Cekajici pravé v bodé P, znaji vysledky a poznatky, které jsme ziskali béhem naSeho pozorovéani
vyse.

Na obrédzku [/| nalevo miiZeme pozorovat obrance P se soufadnicemi [0,0] a mésto Kartdgo
znacené jako T, vzdélené od pristavu 24 ndmotnich mil. NeZ vybereme umisténi utocnika,
poznamenejme, Ze tato volba nesmi byt ucinéna z kruhu dle obrazku [6] (v nagem piikladé
budeme uvazovat pouze kladné hodnoty ypsilon, jde tedy o ervené zvyraznény plilkruh dle
obrazku

E[4,18]
..

3 ; X * —
Plo,0] T[24,0] Plo,0] T[24,0]

Obrazek 7: Priklad, atocnik E, obrance P, cil T, nalevo oblast kde se nesmi nachazet uto¢nik,
aby mohl obrance zvitézit, napravo utocnik s naznacenym smérem pohybu

Na obrdzku napravo miZeme pozorovat ttocnika E, kterého zaménime v naSem piikladé za
fimskou dtoc¢nou flotilu, kterou obranci zpozoruji v soufadnicich [4,18]. Povétrnostni a plavebni
podminky jsou takové, Ze obranci i tito¢nici dosahuji svoji maximdlni rychlosti, kterd v této dobé
mohla byt az 8 uzld (ndmotni mile za hodinu).

Obrénci ze znalosti poznatki nasi dlohy si spocitaji, Ze by tto¢niky méli dosdhnout za ¢as
t = 2.343 hodiny spole¢né s thlem, pod kterym vyrazi & = 16, 93°. K stfetu kartagenské a iffmské
flotily dojde v bod¢ J o soufadnicich [17.9,5.5] a o tom, kdo vyjde z boje jako vitéz by rozhodly
véle¢né schopnosti pfislusného narodu.
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Obrazek 8: Grafickd vizualizace pribéhu prondsledovani, uto¢nik E, obrance P, cil T, bod
stietnuti J, ahel «, pod kterym se pohybuje P

2.2.2 Trasa ryziho pronasledovani

V této kapitole se inspirujeme prirozenymi interakcemi v Zivotnim prostfedi, konkrétné
v kontextu hnizdniho chovani ptdka. Obrédnce, ktery v tomto pfipadé miiZe byt napriklad pték,
ma za ukol ochrénit své hnizdo a mlddata pred uto¢niky, jako jsou dravci nebo jini predétofi.
Ptaci, ktefi chrani svad hnizda, Casto provadéji aktivni sledovani a prondsledovani potencidlnich
nebezpeci, kterd by mohla ohrozit jejich potomstvo. Obrance miiZe vyuZit své letové schopnosti
k rychlému pohybu a pronédsledovani dto¢nika, ¢imZ mu brani v pfiblizeni k hnizdu. Timto zpt-
sobem obrénce aktivné reaguje na hrozbu a snaZ{ se ji eliminovat, pfi¢emzZ se snazi minimalizovat
riziko pro svd mladata.

Ryzi pronésledovdni je varianta prondsledovani, kdy jeden hra¢ v kazdém okamziku mifi na
druhého a snazi se ho dostihnout. Geometricky vyjadieno, tecna sestrojené k trajektorii prona-
sledovatele v bod¢, ve kterém se prondsledovatel nachézi, bude vzZdy mifit na prondsledovaného.
Co se tedy stane, kdyZ se utocnik vydd po pevné zvolené trajektorii, konkrétné pfimce dané
body ET (viz obrazek[J)), a obrdnce zvoli ryzi prondsledovani?

Tato kapitola obsahuje vlastni vypocty - je variaci pirdtské dlohy ryziho prondsledovani (viz
[2]). V klasické formulaci tato tloha obsahuje podminku kolmosti sméru trasy prondsledovaného
na spojnici obou hracét, my tuto podminku nyni nevyZadujeme. Pro snazsi feSeni tohoto problému
je vhodné otocit soufadny systém podle ilustrace na obrazku[9] Jak tedy bude vypadat trajektorie
obrance P?

Podivejme se nyni na tento problém analyticky. Nejdfive popiSeme soutfadnice jednotlivych
hraci:

* Obecnd poloha uto¢nika v ¢ase t: E[0,0] — E[0, vt]

* Obecnd poloha obrénce v Case: P[xy0, Ypo] — P[x, y]

Obrance P stdle miii na dto¢nika E, a proto plati ndsledujici rovnice

, A — ot
Y () = 22 =, @)
X X

kde je y’(x) derivace funkce y podle x, Ay je rozdil v y-ovych sloZek a Ax je rozdil v x-ovych
sloZzek. Tento vztah musime upravit tak, aby neobsahoval ¢as ¢t. K tomu vyuZijeme zdkladni
vztah pro drdhu s = v - t a vyjadfeni délky oblouku

s=/duwwww
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A P[xpo, Ypo]
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Obrazek 9: Transformovany soufadny systém
Dohromady ziskdvame vztah pro cas ¢:
1 X
1= [ VTG,
0 Jxp

Takto vyjadiené t ddle dosadime do vztahu (2.7):

py Y05 fo, N1+ W )%y

y'(x) = Ax

Tuto integro-diferencidlni rovnici feSime rozndsobenim na tvar
1 X
v x=y-or [ VTR
XP()

ktery zderivujeme podle x. Tim ziskdme ODR2

y'(x) - x+y'(x) =y (x) = V1 + (v (x))%

PoloZenim z(x) = y’(x) a naslednou tpravou dostavame rovnici

Z(x) = —l\/l + z2(x),

x
coz je separovand ODRI. JelikoZ obrdnce v Case t = 0 mifi na Uto¢nika E, mdme pocatecni
podminku z(x,0) = y'(xp0) = kpg , kde kpg je pocétecni smérnice obrance mificiho na tito¢nika.
Na fadcich niZe nasleduje feSeni dané ODRI1:

dz(x) _ V1+2z%(x)

dx X

dx.

1 1
V1+22(x) X
Po integraci ziskdvame vztah

argsinh(z(x)) = —In(x) + C.
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JelikoZ z pocétecni podminky zndme, Ze z(xp0) = kpg, tak plati
C = argsinh(kpg) + In(xp).

Partikularni feSeni z(x) je tedy tvaru

z(x) = sinh(—1In(x) + argsinh(kpg) + In(xp)) = — sinh (ln (xi) - argsinh(ka)) .
PO

Odtud upravou

Z(X) _ _% eln(x’%o)—argsinh(kPE) _ e—ln($)+argsinh(kp5)] 1 |:i . e-argsinh(ka) B @ . eargsinh(ka)] .

2 Xpo X

Na zavér integrujeme, abychom ziskali ze substituce z(x) = y’(x) hledanou y(x):

2
y(x) = % [2 X -argsinh(kpg) _ Xpo - In(x) - eargsinh(kpp) | L o
. xpo
Uzitim pocatecni podminky y(xp0) = y,o dostdvame
1 x;() ) inh (kp) suh(kee)
C= Ypo — = . g-argsinh(kpg) _ Xp0 * ln(xpo) . pargsinh(kpg) |
2 2 * xPO

Predchozi dva vztahy ddle mdZeme upravit pomoci identity argsinh(x) = In (x + Vx? + 1)
a propojit dohromady:

2 2

1 x*—x
y(x) = 3 £0 — Xpo - In(x - xpo) - (ka + ko + 1) +yp0.  (2.8)

2 Xpp - (ka+ ki + 1)

Ziskali jsme tak pfedpis pro funkci, kterd popisuje pohyb obrance sledujiciho utoc¢nika ryzim
prondsledovanim. Tuto kiivku si miZeme prohlédnou na obrazku [I0] ve kterém obrance P
startuje z pozice [1,1].
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Obrazek 10: Graf kfivky, po které se pohybuje obrance pfi startu z pozice [1,1]

Zamérme se na analyzu nalezené prondsledovaci kiivky. Dokdzal by obrance zachytit Gtoc-
nika, kdyZz by zvolil tuto strategii?

Predpis funkce (2.8)) a jeji grafickd vizualizace na obrazku [I0] napovidd, Ze k zachyceni
nedojde. Skute¢né piimka, po niZ se pohybuje tto¢nik je asymptotou k nalezené prondsledo-
vaci kfivce (prislu$nd limita zprava je nevlastni). Kfivky obrdnce a dto¢nika se tedy skute¢né
neprotnou. V praxi tedy bude platit, Ze ackoliv se ptdk mlZe nachdzet dostate¢né blizko dravce,
nebude pro n¢j trasa ryziho prondsledovani vhodnou taktikou k ochrané svého hnizda a zachy-
ceni uto¢nika. Tato strategie je nevyhodnd i v pfipadé, kdy se ptak nachazi ve vétsi vzdélenosti
od predétora. Ackoliv je v pocatku obrdnce bliZ k cili a mohl by ho ochrénit napf. pomoci trasy
pfimocarého rovnomérného pohybu, po zvoleni ryziho prondsledovani ztrati svoji pocate¢ni
vyhodu, neuchréani své hnizdo a jeho mise bude ztracena.
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2.3 Modifikace Isaacsovy tdlohy

Jak jiz bylo zminéno v tivodu, m4 smysl zabyvat se i jinou variantou Isaacsovy tulohy. Lze
uvazovat situaci, kde neni nutné fyzické stfetnuti mezi tto¢nikem a obrancem. Misto toho miize
uto¢nik dosdhnout vitézstvi dosaZzenim urcené vzdalenosti R od cile. Tato podkapitola Cerpa
ze zdroje [2].

Pro lepsi predstavu situace uvedme jiny piiklad z praxe. Utoénika E mii¥eme nahradit
aktivistou, jehoZ cilem je poSkodit Monu Lisu, coZ je cil T. Muzedln{ strdZce, tedy obrdnce P, se
bude snazit tomuto ¢inu piedejit. Aktivista je vybaven barvou napusténymi baldnky a jelikoz to
neni Zadny ostrostielec, musi se dostat na urcitou vzdalenost R od cile, aby se trefil. Jakd bude
vyhodna strategie pro dtocnika nebo obrance?

Pro tuto variaci lze diskutovat podobné, jako pro ptivodni tlohu. Nemé smysl uvazovat cil T
v poloroviné bliZsi k bodu E, jelikoZ by doSlo k vyhie utocnika. Uvazujme tedy, Ze cil je blize
k P. Uto¢nik se v tomto piipadé bude snaZit dosshnout co nejblizitho bodu k cili, aby splnil
svoji misi. Pfi takovém chovéani obou hract dojde k stfetu opét na pfimce (2.1). Na obrazku [IT]
je situace vizualizovana.

y

E[era yeO]

P[0,0] T [x10, 0]

Obréazek 11: Geometrie tlohy, E utocici a P branici bod T, bod I zastupujici stret trajektorii E a
P, d zastupujici velikost usecky IT

Nejbliz§im dosazitelnym bodem pro dto¢nika je bod I o soufadnicich [x,y], coZ je prisecik
pfimky (2.1)) a kolmice na tuto ¢aru prochédzejici bodem T. Najdéme nyn{ vztah mezi zdkladnimi
soufadnicemi a timto bodem.

Piimka prochdzejici bodem T a priisecikem I ma smérnici z—iz a lze ji popsat vztahem

yeO yeo
Yy=—- -X—"—"Xp. 2.9)
Xe0 Xe0
Pro prisecik I kombinaci (2.1)) a (2.9) dostdvame:
2 2
Xe0 X0 T Yeo _ Yeo Yeo
—— Xt = — X — — - Xy.
Yeo 2-Yeo  Xeo Xeo
Vyfesenim této rovnice ziskdvame ptedpis pro x-ovou soufadnici polohy x, priseciku I:

x y?
x=20 4 T (2.10)

2 2
2 er + yeO
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Zpétnym dosazenim do jedné z pfimek ziskdme pfedpis pro y-ovou soufadnici priseciku:

2
X,
y:@. L°+—2y602 X0 _@.xto_ 2.11)
Xe0 2 Xe0 T Yeo Xe0
Tim jsme ziskali soufadnice bodu I. DalS§im zajimavym aspektem, z néhoZ miZeme odvodit
urcité charakteristiky problému, je velikost vzdalenosti d mezi cilem T a prisecikem I. Velikost
useCky IT ziskdme jako velikost vektoru dany t€mito body. Druhd mocnina velikosti této tsecky

je déna vyrazem (x — x,0)* + (y)?. Po rozepsani dostdvame nasledujici

2 2

2 2
X, X,
d2: Lo_i_A.xto_xto + @. LO"'AX}O _@xto . (2.12)
2 2 2 2 2 2

Xeo + Yeo Xe0 Xe0 + Yeo Xe0

Umocnénim zdvorek, prevedenim na stejného jmenovatele a ndslednou tpravou ziskdvame

[er (2 +yl) =2 X0 xe20]2
4- xgo ) (xezo + ygo)

Odmocnénim vztahu dostdvame velikost usecky IT ve tvaru

d* =

2 2 2
Xeo (xeo + yeO) -2 Xt0 er

/2 2
2 Xeo X0+ Yoo

Tim jsme ziskali vztah pro d. V kontextu celého problému je pro nds velikost d kli¢ovou
informaci, jelikoZ diky ni miZeme urc¢it minimdlni parametry hry tak, aby zvitézil bud’ tto¢nik
nebo obrance. Pokud zvolime vzdalenost R, na kterou se musi itocnik E dostat aby zvitézil, tak,
Ze plati R > d, zvitézi Gtocnik. Naopak pokud bychom zvolili opa¢nou nerovnost R < d, zvitézi
obrénce.

Na obrézku [I2]je zobrazena zdvislost minimalni velikosti R (R,;,) na x-ové poloze tto¢nika
pro pevné dané y. a x;9, a to ve tfech variantdch, aby situace odpovidala obrdzku [IT] Vidime,
Ze budeme-li pribliZovat Gto¢nika z levé ¢asti osy x, potfebnd vzdalenost R se bude zmenSovat.

V urcitém okamzZiku se miiZe kiivka dostat pod osu x. Toto chovéni zdavisi na poméru Z—fg Pokud

plati, Ze % > 1, kfivka se pod nulu nedostane. Pokud zvolime rovnost, existuje jeden nulovy

bod a pokud nastane nerovnost mensi neZ jedna, pak se ocitne kiivka i pod osou x.

Cast Cervené kiivky, kterd nabyvé zdpornych hodnot R, znamend v praxi automatickou
vyhru ttoc¢nika, jelikoZ v tomto pripadée je k nému cil T bliZe. Zelena kiivka nabyva pro jednu
hodnotu x. nulovou vzdalenost R,,;,. Cil T v tomto ptipadé lezi pfimo na piimce . V takovém
pfipad¢ by neslo rozhodnout, kdo je vitézem ("remiza"). Nerovnost ch—‘;g < 1 tedy nemd smysl
uvazovat.

d=

(2.13)
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Yo > 1

Yeo __
5 X0 =

Yen
m<l

Rmin

Obrazek 12: Minimdlni hodnota R,,;, pro danou hodnotu x

Pro dalsf vizualizaci a orientaci v Gloze upravme jest€ vyraz (2.13). Vydélme jej slozkou x¢

Xeo . (42 2\ _ 9. 42
R X0 (e0+yeO) 2 er

Xto 2 2
2 Xeo - ,/xeo + Y5

Dalsi upravou ziskdme nerovnost

2
R - (XE0+y§0) [Xt0 — 2 - Xeo

Xt0

3

. 2 2 2
2 X10 (er + yeo) /xtO
kterou findlné miiZeme prepsat na

2 2
e Ye e
Ro(2) () -2
—< . (2.14)

X, 2 2
v 2. Xe0 + Yeo
Xt0 Xt0

Z tohoto vztahu neni na prvni pohled piili§ zfejmé, jaky ma vyznam. Jeho vizualizace je ale
zajimav&jsi. Na obrdzku (13| vidime n&kolik k¥ivek, které vyjadiuji zdvislost poméru %22 na

poméru %‘; pro dané hodnoty poméru y“;g
X

X
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1.3
11

Obrézek 13: Minimdlni hodnota }%T pro danou hodnotu fc—‘;g

MiiZeme dospét k podobnym zavérim jako u obrézku Uvazujeme pouze pomery Z—‘;’;’ > 1.
Vidime, Ze zprvu pfi rostoucim poméru 72 klesa relativni potfebnd vzdélenost R, ale posléze se
X

vSechny kfivky ustdli, stanou se t€éméf linedrn€ rostoucimi. Tyto poznatky odpovidaji geometrii
na obrazku L1l
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3 Isaacsova tuloha s raznymi rychlostmi

3.1 Formulace a rozbor ulohy

Rufus Isaacs predstavil problém stieZeni cile pfed hraci se stejnymi rychlostmi, ktery jsme
analyzovali v pfedchozi kapitole. Zde jsme identifikovali proces feSeni pomoci piimky, kterd
rozdéluje rovinu na dvé ¢asti a na niZ mize dojit k ukonceni hry. Nicméné pfi uvazovani rliznych
rychlosti obou hract se tyto principy feSeni méni. Tato kapitola Cerpd z [3].

UvaZujme situaci na americko-mexickych hranicich jako praktickou ilustraci tohoto pro-
blému. Zde se mexicti imigranti, predstavujici utocniky, snaZi nelegdlné prekrocit hranice do
Spojenych sttd, zatimco hranicni policie, reprezentujici obrdnce, se snaZi imigranty zastavit
a zadrZet. Cilem imigranti mtZe byt nalezeni diry v ploté nebo jiného vhodného mista pro
nelegélni prekroceni hranic. Hrani¢ni policie disponuje terénnimi auty (nebo hypoteticky v bu-
doucnosti autonomnimi vozidly) a je rychlejSi nez imigranti, ktefi se musi spoléhat pouze na
svou fyzickou silu a pohyblivost.

Jak se tedy zméni tloha, budeme-li uvazovat rizné rychlosti? Stale budeme povazovat cil T
a hrace E 1 P za body. Ozna¢me rychlost ito¢nika jako e a rychlost obrance jako p. Jejich pomér
e : p # 1. Déle je vhodné pro dalsi tvahy zavést veli¢inu ¢f jako Cas, za ktery dojde k ukonceni
hry. To ndm umoZni definovat drahu, kterou hraci urazi béhem hry, jako ety resp. pty.

y

E [er5 yeO]
& Ix, y]

p [xpo, yp0]

Obrézek 14: Geometrie ulohy, E utocici a P branici bod T, trajektorie obrance pty, trajektorie
utocnika ety

Z Pythagorovy véty miZeme odvodit druhé mocniny velikosti uraZzenych drah:

(x = %e0)* + (y — yeo)® = (e - )%, 3.1)
(x— xp0)2 +(y— ypo)2 =(p- tf)z. (3.2)

Vzijemnym vydélenim rovnic (3.1) a (3.2), jednoduchymi tpravami a zavedenim substituce
xeo~p2—xp0-e2 _ yeO'Pz_yp()'ez

Xe = p2—62 » Ye p2—€2 ziskavame

P (x5 +yg) — € ((xPO)Z"'y;z;o)
x2—2-x-xc+y2—2-y-yc+ B =0
pe—e

Tuto rovnici lze dpravou na ¢tverec a vhodnou substituci pfepsat do tvaru rovnice kruznice
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(x - xc)2 + (y - yc)2 = Rz; 3.3)
kde

P (x5 +yzp) — €2 ((xpo)2 + yf,o)

_ 2, 2
R="\|x:+y; — P

Rovnice (3.3), ktera pfedstavuje rovnici kruznici s polomérem R a stiedem C|x, y.], je dana
prinikem trajektorif uto¢nika a obrdnce. Tato kruZnice reprezentuje mnoZinu bodt, na které
miuze dojit k ukonceni hry (tzv. kruZnice stfetnuti).

Nyni se zaméime na dalsi informace o stfedu C této kruZnice. Smérnice, kterou svird piimka
spojujici body C a E, (poc¢étecni pozice utocnika) s osou x, je ddna nasledovné:

Yeo ~p2—yp0~e2

Ye—Yeo  p=e _ JO Yo = Ypo

- - b

Xe=Xeo  XeP Xpoe® . Xe0 = Xpo
pP—e? e0

kde posledni vyraz reprezentuje smérnici piimky EP. To ndm poskytuje dileZitou informaci
o poloze stfedu C, nebof leZi pfesné na této piimce EP a zaroven se nemuiZe nachazet na usecce
mezi body E a P.

Pro lepsi vizualizaci mizZzeme bez ztraty obecnosti zafixovat polohu obrance P v pocitku
soufadného systému, oznaceném Py, a uto¢nika E na ose y, oznalené E,. Stied C se pak bude
nachdzet na ose y, pficemz jeho poloha zavisi na velikostech rychlosti e a p. JelikoZ plati, ze
x. = 0 (viz obrdzek [I3)), jedinou proménnou je y-ova soufadnice stfedu, kterd je ddna vztahem
(pfipomenme, Ze y,o = 0)

Yo PPyt pP

(4 pz _ e2 - pz _ ez ° yeO‘ (3.4)
y Y
°
Ey
i
R i
Eo ° Po X
T
A CGD TA
°
X
Py

Obrazek 15: Geometrie dlohy, pocatecni soufadnice utoénika Ey = E[0,y.o] a obrdnce Py =
P[0, 0], mozné lokality cile T4 a T, stfed kruznice stfetnuti C. Vlevo piipad p > e a vlevo piipad
p<e

Pokud zvolime p > e, nastane situace vlevo na obrdzku @ Je patrné, Ze y-ova soufadnice
sttedu C je v tomto pfipadé kladnym ndsobkem y-ové soutfadnice utoc¢nika, a tedy se nachdzi
nad ni. Naopak, pokud zvolime p < e nastane situace vpravo, kde stied kruznice bude umistén
ve spodni ¢asti obrdzku. Vizualizace obsahuji ¢ervenou a modrou oblast, kde body T4 a Tp
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oznacuji mozné lokace cile 7. JestliZze se T nachdzi v pozici Ty v Cervené z6né, vyhodu ziskava
uto¢nik. Naopak pfi soufadnicich cile v modré z6né je ve vyhodé obrance.

Nyni ovéfime, zda tato variace tlohy souhlasi s feSenim v druhé kapitole, kdy e : p = 1.
Tam jsme pracovali s bodem P v pocatku a obecné umisténym bodem E. Vydélme nyni znovu
rovnice (3.1)) a (3.2) a dosadime za bod P pocitek. Dostdvame

(x - er)z + (y - ye0)2 _
x% +y?

1.
Odstranénim zlomku a roznasobenim zavorek ziskavame rovnici
2 2 2 2 _ .2 2
X% = 2Xe0X + X50 + Y — 2Ye0yY + Yo = X° + Y7,

z ¢ehoz snadno vyjadiime

2, 2 2 L 2
_ Xoo T e T 2Xe0X  Xep N (xz0 + Yzo)

2Yeo Yeo 2Yeo ,

coZ souhlasi s poznatky (pfesnéji s rovnici (2.1))) v druhé kapitole.

Na obréazku [16] si mtizeme prohlédnout, jak y-ova soufadnice zdvisi na poloméru kruZnice

pro rizné hodnoty poméru rychlosti. Mizeme konstatovat, Ze kdyZ se pomér rychlosti blizi
k jedné, poroste polomér do nekone¢na a vznika tak piimka.

204

15 4

10 4

—— p/e = 0.80

p/e = 0.85
—— pfe =0.90
—— p/e =1.10

—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Obrazek 16: Zavislost poloméru kruZnice R na y-ové soufadnici tito¢nika y,( pro rtizné hodnoty
poméru rychlosti
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3.2 Modifikace tlohy

V této pasdzi se budeme zabyvat modifikaci dlohy tak, Ze ukoncovaci podminka nastane,
kdyZ se obrance P dostane na urc¢itou vzdalenost d od tuto¢nika E (ptivodné jsme uvaZovali za
ukoncovaci podminku samotné stietnuti hracti). V praxi by se mohlo jednat o situaci na zakladni
$kole. Utoénikem budeme uvazovat Z4ka, ktery chce vyvést néjakou nekalost (napiiklad pokreslit
tabuli), a obrdncem je pani ucitelka, kterd se snazi dostat na urcitou vzdalenost d od Zdka, aby
ho svym neudprosnym pohledem uklidnila.

Rovnice a se tak roz8ifi o dal$i rovnici, kterd zohlediiuje fakt, Ze rozdil pozic
v obecném Case t. obrdnce P;[x,;, ypi] a dtoCnika E;[x.;, y.;] je d. Plati tedy ndsledujici rovnice:

(xei - er)z + (yei - yeO)2 = (e : tc)za (35)
(xpi = %p0)° + (Ypi = Ypo)> = (p - 1), (3.6)
(xpi = xei)” + (Ypi — yei)* = (d)°. (3.7

Posledni rovnice ndim uddvd mnoZinu moZnych mist, kde se obrdnce mize nachdzet. Pro nase
uvazovani budeme predpoklddat, Ze to je trasa takovd, kdy obrdnce sméfuje pitimo do bodu E;,
jak je zobrazeno na obrazku[I7]¢ervenou barvou (mohl by mifit i te¢né ke kruZnici, tento piipad
ovSem zfejmé neni vyhodny).

y

Eo[%e0, Yeol
ez,

;Q’&c T[x, y]

Py [xpo, ypo]

Obrazek 17: Geometrie dlohy, E ttocici a P branici bod T, d vzdélenost potfebnd pro obrance,
aby zachytil uto¢nika, cervend resp. modré piimka - urazena trajektorie obrance resp. uto¢nika
za cas t,

Z geometrie Ulohy zobrazené vySe vyplyva jesté jedna dodate¢nd podminka, kterou popisuje
rovnice

(xei = %p0)* + (Yei — Ypo)® = (d + ptc)?, (3.8)

kterou vyuZijeme pozdéji v textu.

Déle, abychom odvodili dalsi aspekty ulohy, bez Gjmy na obecnosti transformujme sourad-
nicovy systém ndasledujicim zptisobem:

* Obrance opét umistime do pocétku, tj. Po[x,0, Ypo] -> Po[0, 0]

» Uto¢nik se bude nachdzet na ose y, tj. Eo[Xe0, Yeo | -> Eo[0, Yeo]

2 v O

* Oznaceni soufadnic hraci v prostoru ziistavaji bez zmény,tj. E;[xei, Yeil, Pi[Xpi> Ypil
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Rovnice (3.5) az (3.8) se tak redukuji na tvar

X%+ (Yei — Yeo)® = (ete)?, (3.9)
2 2 _ 2
Xpi + Ypi = (Ple)”, (3.10)
(xpi = Xei)® + (Ypi — Yei)* = d, (3.11)
X% +yl = (d+pte)”. (3.12)

V nasledujicich krocich se pokusime zjistit vice o poloze obrdnce P;. Pokusime se vyjadrit polohu
uto¢nika E; v zdvislosti na zndmych datech a soufadnicich obrdnce a nasledné je vyuZijeme v dalsi
préaci. Analyza pozic E; i P; je stéZejni pro dalSi rozbor problému a odvozeni obrancovy vyhodné
strategie. Rozdilem (3.12)) od (3.9) a jednoduchymi Gpravami ziskdme rovnici

_zyei * Yeo + yso = (etf)z - (d +ptc)2'

Odkud dokdZeme vyjadfit y-ovou soufadnici uto¢nika v prostoru ve tvaru

—(et?)* + (d + pte)® + y4,
B 2yeo ’

(3.13)

Yei

Diéle diky informaci, Ze bod E; lezi na pfimce dané body P; a P, plati ndsledujici rovnost

Yei _ Ypi
Xei  Xpi

Toho vyuZijeme v kombinaci s (3.13)), abychom vyjadfili x-ovou soufadnici tGto¢nika:

; xpi  —(et?)? + (d + pte)® + y?
g = Yei e = i TS A (APL + Yy (3.14)
Ypi Ypi 2Ye0
Substituci vztaht (3.13)) a (3.14)) do rovnice (3.11)) dostaneme rovnici
2 2
xpi —(et?)?+ (d + pte)?* + %, —(et?)? + (d + pte)* + 4, )
Xpi = = - + | ypi — =d2.  (3.15)
Ypi 2Ye0 2Ye0

V tomto vztahu dile eliminujeme ¢as t. jeho substituci z rovnice (3.10). Ziskdme tak tuto rovnici

2
e [,2 2 2 2 2
Xpi TP (xpl. + ypi) + (d + ‘/xpi + ypi) + Y5,

2

x PR—
Py 2Ye0
) , (3.16)
2
-5 (xfn. + yfn.) + (d + /xgl. + yf,l.) +4% )
Ypi — =d-.
2yeO

Vsimnéme si, Ze mnoZina moZnych pozic obrdnce (rovnice (3.16))) je vyjadfena jako polynom
dvanactého stupné. Pokud bychom se omezili na pfipad stejnych rychlosti, tj. p = e, redukoval
by se vyraz (3.16)) na polynom osmého stupné.
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Analyzujme nyni, jak by se vztah (3.16) zménil, pokud by byla vzddlenost d rovna nule.
Zlomek, ktery je spole¢ny obéma zdvorkdm v rovnici (3.16) upravme a ozna¢me ho jako A:

(1 =5) () +

A=
2yeO

Vyraz (3.16) se tak transformuje na
2
b
pi
ypi

Odtud vyplyva rovnost

Navratem k plivodni substituci za A ziskdme rovnici

e? 2 2 2
(1 - F) . (xpl. + ypi) + U, — ZyPiyeo =0,

kterou upravime jako
2piYer Yoo

2 2
Xpi tYpi — — 2 1_£—0.
p* p*
Odtud doplnénim na Ctverec ziskame
2 2
2 Yeo € Yeo
Xpit|ypi———=| =| =" > (3.17)
1-5 P 1- 7z

Rovnice (3.17) predstavuje kruZznici se sttedem C a polomérem R, kde

2
C 0’ y€02 zc[o’%.yeo},
— £ pc—e
pz
€ Yo € P’
i Ty et

Viimnéme si, Ze se jednd o kruznici (3.3), pfevedenou do soufadnicového systému, ve kterém
plati: xp0 = 0,yp0 = 0 a x,9 = 0 (obrance v pocatku, tto¢nik na ose y).

Z této analyzy obrdncovy pozice P; miiZzeme konstatovat, Ze pokud uvazujeme za kritérium
na ukoncenf hry srdzku pozic hra¢l, bude se redukovat polynom (3.16) na kruZznici Pokud
by se déle rovnaly i rychlosti hrac, ziskdme pfimku rozd€lujici rovinu na dvé oblasti, kterd
byla popsdna diive (v kapitole 2). Poznatky ziskané v této Casti tedy v uvedenych specidlnich
pripadech odpovidaji diivéjSim poznatkGm.

Prechdzejici analyza miiZe byt piinosem pro hleddni strategie pro oba hrace. Popis pozice
hraci je jednoduchy pouze v pfipadé, kdy bychom mohli zanedbat vzdélenost d ve vztahu (3.15))
(tedy d + pt, = pt.). V praxi to znamend, Ze pokud je vzdalenost nutnd pro chyceni zanedbatelna
vuci velikosti dréhy, kterou musi obrance P urazit, bude mnohem leh¢i odvodit vhodnou strategii
pro jakéhokoliv z hrac¢t. Naopak, pokud nelze vzdalenost d zanedbat, pak i v pripadé rovnosti
rychlosti hracli p = e se nejednd o jednoduchy piipad pfimky rozdélujici rovinu tak, jak bylo
popséano v druhé kapitole.
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3.3 Analyza strategie obrance

V predchozi kapitole jsme ziskali potiebné informace o tom, kde se obrdnce miZe ocitat.
A to pro oba pripady, kdy uvaZzujeme jako ukoncovaci podminku piimé protnuti trajektorii obou
hract nebo podminku dosazeni urcité vzdalenosti d obrancem od tto¢nika. S t€émito znalostmi
se nyni zaméfme na analyzu strategie obrdnce (pfi zndmé strategii uto¢nika) pro riizné scénéie
hry.

3.3.1 Pripad rychlejsiho obrance

V této Casti budeme uvazovat podminku p > e, coZ znamend, Ze obrance je rychlejsi nez
tocnik, a tim ziskava zdsadni vyhodu. Na obrdzku [I5] vlevo si miZeme prohlédnout mozné
pozice cile T, které urcuji dalsi dynamiku hry. Podivejme se nyni bliZze na situaci, kdy je cil
v pozici Ty. V takovém piipadé m4 obrance Sanci cil ubrdnit. Jednou z vhodnych strategii pro
obrénce i tito¢nika je pohybovat se rovnomérné piimocate. Utocnik miff na bod I[x;, y;], ktery
ma nejmensi vzdalenost od cile T, pri¢emZ uto¢nik je schopen tohoto bodu dosdhnout (viz
situace na obrazku [2.1). V bod& I[x;,ys] je Gtocnik zachycen. Dynamiku dlohy si miZeme
prohlédnout na obrazku [I§]

N

=7

P |

~e

Obrazek 18: Geometrie dlohy, E dtocici a P branici bod T, pocatecni polohy hract Ey,Py, bod
stietnuti I, stfed kruZnice zachyceni C

Najdéme nyni piedpis pro prisecik I. Nechf souradnice cile jsou T [x;, y;] a soufadnice stiedu
kruZnice, na které dojde k zachycenti, jsou C[x¢, yc]. JelikoZ bod I lezi na tsecce dané body CT
(se smérnici kcr), plati ndsledujici vztah vyjadiujici rovnost smérnic:

k _Yc—Yyr _Yr—yr
CT — - .
Xc — X1 X1 — XT

Odtud vyjadfime rovnici pro y:

yr = yr +ker - (x1 — x1). (3.18)
Dile vyuZijeme piedpisu pro kruznici (3.3), na které dojde k stietnuti:

(x —x)%+ (y — yo)* = R
Dosazenim vyjadfeného y; ziskdvame rovnici

(xI - xc)z + (yT + kCT . (xI — xT) - yc)2 = Rz.
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Jednoduchou tpravou dale dostadvame kvadratickou rovnici pro xj
(1+kéT) -x12+2- (kCT-n—xc) -xI+xé+n2—R2 =0,

kden:yT—kCT~xT—yc.
ResSeni této kvadratické rovnice je nasledujici rovnost

—(ker - n—xc) £ /(1 +ker)? - R2 — (ker - xc + n)?
X = .
! 1+k2,

Z tohoto vztahu volime to znaménko, které povede k nalezeni nejblizsiho bodu I k cili T.

Na zavér konstatujme, Ze pro piipad pomalejSiho dto¢nika je jedna z vhodnych strategii pro
obrance (pfi znalosti strategie protivnika) pohybovat se pfimocarym rovhnomérnym pohybem
k bodu stfetnuti I (jehoZ soufadnice byly specifikovany vyse). Jedna se o variaci piipadu, ktery
jsme analyzovali v kapitole 2.2.1 se stejnymi rychlostmi. Zde jsme zjistili, Ze thel, pod kterym
by mél obrance vyrazit, je jediny. Toto tvrzeni plati i zde a my bychom tak mohli vyuZit podobné
metody pro hlubsi analyzu. Hlavnim rozdilem oproti ptipadu s stejnymi rychlostmi je obrancova
rychlosti vyhoda. Pokud bychom uvazovali, Ze se obrdnce vyda po nevyhodné trajektorii a z4-
rovenl muze svoje chovani béhem priibéhu hry ménit, bude mit obrance oproti piipadu stejnych
rychlosti hra¢i mnohem vétsi manévrovaci prostor svoji chybu napravit a Gtocnika dostihnout.

3.3.2 Pripad rychlejsiho uto¢nika

V této Casti uvazujeme p < e. Utoénik je rychlejii a disponuje vyhodou. Obrizek
vizualizuje tuto situaci. Analogicky k predchdzejici ¢asti miizeme umistit cil bud do pozice
uvnitt prisluSného kruhu, nebo mimo né&j. Pokud by se cil T ocitl mimo kruh, vyhrava uto¢nik.
Naopak pokud bude uvnitf kruhu, mizeme diskutovat o vhodné trase pro obrance, aby ubrdnil
cil T. Pro ilustraci problému je situace vizualizovdna na obrazku [T9]

Yy
Eo

Ml PO Mz

Obrazek 19: Geometrie ulohy, E[0, y.o] utocéici a P[0, 0] branici bod T[xr,yr], body dotyku
tecen z bodu E( na kruznici stfetnuti M;, M,, stfed kruznice stietnuti C

Na tomto obrazku miiZzeme pozorovat ¢ervenou oblast, kterou je mnoZina bodu, kde tto¢nik
riskuje polapeni. Utoénik miZe byt polapen nejdiive na oblouku daném body M; a M,, které
predstavuji body dotyku tecen na kruZnici stfetnuti. Tento fakt je dan tim, Ze pfi uto¢nikové
snaze pribliZit se k cili T mé obrance velky manévrovaci prostor. Naleznéme nyni vztah bodu
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M; [Xm1, Ym1]| ke zndmym parametrim dlohy. Te¢na prochdzi bodem M, proto plati nasledujici
vztah

Y= Yeo =kt - x,
kde k; je smérnice tecny. Bod M; lezi na kruznici polapeni (3.3)), proto plati rovnice
xXoy + (Ym — ye)? = R,
Kombinaci vySe uvedenych rovnic ziskdme rovnici
X2+ (Yoo + ki - x —yo)? = R,
kterou upravime do tvaru kvadratické rovnice
(1+kt2) 'xr2n1+2'kt “(Yeo — Ye) * Xm1 + (Yeo —yc)2 —-R*=0.

Z tohoto tvaru mizeme urcit rovnici pro smérnici tecny k; diky znalosti pro vyjadieni diskrimi-
nantu, ktery poloZime rovno nule (te¢na ma pouze jediny dotyk s kruznici):

4kt2 ' (yeO_yc)2_4' (1+kt2) : ((yeo_yc)z_Rz) =0,
kt2 “R? + (Yeo —yc)2 —-R?=0.

Odtud plyne vztah pro smérnici tecny k; ve tvaru

e_CZ_R2 e0 — Ye 2
hZion Zg :iJGUEﬁJ -1, (3.19)

Vztah (3.19) ddle upravime diky vyjddieni y-ové stfedové souradnice a vyjadfeni velikosti

poloméru z rovnice (3.17):

2
_ 9 2
Yeo -;—i p'(l—j%)—p o2
ki=+ || —————| —-1=4% —1l==x4]— -1
e . yeO2 e pz
P 1-e

Tim jsme ziskali pfedpis pro smérnici te€ny, ktery je nezdvisly na pocatecnich soufadnicich
hraca. Tento vysledek znamend, Ze polomér kruznice, na které dojde k stfetnuti, se méni tak,
Ze vySe zminéné teCny prochdzejici bodem Ej maji konstantni uhel s pfimkou danou body EP,.
Body M; a M, miZeme nalézt jakoZto prusecik pfimky (3.18)) a pfimky na ni kolmé prochazejici
sttedem C. Tuto pfimku miZeme zapsat tve tvaru

1
Y=Ye=-p X

ke .
2
TP
pak lze vyjadrit konkrétni teCny bod. Pro oba body M; a M, plati, Ze lezi na pfimce kolmé
na spojnici bodi EP, jak miiZeme pozorovat na obrazku ProtoZe smérnice k; je nezdvisla
na polohdch hracu, spojnice te¢nych bodii bude vZdy kolmé na pifimku EyP, a bude prochézet
bodem P,.
Provedime nyni analyzu obrancovy strategie s novymi poznatky. Pro lepsi analyzu zafixujme
obrance do pozice P,. Déle uvazujme rizné pozice ttoc¢nika tak, jak je vizualizovdno na obrazku

20

Priseciky pfimek M; a M, pak lze vyjadfit jako Ye0, 0. Vhodnou volbou znaménka k;
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E, Eq Eo
Ey Ey E”

Obrazek 20: Geometrie dlohy, pocatecni soufadnice utoénika E, = E[0,y.o] a obrdnce Py =
P[0, 0], mozné lokality cile Tya Tg, stfed kruznice C, kruZnice, na nichZ dojde k stfetnuti. Vlevo
ptipad p > e a vlevo piipad p < e.

Vybarvené oblasti na obrazku [20] znaci oblast, kam se dto¢nik dostane s pouze s riskem
polapeni. Pokud by se tito¢nik E nachdzel v pozici Ey, v obrdzku nalevo, je mnoZina bodti kam se
nemiiZe dostat vyznacena Cervené. Situace se méni, pokud by se dokdzal pfesunout do bodu Ej).
Zde je oblast vybarvena zelené, mirn¢€ se zmenSila a odkryla body, které doposud byly zakryty
cervené. Kdyz se uto¢nik piiblizuje k obrdnci, mnoZina zakrytych bodl se zmensuje. Proto,
kdyZ by se tto¢nik nachdzel v pozici Ej (na obrdzku 20| dpIné€ vpravo), bude nedostupna oblast
nejmensi. MZeme nyni konstatovat, Ze tto¢nik se miiZe dostat do jakéhokoliv bodu na roviné
tim, Ze se bude vhodné otdcet a pohybovat kolem (prozatim) zafixovaného obrdnce P. Tento fakt
je dan tim, Ze utoc¢nik je rychlejs$i nez obrénce.

Aby mohl obrance zachranit cil T, nemtZe zvolit taktiku, kterou jsme uvazovali v minulych
kapitoldch, protoZe by riskoval, Ze uto¢nik diky své rychlostni vyhodé vymanévruje takovou
pozici, Ze snadno dosdhne cile a zni¢i ho. Proto moznou vyhodnou taktikou pro obrdnce bude
namisto prondsledovani uto¢nika zvoleni primarné smétfovani cili a zde vyC¢kavani na utocnika,
aby ho mohl zachytit. Jakékoliv jiné chovani by mohlo vyustit v obrdncovu prohru a zniceni cile.

Propojme tyto zavéry s praktickym piikladem z Gvodu kapitoly 3.2. Zde je popsan duel pani
ucitelky, kterd pfedstavuje pomalejSitho obrédnce, a Zdka, ktery je rychlejsi. Pro pani ucitelku
neni vhodnou taktikou vyrazit pfimo za Zdkem, ale spiSe dorazit k mistu, kde zdk hodla vykonat
nekalost, a vyckat zde na n&j. Zak by mohl vyuZit své rychlosti a dostat se do takové pozice, Ze
pani ucitelka nekalosti nezabrani.
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4 Zavér

Cilem této bakaldiské prace bylo formulovat a analyzovat problematiku stfeZeni cile, a to
véetné grafické a numerické podpory. Ddle bylo cilem nalézt a popsat vhodnou strategii, podle
které by se mohli hr4ci chovat.

V prvni kapitole jsme formulovali dlohu se stejné rychlymi hraci, jak ji poprvé popsal
Rufus Isaacs. Nasledn€ jsme analyzovali zdkladni aspekty problému. Déle jsme v této kapitole
hledali jakou trasu by mohl obrdnce zvolit, za pfedpokladu, Ze tto¢nik se pohybuje pfimo
na cil rovhomérnym piimocarym pohybem. Jako prvni jsme analyzovali strategii, kterd by se
dala oznacit jako intuitivni, a to pfipad, kdy se obrdnce pohybuje po pfimce. Nalezli jsme
presné vyjadieni, pod jakym thlem by se mél obrance vydat, aby zachytil Gto¢nika a ubrénil cil.
V druhém pripadé€ jsme se podivali bliZe na variantu, kdyby se obrance pohyboval podle pravidel
ryziho prondsledovani. Klasicka formulace problému ryziho prondsledovdni m4 aspekt kolmosti
spojnice hracl na smér pohybu obrance. V této prici toto pravidlo neuvaZujeme a pracujeme
s libovolnou pozici prondsledovatele. Analyticky jsme prokézali, Ze obrdnce nemizZe tto¢nika
nikdy dostihnout, a tedy prvni strategie je mnohem vyhodnéjsi.

V druhé kapitole jsme se zaméfili na variantu ulohy o prondsledovani, ve které jsou hraci
rtizné rychli. Formulovali jsme tento typ ulohy a analyzovali jsme pozice hraca v rtiznych si-
tuacich. Diky analytické a grafické podpofe jsme dokdazali vytvofit vhodny apardt, ktery jsme
vyuzili k dal§i analyze problému. Diky pochopeni moZnych pozic hract a grafickych vizuali-
zacich popisujicim situaci jsme ndsledné dokdzali analyzovat oba ptipady moZného rozdé€leni
rychlosti. Nalezli jsme feSeni, jak by se mél chovat obrance, jak pro ptipad, kdy je v nevyhodé,
tak pro pripad, kdy ma vyhodu vétsi rychlosti.

Zavérem miZzeme konstatovat Ze problematika stfeZeni cile jesté v Cestiné zpracovdna nebyla,
a tak tato prace miZe byt prvotnim impulzem k dal§imu zpracovani tohoto zajimavého problému.
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