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Uvod

Tato bakalarska prace byla napsana s cilem sumarizovat a dale rozsitit poznatky
o tzv. spirdlni podobnosti, geometrickém zobrazeni v roviné, jez je slozenim stejno-
lehlosti a otoceni. Jedné se o zobrazeni, jez umoznuje efektivni feSeni rfady plani-
metrickych tloh a dokazovani souvisejicich tvrzeni.

Tento text shrnuje zékladni vlastnosti spiralni podobnosti, uvadi mnozstvi do-
stupnych poznatkl a prezentuje jeji aplikace. Podstatnou ¢ast prace tvori aplikace
zameérené na tFeSeni praktickych tloh. Dané téma je parcidlné zminéno v nékterych
matematickych publikacich, napt. v [1] nebo [3|, z webového prostiedi pak napft.
v ¢lancich Cyclic Quadrilaterals — The Big Picture [14] ¢i Three Lemmas in Geome-
try [15]. Z ¢eskych matematickych zdroju lze nalézt zakladni piehled o zkoumané
problematice napt. v [11].

K vyuziti této prace jsou nutnymi predispozicemi znalosti stfedoskolské pla-
nimetrie a zaklady teorie skladéni zobrazeni. Text je dostatecné srozumitelny také
pro nadané zaky stfednich skol se zajmem o tuto problematiku.

Prace je ¢lenéna do tii obsahlejsich kapitol, pficemz studium dané problematiky
se zaméruje vyhradné na planimetrii. Prvni kapitola se vénuje shodnym a podobnym
zobrazenim v roviné obecné, zejména pak jejich sklddani. Teorii tato prace rozepisuje
o dalsf zjisténi, jez pomohou lépe pochopit motivaci ke studiu spiralni podobnosti.
Prvni ¢ast prace tak zaroven poslouzi jako zékladni prehled poznatki o podobnych
a shodnych zobrazenich v roviné.

Hlavni pfinos prace predstavuji druhé a treti kapitola, pricemz druha kapitola
uvadi definici spiralni podobnosti, prezentuje piislusné matematické véty, vliastnosti
a dusledky. Studované téma podrobné doprovazi obrazova podpora pro snazsi po-
chopeni textu. Treti kapitola nabizi zajimava FeSeni planimetrickych tloh praveé
uzitim spiralni podobnosti véetné ukézky dikazi nékterych souvisejicich tvrzeni.
V zavéru je uvedena fada nereSenych tloh spolu s navodem k jejich feseni. Zadani

tloh jsou z vétsi ¢asti prevzata z uvedenych zdroju.
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Kapitola 1

(GGeometricka zobrazeni v roviné

Ve skolské geometrii se setkavame predevsim s geometrickymi zobrazenimi na roving,
v niz jsou definovany vzdalenosti bodi béZnou eukleidovskou metrikou (jedna se
o tzv. eukleidovsky prostor). Tato bakalafskd prace rozSifuje poznatky o téchto

zobrazenich.

Definice 1.0.1

Zobrazeni f, které kazdému bodu X roviny piifazuje pravé jeden bod X'
téze roviny, nazyvame geometrické zobrazeni (v roviné). Bod X se nazyva wvzor,
bod X’ = f(X) jeho obraz. Geometricky utvar (mnozina bodi) U’ v roviné je
obrazem utvaru U v téZe roviné v zobrazeni f, tvori-li utvar U’ mnoZina pravé

vech obrazii bodi mnoziny U. Utvar U’ pak znac¢ime f(U).

Geometricka zobrazeni délime na zobrazeni shodné, podobna, afinni, kruhova,
projektivni ¢i topologicka. V této praci se zabyvame témi zobrazenimi, jez zachova-
vaji tvary geometrickych ttvari, tj. zobrazenimi shodnymi a podobniymi. Uvodem

zavedme pojem samodruzného a slabé samodruzného utvaru.

Definice 1.0.2

Necht U je rovinny ttvar. Jestlize v geometrickém zobrazeni f plati f(U) = U,
nazveme U samodruznyg utvar. Utvar U se nazyva slabé samodruzny v zobrazeni f,
plati-li f(X) € U pro kazdy bod X € U a zaroven existuje alespon jeden bod Y € U
takovy, ze Y # f(Y).

1.1 Shodna zobrazeni v roviné

Shodna zobrazeni v roviné patii mezi nejvyznamnéjsi geometrickd zobrazeni. Defi-
nuji se pomoci vzdélenosti bodt, pritom shodné zobrazeni tyto vzdéalenosti zacho-
vava a opacné, jestlize jsou v zobrazeni zachovany vzdalenosti vSech dvojic bodi,

jedna se o shodné zobrazeni.
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Definice 1.1.1

Zobrazeni f, které kazdym dvéma riznym bodum X, Y roviny pfifazuje body
f(X) = X', f(Y) =Y téze roviny tak, ze | XY | = | X'Y’|, nazveme shodné zobrazeni
v roviné (téz shodnost). Rekneme, 7e dva ttvary U, U’ téZe roviny jsou shodné,

existuje-li shodnost f : U — U’. PiSeme pak U = U’.

Vzhledem k tomu, Ze v celé praci studujeme geometrickd zobrazeni v roviné,
nebudeme za shodné zobrazeni piivlastek ,,v roviné* dale pripisovat. Jak jiz bylo
feCeno, shodnost zachovava tvary geometrickych (resp. planimetrickych) tutvart,
avsak z definice plynou dalsi vlastnosti. Déle uvadime souhrn nékterych zakladnich

vlastnosti shodnosti:

e jde o bijektivni zobrazent,

e obrazem usecky je tsecka,

e obrazem (polo)piimky je (polo)piimka,

e obrazem (polo)kruznice je (polo)kruznice,

e zachovava rovnobéznost primek,

e zachovava vzdalenosti bodi,

e zachovava velikosti thla (thly jsou shodné),
e zachovava délici pomér,

e zachovava incidenci (pfislusnost k ttvaru) bodi,

zachovava velikosti obsahti omezenych planimetrickych utvari.

Jsou-li dény v roviné dva shodné tutvary, pak existuje shodné zobrazeni, jez
prevadi jeden ttvar na druhy (a opacné). Je-li vzor (a téz obraz) bodem, tseckou ¢i
primkou, pak takové zobrazeni neni jediné. Je-li v8ak vzor (a obraz) trojuhelnikem,

je situace odlisna.

Véta 1.1.1
Necht existuje shodné zobrazeni f : AXY Z — AX'Y'Z'! Pak je zobrazeni f
jediné a prifazuje jednoznacné kazdému bodu dané roviny pravé jeden bod téze

roviny. (f{ikéme, ze shodnost f je danymi trojuhelniky uréena jednoznaéné.)

'P¥i zapisu zobrazovani tGtvari budeme s vyhodou vyuzivat zapis pofadi bodt jako zapis od-

povidajicich si dvojic. Tedy zde X — X' Y —-Y'a Z — Z'.
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.............................

X Y

Obrazek 1.1: Jednoznac¢né zobrazeni bodu

Diikaz: Necht XY Z, X'Y'Z' jsou trojuhelniky v roviné spliujici predpoklady véty
1.1.1. Pro libovolny bod W téze roviny rizny od X, Y, Z plyne z definice shod-
nosti, ze f(W) = W’ bude mit stejné vzdalenosti od vrchola trojuhelniku X'Y’'Z’
jako W od vrchola trojihelniku XY Z, tedy kruznice k(X',|XW]|), (Y, |[YWWV]),
m(Z',|ZW|) se protnou v jediném bodé a to v W’ (obr. 1.1). O

Téz mluvime o uréeni shodnosti pfes trojici nekolinearnich? bodt a piislus-
nych obrazi, pricemz musi byt zachovany jejich vzajemné vzdéalenosti. Dale plati,
ze slozené zobrazeni ze dvou shodnosti téz zachovava vzdéalenosti bodi. Podobné

slozenim tif a vice shodnych zobrazeni nedospéjeme ke zméné této vlastnosti.

Véta 1.1.2
Necht f, g jsou dvé shodna zobrazeni v roviné p. Slozené zobrazeni fog
takové, ze pro kazdy bod X € p plati (f o g)(X) = g(f(X)), je opét shodnosti

(skladani shodnosti je tak uzaviena operace na mnoziné vsech shodnosti).
Diikaz: Necht f a g jsou shodné zobrazeni v roviné p. Pro libovolné body X, Y € p,
pro né&z plati f(X) = X', f(Y) =Y a g(X') = X", g(Y') = (Y"), plyne pfimo
z definice shodnosti
|(f e g)(X)(f o g)(Y)| = [g(X")g(Y")] = [X"Y”].
O

Shodné zobrazeni mohou bud'to zachovéavat orientaci pii znaceni vrchola troj-
tthelniku, nebo ji mohou ménit v opacnou. Dle toho rozliSujeme shodnosti primé
(zachovavaji orientaci znaceni) a shodnosti nepiimé (méni orientaci v opacnou).

Ptimé shodnosti jsou:

e identita Z,

2Nelezici na jedné piimce.

10
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e stfedova soumérnost S,

e posunuti (translace) T,

e otoceni (rotace) R.
Nepiimé shodnosti jsou:

e 0sova soumeérnost O,

e posunuté zrcadleni P.

Poznamka 1.1: Pfimo shodné zobrazeni zachovavaji orientaci tthli, neptimo shodna

méni orientaci thli v opa¢nou.

1.1.1 Shodnosti primé

V této casti zkompletujeme zékladni pfimé shodnosti jejich definovanim, téz budou

uvedeny nékteré jejich vlastnosti a vztahy vici dalsim pifimym shodnostem.

Definice 1.1.2 (identita)
Shodné zobrazeni Z takové, Ze pro vSechny body X roviny plati X = Z(X),
nazyvame identita. Rikéme, Ze dva utvary U, U’ jsou totozné (identické), existuje-li

identita Z(U) = U’. Piseme pak U = U’.
Pozndmka 1.2: Identita se také ¢asto znadci #d.

Véta 1.1.3

Ma-li shodnost alespon tii nekolinearni samodruzné body, je identitou.
Diikaz: Tvrzeni plyne z véty 1.1.1. O

Definice 1.1.3 (stfedova soumérnost)

Necht S a X jsou body roviny p. Shodné zobrazeni C : X — X’ takové, Ze pro
kazdy bod X € p je S stiedem tsecky X X', nazyvame stiedovd soumérnost. Znaci
se C(S), bod S se nazyva stied stiedové soumeérnosti. Rekneme, ze dva utvary U,

U’ jsou stiedové soumeérné, existuje-li stfedova soumérnost C(U) = U’.

Zadkladni viastnosti:
Jedinym samodruznym bodem stfedové soumeérnosti je stied S. VSechny piimky
prochézejici stfedem stfedové soumeérnosti jsou slabé samodruzné. Kazdéa kruznice

se stfedem S je slabé samodruzné.

11
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Definice 1.1.4 (posunuti)

Necht X je bod a u vektor roviny p. Shodné zobrazeni T : X — X' takové, ze
pro kazdy bod X € p plati X—)>(’: U, se nazyva posunuti (translace). Posunuti se
znadi T (@), vektor ¥ nazveme vektor posunuti, smér vektoru udava smeér posunuti.

~

Rekneme, 7Ze utvar U’ je posunutim ttvaru U, existuje-li posunuti 7(U) = U’.
Pozndmka 1.3: Posunuti 7 (0) s nulovym vektorem je identitou.
Poznamka 1.4: Posunuti, jez neni identitou, ¢asto nazyvame vlastnim posunutim.

Zdkladnt vlastnosti:
Vlastni posunuti neméa samodruzné body, kazda primka rovnobézna se smérem po-

sunuti je slabé samodruzna.

Definice 1.1.5 (otoceni)

Necht R a X jsou body a ¢ orientovany thel téze roviny p. Shodné zobra-
zeni R : X — X' takové, Zze pro kazdy bod X roviny p plati XRX' = p a zaroven
|RX| = |RX'|, se nazyva otoceni (rotace). Otoceni zna¢ime R(R, ¢), bod R nazy-
vame stied otocent, ¢ hel otocent. Rekneme, 7e utvar U’ je otocenim utvaru U,

existuje-li oto¢eni R(U) = U".

Pozndmka 1.5: Pro orientovany thel ¢ = k - 360°; k € Z, je otoceni identitou.
Pro orientovany thel ¢ = (2k — 1) -180°; k € Z, prechézi otoceni ve stfedovou

soumeérnost se stifedem R.

Pozndmka 1.6: Otoceni, jez neni identitou ¢i stfedovou soumérnosti, nazyvame casto

vlastnim otocenim.

Zakladni viastnosti:
Jediny samodruzny bod vlastniho otoceni je stfed R, kazda kruZnice se stfedem
v R je slabé samodruzna, kazda piimka a jeji obraz sviraji velikost orientovaného

uhlu .

1.1.2 Shodnosti neprimé

Osovéa soumérnost spolu s posunutym zrcadlenim je dvojici zndmych nepiimych
shodnosti. Nepfimé shodnost méni smysl znaceni vrcholii trojihelniku, tedy napii-
klad pro rovnostranny trojuhelnik bude AABC — AACB. V dalsim textu definu-

jeme zékladni nepfimé shodnosti a uvadime jejich zakladni vlastnosti.

12
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Definice 1.1.6 (osova soumérnost)

Necht X je bod a o piimka v roviné p. Shodné zobrazeni O : X — X' takové,
ze pro kazdy bod X € p je pfimka X X’ kolma na o a zaroven d(X,o0) = d(X’,0),
se nazyva osovd soumérnost. Znadi se O(o0), piimka o se nazyva osou soumeér-
nosti. f{ekneme, ze utvary U, U’ jsou 0sové soumeérné, existuje-li osova soumérnost

oW) =U".

Zidkladnt vlastnosti:
Vsechny body piimky o jsou v osové soumérnosti samodruzné. Vsechny pfimky
kolmé na osu o jsou slabé samodruzné. Vsechny kruznice se stfedem na ose o jsou

slabé samodruzné.

Véta 1.1.4
Ma-li shodnost dva rtzné samodruzné body a nema jiny s nimi nekolinearni

samodruzny bod, jedna se o osovou soumeérnost.

Diikaz: Dané dva samodruzné body oznacuji samodruznou piimku, a jelikoz tieti
nekolinedrni bod neni samodruzny a jde o shodné zobrazeni, tak vzhledem k za-
chovani vzdalenosti musi byt zobrazen v osové soumérnosti s osou totoznou s touto

primkou. [

Definice 1.1.7 (posunuté zrcadleni)
Necht O(o) je osova soumérnost s osou o a 7T (i) je posunuti s nenulovym
vektorem , kde vektor @ je rovnobézny s primkou o. Zobrazeni O o T se nazyva

posunuté zrcadlent (posunutd osova soumérnost) a znadi se P(o, «).

Zdkladni vliastnosti:
Posunuté zrcadleni nemé samodruzné body, mé jedinou slabé samodruznou piimku,

a to osu o.

Pozndmka 1.7: Slozeni osové soumérnosti a posunuti je komutativni. Pfimka o a li-

bovolny bod X nelezici na o urcéuji zobrazovanou rovinu.

Posunuté zrcadleni je definovano slozenim dvou jiz zndmych zobrazeni. Stoji za
zminku, Ze pravé timto pristupem ziskdvame nové vlastnosti, napiiklad absenci sa-
modruznych bodi a zaroven zménu orientace znaceni vrcholi trojihelniku. Jde tak
0 nové zobrazeni, novou shodnost v roving, kterd demonstruje motivaci k zamysleni

se nad skladédnim zakladnich zobrazeni a hledani novych uzite¢nych vlastnosti.
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1.1.3 Skladani shodnych zobrazeni

Z véty 1.1.2 vime, ze skladani shodnosti je uzaviena operace. Nésledujici véta vy-

povida o tom, kdy bude slozeni dvou shodnosti shodnost pifima a nepiima.

Véta 1.1.5

Slozenim lib. poc¢tu pifimych shodnosti se sudym poctem nepiimych shod-
nosti v lib. potfadi ziskame shodnost pfimou. Slozenim lib. po¢tu pfimych shodnosti
s lichym poc¢tem nepiimych shodnosti v lib. poradi ziskdme shodnost neptimou.
Diikaz: Neptimé shodnost méni smysl znaceni trojuhelniku na opaény, pricemz exis-
tuji praveé dva smysly znaceni trojuhelniku. O

Nyni podrobné vySetiime vzajemné skladani zékladnich primych shodnosti na-
vzajem. Pro zacatek si mizeme rychle rozmyslet, ze skladani identity s ¢imkoliv dal-
sim neposkytuje zasadni zavéry. Uz vSak u dvou stfedovych soumérnosti dojdeme
k zajimavéjsimu vysledku.
Véta 1.1.6

Necht C;(S1), C2(S2) jsou stiedové soumeérnosti v téze roviné. Slozené zobrazeni

H

C1(S1) 0 C3(S2) je posunuti s vektorem posunuti 2-51.55. Jsou-li stiedy stiedovych
soumérnosti totozné, je vektor posunuti nulovy (jde o identitu).
Diikaz: Necht body S, So nalezi roviné p, C1(S1) a Co(S2) jsou stfedové soumeérnosti
a plati C1(X) = X', Co(X') = X” pro libovolny bod X € p. Usecka 5159 pak je
stfedni pfickou trojuhelniku X X’X” proto XX” || 5152 a XX”— 2- 515'2, kde

orientace je ddna poradim sklddanych zobrazeni. O]
SloZenim dvou posunuti je opét posunuti (jde o s¢itani vektori).

Véta 1.1.7
Necht 71 (w), T2(?) jsou posunuti v téZe roviné. Slozené zobrazeni Ty () o T2 (V)
je posunuti T (4 + v).

Diikaz: Necht X je bod a @, U vektory téze roviny. Pro zobrazeni 71 () o T3(?) plati

(72(#0) 0 To(0)) (X) = Ta(0)(X + i) = X + i+ 0= X + (i + ¥) = T (i + )(X).

Jelikoz jde o uzavienou operaci, mtizeme pro posunuti spolu s operaci skladéni

zobrazeni uvést algebraickou strukturu?.

3 Algebraicka struktura je mnozina prvki spolu s jistou binarni operaci, jez p¥ifadi libovolnym

dvéma prvkim z dané mnoziny prvek téZe mnoziny.
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Véta 1.1.8
Mnozina vSech posunuti v roviné tvoii vzhledem k operaci skladani zobrazeni

komutativni grupu?.
Driikaz: Uzavienost operace je ziejmé. Skladani posunuti 1ze chapat jako s¢itani pri-
slusnych vektort, proto jde o asociativni a komutativni operaci. Neutralnim prvkem

je posunuti o nulovy vektor o, opa¢nym prvkem pak posunuti o vektor —u. O

Pozndamka 1.8: Diky vétdm 1.1.6 a 1.1.8 lze tuto algebraickou strukturu rozsirit

o stfedovou soumérnost, avsak se ztratou komutativity.

U vysetrovani sklddani oto¢eni budeme postupovat pozvolnéji. Nejprve vyset-
fime skladani vlastnich otoceni. Je snadné rozmyslet si, Ze jsou-li stfedy vlastnich
otoceni totozné, vysledkem je otoceni o orientovany thel dany souctem velikosti

(s ohledem na znaménko) dil¢ich. Jsou-li vSak stfedy riazné, situace se ztizi.

Véta 1.1.9
Necht Ri (R, 1), Ra(Ra, p2) jsou vlastni otoceni v téZe roviné. Slozené zob-

razeni Rq(Ri, 1) 0 Ra(Ra, 2) je:
1. otoceni R3(R, 1 + ¢2), pravé kdyz Ry = Ry = R;

2. otoceni R3(R, p1 + o) se stiedem R # Ry # Ry, pravé kdyZz Ry # Ro.

Obrazek 1.2: SloZeni vlastnich otodeni

Diikaz: Necht jsou splnény predpoklady véty 1.1.9 a pro lib. bod X dané roviny
plati R1(X) = X', Ro(X') = X
i) Jsou-li stfedy otoceni totozné, pak | XR| = |X'R| = |X"R| a je zfejmé, Ze
(1) y je ziej
thel otoceni je XRX' + X'RX".

4Grupa je algebraicka struktura, ve které piislusna binarni operace splituje podminky asocia-

tivity, existence neutralniho prvku a prvku opaéného/inverzniho vzhledem k dané operaci.
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(ii) Jsou-li st¥edy rtizné, lze pro diikaz uZit spiralni podobnost®. Zobrazime troji-
helnik X X’R; ve spiralni podobnosti se stfedem X a trojuhelnik X’ X" Ry ve
spiralni podobnosti se stfedem X" tak, aby obrazy jejich stran X'R; a X'Rs
byly totozné — tj. dle obr. 1.2 se zobrazily na tusecku RM. Pak orientovany
thel otoceni Ri o R, je m’ = )ﬁ%l\X’ + XTQQ\X” a stfed R # R .

]

Pozndmka 1.9: Stied otoceni R z obrazku 1.2 lze najit pomoci priniku os tsecek

odpovidajicich si bodi (jde o uziti mnozin boda dané vlastnosti).

Jelikoz stfedova soumeérnost je specialnim piipadem otoceni, plyne z véty 1.1.6,
ze skladani otoc¢eni neni uzaviena operace a proto netvoii vlastni algebraickou struk-
turu.

Zbyva vysettit vysledky slozeni stfedové soumérnosti s posunutim a otoc¢enim
a také slozeni posunuti a vlastniho otoceni. Tyto zavéry uvedeme zejména s ohledem

na typ vysledného zobrazeni a bez dikazu.

Véta 1.1.10
Necht C(S) je stfedova soumérnost a 7 (&) posunuti v téze roviné. Zobra-
zeni C(S) o T (@) je stfedova soumérnost C(Si), zobrazeni T (@) o C(S) je stiedova

soumérnost C(Ss).

Véta 1.1.11

Necht C(95) je stfedova soumérnost a R(R, ) vlastni otoeni v téze roviné.
Zobrazeni C(S) o R(R, ¢) je otoceni R(Ry, 1), zobrazeni R(R, ¢) o C(S) je otoceni
R(Rz, ¢2).

Véta 1.1.12
Necht R(R, ) je vlastni otoeni a T (i) posunuti v téze roviné. Zobrazeni

R(R, @) o T () je otoceni R(Ry, p), zobrazeni T (@) o R(R, ¢) je otoceni R(Ra, ¥).

Déle jiz v této praci nebudeme zkoumat specidlni pfipady skladéani primych
a nepiimych shodnosti. Pro kompletnost uvedme znamou vétu o skladani osovych
soumérnosti. Diikaz nésledujici véty je spiSe rozsahové nez technicky naro¢ny a ne-

budeme jej uvadeét.

Véta 1.1.13

Necht oy, 09 jsou dvé piimky v roviné. Slozenim O;(01) o Oz(02) vznikne:

5Detailné je toto zobrazeni popsano ve 2. kapitole.
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1. identita, pravé kdyz o; = o9;
2. stfedova soumérnost, pravé kdyz o L oo, kde S = 01 N og;

3. posunuti, pravé kdyz o; || 02, kde d(01,02) = |3 | a smér posunuti je kolmy

na osy soumeérnosti;

4. otoceni, pravé kdyz je o1 }f 02, kde R = 01 N os a velikost orientovaného thlu

otoceni je dvojnasobna vici odchylce os.

Vidime, Ze v8echny znamé shodnosti v roviné ziskame slozenim osovych sou-

mérnosti (i posunuté zrcadleni). Tento poznatek shrnuje dalsi véta:

Véta 1.1.14

Kazdé shodné zobrazeni v roviné lze ziskat slozenim osovych soumeérnosti, a to
nejvyse tii.
Diikaz: Viz napt. v [5], str. 66. O

Vime, ze skladani shodnosti je uzavienou operaci. V posledni vété tohoto od-

stavce proto popiSeme jejich algebraickou strukturu vzhledem k piislusné operaci.

Véta 1.1.15
Mnozina v8ech shodnych zobrazeni v roviné tvori vzhledem k operaci skladani

zobrazeni grupu, tzv. grupu shodnosti.

Driikaz: Skladani zobrazeni je obecné asociativni, neutralnim prvkem struktury je

identita a jelikoz kazdé shodné zobrazeni je bijektivni, je uréen i prvek inverzni. [J

1.2 Podobna zobrazeni v roviné

Podobné zobrazeni jsou oproti shodnostem obecnéjsim piipadem geometrickych
zobrazeni. Obraz utvaru v podobném zobrazeni ma stejny pocet stran, vrchold,

mé shodné tuhly, toto zobrazeni vsak obecné nezachovava vzdalenosti bodi.

Definice 1.2.1

Necht je dano ¢islo k € R*. Zobrazeni f, jez kazdym dvéma bodim X, Y
roviny pfifadi po fadé body f(X) = X', f(Y) = Y’ téze roviny tak, Ze plati
|X'Y'| = k- | XY, nazveme podobné zobrazeni v roviné (téz podobnost). Cislo k se
nazyva pomeér podobnosti. Rekneme, Ze dva utvary U, U’ v téZe roviné jsou podobné,

existuje-li podobnost f : U — U’. Piseme pak U ~ U’.
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Pozndmka 1.10: Je-li k = 1, jednéa se o shodnost — v tomto smyslu specidlni podobné

zobrazeni. Je-li k # 1, ¢asto takové zobrazeni nazyvame vlastni podobnosti.

Studujeme geometrickd zobrazeni v roviné a pro usnadnéni také nebudeme
piivlastek ,v roviné* za podobné zobrazeni pripisovat. Nékteré zakladni vlastnosti

podobnych zobrazeni jsou:
e jde o bijektivni zobrazeni,
e obrazem tusecky je tsecka,
e obrazem (polo)piimky je (polo)piimka,
e obrazem (polo)kruznice je (polo)kruznice,
e zachovava rovnobéznost primek,
e obecné nezachovava vzdalenosti bodii,
e zachovava velikosti thli,
e zachovava délici pomér,
e zachovava incidenci bodi,
e obecné nezachovéava velikosti obsahii omezenych planimetrickych ttvart.

Stejné jako u shodnych zobrazeni existuje pro dva podobné utvary v roviné,
jez obsahuji alespon tii nekolinearni body, jedin&d podobnost zobrazujici v uré¢eném

poradi jeden utvar na druhy.

Véta 1.2.1
Necht existuje podobné zobrazeni f : AXYZ — AX'Y'Z'. Pak je zobra-
zeni f jediné a pfifazuje jednoznacné kazdému bodu dané roviny pravé jeden bod

téze roviny. (Rekneme, ze zobrazeni f je témito trojuhelniky uréeno jednoznaé¢né.)
Drikaz: Tvrzeni lze dokazat podobné jako vétu 1.1.1. O]
Vsechny vlastni podobnosti maji stejny pocet samodruznych bodi.

Véta 1.2.2

Kazda vlastni podobnost ma pravé jeden samodruzny bod.

Diikaz: Viz napt. [5], str. 103. O
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Podobna zobrazeni jsou opét vzhledem k operaci slozeni zobrazeni uzavienou

strukturou.

Véta 1.2.3
Necht f, g jsou podobnéa zobrazeni, p je rovina. Potom sloZzené zobrazeni
f o g takové, Ze pro kazdy bod X € p plati (f o ¢g)(X) = g(f(X)), je opét podobné

zobrazeni (skladani podobnosti je uzaviena operace na mnoziné vsech podobnosti).

Driikaz: Tvrzeni plyne piimo z definice podobnosti. Pro libovolné body X, Y z roviny,

pronéz f(X)= X', f(Y)=Y' g(X')=X"ag(Y') =YY" plati
((fog)(X)(fog)(Y)|=Fk-[g(X)g(Y')| =k -1 |[X"Y"|=m- | X"Y",

kde k,I,m € R. O

Stejné jako u shodnosti zavadime pojmy primd podobnost — podobné zobrazeni
zachovavajici orientaci pii znaceni vrcholi trojihelniku a neprimd podobnost — méni
orientaci znaceni v opa¢nou. V dalsi ¢asti se zamérime na nejcastéji uzivané podobné

zobrazeni, a to stejnolehlost.

1.2.1 Stejnolehlost

Vyznamnym geometrickym zobrazenim je stejnolehlost. Je to jediné podobné zob-
razeni, jez se ve skolské geometrii vyucuje. Jak v ¢asti 1.2.3 zjistime, slozenim stej-
nolehlosti a ur¢itého shodného zobrazeni miizeme konstruovat libovolné podobné

zobrazeni v roving.

Definice 1.2.2 (stejnolehlost)

Necht je dan bod H roviny p a ¢islo £ € R\{0}. Podobné zobrazeni H : X — X’
takové, ze pro kazdy bod X z roviny p plati H}’: K - H—)}', se nazyva stejnolehlost
(homotetie). Stejnolehlost se zna¢i H(H, ), bod H nazveme stied stejnolehlosti,
k se nazyva koeficient stejnolehlosti. Rekneme, Ze utvary U, U’ jsou stejnolehlé,

existuje-li stejnolehlost H(U) = U’.

Zakladni vlastnosti:

Stejnolehlost je piiméa podobnost. Samodruznym bodem je stfed H. Obrazem li-
bovolné ptrimky je pfimka s ni rovnobézna, kazdé pirimka prochézejici stfedem H
se zobrazi sama na sebe. Délka obrazu libovolné tsecky je rovna |k|-nasobku délky
vzoru. Kazdé dvé riuzné kruznice maji dva ruzné stiedy stejnolehlosti (jeden pro

k > 0, druhy pro k < 0).
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Pozndmka 1.11: Ve specialnich pripadech je stejnolehlost:
e identitou, pravé kdyz k = 1;

e stfedovou soumérnosti, pravé kdyz k = —1.

Véta 1.2.4
Inverzni zobrazeni ke stejnolehlosti H(H, k) je stejnolehlost H(H, 1/k).

Dikaz: Stejnolehlost je bijektivni zobrazeni, proto existuje inverzni zobrazeni. To-
toznost stfedii obou stejnolehlosti plyne z véty 1.2.2. Z definice inverzniho zobrazeni
pro libovolny bod X prislusné roviny ziskame

T(HX) = (H(H, 5) o H - (H, &))(X) = HV(H, ) (5- HX) = 5~ HX,

kde rovnost je splnéna pravé pro ' = 1/k. O

Timto jsme vycerpali mnozinu bézné uzivanych podobnosti a prejdeme ke zkou-

méani jejich vzajemného skladani.

1.2.2 Skladani podobnych zobrazeni

V predchozich odstavcich jsme zminili jediné podobné zobrazeni. Jelikoz jsou shodné
zobrazeni obsazena v podobnostech, vySetfeme nejprve samostatné vzajemné skla-

dani stejnolehlosti.

Véta 1.2.5
Necht H;(Hy, k1), Ha(Ha, K2) jsou stejnolehlosti v téze roviné. SloZené zobra-

zeni Hl o HQ je:
1. identita Z, praveé kdyz plati H; = H, a zaroven kikq = 1;
—
2. posunuti T((—K,Q +1)-H H, ), pravé kdyz H, # Hy a zaroven kiko = 1;

3. stejnolehlost Hs(Hs, k1k2), pravé kdyz kike # 1. Jsou-li st¥edy H;, Hy to-
tozné, pak Hy3 = H, = Hs, v opacném piipadé je Hz ruzny od Hy, Hs a lezi

na piimce H,Hs.

Diikaz: Necht ‘Hq(Hy, k1), Hao(Ha, k2) jsou stejnolehlosti v téze roviné a pro libovolny
bod X této roviny plati X' = H1(X) a X" = Ha(X').

(i) Plati HioHy =T, praveé kdyz Ho = Hi tj. Hy = Hy a K1k = 1 (véta 1.2.4).
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(ii) Tvrzeni lze dokazat podobné jako vétu 1.1.6 vyuZitim podobnosti trojuhelniki
XX'X" a HHX H,. Pro vektor posunuti lze tak dokazat platnost vyjadieni
— — —
XX"= (-1/%1 + 1) : HlHQ = (—lig -+ ].) 'HlHQ.

(iii) Bod Hj je samodruzny v zobrazeni H; o Hs, tudiz H,(Hs) = Hy = Hy ' (Hs).
Jelikoz obraz a vzor bodu v této stejnolehlosti lezi na téze primce, plati
<
H; € HiH,. O tom, zda sttedy Hy, Hs, Hj splyvaji, lze rozhodnout dle véty
1.2.2. Pro H; = H, je dikaz zfejmy. Pro H; # H, vyjadiime z predchoziho
— —
bod HY a ziskdme rovnost Hy + k1-H1Hs= Hj = Hy + %-H2H3 a upravou
— — — 2 —
H3Hy + ko - HyHy + K1ko -HiH3 = 0. Nyni vyjadienim vektoru H3z X" z defi-

nice stejnolehlosti dostavame
— —_ — —_— — —_ —_ —
HgX”:HgHQ + HQXH:HgHQ +I€2'H2X/:H3H2 +K2'H2H1 —H'iQ’HlX/:
— — — — —
=H3Hy +rKo HyHy +k1ko Hi X +kiko H3Hy —K1Ko H3Hy=

— — — — —
= KR1Kk2 '(Hng + HlX) + H3H2 +I€2'H2Hl —I€1I€2'H3H1:

— — — —
= K/IK/Q'H?)X +ﬁ3H2 +I€2'H2Hl —I€11€2'H3H1/.

=0 (z vyjadieni bodu H})

]

Pozndmka 1.12: Skladani stejnolehlosti neni obecné komutativni. Komutativni je

pouze tehdy, jsou-li stfedy stejnolehlosti totozné.

7 véty 1.2.5 plyne, ze sklddani stejnolehlosti neni uzaviena operace, slozenim
stejnolehlosti lze ziskat posunuti (zobrazeni s jinymi vlastnostmi). Stejnolehlosti
tedy netvori vlastni algebraickou strukturu. Na zavér popisme algebraickou struk-

turu podobnosti.

Véta 1.2.6
Mnozina v8ech podobnosti v roviné tvofi spolu s operaci sklddani zobrazeni

grupu, tzv. grupu podobnosti.

Diikaz: Tvrzeni lze dokazat podobné jako vétu 1.1.15. n

1.2.3 Skladani shodnych a podobnych zobrazeni

V predchozim textu jsme se vénovali skladéni zobrazeni na izolované mnoziné shod-
nosti, poté skladani stejnolehlosti. Pritom shodné zobrazeni jsou specialnim piipa-

dem podobnosti pro £ = 1. Omezime-li se vSak jen na podobnosti vlastni, mtizeme
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rozlisit shodnost od podobného zobrazeni. V této ¢asti proto uvazujme pouze vlastni

podobné zobrazeni a vySetfeme jejich skladani se shodnostmi.

Véta 1.2.7

Slozeni vlastni podobnosti a shodného zobrazeni je vlastni podobnost.

Diikaz: Jde o uzavienou operaci. Navic vzajemné vzdéalenosti obrazti odpovidaji

k-nasobku (k # 1) vzdalenosti vzor. O

Déle ukazme, Ze existuje zpusob (podobné jako u shodnosti), jak lze ziskat

libovolné podobné zobrazeni s vyuzitim vysSe popsanych.

Véta 1.2.8
Kazdé vlastni podobné zobrazeni s pomérem podobnosti k lze slozit z urcité
shodnosti a stejnolehlosti s koeficientem k a stfedem, jez je totozny s vlastnim

bodem daného podobného zobrazeni.
Diikaz: Viz napt. v [5], str. 103. O

Motivovani vétou 1.2.8 nyni vySetfeme sklddani stejnolehlosti se zakladnimi
shodnostmi. Stfedova soumérnost a identita jsou obsazeny jak ve specidlnich pii-
padech otoceni ¢i posunuti, tak i ve specialnich pripadech stejnolehlosti, proto se
budou nasledujici véty vztahovat pouze k vlastnimu otoceni a posunuti, dikazy

budou provedeny pouze naznakem.

Véta 1.2.9
Slozenim stejnolehlosti H(H, k) a vlastniho posunuti 7 (%) v téze roviné je

stejnolehlost H(H', k) s posunutym stiedem stejnolehlosti vici H o vektor @/(1—k).
Diikaz: Tvrzeni lze dokazat pomoci vektort podobné jako vétu 1.2.5, bod 3. n
Pozndmka 1.13: Slozeni stejnolehlosti a posunuti neni obecné komutativni.

Vidime, ze mnozina vSech stejnolehlosti a vSech posunuti tvoii vzhledem k ope-
raci skladéni zobrazeni uzavienou strukturu. Z ptedchozi véty a z vét 1.2.5, 1.1.3

plyne nésledujici:

Véta 1.2.10
Mnozina vSech stejnolehlosti a posunuti v téze roviné tvoii vzhledem k operaci

skladani zobrazeni grupu (tzv. Mongeovu grupu)®.

6Viz napt. [12], str. 34.
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Véta 1.2.11

Slozenim vlastni stejnolehlosti” a vlastniho otoceni v téZe roviné neni stejno-

lehlost.

Driikaz: Staci poukazat na vlastnosti otoceni a stejnolehlosti. Stejnolehlost zachovava
rovnobéznost primek, vlastni otoceni ne. Po aplikaci otoceni ve slozeném zobrazeni
bude pravé tato vlastnost stejnolehlosti narusena. Podobné otoc¢eni zachovavé vzda-

lenosti bodt a vlastni stejnolehlost ji méni v urc¢itém x-nésobku. O]

Slozeni stejnolehlosti a otoceni je (analogicky jako u posunutého zrcadleni) nové
piimo podobné zobrazeni spliujici vlastnosti véty 1.2.8. Toto zobrazeni (zminéné

jiz v dukazu véty 1.1.9) se nazyva spirdlni podobnost.

"Vlastni stejnolehlost povazujeme, stejné jako vlastni podobnost, za zobrazeni, jeZ nenf shod-

nosti, tedy |x| # 1.
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Kapitola 2

Spiralni podobnost

V této kapitole se budeme detailné zabyvat spirdlni podobnosti. Jde o slozeni shod-
ného a podobného zobrazeni, konkrétné dané stejnolehlosti a otoc¢eni. V nésledujici
¢asti prace budeme prezentovat fadu poznatku tykajicich se pravé spiralni podob-

nosti a objasnime disledky, které z nich plynou.

2.1 Zakladni vlastnosti spiralni podobnosti

V 1dvodu definujeme spiralni podobnost.

Definice 2.1.1 (spiralni podobnost)

Necht R(H, ¢) je otoceni a H(H, k) stejnolehlost s koeficientem k > 0 v téze
roviné. Slozené zobrazeni R(H, ¢)oH(H, k) nazyvame spirdlni podobnost a zna¢ime
jej S(H, k, ). Bod H nazveme stiedem spirdlni podobnosti. Rekneme, ze dva atvary

U, U’ jsou spirdlné podobné, existuje-li spiralni podobnost S(U) = U’ (obr. 2.1).

(RoH)(Y)=Y'

Obréazek 2.1: Spiralni podobnost

Spiralni podobnost se zna¢i uspofadanou trojici (H, k, ) a opacné, tato trojice
ji jednozna¢né urcuje. Vsimnéme si, ze stfedy otoceni a stejnolehlosti jsou identické,
koeficient k je prevzat ze stejnolehlosti, orientovany thel ¢ z otoceni. Jelikoz uvazu-

jeme otoceni a stejnolehlost v jedné roving, je spiralni podobnost opét geometrické
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zobrazeni v roviné. V definici navic klademe na koeficient stejnolehlosti omezeni

k > 0, coz je ¢isté ucelovym pozadavkem.

Pozndmka 2.1: Spiralni podobnost bychom mohli téz definovat jako slozeni stejno-
lehlosti a otoceni bez dalsich dodatku. AvSak tento pfistup je ve specialnich pfipa-
dech (napf. pro zaporny koeficient podobnosti) pro aplikace nevhodny a proto se

nezavadi.

Omezeni se na kladné hodnoty k& neni nikterak na jmu mnoziny spiralnich
podobnosti. Zaporny koeficient stejnolehlosti se da nahradit pri¢tenim +180° k ori-
entovanému thlu otoceni pii skladani zobrazeni. Jelikoz je stied H identicky pro

otocCeni i stejnolehlost, mé spirdlni podobnost nasledujici vlastnost.

Véta 2.1.1
Pro slozeni stejnolehlosti a otoceni v téze roviné se stejnym stredem plati
H(H,k)oR(H,p) =R(H,p)oH(H, k), tj. skladani stejnolehlosti a otoceni s tymz

stfedem je komutativni operaci (obr. 2.2).

Diikaz: Platnost véty je zfejma. O]
H(X)) = X' R(Xg) = X |
3 @ ..
\
\
= \
\
R(X) =X, o \g \\
\ AN o
N N S I e g _
N @,,& H(X) = X,
H H

Obrazek 2.2

Dle predchozi véty definice spiralni podobnosti nezavisi na poradi skladanych
zobrazeni. Déale totoznost stfedii otoceni a stejnolehlosti se da chapat jako dalsi ce-
lovd podminka. Upustime-li od takového pozadavku a slozime stejnolehlost a oto-
¢eni o ruznych stiedech, vysledné zobrazeni bude opét podobné zobrazeni. Navic
pak (dle véty 1.2.8) existuje jisty bod H takovy, Ze sloZenim vhodné shodnosti
a stejnolehlosti se sttedem H lze konstruovat pravé dané podobné zobrazeni. Tento

fakt shrnuje nésledujici dulezita véta o podobnostech v roviné.

Véta 2.1.2
Kazdé dva pfimo podobné utvary v roviné jsou zobrazeny jeden na druhy ve

spiralni podobnosti nebo posunuti.
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Diikaz: Viz napt. [3], str. 97. O

Vidime, ze mnozinu v8ech (pfimych) podobnych zobrazeni muzeme s eleganci
ponizit jen na spiralni podobnost a posunuti. Dle toho lze spiralni podobnost po-
vazovat za nejobecnéjsi podobné zobrazeni (kde mezi podobnosti fadime i shodnéa
zobrazeni). V nasledujici ¢asti si déle rozsifime povédomi o vlastnostech tohoto

zobrazeni.

2.2 Dalsi vlastnosti spiralni podobnosti

V této casti popiSeme vlastnosti a uvedeme véty tykajici se spirdlni podobnosti. Na
uvod uvedme zékladni piehled.

Zadkladni vliastnosti:

Spiralni podobnost je piima podobnost a prejima tak vSechny vlastnosti podob-
nych zobrazeni. Jejim samodruznym bodem je stfed H. Kazda piimka zobrazena

ve spiralni podobnosti sviré se svym vzorem velikost orientovaného thlu .

Pozndmka 2.2: Spiralni podobnost je ve specialnich piipadech pro n € Z:

stejnolehlosti se stfedem H a koeficientem k, pravé kdyz ¢ = n - 360°;

stejnolehlosti se stfedem H a koeficientem —k, pravé kdyz ¢ = (2n—1) - 180°;

e otocenim se stfedem H a orientovanym thlem otoceni ¢, pravé kdyz k = 1;

stfedovou soumérnosti se stifedem H, pravé kdyz k=1 a ¢ = (2n — 1) - 180°.

Pozndmka 2.3: Skladani spiralnich podobnosti neni obecné komutativni.

Véta 2.2.1

Inverzni zobrazeni ke spiralni podobnosti S(H, k,¢) je spiralni podobnost
S(H,1/k,—p).
Drikaz: Spiralni podobnost je bijektivni zobrazeni, existuje proto inverzni zobrazeni
S~! pro néz plati S o 87! = Z. Vzhledem ke komutativité skladani stejnolehlosti
a otoCeni se stejnym stfedem pak z véty 1.2.4 plyne velikost poméru podobnosti

a inverzni otoCeni mé pravé opacny orientovany thel. O

Timto jsou shrnuty zaklady spiralni podobnosti. Nasleduji vyznamné véty roz-

Sifujici pohled na vlastnosti a moznosti aplikace tohoto zobrazeni. Pii definovani
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spiralni podobnosti jsme psali o jednoznacném urceni pies trojici stfed, pomér
podobnosti a orientovany thel. Dalsi véta fika, jak muze byt spiralni podobnost

jednoznacné urcena pomoci vzoru a jeho obrazu.

Véta 2.2.2 (o urcenosti spiralni podobnosti)
Necht A, B, C, D jsou riuzné body v roviné takové, ze ABDC, AC DB netvori
rovnobézniky. Pak existuje jedina spiralni podobnost zobrazujici A — B a zaroven

¢ —D.
Diikaz: Viz napt. v [14], str. 4. O

Pozndmka 2.4: Pripustime-li v predchozi vété existenci rovnobézniku ABDC, ACDB,
pak zobrazeni A — B, C' — D je posunuti, které spiralni podobnost nenabizi a tyto

konkrétni pfipady je nutné vylouc¢it. Samotna existence plyne z véty 2.1.2.

Pro uréeni spiralni podobnosti postaé¢i uréeni vzoru a obrazu nékteré tusecky (jez
nebude zobrazena v posunuti). Zaméiime-li se na ¢étyiahelnik z véty 2.2.2 tvoreny
body A, B, C' D, existuje v ném dalsi dvojice potencialné si ve spiralni podobnosti

odpovidajicich stran.

Véta 2.2.3 (duplicita spiralni podobnosti)

Necht jsou v roviné dény ruzné body A, B, C', D a bod H takovy, ze spiralni
podobnost se stftedem H zobrazuje A — B, C' — D. Pak existuje spiralni podobnost
se stfedem H zobrazujici A — C, B — D (obr. 2.3).

Obréazek 2.3: Duplicita spiralni podobnosti

Driikaz: Spirélni podobnost je podobné zobrazeni — zachovava velikosti thld, tudiz
|<XAHB| = |<CHD)| a s odkazem na obrazek 2.3 plati |[<XAHC| = |<BHD)|. Pro
pomér podobnosti pivodni spiralni podobnosti je k = |AH|/|BH| = |CH|/|DH|
a upravou plati také rovnost |[AH|/|CH| = |BH|/|DH|. O
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Geometrickou reprezentaci véty 2.2.3 je, ze ke spiralni podobnosti zobrazujici
trojuhelniky HAB — HCD! (obr. 2.3) existuje vZdy téZ druhé spiralni podob-
nost zobrazujici trojiuhelniky HAC — HBD. Déale uvadime lemma, jez poslouzi

k prezentaci dalsi zajimavé vlastnosti.

Lemma 2.2.4

Necht S(H, k, ¢) je dana spiralni podobnost a pro libovolny bod X téze roviny
rizny od H je S(X) = X'. Plati, ze trojuhelniky HX X’ jsou pro kazdy bod X
z roviny podobné. Naopak, spiralni podobnost je libovolnym trojuhelnikem HX X’

urcena jednoznacné.

Diikaz: Necht S(H, k, ) je spiralni podobnost a pro body X, X’ z pfislusné roviny
plati S(X) = X'.

i) Chceme ukézat, Ze pro libovolny bod X jsou trojuhelniky X H X' podobné.
(1) ¥ j j y
Zvolme dalsi bod Y téze roviny tak, ze S(Y) =Y.

Primky X X', YY" sviraji ahel ¢ (viz zékladni vlastnosti). Diky vété 2.2.3
miizeme zavést dalsi spirdlni podobnost S'(H,1,v) : XX’ — YY’; | € R. Pak
plati

|HX|=1-|HY|, |HX'|=1-|HY'|, |XX'|=1-]YY'|,

aproto AXHX' ~ AYHY'2 Tim je dokdzana prvni ¢ast lemmatu (obr. 2.4).

AN D

~

Obréazek 2.4

! P¥ipominame, Ze pii zobrazovani Gtvarii znac¢ime pofadim bodi odpovidajici si dvojice v da-
ném zobrazeni. Tedy zde H — H, A — C, B — D. Tohoto budeme zvlasté v dal3im textu ¢asto

vyuzivat.
2V daldim textu budeme podobné jako u zobrazeni tvart uzivat zapis shodnosti a podobnosti

atvari po odpovidajicich si bodech, tj. zde jsou sobé odpovidajici dvojice X aY, Ha H, X' aY’.
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(ii) Je-li zadan trojuhelnik X H X', pak H urcuje stied spiralni podobnosti, pomér
podobnosti je k = |HX'|/|HX| a orientovany thel ¢ = XHX'.

]

Jiz vime, podminky existence spiralni podobnosti, jez zobrazuje danou tisecku
na druhou, dale jak dané zobrazeni jednozna¢né urcit a zname téz duplicitu. Déale
ukézeme, zZe lze vzdy pro zobrazovanou tusecku urcit prislusny stfed H dané spiralni

podobnosti.

Véta 2.2.5 (konstrukee stfedu spiralni podobnosti)

Necht je dan ¢tyrihelnik ABC'D takovy, ze AC N BD = R. Stied H spiralni
podobnosti S(H, |CD|/|AB], A/H\C’) zobrazujici AB — CD je pravé druhy prisecik
kruznic opsanych trojihelnikim ABR a C'DR. Jeli takovy prisecik jediny, pak
H=R.

e e,

Obrazek 2.5: Konstrukce stiedu spiralni podobnosti

Diikaz: Necht A, B, C, D a R jsou body splhujici podminku véty 2.2.5. Necht
existuje druhy prusec¢ik H kruznic opsanych trojihelnikim ABR a C'DR. Protoze
body A, B lezi na kruznicovém oblouku nad tseckou H R, plati |<HAR| = |<HBR|,
analogicky |<HDR| = |<HCR)| a proto jsou trojuhelniky ACH a BDH podobné.
Dle lemmatu 2.2.4 existuje spiralni podobnost se stiedem H zobrazujici AC — BD
adle véty 2.2.3 téz AB — CD v jiné spiralni podobnosti s tym# stiedem H. Identita
H = R odpovida pripadu, kdy je spiralni podobnost stejnolehlosti. O

V praxi se muzeme setkat s pripadem, kdy t¥i z bodu A, B, C', D tvori trojuhel-
nik a ¢tvrty lezi na nékteré z jeho stran. V takovém piipadé nelze piimo aplikovat

vétu 2.2.5, avSak muZeme uvazovat stiedy zobrazovanych tuse¢ek (podobnost za-

chovava délici pomér) a hledat tak stfed spirdlni podobnosti pro poloviny tusecek,
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jejichz krajni body tvori nyni ¢tyruhelnik. Déle z provedeného dikazu plyne tvrzeni
nasledujici véty.
Véta 2.2.6

Jestlize jsou v roviné tusecky AB, C'D spirdlné podobné vzhledem ke stredu H
a pruse¢ik R pfimek AC a BD lezi mimo dany stied, pak jsou ¢tyfuhelniky ABHR
a CDHR tétivové.

Na zaveér teorie o spirdlni podobnosti uvedeme vétu vztahujici se k tzv. Mique-

lovu bodu ctyruhelniku.

Véta 2.2.7 (Miqueluv bod ¢tytihelniku)

Necht je dén ¢tyithelnik ABC'D takovy, ze ABN DC = @Q a AD N BC = R.
Pak kruznice opsané trojihelnikim AQD, BQC, ARB, DRC' se protinaji v jediném
bodu M, tzv. Miquelové bodu ¢tytfuhelniku ABCD (obr. 2.6).

Diikaz: Tvrzeni véty lze dokazat diky spiralni podobnosti. Protilehlé strany zada-
ného c¢tyrihelniku jsou spiréalné podobné dle stfedu M, jehoz incidence k danym
kruznicim plyne z véty 2.2.5, jednobodovy prisecik vSech ¢tyt kruznic je disledkem

véty 2.2.3. [

Obrazek 2.6: Miqueliv bod ¢tyfuhelniku

Véta 2.2.8
Necht M je Miqueluv bod ¢tyriahelniku ABCD. Pak M je stied spiralnich
podobnosti zobrazujicich AB — DC, AD — BC.

Driikaz: Tvrzeni je dusledkem vét 2.2.3, 2.2.5. O]

2.3 Dalsi geometrické poznatky

V této casti uvedeme dvé geometrické reprezentace spiralni podobnosti.
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Uvazujme spiralni podobnost S(H, k, ¢) alib. bod X piislusné roviny (X # H).
Vysetiime, po jaké kiivce se bude pohybovat obraz bodu X, aplikujeme-li na néj
spiralni podobnost S n-krat; n € {1,2,...}. Pro bod X muZeme zavést polarni sou-
fadnice s poc¢atkem v bodé H, pruvodi¢em oznacujicim polohu n-tého obrazu bodu
X a orientovanym thlem p oznacujicim odchylku priavodice od polopiimky H.X.
Velikost privodice pak roste (klesd) s n-tou mocninou poméru podobnosti k a thel o

se méni s konstantnim krokem o n-nasobek orientovaného thlu ¢. Plati tedy
r=k"|HX|, 0 = ne.
Vyjadiime-li polomér r v zavislosti na p, ziskdvame vztah
Ink

2 =0
r=ke|HX|=|HX|e # ¢,

coZ je logaritmicka spirala. Dostavame tak kiivku, na niz lezi vSechny obrazy

bodu X (obr. 2.7).

Obrazek 2.7

Poznamka 2.5: 7 provedené tvahy je vidét, Zze kazdy bod se ve spirdlni podobnosti

zobrazuje po (logaritmické) spirale, odtud pak vyplyva nézev tohoto zobrazeni.

Déle necht je ddna Gaussova rovina komplexnich ¢isel a dvé libovolna kom-
plexni ¢isla v goniometrickém tvaru z; = |z1](cos ¥ +isin ), zo = |z3|(cos I+isin 9).
Sou¢in téchto komplexnich ¢isel je z3 = 21 - 20 = |21] 22| (cos(¥ + ) +isin(¢ + 7).
V Gaussové roviné je odchylkou pruvodice ¢isla z3 od pruvodice z; thel ¥ a délka

|z5] je |z1] - |z2], privodi¢ z3 je proto obrazem privodice z; ve spirdlni podobnosti

3Logaritmicka spirala ma v polarnich soufadnicich tvar r = ae®, kde a,b jsou (redlné) kon-

stanty.
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Obrazek 2.8

S(0, |z|,9). Geometricka reprezentace soucinu komplexnich ¢isel je proto spiralni
podobnost. Pro komplexni poc¢atek O = 0 + 0i, jednotku J = 1 + 0i a prifaze-
nim bodu 7y, Z,, Z3 po fadé obraziim komplexnich Cisel 21, 2o a 23 lze zapsat

NOJZy ~ ANOZyZs (obr. 2.8). Analogicky se da uvazovat o podilu komplexnich

Cisel.
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Kapitola 3
Aplikace spiralni podobnosti

V posledni kapitole aplikujeme spiralni podobnosti pro feseni planimetrickych tloh
a dokazovani prislusnych tvrzeni. Celkem tato kapitola obsahuje 26 riznych uloh
vhodnych pro praktické uziti spiralni podobnosti. V feSeni se ¢asto odkazujeme na
véty uvedené v predchozim teoretickém rozboru této prace. Zaroven obcas vyuzi-

vame i vlastnosti z dalsich okruhi geometrie, nékteré takové uvadime v dodatcich.

3.1 Resené tlohy

V této ¢asti uvadime jako vzor deset planimetrickych tloh feSenych pomoci spiralni
podobnosti. Diraz je zde kladen na propojeni feSeni s vétami z teoretické casti

prace.

Uloha 1
Je dan trojuhelnik ABC'. Dokazte, ze pokud obrazy vrcholu B v libovolné
spiralni podobnosti se stfedem A lezi na pfimce BC', pak obrazy vrcholu C' téz lezi

na (jiné) primce.

Obrazek 3.1

RESENI. Jestlize se bod B zobrazi na B’ v jisté spiralni podobnosti &; se stie-
dem A, jsou trojihelniky ABC a AB'C’ podobné, kde §;(C) = C". Dle duplicity
spiralni podobnosti (véta 2.2.3) téz B — C' v Sa(A, |C A|/|BA|, B/Rﬁ’) a z vlastnosti

podobnych zobrazeni téZ vSechny obrazy bodu C' lezi na jedné piimce (obr. 3.1).
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Uloha 2

Je dana tsecka XY a bod S, ktery na ni nelezi. Uréete mnozinu vSech bodu
uréenych vrcholy rovnostranného trojuhelniku ABC takového, 7ze A € XY a S je
stfed strany AC.

Obrazek 3.2

RESENI. Bod C je stfedové soumérny s A podle stfedu S, proto mnoZina vr-
choltt C odpovida tsecce X'Y” stiedové sdruzené s XY podle S. Bod A se zobrazi
na B ve spiralni podobnosti S(.S, /3, +90°), proto mnozinou vrcholit B je tisecka
X"Y" jez je obrazem XY v dané spiralni podobnosti, je kolma na obéma piedchozi
a |X"Y"| =+/3-|XY]| (obr. 3.2).
Uloha 3

Ctverce ABC'D a A'B'C' D’ piedstavuji dvé mapy stejného tizemi odpovidajici
riznym méfitkim, pfitom mapa A’B'C'D’ je ta s mens$im méfitkem a je vepsana
do mapy ABC'D. Dokazte, ze existuje pravé jeden bod P takovy, ze P predstavuje
stejné misto na mapé ABCD i A'B'C'D’. Uréete tento bod.

D o

Obrazek 3.3
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RESENI. Mapy A’B'C'D’, ABCD piedstavuji rizné velké ¢tverce, jsou proto po-
dobné s pomérem podobnosti k # 1, tj. spirdlné podobné, a dle véty 1.2.2 existuje
jediny samodruzny bod, jimz je pravé bod P. Tento bod je pak stfedem uvazované

spiralni podobnosti a lze jej ur¢it podle véty 2.2.5 (obr. 3.3).

Uloha 4
Na sténé visi dvoje hodiny. Najdéte mnozinu bodi, po které se pohybuje stied
tsecky spojujici konce velkych rucicek, kdyz jedny hodiny jdou o ¢tvrt hodinu na-

pred.

Obrazek 3.4

RESENI. Visici hodiny nahradime kruznicemi k(Oy,r1), 1(Oy, 1), kde kruznice [
predstavuje hodiny jdouci napfed. Necht K € k, L € [ a tyto body oznacuji konce
velkych rucicek, tj. vzhledem k predbihéni hodin [ plati KO; L LO,. Uvazujme spi-
ralni podobnost Sy (H, |LOs|/| K O], @) s jistym stfedem H, ve které se zobrazi
k—1, K— L.

Necht S je stied tsecky K L. Dle lemmatu 2.2.4 jsou pii pohybu bodu K, L
po kruznicich vSechny trojuhelniky K HL podobné, proto jsou podobné i vSechny
trojuhelniky SH L. Existuje tedy spiralni podobnost Sy(H, |HS|/|HL, @) zob-
razujici bod L na S, ktery z vlastnosti podobnych zobrazeni vykresluje stejnou

kiivku a to kruznici (obr. 3.4).

Uloha 5

Je dén trojihelnik ABC' a bod P lezici na oblouku kruznice opsané trojihelniku
ABC mezi vrcholy BC', na némz nelezi vrchol A. Paty spusténé z bodu P na strany
BC a AC jsou po tadé X, Y. Jestlize M je stied tsecky AB a N stied usecky XY,
dokazte, ze |XMN P| = 90°.

RESENI. Jelikoz plati rovnosti |[$PXB| = |<PYA| a |<CBP| = |<CAP|, jsou
trojihelniky BPX a APY podobné, proto BX — AY ve spiralni podobnosti

35



Aplikace spiralni podobnosti Resené tlohy

Si(P,|PY|/|IPX]|, ﬁ(\Y) Diky duplicité (véta 2.2.3) BA — XY, ze zachovani dé-
lictho poméru také M — N, proto i BM — XN v Sy(P,|PB|/|PX], @) Opé-
tovnym vyuzitim duplicity plati S; : BX — MN, proto jsou trojihelniky BPX
a M PN podobné a |¥MNP|=90° (obr. 3.5).

Obrazek 3.5

Uloha 6 (Simsonova piimka)
Necht ABC' je dany trojihelnik a P je bod na kruznici opsané trojihelniku
ABC. Necht X, Y, Z jsou paty kolmic z bodu P po fadé na strany AB, BC a AC.

Dokazte, ze X, Y, Z lezi na jedné piimce, tzv. Simsonové piimce.

Obrazek 3.6

RESENI. Bez 1jmy na obecnosti uvazujme bod P na oblouku kruznice opsané troj-
thelniku ABC' mezi vrcholy AB, na kterém nelezi vrchol C. Jelikoz body Z a Y
jsou paty kolmic z P na strany trojihelniku, plati |<PZA| = |<PY B|. Protoze
¢tyrahelnik BCAP je tétivovy, plati také |« PAC| = 180° — |« PBC| = |<PBY|
a ze shodnosti dvou thla plyne APAZ ~ APBY. Dle duplicity (véta 2.2.3) exis-
tuje spiralni podobnost S : AB — ZY. To vak znamena, Ze se piimka AB zobrazi
v téze spirdlni podobnosti na Simsonovu pfimku ZY. Z podobnosti trojuhelniku

plyne, ze bod X maé jisty vzor na AB a proto X € ZY (obr. 3.6).
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Pozndamka 3.1: Plati dokonce véta: Body X, Y, Z lezi na téze piimce, pravé kdyz
je ¢tyfuhelnik ABCP tétivovy, viz napt. [13], str. 1.

Uloha 7

Necht ABCD je tétivovy ¢tyfuhelnik takovy, ze |AB| = |CD| a AC }f BC.
Necht déle E a F jsou po fadé vnitini body tseéek AD a C'D a plati |BE| = |DF|.
Primky AC a BD se protinaji v bodé P, AC a EF v bodé ), BD a EF v R.
Uvazujte vSechny trojuhelniky PQR pro rizné polohy bodi E, F. Dokazte, Ze

vSechny kruznice trojihelnikiim PQ R opsané maji spole¢ny bod rizny od P.

Obrazek 3.7

RESENT. Ve spiralni podobnosti se stfedem H se zobrazi AC' — BD a z podminky
|BE| = |DF| také E — F, proto AE — C'F, EB — F'D adle véty 2.2.6 jsou i ¢tyi-
uhelniky HABP, HAEQ, HEBR tétivové. Kruznice opsané témto ¢tyrihelnikim

jsou Miquelovy kruznice ¢tyfuhelniku PQFE B s Miquelovym bodem H (véta 2.2.7),
posledni takova kruznice je opsana ¢tyitihelniku HQPR. Bod H je samodruzny bod
uvazované spiralni podobnosti a proto je dalsim spoleénym bodem vSech kruznic
opsanych trojihelniku PQR (obr. 3.7).

Uloha 8 (Ptolemaiova véta)

Dokazte tvrzeni: Necht ABCD je tétivovy ¢tyfihelnik. Oznacime-li délky tse-
ek AB, BC, CD, DA po fadé a, b, ¢, d a délky uhlopricek AC', BD oznacime po
radé e, f, pak plati

ac+bd = ef.

RESENI. Bez jmy na obecnosti predpokladejme |<BAD| > |£ABD]|. Protoze body
B, C'lezi na oblouku nad tseckou AD, plati | ABD| = |<ACD]|. Ozna¢me bod P,
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jez lezi na thlopfi¢ce BD a plati |<CAD| = |<BAP|. Trojahelniky ABP a ACD
jsou spiralné podobné v zobrazeni S(A, |AC|/|AB], B/A\C)

Obrazek 3.8

Jelikoz S(B) = C a S(P) = D, pak dle lemmatu 2.2.4 jsou podobné také
trojuhelniky ABC a APD. Z prvni a druhé podobnosti obdrzime

|AB| |BP| |AD| |PD|
AC| ~ |cD|”  JAc| ~ [Bc]
|AB|-|CD| = |AC|-|BP|,  |AD|-|BC|=|AC||PD|.

Sec¢tenim poslednich rovnosti ziskdme po tprave
|AB| - |CD[ + |AD| - |BC| = |AC| - (|BP| +|PDI|) = |AC| - |BD)],

coz v zavedeném znaceni znamena ac + bd = ef, coz jsme chtéli dokazat (obr. 3.8).

Uloha 9 (26. Italska MO, 2010)
Necht ABCD je konvexni ¢tyfthelnik, pro ktery plati |[<CAB| = |<CDA],
|<BCA| = |XACD]|. Necht M je sted usecky AB. Dokazte, ze |« BCM| = |<DBA].

Obrazek 3.9

RESENI. Jelikoz |€CAB| = |«CDA| a |£BCA| = |<ACD], jsou trojihelniky
ABC a DAC spirélné podobné v S(C, |BC|/|AC|, BCA), obraz bodu M je stied
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Aplikace spiralni podobnosti Resené tlohy

tsecky AD, S(M) = N a tsecka M N je stiedni ptickou trojuhelniku ABD, tudiz
|<ABD| = |<AMN| Dle lemmatu 2.2.4 jsou trojuhelniky NMC a ABC podobné.
Souctem velikosti thla tvofenych polopiimkami M A, MN, MC a MB ziskame
velikost primého thlu, t;.

|SAMN|+ |[<NMC|+ |«CMB| = 180°
a z trojuhelniku M BC plyne

|« BCM| + |« MBC|+ |«CMB| = 180°.

Z ANMC ~ AABC plyne |[<NMC| = |<MBC| a proto rozdilem ptedchozich
dvou rovnosti obdrzime |<BCM| = |<AMN| = |s<DBA| (obr. 3.9).

Uloha 10 (IMO Shortlist 2006)
Necht ABCDE je konvexni pétithelnik takovy, Ze plati

|$BAC| = |<CAD| = |$DAE| a |%ABC|=|xACD|=|<xADE.

Necht P je prusecik uhlopticek BD a C'E. Dokazte, ze piimka AP protne tsecku
CD v jejim stiedu.

Obréazek 3.10

RESENI. Z velikosti thli plyne, Ze trojthelniky ADE, ACD a ABC jsou vzéjemnd
spiralné podobné dle stfedu A. Uvazujme AADE ~ AABC. Pak ED — CB a dle
véty 2.2.5 je P priusecik kruznic opsanych trojihelnikim ADE, ABC' a piimka AP
chordalou téchto kruznic.

Z rovnosti |[<ABC| = |<ACD| plyne, ze pfimka CD je te¢nou ke kruznici
opsané trojuhelniku ABC' a podobné z rovnosti |[XAED| = |<ADC| plyne, 7Ze
piimka C'D je te¢nou ke kruznici opsané trojuhelniku ADFE. Stied S usecky C'D pak
lezi na te¢né k ob&éma kruznicim a navic na jejich chordale, proto |C'S|*> = |DS|?,}!

z ¢ehoz plyne pozadovana vlastnost (obr. 3.10).

Viz napf. [6], str. 91.
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3.2 Dalsi neresené tlohy

Tato ¢ast predstavuje sbornik, ktery pokracuje ve vyctu tiloh spolu s navodem k je-
jich feSeni. Obsahuje celkem Sestnéct nefeSenych tloh a slouzi k upevnéni nabytych

znalosti a tréninku praktické aplikace spiralni podobnost.

Uloha 11

V roviné jsou dany dva ruzné ¢tverce ABCD a A'B'C'D’, body A”, B” C”
D" jsou po radé stiedy useéek AA’, BB, CC’" a DD’'. Dokazte, Ze ¢tyituhelnik
A"B"C"D" je opét ¢tverec.

[NAVOD. Ctverce ABCD a A'B'C'D’ jsou zobrazeny jeden na druhy ve spiraln

podobnosti vzhledem k jistému stfedu. Lze vyuzit vlastnosti plynoucich z lemmatu

2.2.4]

Uloha 12

Necht trojuhelniky AB,CY, AB2Cs, AB3C} lezici v jedné roviné jsou navzajem
(pfimo) podobné. Necht body B, By, Bs lezi na jedné piimce. Dokazte, ze také
body C, (5, C5 lezi na piimce.

[NAVOD. Alespon jeden ze zadanych trojihelniki urc¢uje vhodnou spiralni podob-

nost, v niz se zobrazi jedna piimka na druhou.|

Uloha 13

Jsou dény dvé rovnobézky a bod O, jez lezi na ose pasu jimi omezeného.
Vedeme-li v téze roviné bodem O pirimku p riznobéznou s danymi rovnobézkami,
protne je postupné v bodech X a Y. Necht Z je vrchol rovnostranného trojuhelniku
XY Z. Oto¢ime-li ptimku p se stiedem otaceni O o plny thel, vytvori vrcholy Z
vSech trojuhelnikti XY Z jistou mnozinu bodu. Urcete tuto mnozinu.
[NAVOD. Pro konkrétni polohu trojihelniku XY Z Ize snadno ur¢it spiralni podob-

nost zobrazujici body X ¢ Y na vrchol Z. Pomoci jistého koeficientu podobnosti

a uhlu otoceni lze jiz uréit mnozinu vrchola Z.|

Uloha 14

Bud ABC pravouhly trojihelnik s pravym thlem u vrcholu C. Necht M je
stfed strany AB, D takovy bod strany BC, ze plati |CD| = |CM]|. Ozna¢me P
druhy prisecik kruznic opsanych trojihelnikim BCM a BDA. Dokazte, ze P lezi
na ose thlu ABC.
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[NAvOD. Existuje spiralni podobnost S: A — D, M — C'. Ze shodnosti tsecek
AM a CD lze diky duplicité spirdlni podobnosti ukazat téz shodnost trojuhelniki
AMP a DCP. Zavér plyne z vlastnosti vysek trojihelniku.]

Uloha 15

Bod X se pohybuje po oblouku Thaletovy kruznice sestrojené nad tseckou AB.
Bod Y je bod polopiimky X A, pro ktery plati | XY | = | X B|. Najdéte mnoZinu vSech
bodi Y.

[NAVOD. Lze uvazovat spiralni podobnost se stfedem B zobrazujici bod X na A.]

Uloha 16

Jsou dény tfi riaznobézné primky, po kterych se rovnomérné v ¢ase pohybuji
tii body A, B, C prislusné kazdy ruzné piimce. Ukazte, ze pokud ve dvou ruznych
¢asech t; a ty jsou trojuhelniky ABC podobné, pak jsou podobné v kazdém dalSim

case.

[NAVOD. Trojuhelniky jsou spiralné podobné. Opakovanym uZitim duplicity spi-
ralni podobnosti a uvazenim tmeérnosti prirtistku drahy boda vici casu lze dokazat

pozadovanou vlastnost. |

Uloha 17

Body M a N se pohybuji po stranich AB a AC trojihelniku ABC' tak, ze
plati rovnost |BM|/|MA| = |AN|/|NC|. Uvazujme vSechny kruZnice opsané troj-
thelniku AMN (pro v8echny polohy bodi M, N). Dokazte, Ze tyto kruznice maji
spolecny bod rizny od A.

[NAVOD. Spiralni podobnost se stfedem S zobrazuje B — A, A — C, tj. BA — AC.
Tyto pfimky sviraji uhel shodny s <M SN. Ziskavame tak tétivovy ¢tyituhelnik.|
Uloha 18

Necht ABC' je trojuhelnik, bod D je patou jeho vysky z bodu A. Necht pfimka
téze roviny prochazi bodem D a body E, F, pro néz plati AE 1. BE a AF L CF.
Oznacime-li stred tusecky BC' jako M a stfed tsecky EF jako N, dokazte, Ze
AN L NM.

[NAVOD. Lze uvazit, ze tsecka E'B se zobrazi na usecku F'C' ve spiralni podobnosti

se stiedem A.|

Uloha 19
Trojihelniku ABC' jsou v roviné vné jeho stran AB, BC' a C'A pfipsany po
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radé ¢tverce o stfedech S7, Sy, S3. Dokazte, ze tsecka 5195 je kolma na tsecku BS3

a platl' |5152| = |BS3|

[NAVOD. Lze urcit vhodnou dvojici trojtahelniki, které jsou spiralné podobné s po-
méry podobnosti v/2 a orientovanymi thly otoceni +45°. Pokud tato dvojice bude

mit navic spole¢nou stranu, lze porovnat poméry velikosti usecek.]

Uloha 20 (Cinska MO 1992)
Je dén tétivovy ¢tyirihelnik ABCD, prusecik jeho thlopticek oznacime P,
bod O necht je stfed kruznice ¢tyitihelniku opsané a @) je druhy prusecik kruz-

nic opsanych trojihelnikim ABP, C'DP. Dokazte, ze tthel PQO je pravy.

[NAVOD. Uvazujme spiralni podobnost zobrazujici stied thlopticky AC' na stied
thlopticky BD. Tyto stfedy spolu s body P, @ lezi na jedné kruznici.|
Uloha 21

Necht ABCD je ¢tyrihelnik a bod P prusecik jeho thlopiicek. Necht M je
stfed uhlopticky AC, N je stied BD, Oy je stied kruznice opsané trojihelniku AP D
a O, je stfed kruznice opsané trojihelniku BCP. Necht O je stred tsecky O;0,.

Dokazte, ze O je stfedem kruznice opsané trojihelniku M PN.

[NAVOD. Dle véty 2.2.5 je ziejmy stied spiralni podobnosti S: BC — DA a diky
duplicité spiralni podobnosti jsou téz dané kruznice spiralné podobné vzhledem

k tomuto stiedu.|

Uloha 22 (Napoleonova véta)

Dokazte tvrzeni: Necht ABC' je trojuhelnik a BC'D, CEA a ABF jsou rovno-
stranné trojuhelniky v téze roviné pfipsané vné stran trojihelnitku ABC s tézisti
po fadé Tp, Tg a Tr. Pak je trojuhelnik TpTETr také rovnostranny.

[NAvOD. Pomoci spiralnich podobnosti se stiedy ve vrcholech trojuhelniku ABC,
poméry podobnosti v/3 a orientovanymi thly otodeni +£30° lze dokézat shodnost
stran trojuhelniku TpTgTr.|

Uloha 23 (USAMO 2006)

Je dén c¢tyithelnik ABC'D, body E, F lezi po fadé na jeho stranach AD, BC
tak, ze plati |[AE|/|ED| = |BF|/|FC|. Body S, T jsou po fadé pruseciky piimky EF
s BA, CD. Dokazte, ze kruznice opsané trojuhelnikim SAFE, SBF, TCF a TDE
maji spoleény bod.

[NAVOD. Definujme bod M jako stied spiralni podobnosti S: A — B, D — C'. Lze

ukizat, ze i ' — F' v téze spirdlni podobnosti. Pak M je Miquelovym bodem dvou
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vhodnych ¢tyiiahelniki a lze se odkazat na vétu 2.2.7.]

Uloha 24 (All-Russian Olympiad 2011)

Je dan ostrothly trojihelnik ABC' a bod O, jez je stfedem kruznice trojihel-
niku opsané. Kruznice prochézejici body A a O protina strany AB a AC po fadé
v bodech P, ). Dokazte, ze ortocentrum trojuhelniku O PQ lezi na primce BC.

[NAVOD. Ozna¢me K, L, M po fadé stiedy stran AB, BC, C' A daného trojthelniku.
Nejprve uvazujme piipad, kdy P # K a QQ # M. 7 tétivovosti ¢tyithelniku APOQ
lze dokazat |[XOQM| = |«OPK]|, coz naznacuje vhodnou spiralni podobnost. Ze
znalosti ortocentra trojuhelniku O K M lze pomoci nalezené spiralni podobnosti ur-

¢it polohu ortocentra trojuhelniku OPQ.|

Uloha 25 (USA TST 2000)

Necht ABCD je tétivovy ¢tyituhelnik, P je prusecik jeho uhlopficek a body F, F
jsou po fadé paty kolmic na strany AB, C'D. Necht bod K je stied strany BC' a L
stted AD. Dokazte, ze FF 1 KL.

[NAVOD. Zobrazime bod P v osové soumérnosti podle DC' a uréime vhodnou spiralni

podobnost. Z vlastnosti podobnych zobrazeni muzeme uvazovat vhodny deltoid.]

Uloha 26 (54. IMO)

Je dén trojuhelnik ABC. Body P, ) lezi na strané BC tak, Zze je splnéno
|<PAB| = |<BCA| a |<CAQ| = |XxABC|. Body M a N lezi po fadé na piimkéach
AP a AQ tak, ze P je stied usecky AM a @ je stfed tusecky AN. Dokazte, ze
prusecik pfimek BM a C'N lezi na kruznici opsané trojihelniku ABC'.

[NAvVOD. Uvazujme trojihelnik AB;C} takovy, Ze strana BC' je jeho stfedni pfickou.
Trojuhelnik ANC' je spiralné podobny s BB; M s thlem otoceni ¢ = BAC — 180°.
Lze pak vyuzit vlastnosti tétivového ¢tyiiuhelniku ABCD, kde D € BM N NC'|
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Dodatky

Zde uvadime néekteré zakladni planimetrické vlastnosti uzivané pfti feseni tloh uve-
denych v této praci. Také zde fesime nékteré specialni pripady, které nemusely byt
pri feseni uloh zfejmé. Véty v dodatku ¢islujeme s priponou ,,D*. Jelikoz jde mnohdy

o 8kolskou problematiku, znaméjsi tvrzeni uvedeme bez dikazu.

Véta 1D (shodnost trojihelnikii)
Dva trojuhelniky jsou shodné:
sss:  shoduji-li se v sobé si odpovidajicich stranach.
sus: shoduji-li se ve dvou stranach a thlu, ktery tyto dvé strany sviraji.
usu: shoduji-li se v jedné strané a tihlech prilehlych k této strané.

Ssu: shoduji-li se ve dvou stranach a thlu proti vétsi z nich.

Véta 2D (podobnost trojihelniki)
Dva trojuhelniky jsou podobné:
sss:  jsou-li podobné v odpovidajicich si stranéch.
sus: jsou-li podobné ve dvou stranéch a shoduji-li se v thlu, ktery sviraji.
uu:  shoduji-li se ve dvou thlech.

Ssu: jsou-li si podobné ve dvou stranéch a shoduji-li se v thlu proti vétsi z nich.
Véta 3D (kritérium tétivového ¢tytfuhelniku)
étyfﬂhelnik je tétivovy, prave kdyz soucty velikosti protilehlych uhli jsou stejné
a rovny 180°.

Nasledujici véta dokazuje vlastnost te¢ny uzitou v tloze 10.

Véta 4D

Necht k je kruznice opsané trojuhelniku ABC', t pifimka takova, Ze svira se
stranou AC' trojihelniku thel o velikosti | ABC/,
C €t at lezi vné trojuhelniku. Pak je ¢ te¢nou ke

kruznici k v bodé C.

Diikaz: Dle obr. 4.1 sestrojime ke strané AC' kol-
mici tak, aby prochézela stfedem S kruznice k.

Prusecik této kolmice se stranou AC oznacme FE.

Oznac¢ime-li druhy prisecik SC' s kruznici & jako

F, je |XAFC| = |xABC|. Usetka SE je stiedni Obréazek 4.1
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Dodatky

prickou trojuhelniku AFC a proto |[<ESC| = |<ABC|, tj. |[<SCE| = 90°—|<ABC|

a t je tecna ke kruznici k. O]

Dalsi véta dokazuje vlastnost ortocentra trojihelniku z tlohy 24.

Véta 5D
Je dan trojihelnik ABC', body K, M jsou po fadé stiedy jeho stran AB a AC

a bod O je stfed kruznice jemu opsané. Pak ortocentrum trojihelniku OK M lezi

na strané BC' trojuhelniku ABC'.

Drikaz: Dikaz provedeme pro obr. 4.2. Jelikoz K
je stfed strany AB, plati OK 1 AB a proto
vyska trojihelniku OK M spusténa z M na stranu
OK je stfedni prickou trojuhelniku ABC'. Analo-
gicky plati, ze vyska trojihelniku O K M spusténa
z K na stranu OM je stfedni ptickou trojihelniku

ABC, tj. ortocentrum lezi na strané BC' a pravé

v jejim stredu. O]

Obrazek 4.2
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Zaver

Predlozené bakalarské prace detailné studuje vlastnosti spiralni podobnosti v roviné,
zejména prezentuje jeji prednosti pii efektivité feseni planimetrickych tuloh.

Cilem této prace bylo sumarizovat a dale rozsitit poznatky o spiralni podob-
nosti. Text je uveden kapitolou, jez se zabyva shodnymi a podobnymi zobrazenimi
v roviné a ktera shrnuje prislusné poznatky tak, aby ¢tenar pochopil problematiku
skladani shodnych a podobnych zobrazeni a ziskal tak predstavu o zptusobu definice
a motivaci ke studiu spiralni podobnosti.

Druha kapitola je od definovani spiralni podobnosti doprovazena grafickou pod-
porou ve snaze co nejvice znazornit vlastnosti daného zobrazeni. Popisuje vlastnosti
spiralni podobnosti, uviddi mnozstvi matematickych vét souvisejicich s tématem
a studuje jejich dusledky. V této ¢asti navic piSeme o geometrické reprezentaci spi-
ralni podobnosti.

Posledni ¢ast prace podava rozsahlou databazi tloh pro uziti spiralni podob-
nosti v feSeni planimetrickych tloh. Nabizi celkem 10 fesenych piikladi a dalsich 16
neresenych, jez jsou doprovazeny néavodem k jejich feSeni. Zadani tloh jsou cerpana
mj. z knihy [1] a z webovych zdroji Geometry Unbound [10|, Spirdlni podobnost

[11], Three Lemmas in Geometry [15] (dalsi zdroje uvadime v seznamu nize).

Vlastnim piinosem této prace hodnotim doplnéni ¢eské matematické literatury
o vhodny studijni material, jez se detailné vénuje praveé studiu a vyuziti spirdlni po-
dobnosti, shrnuje jeji vlastnosti, nabizi nezanedbatelné mnozstvi souvisejicich tiloh
a nazorné prezentuje jejich reSeni. Prvni kapitola prace navic miize slouzit jako pre-
hled zakladnich vlastnosti podobnych a shodnych zobrazeni v roviné. Diky psani
této prace jsem pronikl hloubéji do geometrie roviny a zvladl, diky ¢etnym profe-
sionalnim radam pana RNDr. Jaroslava Svrcka, CSc., sepsat vlastni matematicky

text.

Tato prace byla vysazena systémem KTEX.

Graficka podpora byla vytvofena programem GeoGebra.
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