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ABSTRAKT

Tato prace se zaméfuje na reSersi dostupné literatury v oblasti mapovani magnetického pole a
na rozklad tohoto pole na gradienty. Zpocatku jde o sezndmeni se zakladnimi pojmy v oblasti
magnetické rezonance, které jsou dulezité pro pochopeni dané problematiky a pro seznameni
s principy méfeni magnetickych poli na vybraném povrchu. Daéle jsou zde popsany dvé
zakladni meéfici techniky magnetické rezonance a je proveden rozbor zplisobu rozkladu
magnetického pole na gradienty pomoci Taylorovy fady a sférickych funkci. V druhé casti
prace je popsan zpusob ziskani naméfenych hodnot v tomografu, které jsou spolu s predeslym
rozkladem pole nasledné vyuzity k popisu numerického vypoctu magnetické indukce na
povrchu koule. Hodnoty namétenych a vypocitanych hodnot jsou v zavéru porovnany.

KLICOVA SLOVA

Magnetické pole, magneticka rezonance (MR), relaxacni doba, FID/echo signal, rozklad pole,
aproximacni koeficienty, magneticka indukce

ABSTRACT

This work focuses on a search of available literature in the field of mapping the magnetic field
and the degradation of the field gradients. Initially on introduction to basic concepts in the
field of magnetic resonance imaging, which are important for understanding the problems and
become familiar with the principles of measurement of magnetic fields on the selected
surface. Furthermore, there are described two basic measurement techniques, magnetic
resonance imaging. The work is analyzed the degradation patterns of magnetic field gradients
using the Taylor series and spherical functions. The second part describes how to obtain
readings in the tomograph, which together with the previous decomposition of the field then
used to describe a numerical calculation of magnetic induction on the surface of a sphere.
Values measured and calculated values are compared at the end.
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Magnetic field, magnetic resonance (MR), relaxation time, FID / echo signal, degradation of
the field, approximate coefficients, magnetic induction
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UVOD

Nasledujici text je rozdélen do 7 hlavnich ¢asti, které seznamuji s problematikou magnetické
rezonance, s praktickym méfenim pomoci NMR tomografu a numerickym vypoctem
magnetického pole na povrchu koule. V prvni ¢asti je vysvétlen pojem elektromagnetismus,
ktery je zakladem pro magnetickou rezonanci. V dal§i Casti je popsano elektromagnetické
pole, tzn. jeho zéakladni veli¢iny jako elektromagneticka sila, intenzita elektromagnetického
pole, magneticka indukce atd. V této casti jsou také uvedeny Maxwellovy rovnice
v integralnim i diferencialnim tvaru, které jsou dale pouzity v rozkladu magnetického pole na
gradienty. Ve treti Casti je Ctenar seznamen se samotnou magnetickou rezonanci a jejimi
zakladnimi parametry, kterymi jsou magneticky moment, precesni pohyb a relaxacni
mechanismy. Toto seznameni je dilezité z hlediska ziskavani hodnot magnetického pole
pomoci NMR tomografu. Jsou zde popsany také dvé zakladni méfici metody magnetické
rezonance a to metoda spinového echa a gradientniho echa. Ve Ctvrté Casti je vysvétlen a
rozepsan rozklad elektromagnetického pole pomoci Taylorova rozvoje a sférickych funkci,
ktery je dalezity pro nasledujici numerické vypocty. Pata Cast seznamuje Ctenafe s praktickym
meéfenim v NMR tomografu, kterym jsou ziskdna data potfebna k naslednému numerickému
vypoctu magnetické indukce na povrchu koule, coz je popsano v Sesté kapitole této prace.
V zavéreCné Casti jsou srovnany namefené hodnoty tomografu s hodnotami vypocitanymi
pomoci programu Matlab, které vychazeji z predchéazejici teorie.



1 TEORETICKY UVOD

1.1 Historie elektromagnetismu

Védy o elektfiné a magnetismu se rozvijely po staleti oddélen¢ az do roku 1820, kdy mezi
nimi Hans Christian Oersted nasel spojitost. V tu dobu zjistil, ze elektricky proud protékajici
vodi¢em vychyluje stfelku kompasu. Elektromagnetismus dale rozvijela spousta védct, mezi
které patfil 1 Michael Faraday. Az v poloviné 19. stoleti shrnul v§echny predeslé poznatky do
jednotné teorie James Clerk Maxwell a objevil elektromagnetickou povahu svétla. V
klasickém elektromagnetismu se elektromagnetické pole fidi sadou rovnic znamych jako
Maxwellovy rovnice a elektromagneticka sila je dana Lorentzovym silovym zakonem [6].

Klasicky elektromagnetismus je (sadou svych transformacnich vztaht) neslucitelny s
klasickou mechanikou a podle Maxwellovych rovnic je rychlost svétla univerzalni konstanta,
ktera je prisluSnym vztahem propojena s elektrickou permitivitou a magnetickou
permeabilitou vakua. Problém vyfesil az vroce 1905 Albert Einstein uvedenim specialni
teorie relativity. Tato teorie nahradila klasickou kinematiku novou teorii kompatibilni s
klasickym elektromagnetismem. V této teorii vystupuji magnetické a elektrické pole jako
formy obecného elektromagnetického pole a mohou na sebe navzajem prechazet [6].

Ve stejném roce vSak FEinstein zpochybnil samotné zéklady klasického
elektromagnetismu. Jeho teorie fotoelektrického jevu predpokladala, ze svétlo se nesifi jako
vinéni elektromagnetického pole, ale muze existovat ve formé Castic, diskrétnich kvant,
pozdé€ji nazyvanych fotony. Einsteinova teorie fotoelektrického jevu byla v souladu s
predstavami, které se objevily v navrzeném feSeni tzv. ultrafialové katastrofy, které predstavil
Max Planck v roce 1900. Spojeni Einsteinovy a Planckovy teorie nasledné vedlo ke kvantové
mechanice, kterd byla formulovana v roce 1925. Na jejim zakladé byla kolem roku 1940
dokoncena nova kvantové mechanicka teorie elektromagnetismu; tato teorie se oznacuje jako
kvantova elektrodynamika (,,QED®) a je jednou z nejpresnéjsich fyzikalnich teorii.

1.2 Elektromagnetismus

Elektromagnetismem se muze rozumét soubor fyzikalnich jevd, ve kterém se projevuje
vzajemna souvislost mezi elektfinou a magnetismem. Dale se elektromagnetismem muze
myslet taky oblast fyziky, ktera tyto jevy zkouma, pripadné ptimo teorie elektromagnetického
pole, ktera elektromagnetické jevy vysvétluje. Elektromagnetismus je projevem jedné ze Ctyt
zékladnich interakci a to elektromagnetické interakce. Mezi dalsi interakce patfi gravitace,
ktera ma nevétsi dosah a pusobi na vSechny latky a energie, dale pak slaba interakce a silna
interakce.



2 POPIS ELEKTROMAGNETICKEHO POLE

2.1 Elektromagneticka sila

Telesa se skladaji z Castic, jejichz elektromagnetické vlastnosti podminuji elektromagnetické
déje a elektromagnetické vlastnosti téchto téles. Na tyto Castice pusobi v okoli jinych
podobnych castic, kromé sily gravitacni, jesté sily elektromagnetické, které jsou projevem
elektromagnetické interakce. Skoro vSechny interakce mezi atomy jsou zpusobeny
ektromagnetickou silou pusobici na elektricky nabité protony a elektrony v atomech. Sem
patii 1 sila, kterou libovolné pevné téleso klade odpor proti vniknuti jiného télesa (a kterou
Cloveék vnima dotykem), ale také vSechny formy chemickych jevi, které vznikaji z interakci
mezi elektronovymi orbitaly. Sila F, ktera pasobi na &astici C; , pohybujici se rychlosti v,
(Obr. 1) se vysvétluje tim, Ze na ni piisobi elektromagnetické pole &astice Cs. Castice s témito
vlastnostmi jsou elektricky nabité a nesou tzv. elektricky naboj Q, jednotka je 1coulomb = 1C

[S].

Obr. 1: Elektromagnetickd interakce mezi casticemi [5].

2.2 Elektromagnetické pole

Elektromagnetické pole vznika pohybujicimi se nabitymi ¢asticemi. Neprojevuje se jen svymi
silovymi u€inky na elektricky nabité ¢astice, ale ma 1 jiné vlastnosti:

- hybnost (fotonové rakety)
- energii (ohfev Zeme¢ Sluncem)

Klasicky se toto pole popisuje slozenim dvou slozek: elektrické a magnetické.
Elektricka slozka ptsobi na elektricky nabité objekty — Castice, télesa — silou, nezavislou na
jejich pohybu. Magneticka slozka se zase pusobi na nabité objekty, pouze kdyz se pohybuji.
Na nabitou castici v klidu magnetické pole neptsobi [5][6]. Vysledna sila F, puasobici v
libovolném bodé P na nabitou Castici, pohybujici se rychlosti v v elektromagnetickém poli
(Obr. 2), je rovna

F=F +F . (2.1)



elmag. pole

Obr. 2: Rozlozenti sily F naboje Q v elektromagnetickém poli [5].

Ob¢ slozky (elektricka 1 magneticka) se v prostoru piekryvaji a jsou na sobé zavislé:
zména jedné znich zpasobi zménu druhé. Ve zvlastnich pfipadech lze vSak vytvorit
elektromagnetické pole obsahujici jen elektrickou slozku (tzv. elektrostatické pole), nebo jen
magnetickou slozku (tzv. magnetostatické pole). Elektrostatické pole je buzeno (v dané
inercialni s.s.) naboji v klidu. Toto pole ptsobi na elektricky nabita t€les silou nezavislou na
jejich pohybu, ale neptisobi na permanentni magnety ani proudovodice (nejsou-li elektricky
nabity). Magnetostatické pole je buzeno klidnymi permanentnimi magnety nebo proudovodici
se stalym proudem. Pusobi na permanentni magnety a na pohybujici se elektricky nabité
castice (elektrické proudy). Elektrostatické 1 magnetostatické pole jsou stalé v Case [5].

Elektromagnetické pole, vytvorené elektricky nabitymi ¢asticemi, které jsou vici sobé
v klidu, se nazyva elektrostatické. VeliCina, ktera je pfimo umérna velikosti sily, kterd na ni
pusobi v tomto elektrostatickém poli, se nazyva elektricky naboj castice Q. Tyto Castice
mohou byt nabité kladné (protony), zaporné (elektrony) anebo na né elektrostatické pole
nepusobi, potom hovofime o tzv. neutronech.

Naboj Q libovolné kladné nabité ¢astice je dan vztahem
z-__ (2.2)

kde F, je velikost sily pisobici v libovolné zvoleném bodé P elektrostatického pole na

proton, F velikost sily ptisobici v tomtéz bode na uvazovanou &astici C a e je elementarni
naboj o velikosti e = 1,602 19-10™"° C. Naboj télesa nezavisi na jeho rychlosti, s rychlosti se
nemeni, je invariantni. Tento vysledek se nazyva zakon invariance elektrického naboje [5].

2.3 Intenzita elektrického pole, magneticka indukce a Lorentzova sila

Kromé toho, ze pohybem elektrického naboje vznika magnetické pole, také zmeéna
magnetického pole generuje pole elektrické. Mohutnost elektrického pole se z hlediska jeho
silovych ucinkGi na elektrické naboje charakterizuje veliCinou E, zvanou intenzita
elektrického pole. Tato je v bodé P definovana vztahem (definice vektoru E ):

F
E= a [Volt.metr'1 = newton.coulomb'l], (2.3)



kde Q je bodovy naboj v klidu nebo v pohybu, na ktery pisobi v bodé P elektricka silaF.Pro
elektrické pole buzené libovolnym poctem zdroja plati

E=E +E,+...+E , (2.4)

coz je tzv. zakon superpozice elektrickych poli.

U magnetického pole charakterizuje jeho vlastnosti vektorova veliCina zvana
magnetickd indukce B . Tato je v bod€ P definovana vztahem (definice vektoruB ):

_ 5| _ 1
B= [T=N/(C.ms™)], (2.5)

01wl

kde F, je magneticka sila, ktera pisobi na bodovy naboj Q, letici magnetickym polem
rychlosti v,. Tato sila se nazyva Lorentzova sila F, (nebo F,). Je-li magnetické pole
vytvofeno n zdroji Z;, Z, . Z, a je-1i B, magneticka indukce pole vytvotreného k-tym zdrojem,
pak je magnetické indukce vysledného pole dana vztahem

B=B +B,+...+B,. (2.6)

Tento vztah vyjadiuje zakon superpozice magnetickych poli.

2.4 Maxwellovy rovnice

J. C. Maxwell ukazal, ze vSechny zakony a vysledky teorie elektromagnetického pole 1ze
odvodit jako disledek nékolika zakladnich obecnych zakonu. Tyto obecné zakony, spolecné
se vSemi teoretickymi diasledky z nich plynoucimi, tvori tzv. Maxvellovu teorii
elektromagnetického pole. Vztahy, pomoci kterych je Maxwellova teorie matematicky
formulovana, se nazyvaji Maxwellovy rovnice. Tyto rovnice pouzivame ve dvou zakladnich
tvarech - diferencialnim (pro polni veli€iny ve tvaru hustot, tedy diferencialni polni veliCiny)
a integralnim nebo také bilanénim tvaru pro velidiny integralni. Maxwellovy rovnice v
diferencialnim tvaru maji platnost omezenou pouze na oblast, v niz jsou materialové
parametry &, /1, ¥ konstantni, nebo kde se tyto parametry spojit€ méni. Neplati tedy na ostrém

rozhrani dvou prostiedi (napf. slida - vzduch, vodi¢ - vzduch apod.) [5].



Necht elektromagnetické pole, vytvorené naboji Q a proudy I v libovolném prostredi,
je v inercialni vztazné soustavé O,,, charakterizovano vektory E (x, y, z; 1),D,B,H. Necht' S,

je libovolna uzaviend plocha orientovana vnéjsi normalou a necht C je libovolna pevna
uzaviena orientovana ktivka (Obr. 3).

_l:].
I,
| )«0 Ko

/-

F

Obr. 3: Elektromagnetické pole vytvorené naboji Q [5].
Potom muzeme definovat 4 zakladni Maxwellovy rovnice takto:

Prvni Maxwellovu rovnici také nazyvame Ampérav prutokovy zakon nebo zakon
celkového proudu.

Plati: (fH.dr = ‘;—‘t” S, 2.7)
C

kde w je elektricky induk¢ni tok plochou S», ktera ma kfivku C za okraj. Integralem na levé
stran¢ je definovano magnetomotorické napéti. Soucet Zl je algebraicky soucet proudu,
které prochazeji plochou S> . Fyzikalni interpretace: Cirkulace vektoru intenzity magnetického
pole se rovna celkovému proudu, ktery teCe plochou S, jejiz okraj tvori cirkulacni draha C [5].

Druha Maxwellova rovnice se nazyva zakon elektromagnetické indukce nebo taky
induk¢ni zakon.

Plati: qudr— (Z) (2.8)

kde ¢ je magneticky indukéni tok kiivkou C. Integrdlem na levé stran€ je definovano
indukované elektromotorické napéti ¢,. Fyzikalni interpretace: Cirkulace vektoru intenzity

elektrického pole se rovna zaporné vzaté Casové zméné magnetického toku, tekouciho
plochou S,, jejiz okraj tvori uzaviena ktivka C [5].

Tteti Maxwellovu rovnici se nejCastéji pouziva ve tvaru, ktery je znam pod nazvem
Gaussova véta elektrostatiky:

Plati: [ [DndS =30, (2.9)
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kde Z’Q je algebraicky soucet ,,pravych® (tj. nikoliv polarizaci vzniklych) naboji uvnitf
plochy S;. Fyzikalni interpretace: Elektricky indukéni tok uzavienou (obalovou) plochou se
rovna volnému naboji uvnitf této plochy [5].

Ctvrta Maxwellova rovnice je znama taky pod nazvem Gausstv zakon pro magnetické

pole.

Plati: [[Bnds=0, (2.10)
Sy
Fyzikalni interpretace: Magneticky induk¢ni tok uzavienou (obalovou) plochou se rovna nule.

Vyse uvedené vztahy jsou v integralnim tvaru. Z tohoto tvaru lze uzitim vektorové
analyzy ziskat rovnice v diferencialnim tvaru, které vypadaji nasledovngé:

1. Maxwellova rovnice

oD
H=J +— 2.11
ro 0T, ( )

Magnetické pole intenzity H v oblasti s proudy je virové a je pruvodnim jevem elektrického
proudu. Tento proud mize byt vedeny s hustotou Jo nebo posuvny s hustotou 0 D/ ¢ t. Mimo
oblast s proudy je rotH = 0 a pole je nevirové [7].

II. Maxwellova rovnice

rotE = _8_B (2.12)
ot

Casovou zménou magnetického pole vznikd virové elektrické pole. Vztah JB/or jako
posuvny magneticky proud. Tyto prvni dvé Maxwellovy rovnice jsou navzajem nezavislé [7].
III. Maxwellova rovnice

divE = i(po —divP)nebo divD = p (2.13)

2

Tento vztah fika, ze existuje i elektrické pole zfidlové, jako pruvodni jev elektrického naboje
[7].
IV. Maxwellova rovnice

divB =0 (2.14)

Tento vztah fika, ze magnetické pole B je neziidlové.



3 UVOD DO NMR

3.1 Magneticka rezonance

Magnetickou rezonanci, jinak nazyvanou také nuklearni magnetickou rezonanci NMR, se
rozumi fyzikalni jev, pfi kterém reaguji jadra atomi urCitych latek ve statickém magnetickém
poli (homogenni magnetické pole By) na vf elektromagnetické vinéni. Bez piisobeni vnéjsiho
magnetického pole je orientace os jednotlivych protond v jadie zcela nahodna. Podnét
k vybuzeni rezonance dodava generovany radiofrekvencni signal (RF) z vysilaCe na vhodné
frekvenci.

Tento signal excituje rezonujici jadra (protony) atomu, které vykazuji spin (rota¢ni
pohyb castice), do vyssiho energetického stavu (opacné orientace nezli By). Tento stav se
projevuje precesnim pohybem spinujicich protond, které byly vybuzeny do rezonance. Pokud
jsou magnetické dipoly orientovany ve sméru vnéjsiho magnetického pole, jadra atomu
s jadernym spinem prechdzeji do niz§iho energetického stavu.

Jadra atomua tedy méni smér vektord magnetizace [3]. Jakmile prestane pusobit budici
RF signal, tak se vlivem relaxa¢nich mechanismu, popsanych relaxacnimi Casy T1 resp. T2,
vraceji jadra atomt do stavu termodynamické rovnovahy. Soucasné se emituje rotujici, rychle
slabnouci signal odezvy NMR, jinak zvany jako FID/echo signal resp. volné€ indukovany
signal, ktery lze méfit. Velikost tohoto signalu je umérna poctu rezonujicich jader vybuzenych
atomu.

Vyse popsany zpusob uvede do rezonance cely objem snimané scény umisténé v
homogennim magnetickém poli B a v poli RF civek. Aby byla rezonance vybuzena pouze ve
zvolené tomografické rovin€é (v ose z), vyuziva se gradientni magnetické pole. Do vyssiho
energetického stavu budou RF impulsem vybuzeny pouze elektrony, které jsou na vhodné
pozici ve sméru-z gradientniho pole G,. Spektrum FID/echo signalu lze ziskat pomoci dalSich
gradientnich magnetickych poli (G., G,), orientovanych ve spravném smeéru roviny (x, y).
Toto spektrum reprezentuje jednu projekci ve vybraném sméru. DalSi projekce lze ziskat
natoCenim gradientniho magnetického pole ve vybraném sméru [3].

Kvysvétleni jevu MR se pouzivaji dva modely: kvantové mechanicky a
makroskopicky fyzikalni (Blochiiv) model. Z pohledu kvantové fyziky je NMR vysvétlovana
jako rozstépeni energetickych hladin atomového jadra vlivem okolniho magnetického pole.
Zmeénou magnetického pole se emituji fotony s energii, ktera je dana pravé rozdilem téchto
energetickych hladin. Makroskopicky fyzikalni model uz umoziiuje objasnit vznik vektoru
magnetizace M , jeho libovolnou orientaci a vytvoreni FID/echo signalu, coz je pro popis
NMR lepsi. Magneticky moment urcité latky dany vektorem magnetizace, je urcen
vektorovym souctem magnetickych momenta vSech jader [1][3]. Bez pasobeni magnetického
pole na jadra je vektor magnetického pole nulovy, ale bude-li na jadra pusobit silné vnéjsi
homogenni magnetické pole, vektory magnetizace M se orientuji ve sméru indukce B,
tohoto pole a nastane ustaleny stav.



3.1.1 Magneticky moment

Zakladem MR je tedy existence nenulového jaderného magnetického momentu. Ten vznika
v disledku nesymetrického rozlozeni naboje jadra a spinu [3]. Jinak feCeno: mechanickym
momentem hybnosti (rotacnim impulzem) — tzv. spinem p (J) elementarniho naboje (protonu)
+e je generovan magneticky moment g (m) ve sméru rotace (Obr. 4). Plati

H=y.p, (3.1

kde y je gyromagneticky pomér, pro ktery plati

8¢

“om, (3.2)
Z pohledu kvantové teorie potom plati
Py =mh a u, =m.g.u,, (3.2),(3.3)

kde m je kvantové Cislo rezonujici Castice, i je Planckova konstanta, % je redukovana

Planckova konstanta hzzi, g je tzv. Landého faktor, jehoz hodnota se zjiStuje
T

experimentalné a u, charakterizuje jaderny magneton.

Obr. 4: Naznaceni spinu a magnetického momentu elementdrniho naboje [5].



3.1.2 Precesni pohyb a Larmorova frekvence

Precesni pohyb je charakterizovan rotaénim pohybem vektoru magnetizace v jednom bodé
fixované osy cCastice vyklonéné do osy rotace o nenulovy uhel (pohyb po plasti pomyslného
kuzele) (Obr. 5) [2].

A7

IBO

7}

L J

X

Obr. 5: Rotacni pohyb vektoru magnetizace [2].

Frekvence precesniho pohybu (tzv. Larmorova frekvence) zavisi jednak na intenzité
vn¢j§iho magnetického pole By a jednak na typu atomového jadra, vyjadieném
gyromagnetickym pomérem [1][2]. Pokud je toto magnetické pole statické napf.
B, = (0,0, By), dojde k rozstépeni energetickych hladin jaderného magnetického momentu
(tzv. Zeemanuv jev) a vzniknou hladiny s energiemi odpovidajicimi jadernému spinovému
kvantovému cislu m

E= _7/tho . (34)

Hodnota m muize nabyvat hodnot + 1/2, které udavaji tzv. Zeemanovy energetické hladiny
(Obr. 6). Tyto hladiny jsou urCeny orientaci osy rotace protonového jadra vzhledem
k vnéj§imu magnetickému poli By. Mazou tedy nastat dva stavy jaderného magnetického
momentu:

— niz§i energeticky stav- pfi m=1/2 , osa orientovana ve sméru B ;
—vy§si energeticky stav- pfi m=-1/2 , osa orientovana v protisméru B ;

Rozdil téchto dvou energetickych hladin je dan rovnici

AE =hy.B, =ho, (3.5)
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m=-1/2

HIA/m]

Obr. 6: Energetické stavy protonu ve vnéjsim magnetickém poli, osa x vyjadruje intenzitu
magnetického pole a osa y energii.

Prechod protonu na jinou energetickou hladinu je tedy mozny dodanim nebo emisi
prislusného kvanta energie. Pii pfechodu na vySSi energetickou hladinu je tato energie
dodavana pomoci RF signalu. Obsazovani energetickych hladin urcuje Boltzmantv zakon.

Porovnanim rovnic (3.4) a (3.5) dostaneme vztah

1
fo :Z'%BO nebo o, =y.B,, (3.6)

ktery je nazvan Larmorovou podminkou.

Pokud pii M, = M, (stav termodynamické rovnovahy) aplikujeme 90° RF impuls, ktery
bude mit kmitocet co nejblizsi Larmorové kmitoctu fy, pieklopi se vektor magnetizace M, do
roviny (x ,y) (Obr. 7). Tim padem vymizi z-slozka a vektor magnetizace M, =M. Pokud

umistime do této roviny (x, y) snimaci civku, indukuje se v ni stifidavy proud na Larmorove
frekvenciw,, ktery odpovida velikosti M [3]. Piijimany signal se nazyva zkratkou FID

(Free Induction Decay), signal volné precese nebo také volné indukovany signal a ma
exponencialné klesajici prabeh.

Obr. 7: Sklopeni vektoru magnetizace po aplikaci 90° RI" impuls [2].
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3.1.3 Relaxa¢ni mechanismy

Vektorovym souctem vSech magnetickych momentt, které jsou obsazeny v celém objemu
zkoumaného vzorku, je urena jaderna magnetizace M. Zavisi na vné&j§im magnetickém poli
tak, ze pii B,=0 je M=0. Pokud je vné&js$i magnetické pole pfitomné, vznika na zakladé

Bolzmanova zakona nenulova magnetizace M, ve sméru B, dana vztahem

_pyI

B,, (3.7)
4kT

0

kde k je Boltzmanova konstanta (k=1,38.10W.s/K) a T je absolutni teplota. Nadbytek

protont, jejichz magnetické momenty jsou orientovany ve sméru magnetického pole B,

urcuje smér vektoru magnetizace M

M. =M,c——2", (3.8)

kde ¢=0,001K/T a je to konstanta pro protony, N, reprezentuje celkovy pocet protont. Tato
rovnice plati pro kvantovy model MR.

Aby se dosahlo stavu termodynamické rovnovahy (M, = My a M,, = 0 ), existuji dva
typy interakci: spin-mfizkova a spin-spinova interakce. Pro tyto interakce existuji tzv.
relaxacni Casy T; a T, za které se jadra po ukoncCeni pusobeni vf magnetického pole vrati do
svého zakladniho stavu [1]. Pro makroskopicky (Blochiiv) model plati vztah

M_(0) :Mo[l—ef} : (3.9)

kde konstanta 7; vyjadiuje tzv. podélnou relaxacni dobu [1]. Tato relaxace je zpusobena
preklopenim spinujicich protond z antiparalelni do paralelni orientace. Rychlost relaxace
urcuje velikost relaxacniho ¢asu 7;. Pribéh navratu vektoru magnetizace M_ zpét do sméru
osy z predstavuje T relaxacni kiivka [4](Obr. 8). Spin-mfizkovy relaxacni ¢as 7; udava cas,
pii kterém dosahne vektor magnetizace M, na 63% své plivodni velikosti.
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Obr. 8: Prubéh navratu vektoru magnetizace M , po aplikaci 90°RE impulzu do
termodynamické rovnovahy.

Spin-spinova interakce vznika v disledku nehomogenity statického By nebo pomalu se
ménicich nehomegenit pole vnitiniho pusobenim poli okolnich jader a vyménou spinii mezi
jadry. Tyto dvé skuteCnosti zpusobuji, ze sfazované elementarni dipoly, které vznikly pfi
aplikaci 90°RF pulzu, ztraceji svou fazovou koherenci a vznikd tzv. piicna relaxace [4].
Casova konstanta, ktera popisuje navrat vektoru pficn€é magnetizace M, do rovnovahy
(M,=0), je tzv. spin-spinovy, piicny relaxacni ¢as T». Tento Cas urcuje dobu, kdy poklesne
vektor magnetizace M na hodnotu 35% (Obr. 9). Velikost T, urcuje rychlost relaxace a plati

-t

M, (6)=M,e". (3.10)

0,37 Mo

Y

=0 t=T2 t
Obr. 9: Casovy priibéh vektoru magnetizace M, po aplikaci 90°RE impulzu.
Kromé relaxaéni doby T, byla zavedena taky efektivni relaxacni doba T, ktera hodnoti vliv

vnitinich a vnéjSich nehomogenit. Obé relaxace probihaji soucasn€, T, muze probihat i bez
T, ale s jednou podminkou, ze T, je vzdy mensi nez T, ( Obr. 10).
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Obr. 10: Casové pritbéhy relaxaci T1 , T2 a FID signdlu [2].

3.2 Mérici techniky MR

3.2.1 Metoda spinového echa (SE)

Tato metoda je velmi rozsifenou zobrazovaci technikou, kterd vyuziva sledu (90°+180°) RF
impulzt nasledyjicich za sebou (fadové milisekundy). Aplikaci 90° RF impulsu se vektor
magnetizace My preklopi do transverzalni roviny xy (My, =M, a FID je maximalni). Zde se
zaCne projevovat T2 relaxace a dochazi k rozfazovani. V ¢asovém okamziku t=TE/2 (time
echo) se aplikuje 180° RF impuls, tzv. refokuzacni impuls, ktery pteklopi elementarni dipoly
v roviné xy o 180° kolem osy x ( Obr. 11, Obr. 12). Dojde k opétovnému sfazovani
jednotlivych spinii a v pfijimaci civce je detekovan spin echo (SE) signal (vektor M bude

orientovan opanym smérem nez na zacatku buzeni). Amplituda SE signalu je zavisla na
prubéhu relaxacéni kiivky T, (T,* se neuplatni) [1][2].
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Obr. 11: Popsani principu spinového echa [2].
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Obr. 12: Zdkladni impulzni sekvence pro metodu spinového echa (SE), Gx = GR je tzv. ¢teci
gradient ve sméru x (kmitoctové kodovani polohy), Gy = GP je fazovy gradient (fazové
kodovani polohy) a Gz = GS je vymezovaci gradient (vymezuje excitovanou vrstvu) [2].

3.2.2 Metoda gradientniho echa (GE)

Jedna se o velmi rychlou zobrazovaci techniku, ve které se pracuje s mensimi Casy nez u SE,
tzn. krat§i TR (Time Reppetition). Na zacatku je, stejné jako u metody SE, pomoci 90°RF
impulzu sklopen vektor magnetizace M, do transverzalni roviny (jaderné spiny sfazovany).
Misto 180°RF impulzu, ktery se pouziva u SE metody, slouzi k vyvolani echo signalu
gradient magnetického pole. Pfi excitaci se aktivuje vymezovaci gradient Gs=Gz, za nim
nasleduje kmitoCtové kodovani pomoci gradientu Gp=Gy a fazové kodovani pomoci
fazovaciho gradientu Gg=G, (Obr. 13) [1][2].
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Obr. 13: Zdkladni impulzni sekvence metody gradientniho echa (GE) [2].

Sousedici protony za¢nou precedovat s mirn¢€ odliSnou Larmorovou frekvenci a dojde
k rozfazovani jednotlivych spinti. Pomoci inverze amplitudy cteciho gradientu Ggr se
jednotlivé spiny znovu sfazuji a tim se vyvola echo signal (Obr. 14). Pokles amplitudy echo
signalu oproti amplitudé FID signalu je zde zavisly na relaxa¢nim Case T,*.

sfazovani

. rozfazovani
gradient

faze

Mxy |~

90 RF
puls

Obr. 14: Princip metody gradientni echa [2].
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4. ROZKLAD ELEKTROMAGNETICKEHO POLE

4.1 Princip korekce nehomogenity

Homogenita hlavniho magnetického pole je definovana jako maximalni odchylka pole na
daném objemu, tedy podle vztahu
B, —-B,
ABO — 0,max 0,min . (41)

0,mean

Kde B ax r€Sp. Bomin JSOu maximalni, resp. minimalni hodnoty magnetické indukce a By, jean
je aritmeticky primér hodnot indukce na daném objemu. Nehomogenitu magnetického pole
udavame v jednotkach ppm. Napiiklad mame magnet s homogenitou pole 20 ppm, znamena
to, ze pole magnetu magnetu se liS§i 20 milionkrat od praimérné hodnoty na uvazovaném
objemu. Ppm je tedy relativni hodnota (1ppm z veli¢iny x odpovida hodnoté x=1/1.10° z x).
Porovname-li naptiklad magnet s polem 1.0 T a homogenitou 10 ppm s magnetem 10.0T a
homogenitou 10 ppm, bude mit silnéj§i magnet zhruba desetkrat vetsi rozdil v homogenité
statického pole. To zpisobi vétsi problémy se zkreslenim obrazu. Uvadi se, ze pro klinické
NMR tucely je vhodné, aby magnet mél homogenitu kolem 5 ppm na objemu o pruméru 50
cm(zel.k.]. Pro ziskani kvalitnich a ostrych MR obrazii je dulezité, aby magnet mél dostatecné
homogenni pole na celém meéfeném objemu. V praxi vétSinou neni mozné, aby samotny
hlavni magnet tomografu dokézal generovat takto vysoce homogenni pole. Pfi feSeni tohoto
problému je v zasadé mozné zvolit dva pfistupy. Bud nehomogenitu magnetu korigovat ve
vyslednych naméfenych obrazech, nebo se snazit o korekci zdkladniho magnetického pole jiz
v prub&éhu méfeni. Princip korekce je zfejmy z Obr. 15.

Obr. 15: K principu korekce nehomogenity

Videalnim piipadé dojde pfi superpozici dvou navzajem opacnych prabéha pole
k vytvofeni naprosto homogenniho vysledného pole. Naprosto homogenni pole uvedenym
postupem v praxi samoziejmé nevytvorime, nebot jiz pii mapovani pole uréen¢ho
k optimalizaci pouzivame méfici metody k zachyceni FID signalu, které maji jistou toleranci,
jednak vzhledem k ovlivnéni pole sondou urcenou k mapovani pribéhu pole a nemtizeme ani
vyloucit neptfesnost umisténi sondy v uvazovaném objemu. Problémy vznikaji také pfi
generaci korek¢niho pole korekénimi civkami. Pfi homogenizaci pole predpokladame, ze
korekéni civky generuji vzdy Cisté gradientni pole pozadovaného typu, coz v§ak v praxi nelze
docilit. Vzdy se projevi vliv postrannich slozek daného gradientu, pfedev§im u gradientt
vyssich rada.
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Obecny prubéh magnetického pole je mozné popsat gradienty. Teoretické prubehy
jednotlivych gradientt, které se pouzivaji pii korekcich magnetického pole je mozné vykreslit
v matlabu nasledovné:

z X i

v 05 -04& » ¥ 05 05 X

Obr. 16: Teoretické pritbehy nékolika zdakladnich gradientii pouzivanych pri korekci pole v
NMR

Kazdy zméfeny priabéh magnetického pole je mozné rozlozit na vhodnou kombinaci
téchto gradientti. Toho lze dosahnout bud pomoci Tailorovy fady a nebo s Legendrovymi
polynomy. Jak uvidime dale, pro naSe ucely je vhodné&jsi pouzit Legendrovy polynomy a to
nejen vzhledem k symetrii méfeného objemu. Rozklady vyuzijeme pro urceni koeficienti C a
D, které urcuji vliv odpovidajiciho gradientu na priubéh mapy pole a tim i davaji zakladni
predstavu pro nastaveni korekcnich civek pii ladéni nehomogenity zakladniho magnetického
pole By.

4.2 Rozklad pole pomoci Taylorova rozvoje

Jestlize je znama hodnota magnetického pole v urcitém bodé, napt. v pocatku B[0,0,0],
muzeme pomoci Taylorovy véty urcit jeho hodnoty v libovolném bodé€ prostoru [x,y,z].
Magnetické pole se dale rozlozi pouze na slozky ve sméru os a soutfadny systém se orientuje
tak, ze zakladni pole lezi v ose z. V této ose lezi také slozka hlavniho magnetického pole B, ,

ktera je stala a homogenni (Obr. 17). Slozka B'(B,B,B’) popisuje nehomogenitu pole
v osach x, y, z [8].
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5“

Bx'
Obr. 17: Rozlozeni slozek B, a B magnetického pole.

Pro velikost vysledného vektoru magnetického pole plati vztah

B=B,+B'. (4.2)

7. absolutni velikosti tohoto vektoru danou vztahem

B, +B|=\/(B,+B,)*+(B.)" +(B.)’ (4.3)
lze vyjadrit vztah
B, +B’ :BOJFB’,JFi 5,55 (4.4)
" 2B, ) 2\B,

ze kterého vyplyva, ze po dosazeni Ciselnych pomeéru

B, =B, =B, =10".B, (4.5)

lze tteti a Ctvrty Clen oproti druhému zanedbat, protoze jejich velikost siln€ poklesla. Tim
padem je tedy nehomogenita magnetického pole urcena pouze z-tovou slozkou B’ poruchové

slozky magnetického pole B'. Pro Tayloriv rozvoj tedy stai aplikovat pouze na z-tovou
slozku pole. Nize jsou uvedeny jednotlivé Cleny Taylorova rozvoje v bodé X, Y a Z [8].
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Tab. 1: Cleny Taylorova rozvoje v bodé X, Y a Z.

RAD Jednotlivé Cleny rozvoje
0 B, 1
. OB, OB, v OB, 7 1
ox oy 0z 1!
o’B, _, 0’B, 0’B,
=X » - 7X
ox Oyox 0z0x
2 2
2 | e xy OB 2 .
Oyox oy’ dyoz 2!
asz vz asz vz asz Zz
ox0z Oylz oz

Z

OB
,kde —=je gradient a 1
Ox 1! ox
vyznacen vzdy pouze jedenkrat pro celou skupinu).

, T B gy
X je clen Taylorovy fady (Cinitel — jeu jednotlivych ¢lena
n!

III. ¥ad se sklada z 27 €lent, IV. ¥ad z 81 a n-ty ¥ad z 3" ¢lend. Tyto Cleny, stejné jako Cleny
dalsich rada, se daji pomoci Maxwellovych rovnic zjednodusit. Pokud v pracovnim prostoru

netecou proudy budici pole By, nabudou rovnice vyraz
divB =0,

coz lze napsat jako rovnici

OB, OB, O0B.
+ +—==0
ox o0y 0z
avyraz
rotB=0,

ktery 1ze napsat jako

0B, 0B, _ 0B. 0B, OB, oB

X

0z _E_

dy 0z ox Oy

O, L — - :O, ———= O.

(4.6)

4.7)

(4.8)

(4.9)
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Vyraz divB se derivuje ai :
Z

0 (0B, o (0B, 0°B.
098, 2 T [ (4.10)
oz \ Ox oz Oy 0z

a protoze lze poradi derivaci zaménit, dosazenim ze vztahti (4.9) vznikne vztah

OB OB ’B o’B, 0°B, 0°B
Q[_j E[_jJr 0 = =0 ¢ili Zy + Zy + zy =0, 4.11)
ox\ Ox oy \ Oy 0z ox Oy 0z
ze kterého si vyjadiime
o°B,  9°B, 9°B, .. 0’B, d’B. d’B.
L=t —E Gl Y =Y Y (4.12)
oy ox 0z oy Ox 0z

Stejnym zplsobem se miize provést dikaz pro slozky By a B,. Pro jiz zminénou redukci ¢lent,
napf. Clent II. fadu, se dosazenim vztahu (4.11) pocet ¢lend zmensi z 9 na 5 (Tab. 2).
Priklad tpravy Clent II. fadu:

do puvodnich 7 ¢lent Taylorova rozvoje

0’B 0’B 0’B
XY+ — 2+
ox Oy 0z
se, dosazenim rovnice (4.11)
0’B 0’B 0’B 0’B
XY Y 72+ a
ox ox 0z 0z
pomoci vytykani
0B 0B 0B
(X Y)Y 2+,
ox 0z 0z

dojde ke zmenSeni celkového poctu Clent. Stejnym zptasobem se redukuji Cleny III. fadu z 10
Clent na 7 atd.
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Tab. 2: Rozvoj pole s minimalnim poctem clemi ( B, je hodnota slozky B, v pocatku a pro

Jjednoduchost B.=B)do 3. Fadu Taylorova rozvoje.

RAD GRADIENTY MAGNETICKEHO POLE
0 | B, 1
ox Oy 0z I!
2 2 2
0 f(XZ—YZ) 0 B vz 0B 27X
ox 0yoz 0x0z
2 o’B o’B 1
2XY (Z>-Y? 2!
2
OxOy 0z
3 3 3
a—fX(XZ—:%YZ) 0B (6XYZ) a—?Z(zz—:%yz)
ox 0x0y0oz 0z
o’B s oo o’B SN 1
3 aXZayY(SX —-Y?) = Y(3Z*-Y?) 3
O'B 3Z(X*-Y?) O°B 3X(Z*-Y?)
ox*0z 077 0x

4.3 Rozklad pole pomoci sférickych funkei

V magneticky homogenni oblasti lze celkovou magnetickou indukci popsat Laplaceovou
diferencialni rovnici [8]. Tato rovnice ma v kartézské soustaveé stejny tvar jak pro vlastni
vektor, tak i pro jeho jednotlivé slozky B,,B ,B, [8]. Pro NMR experimenty (u NMR

spektrometru nebo MR tomografu) je ddlezita pouze hlavni slozka magnetické indukce B,

zékladniho magnetického pole, kterd ma paralelni smér s osou symetrie a rovnéz vyhovuje
rovnici

V2B, =0. 4.13)

Reseni uvedené diferencialni rovnice ve sférické souradné soustave lze vyjadrit rozvojem
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B.(x,y,2) =Y. > r""P(cos0).[C,, cos(mp)+ D, , sin(mp)] (4.14)
n  m=0
kde r, 8, ¢ jsou soufadnice ve sférické soustavé, C,, a D, , jsou koeficienty, a "P,(cos &)

jsou pridruzené Legendrovy ortogonalni polynomy prvniho druhu, stupné n a tadu m.
Legendrovym polynomem stupné n rozumime polynom

1 4
2"n! dx"

P (x) (x*=D". (4.15)

Tvar napt. prvnich tfi Legendrovych polynomu je
F(n)=1,

P(x)=xa
1,
Pz(x):§(3x —1) atd.

Dosazenim téchto polynomu do kulové Cili sférické funkce

wd" P, (x)

P"(x)=)1-x"
(X)) =) ( ) T

(4.16)

se ziskaji Cleny Legendrova pfidruzeného polynomu [9]. Tvar napt. prvnich Ctyt pfidruzenych
Legendrovych polynomi je

R (n)=1,

P (x) =x,

R0 =—(1-x)",
P)(x)= %(3)& —1) atd.

Ptiklad vypoctu pro m=0, n=2:

1

1L 3~ 1]
2 :§(3x2 ).

PP(x)=)(1-x%)

d°’P,(x)
0 2

=1
dx’ y dx’
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Souvislost s kartézskymi a cylindrickymi souradnicemi ur€uji vztahy

x=r.sin(@).cos(@) , y=r.sin(@).sin(p), z=r.cos(@), r’ =z"+x>+y°,

p=r.sin@), p>=x*+y a rg«p):f, (4.17)

které vyplivaji z Obr.18 [8].

-

Y

Obr. 18: Bod v magnetickém poli, kde r je vzddlenost bodu od pocdtku (r<1), 6 je polovina
vrcholového tithlu a ¢ je azimut.

Sférické souradnice v rozvoji mohou byt tedy jednoduse vyjadfeny v pravouhlé kartézskeé
soustave [8].

2 2
3
Bz(x.y.2) = Coy +Co,2 + CO,Z{ZZ _p_j + C0,3-Z£Z2 - j o

2 2
,02
+C, . x +C,.3xz + C1,3.x[6z2 - STJ T
,02
+D,,.y +D,3)z +D1,3.y£6z2—37j Tt

+Cy, 3" =y 4Gy, 15z(x — ) +...
+D,,.6xy +D, ;.30xyz ¥
+C, 5. 15x(x* =3y%)  F..
+D,,15y(3x* —y*)  t...
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Prvni ¢len tohoto rozvoje C,, piedstavuje magnetickou indukci idealné homogenniho
magnetického pole. Priklad vypoctu pro m=0 a n=2:

r*.B (cos 0).[C, , cos(0) + D, , sin(0)] = rz.[% (3x*-DI1.C,,
Dosadi-li se cos@ za x vznikne rovnice

grz.cos2 6?—11*2.
2

Dale se pomoci vztaht (4.17) ziska rovnice

%Zz _%(xz +y? +Z2)

a po vykraceni
2 x* +y? :Zz_p_z
2 2

Pii srovnani obou rozvoju je vidét, ze nékteré gradienty napf. x, y, a zjsou v obou

rozvojich identické a nékteré napf. 3xz nebo 6xy jsou jiné. Z tohoto divodu mizeme potom
v Matlabu oCekavat rozdilné koeficienty pravé u téchto ¢lend.
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5. ZPUSOBY MERENI MAGNETICKEHO POLE POMOCI
NMR

Metody zalozené na NMR se pouzivaji pii méfeni slozky B, silného zakladniho magnetického
pole By a jeji zmény, kdyz potfebujeme dosahnout vysledkd s dostateCnou presnosti [10].
Méteni prostorové konfigurace magnetického pole je mozné provadét nékterymi
z nasledujicich zptsobu:

Klasickym postupem nékterou z NMR technik

Sondou s nékolika NMR civkami pfipojenymi pies multiplexer k RF pfijimaci
Nékterou z 2D MRI metod

RF a gradientni civkou se specialni konfiguraci na dlouhé valcové plose

5.1 Ziskani namérenych dat

Meéfteni bylo provedeno sondou s NMR civkou (Obr. 19), ktera byla umisténa na obdelnikové
podlozce pfichycené k valcové trubce. Ta se na za¢atku méfeni umistila do pfesné polohy na
posuv tomografu (Obr. 20) a po zasunuti do tomografu jsme ziskali spektralni ¢ary, ze kterych
se odecetla stfedni hodnota frekvence a zni se vypocitala hodnota magnetické indukce
v daném bod¢.

Obr. 19:M¢éFici sonda

Obr. 20: Tomograf a detail posuvu, na ktery se umistuje sonda.
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Pro méfeni byla zvolena metoda gradientniho echa. Dale je nutno vhodné zvolit
rozlozeni a stim spojeny pocCet bodi v mapovaném prostoru tohoto pole. Z Laplaceovy
rovnice je znamo, ze jeji feSeni v uzaviené oblasti je jednoznacné urCeno hodnotami na jeji
hranici. Na této hranici také dosahuje feseni extrémnich hodnot (DirichterGv vnitfni problém a
véta 0 maximu) - tzn., Zze mefici body jsou situovany na povrchu koule, i kdyz je z hlediska
konstrukce méficich pripravku podstatné jednodussi méfit B, slozku magnetické indukce na
povrchu valce, ktery je vepsan do pomysiné koule. V této kouli ovSem nesmi byt pfitomny
zadné zdroje magnetického pole.

Rozlozeni a pocet méfenych bodl je znazornéno na Obr. 19. Ap znadi prirtstek uhlu a
Az krok mezi kruznicemi vose z. Pfi naSem meéfeni byly méfené body rovnomeérne
rozmistény na kruznich na povrchu koule a to s priristkem A@ =30°. Krok Az nebyl
rovnomeérny, jelikoz byl ureny thlem @ a nabyval hodnot -32; -30,05; -23,24; -11,14; 0;
11,14; 23,24; 30,05 a 32 (mm). Tyto dvé veliiny predurcuji volbu maximalniho fadu a stupné
rozvoje pole, kterym se budou namétfené hodnoty prokladat. Na vSech méficich kruznicich
obepinajicich kouli (nebo valec) musi byt splnéna podminka

Az=0.5¢,, (5.1

kde 7, je perioda funkce u koeficientu C, , nebo D, , pro rozvoj pole n-tého stupn€ a fadu a

Az je méfici krok uhlu nebo posunu z. Tento vztah udava tzv. Kotélnik-Shannontv teorém,
ktery tika, Ze vSechny vzorky je nutno odebirat nejménée dvakrat za periodu funkce nejvyssiho
stupné a fadu 7,. Tento teorém plati pfi vzorkovani pro vSechny funkce prokladaného

rozvoje.

A

z Bz

y

Obr.21: RozloZeni mérenych bodii M na povrchu koule

27



6. VYPOCET A ZPRACOVANI DAT

Na zakladé vySe uvedenych poznatkli a souvislosti byl sestaven pocitaCovy program, ktery
pomoci rekurentnich vztaht uvedenych v kapitole 3. a 4. a pouzitim metody nejmensich

¢tvercli LSQ (Least mean SQuares) umoznil vypocet aproximaénich koeficientd C, ,a D, ,

v rozvoji magnetického pole Legendrovymi polynomy a taky koeficientd v rozvoji pole
Taylorovou fadou. Pro matematické vyjadreni rozvoje naméfeného magnetického pole je tedy
nutné aproximovat namérené hodnoty magnetické indukce Legendrovym polynomem.

Metoda LSQ vede na feSeni pomérné rozsahlych systéml linearnich rovnic (pfi
aproximaci do 11 stupné a fadu polynomu tj. n=11, to znamena fesit soustavu 144 rovnic o
144 neznamych). Aby bylo programovani algoritmu jednodussi, lze vyuzit nasleduji
podminky:

e Pocatek soufadné soustavy zvolime ve stiedu koule, na jejimz povrchu méfime.

e Jednotlivé méfici body volime systematicky usporadané vzhledem k rovinam
x=0, y=0, z=0 a s konstantnim pfirastkem uhlu A@ a krokem Az podle (Obr.

21)

e Nezavisle proménné se normalizuji-tzn., Ze se polomér méfici koule a
vzdalenost mezi méfenymi kruznicemi pfirovna ke standardni hodnoté — tou
muze byt polomér opsané koule nebo u valce jeho polovi¢ni vyska. Tato
normalizace totiz umozni srovnavat magneticka pole rizné velkych objektt

Pti analyze konkretizuji nalezené hodnoty koeficientli u jednotlivych funkci rozvoje
pole do urcitého fadu a stupné matematicky model pole a tedy urCuji potiebné typy
korek¢énich poli a jejich velikost [10]. Tento model avSak velmi dobfe reprezentuje
konfiguraci méfeného pole, i kdyZ je pocet jeho parametrii o hodné nizsi nez pocet méfenych
hodnot B_. Pomoci ného lze také urCit hodnoty magnetického pole i v téch mistech, kde
nebyly méfeny a to v celém objemu méfici koule.

6.1 Vypocet aproximacnich koeficientu pomoci Legendrovych polynomiu

Pti vypoctu aproximacnich koeficientd za pomoci Legendrovych polynomi budeme vychazet
ze vztahu (4.14), pomoci kterého byl proveden rozklad magnetické pole ve sférickych
soutadnicich (kapitola 4.3). Z ptedchozi teorie je znamo, ze souvislost mezi kartézskymi a
sférickymi soutadnicemi je dana vztahy (4.14). Podle téchto vztaht plati, ze slozka B; v bod¢

meéteni (vypoctu) i o soufadnicich (p,,¢,,z,) je aproximovana fadou, ktera je slozena
z funkci f;

i,mn

cos(me,) a f;,,sin(mg,). Tyto funkce je mozné porovnat s Cleny Taylorova

rozvoje. Kvuli prehlednosti je dobré ji zapsat ve tvaru aproximacniho trojuhelnika tak, aby
byly v jednotlivych fadcich pouze ¢leny s totoznou trigonometrickou funkci a tedy:
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B, (0;,0:,2,) =[Cyofivo +Corfion +Coofine  +tCufios +Cufios ].cos(0) +
+[C fini  +tCu S *TCsfis +CL T ].cos(p,)+
+[Dy, finn,  +Dyufin +tDisfiis Dy S ].sin(@,) +
+Ch fine  +tCufins +Coyfing ].cos(2p,) +
+D,y, fiy Dy fias Dy fio l.sin(2¢p,) +
+Cifins +Coyfina ].cos(Bg,) +
+Dy, fiys +Dyy fins ].sin(3¢p;) +
+Cyy fisa ].cos(4p,) +
+ Dy, fiaa ].sin(4¢,) +

+P(pi’¢," Z,‘)

Toto je tedy obecny tvar slozek aproximacni fady, ze které se vychazi pfi vyjadieni
sférickych soufadnic v pravouhlé kartézské soustavé (viz kap. 4.3). Funkce f;,,, jsou souCiny
Legendrovych polynomt P,"(cos#) a n-t¢ mocniny vzdalenosti » méfeného bodu i od pocatku
soufadné soustavy. Z davodu piehlednosti zde bylo pouzito indexovani funkci, které
odpovida parametrim fadu m a stupni n Legendrova polynomu. Index i souvisi s polohou
konkrétniho méteného bodu (p,,¢,,z;) v objemu méfené koule. Obecné se fadky a sloupce
toho aproximacniho trojuhelniku oznacuji indexy p a g. Sloupcovy index p (potadi sloupce) je
o fad vyssi nez stupeii polynomu n tzn. g=n+1 a fadkovy index (potadi radku) souvisi s fadem
derivace piidruzeného Legendrova polynomu tedy s fadem m, ktery také urCuje nasobek
azimutu @u funkci cos(mge) a sin(me). P(p,,@,,z;)zde reprezentuje gradienty vysSich
fadd, které vzniknou zvySenim stupné polynomu. Koeficienty C,, a D, jsou zde hledanymi
aproximacnimi koeficienty.

Pro nalezeni té€chto koeficientll postupujeme nasledovné. Po roznasobeni funkci f;,,

trigonometrickymi funkcemi (cos(m@) a sin(mg)) a nasledném pievedeni do kartézskych
soufadnic je mozné tento rozvoj porovnavat s predchozim Taylorovym rozvojem (viz kap.

4.2). Ze clenu vzniklého rozvoje se vytvori matice P, ktera bude obsahovat Legendrovy
polynomy pfislusného fadu a stupné.

KR R B P P
O Pll le P?)l Pnl
Poo=| 0 0O P P P (6.1
0 0 0 P P
o o o o P

Rozmér této matice je obecné m+1 tadka a n+1 sloupcu, kde m a n predstavuji rad a
stupenl polynomu coz znamend, ze rozmér matice Uzce zavisi na stupni zvolené aproximace
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(stupni  polynomu). Proto zavedeme parametr Q, ktery bude mit velikost
Q=n+1.Vygenerovana matice P bude mit potom rozmér Q x Q a pod hlavni diagonélou jen
nulové prvky, které nam vsak v tuto chvili nevadi. Hodnoty prvka matice P zavisi na pozici
kruznice, ktera nese body, ve kterych je nasledné zjiStovana hodnota magnetickd indukce.
Pozice téchto kruznic je dana uhlem 6.

Tato matice je tedy zakladem pro dalsi vypocty, pfi kterych soucet jejich jednotlivych
prvku radek po tfadku vytvoti fadu gradientt, které po roznasobeni prislusnymi koeficienty ze
vztahu (4.14) a po nasledném celkovém souctu ur¢i hodnotu magnetické indukce v daném
bodé¢ souradného systému.

Matice R, ktera je znazornéna nize, je naplnéna prvky r” , které udavaji vzdalenost

meétfeného bodu v objemu nebo na povrchu koule od pocatku souradné soustavy. Indexy s a ¢
zde urCuji umisténi prvku v matici. S kazdym stupném polynomu n a s kazdou zménou r
vzdalenosti bodu od pocatku soutfadné soustavy se vytvori nova matice R.

n n n n

ht ha hs - ho
n n n n

hy hy hsz - Dy
_ n n n n

R0 =| B Ha Tz - I (6.2)

n

%)
rn rn ril ril ril

0.1 0.2 03 0.4 0.0

Velikost matice R musi mit stejny rozmér jako ma matice P a to Q x Q, protoze se
tyto matice mezi sebou nasobi. Proto byla zavedena matice f, kterd odpovida funkci f, . Tyto

funkce jsou homogenni polynomy, stiidavé sudého a lichého stupné, které nezaviseji na
azimutu ¢ . Nékolik prvnich funkci je uvedeno nize:

2 2 2
Joo =1 Jor=2 fozZZZ_p_ foszz(zz_p_l f04:Z4_3Z2p2+p_
2 2 2
3 15 3
fllzp f12:3Zp fl3:6Z2,0—3% f14:10Z3p+ Zzp
4
[ =3p" fry =152p° fz4:45Z2,02+lsTp
fis=15p° fs =105zp°
fia =105p"
Matice f ma nasledujici tvar:
fo0) =Rio0) *Pio0) (6.3)

Rozmér matice f je tedy obecné Q x Q. Pokud je vzdalenost méfeného budu od
pocatku souradné soustavy rovna jedné (r=1), lezi tento bod na povrchu koule (méfen¢ho
télesa) a matice R obsahuje jen jednicky. Potom plati, ze
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f

0 = P

©<0) * (6.4)

Pro vypocet je dale dilezité definovat matice Co a Si, které obsahuji goniometrické
funkce sin(m@) a cos(mg) . Tyto funkce méni sviij argument podle fadu polynomu m, ktery
urcuje nasobek pfislu§ného thlu ¢ . Tento thel méni svou velikost podle pozice méreného

(pocitaného) bodu v objemu koule (méfeného télesa). Rozmér matic Co a Si opét zavisi na
stupni aproximace Q.

cos(0), cos(0), , cos(0), ; cos(0), ,
cos(9), cos(@),, cos(@), ; cos(#),
Coy,p =| C08(2¢);, cos(2¢),, cos(29),, cos(29);, (6.5)
cos(39),,
cos(mg),, cos(mp),, cos(mp),, cos(mg),, cos(mp),,
sin(0), , sin(0), , sin(0), 5 sin(0), ,
sin(¢), , sin(¢), , sin(¢), , sin(¢)2,Q
Si .0 =| SIN2P);;  sin(2h);,  sin(29);, sin(29); , (6.6)
sin(3¢), ,
sin(mg),, sin(mg),, sin(mg),, sin(mgp),, sin(mp),,

Pomoci predeslych matic vypocitame matice He a Hd, které osahuji dostatek hodnot
potiebnych pro vypocet aproximacnich koeficienti. Tyto matice vzniknou vynasobenim matic
Coa Si matici f ¢len po ¢lenu a maji nulové prvky pod hlavni diagonalou:

Hc =Co.*f
Hd = Si. *f

(6.7)
(6.8)

Aby méla aproximace smysl, provadi se tento vypocet pro vSechny body, jejichz pocet
je dan poctem meétenych (pocitanych) hodnot, které jsou k dispozici. Matice He a Hd se poté
ukladaji do maticového pole Le a Ld (Obr. 22) pro dalsi vypocty.

_____________ (1,1,3) (1,2,3) (1,3,3) ('_'1_’_,4--,"'3"')
- 2,1,3) (2,2,3) (2,337 (2.,4,3
- ( ) ( . ( ) ( )
(3.1.3) (3.2.397(3,3,3) (3,4,3)
S (1.1.2) (1.2,2) (1,3,2) (1.472)| 3) (4,3,3) (4,4,3)
------ (2,1,2) (2,2,2) (2.372) (2,4,2)
Hc3, Hd3
T (3,1,2) (3,2.27 (3,3,2) (3,4,2) 7
(1,1,1) (1,2,1) (1,3,1) (1,4.1) 1 2) (4,3,2) (4,4,2)
(2,1.1) (2,2.1) (2,3,1) (2,4.1) o ez, M2
(3,1,1) (3,2,1) (3,3,1) (3,4,1)
(4,1,1) (4,2,1) (4,3,1) (4,4,1)] "
Hc, Hd1 —

Obr. 22: Pole matic Lc a Ld
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Aby se tyto matice mohly pouzit pfi vypoctu aproximacnich koeficientd C, a D

musime je upravit do urCitého tvaru. Z vychoziho vztahu (4.14) je zfeymé, ze prvky matic He
a Hd predstavuji cleny souctu fady. Tyto prvky se tedy prepiSou Clen po ¢lenu do matic Sc a
Sd a to nasledovné:

Z matice
he,  hey, hey ... hey,
0 he,, hc,; ... hcy,
He, .0 = 0 0  heyy .o heyy, (6.9)
0 0 0 .. hecy,
0 0 0 0 hcyy,

se vezme prvnim fadek a vlozi se do prvniho fadku matice Se, potom se vezme druhy radek a
vlozi se opét do prvniho fadku matice Sc atd. az budou vSechny fadky matice He prepsané do
fadku matice Sc.

hcl,l,l hcl,Q,l th,l,l hCZ,Q,l

- - - 0.01
hey,, — hey,, hey,, — he,,, —> hey,,
o e e e e
1,1,4 1,04 2,1,4 2,04 0.0.4
I > I > 4 5
he,,, — hey,, hey,,, — he,, — he,,,

Prvni tfadek matice Sc je tedy tvofen prvky prvni matice He z maticového pole Le.
Rozmér matic Sc a Sd je zde g x Q7. Index g zde predstavuje poet méfenych (pocitanych)
bodd, tzn. poradi matice He v maticovém poli Le a index Q znaéi stupeni aproximace.
Analogickym zptusobem se piepisuji i dalsi matice He. Stejnym zptisobem vznikne i matice
Sd , ktera je vSak slozena z prvki matice Hd. Protoze mély matice He a Hd nulové prvky pod
hlavni diagonalou, objevi se tyto prvky i v maticich Sc a Sd. Pokud méfime napi. 7 bodu na
12 kruznicich a stupeii aproximace Q=4, celkovy pocet bodii g=84 a matice Sc a Sd budou
mit rozmér 84 x 16.

Pokud vynasobime tyto matice s vektory C a D, dostaneme jednotlivé Cleny rozvoje
pro dany métreny bod. Vektory C a D maji obecné rozmeér Q° :

G D,
(0N D,
Sc(ngg) X C3 a Sd(ngz) X l)3 (61 1),(612)
\ 0
C(QZ) 0%
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Protoze je ale potieba v kazdém méfeném bodé€ pocitat s piispévky obou koeficientd C
i D, provede se slouceni matic Sc¢ a Sd do jedné matice, kterou nazveme matici S. Timto
zpusobem tedy vznikne nasledujici systém matic

S K B
he,,, he,, — hcy,, hd,,, — hd,,, o B,.\"
hey, heny — hepy,  hdy, — hdyg,, \ B,
he, s he,, — hey,s hd,,, — hd,,, ) Cp | B 6.13)
he,, he,, — hcy,, hd,,, — hd,,, D, B, '
J VN J I J \’ J
he,,, he,, — he,,, hd,,, — hd,,, w20\ Do o) B, »

kde matice K obsahuje hledané aproximacni koeficienty C i D a vektor B, naméfené hodnoty
magnetické indukce v danych bodech.

Tuto maticovou rovnici uz je mozné numericky feSit metodou nejmensich Ctverca
LSQ napf. s vyuzitim programu Matlab. Tato metoda obecné vyzaduje velky pocet rovnic.
Jelikoz obsahuje vétSina matic, se kterymi pocitame, nadbytecné nulové prvky pod hlavni
diagonalou, jsou tyto nuly obsazeny i v nékterych sloupcich matic Sc a Sd a tudiz v celkové
maticové rovnici. Tyto sloupce odstranime, ¢imz se zmensi rozmér téchto matic a tedy rozmér
matic celkového systému. Vznik t€chto nulovych prvka byl zapfic¢inén pocatecni transformaci
rozvoje do matice a také prubéhem trigonometrickych funkci v ur¢itych bodech. Tento prubéh
urCuje parametr m (fad Legendrova polynomu), ktery nabyva pro kazdy méteny bod prave
jednou nulové hodnoty. Pro koeficient D, ktery se nasobi funkci sin(m¢@ ) potom plati, ze
prvnich Q koeficienti nema smysl pocitat, protoze nabyvaji nulové hodnoty a ve vysledném
ptispévku se tedy v daném bod¢ stejn€ neprojevi. Obecny rozmér maticové rovnice je

S o *Kog =By - (6.14)

Po optimalizaci matic se rozmér Sc respektive Sd zmensi z 84x16 na 84x10
respektive 84x6 — tim je tedy dan celkovy rozmér matice S 84 x 16. Matice Sd tim padem
bude mit potom mens$i rozmér nez matice Sc, protoze obsahovala vétsi pocet nulovych
sloupct. Z toho divodu ma i mensi podil pfispévkid v matici S a tedy v celkové maticové
rovnici. Rozmér maticové rovnice po upraveé bude obecné nasledujici

S0 * K =By (6.15)

Z divodu transformace fady rozvoje magnetického pole do maticového systému, ktery
je pro numerické feseni jednodussi, uz matice S neobsahuje 2Q° sloupct, ale jen polovinu,
tedy pouze Q. Pro napt. Q=4 (stupeii polynomu je 3) bude mit maticova rovnice rozmér

S(84><16) X K(IG) = Bm(84) . (6.16)
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Protoze byla v maticich provedena optimalizace prvki, je nutno s tim pocitat pfi
interpretaci vysledkd. Napfi. pro Q=4 je podil aproximacnich koeficienti C/D ve vysledném
vektoru K 10/6, protoze matice S obsahovala vétsi piispévek prvkt matice Sc nez matice Sd.
To znamena, ze prvnich 10 prvkl vektoru jsou aproximacni koeficienty C a zbylych 6 prvka
jsou aproximacni koeficienty D. S rostoucim Q se tedy méni podil aproximacnich koeficienta
ve vysledném vektoru K; napt. pro Q=5 je podil 15/10, pro Q=6 je podil 21/15 atd. z toho
plyne, ze pocet koeficientli C se pfi zvySeni aproximace Q o jeden stuper zvétsi o hodnotu
stupné aproximace a pocet koeficienti D bude stejny, jako predchozi pocet koeficienti C.
Obecné tedy ziskame Q° koeficientd, které se li§i svym podilem na celkové hodnoté
magnetické indukce v daném bod¢.

Optimalizace se v dnesni dobé vysoce vykonnych pocitaci muze zdat jako zbytecna,
ale pfi vétSich stupnich Legendrovych polynomu a tedy vétSich rozmérech pocitanych matic,
muze byt na béznych pocitacich vypocet znatné zpomalen.

6.2 Vypocet hodnot magnetické indukce pomoci Legendreovych polynomu

Pro vypocet hodnoty magnetické indukce v kterémkoliv misté uzaviené oblasti (koule), jsou
nyni k dispozici hodnoty aproximacnich koeficientt C,,, a D, , které se ziskaly predchozimi
vypocty.

Pti popisu zpétného vypoctu se vychazi opét ze vztahu (4.14). Hodnoty Legendrovych
polynomt jsou dany uhlem @, azimutem ¢ ovliviiuje hodnoty goniometrickych funkci Si a
Co. Znamé koeficienty C,,, a D, , maji nyni podobu dvou vektori. Abychom mohli dale
s témito koeficienty pocitat, musime je prevést z vektori do matic a to nasledujicim
zpusobem:

Cl
c ¢ G C C,
Hs 0 C, C, C,
C=|C |= (6.17)
) 0 0 C G
0 0 0 C
C, ’
Dl
00 0 O
D2
D=|D, |= 0 D Do D : (6.18)
. 0 0 D, D,
0 0 0 D,
Dq

kde index p znaci podil koeficientd C a index ¢ podil koeficientti D ve vysledném vektoru K.
V matici D vSak oproti matici C naplnime prvni fadek nulovymi prvky, protoze je stejné
nasoben funkci sin(0). Po téchto upravach maji obé matice rozmér Q x Q.

Nyni muzeme prejit k popisu zpétného vypocCtu hodnoty magnetické indukce
v danych bodech. Hodnoty Legendrovych polynomu vlozené do matice P, jiz zname
z predchoziho vypoctu. Podle polohy pocitanych bodu urcime jejich vzdalenost r od stiedu
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soufadné soustavy a naplnime tak matici R. Stejnym zpusobem jako v piedeslé Casti se
vytvori matice f, ktera se rovna sou¢inu matice P s matici R ¢len po Clenu a tedy

f

0o =R

w00 *Piocg)» (6.19)

kde maji vSechny matice rozmér Q x Q. Timto zpusobem se vypocitala nasledujici Cast
vztahu

> D "P(cos) =f . (6.20)

n  m=0

Nyni se vytvoii nova matice Ha, ktera se rovna souctu soucini vypocitanych
aproximacnich koeficientd C, ,, a D, s goniometrickymi funkcemi. Matice s témito funkcemi
sin(m@ ) a cos(m @ ), které méni svij argument podle fadu Legendrova polynomu, jsou znamé

z predchozich vypocta a jsou to tedy matice Si a Co. Matice Ha potom odpovida Casti vztahu
(4.14) ato

i Zn: [C,,. cos(mp)+ D, , sin(mg)] = Ha , (6.21)

n  m=0

a vypada nasledovné

¢ C C C 0 0 0 O
0 ¢ ¢ ¢ 0 Dy D, D, .

Ha, , = 0 0 ¢ G xCoy, 0, t+ 0 0 D, D, xSi 4,0, (6.22)
0 0 0 cC 0 0 0 D,

Jeji rozmér je stejny jako rozméry matic, ze kterych byla vypocitana.

Aby byl vypocet vychoziho vztahu (4.14) kompletni, musi se vynasobit matice Ha
¢len po ¢lenu s matici f. Tim se vytvoii nova matice

H Ha

oo =Hag o, x50, (6.23)

ktera ma tento tvar
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hy, h, h; .. h,
0 hy, hy o hy,
H, .0 = 0 0 hy o Iy |, (6.24)
0 0 0 .. h,
0 0 0 0 hy,

kde index b znaci pocet pocitanych bodu na kazdé kruznici. Tato matice jiz tvori ¢leny souctu
fady. Jelikoz se hodnoty jejich prvka méni se stupném a fadem Legendrova polynomu n a m,
ukladaji se sumy jednotlivych matic H do maticového pole B. Sumou se zde rozumi soucet
jednotlivych prvka v kazdé vytvorené matici H. Tato suma se tedy ulozi na pozici
v maticovém poli B, ktera je dana poctem pocitanych bodi a poctem kruznic, na kterych tyto
body lezi. Pro napt. 12 pocitanych boda na 7 kruznicich bude pocet matic v maticovém poli B
7 (coz odpovida i poctu fadki kazdé matice) a pocet sloupct v kazdé matici bude 12. Zde se
neberou v tivahu vrcholové body koule. PoCet méfenych bodi v souradné soustavé zavisi na
azimutu ¢ a pocet kruznic na thlu mezi rovinou xy a pomyslnym vektorem vedoucim od

pocatku souradné soustavy do méfeného bodu, tzn. thlem 6. Prvni fadek v maticovém poli
B:

>H, >H, H, - > H,

0 0 0 0 0

Boon=| 0 0 o 0 0 | (6.25)
s s N SN
0 0 0 0 0

druhy fadek v maticovém poli
0 0 0 0 0
>H, >H, YH, —> > H

Booo=| O 0 0 0 0 (6.26)
\’ \’ N SN
0 0 0 0 0

atd. Oznaceni pole B je zde B kde index k urcuje umisténi sum jednotlivych matic H

(0xQxk)
v poli B a je dany poctem kruznic koule, na kterych jsou umistény métené body.

Aby bylo mozné maticové pole pouzit, musime z n¢j vytvofit jednu matici Bv, ktera
jiz nebude obsahovat nulové prvky.

Z Hl,l Z H2,l Z H3,1

ZHLZ ZHZ,Z ZH3,2

Bv(kxb) = Z H, , Z H,, Z H,,
J J J

ZHl,k ZHZ,k ZH?),k

Z Hh,k

Z Hh,k

Z H,, (6.27)
s

Z Hh,k

NV R SN
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Rozmér této matice je k x b coz znamena, ze jeji fadky se naplni nenulovymi prvky
z matic H umisténych v maticovém poli B, tak jak jdou za sebou.

Protoze nejsou do predeslych vypocti brany v tivahu hodnoty magnetické indukce v
bodech, které lezi na vrcholech koule, musi se tyto hodnoty dopocitat. Vrcholové body na
horni strané koule predstavuji prvni fadek matice Bv a vrcholové body na spodni strané koule
predstavuji posledni fadek. Aby bylo mozné tyto body dopocitat, pfida se do matice Bv
posledni sloupec, ktery bude obsahovat stejné hodnoty jako sloupec prvni. Je to proto, ze
pocateCni body, ve kterych se zji§tuje hodnota magnetické indukce, jsou na vSech kruznicich
zaroven i body koncovymi. Tyto body se vypocitaji nasledujicim zpisobem a to tak, ze se
zprumeéruje prvni a posledni fadek matice Bv. Hodnota ziskana zprimérovanim prvniho radku
predstavuje prvky nového fadku, kterym bude matice Bv zaCinat a hodnota ziskana
zprumérovanim posledniho fadku naopak vytvoii novy fadek na konci matice Bv. Timto
zpusobem se zvétsi index k (pocet fadkli matice Bv) o dva tzn., Ze nyni bude tato matice
obsahovat vSechny hodnoty magnetické indukce v danych bodech ze vSech kruznic a je
mozno ji tedy graficky vykreslit a porovnat s hodnotami ziskanymi praktickym méfenim.

6.3 Vypocet aproximacnich koeficientu pomoci Taylorovy rady

Postup vypoctu aproximacnich koeficientd pomoci Taylorovy fady je velice podobny jako
v predchozim piipadé. Rozdil je ve vypoctu prvka pocatecCnich matic He a Hd. Hodnoty
téchto prvka odpovidaji ¢lenim (gradientim) Taylorova rozvoje vypocitanym v kapitole 4.2
(Tab. 1). Gradienty z této tabulky je dobré piepsat kvili prehlednosti do tvaru rovnice.
Nesmime zde ale zapomenout na nasobeni jednotlivych gradientd piisluSnymi faktorialy.
Aproximacni trojuhelnik do 3. fadu Taylorova polynomu mé potom nasledujici podobu:

Ba(x,y,z) = Co,o +C0,1Z "‘Co,z%(zz_yz) +C0’3é(Z(Z2 —3y2)) T
+C) X +C\ Xz +C1’313x(z2 _yz) ..
+Dy,y +D,,yz +D,, éy(3Z2 —y?) +...

L, 2 1 2 2 +
+C2,2.—(x -y) +C2,3—3z(x -y7)
2 6
+D2,2xy +D2,3xyZ +...
£C L x(x? -3y +
33 gx(x =3y7)
1 2.2 +
+D3’3gy(3x y)
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Tuto rovnici obsahujici gradienty Taylorova rozvoje lze porovnavat s rovnici, ktera
obsahuje Legendrovy polynomy (viz. kapitola 4.3). Priklad srovnani pro n=1 a m=1 vypada
nasledovné - vychdzime z funkce f,,  cos(me,), kterd tvoii spolu s aproximacnimi

i,mn
koeficienty C,,, ¢leny Legendrovy rovnice. Po dosazeni stupné a fadu polynomu n a m se
funkce

Jincos(@)=x, (6.28)

kde f;,, na levé strané€ rovnice je funkce homogenniho polynomu, ktera je rovha p a pravou

stranu tvori gradient x z Taylorovy rovnice. Celkové potom plati, ze

pcos(@) = r.sin(6)cos(@) = x, (6.29)

coz vyplyva z Obr. 16 a ze vztahua (4.14).

Gradienty u koeficientd C,,, a Dy, se potom zvlast rozepisi do matic He a Hd, jejichz
podoba pro napt. Q=4 je

1
1 z 0,5z°—y%) g(z(zz—f%yz)) he,,
0 «x Xz é3x(z2—y2) he,,
Hewo =g o 0,5(x* —y%) %3z(x2—y2) hes, a (6.30)
0 0 0 éx(x2—3y2) he,,
00 0 0 he, ,
0 0 O 0 0
1
0 y gy(3z2—y2) hd,,
Hd,, =|0 0 xy xyz hd,, |, (6.31)

0 0 O éy(fixz—yz) hd,,

00 0 0 hd,,,

kde Q predstavuje fad Taylorova polynomu zvétSeny o jednicku. Podobné jako v predchozim
ptipadé, kde je rozmér matic He a Hd zavisly na stupni Legendrova polynomu, zde tedy
zavisi rozmér matic na volbé fadu Taylorova polynomu.

Dale se postupuje stejnym zpusobem jako v predchozim piipadé, kdy se vytvori pole
matic Lc¢ a Ld, a z nich potom matice Sc a Sd. Nasledné se z téchto matic vytvoii matice S a
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za pomoci naméfenych hodnot se opét metodou nejmensich Ctverci vypocitaji hodnoty
aproximacnich koeficientd C,,, a D, v danych bodech koule, jejichz pocet je dan podilem
prispévkt matic Sc a Sd v matici S.

6.4 Vypocet hodnot magnetické indukce pomoci Taylorovy rady

Pfi zpétném vypoctu hodnot magnetické indukce v danych bodech soufadné soustavy se ze
ziskanych aproximacnich koeficient vytvori matice C a D. Tyto matice se nasledné vynasobi
maticemi He a Hd, jejichz prvky jsou tvoreny gradienty magnetického pole a sectou se.
Ziskame tak matice H

H, 5.0, = Cio.0) X HE 5,0, T D0, xHd 0, (6.32)

kde index b znaci poCet poCitanych bodu na kazdé kruznici. Sumy prvka jednotlivych matic
se opét ukladaji do maticového pole B (zptisobem popsanym vyse), ze kterého se poté ziska
matice Bv. Tato matice uz obsahuje hodnoty magnetické indukce v jednotlivych bodech
souradného systému ziskané vypoctem z gradientl Taylorova rozvoje a je uz proto mozné ji
vykreslit a porovnat s hodnotami magnetické indukce ziskané vypocty z Legendrovych
polynomd.
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7. SROVNANI NAMERENYCH A VYPOCTENYCH HODNOT

7.1 Namérené hodnoty

Pti méfeni, které bylo provedeno pro 12 bodu na 9 kruznicich (viz kapitola 5.) v objemu koule
pomoci NMR tomografu, byly ziskdny hodnoty magnetické indukce v méfenych bodech
(Tab. 3 a Obr. 23). Z téchto naméfenych hodnot se vychazelo pii vypoctech koeficientt a to
pomoci dvou metod. Prvni metoda vyuziva pfi vypoctech matici naplnénou Legendrovymi
polynomy a druha zase matici s prvky, které odpovidaji gradientim magnetického pole
vypocitané Taylorovym rozvojem.

Tab. 3: Tabulka s namérenymi hodnotami magnetické indukce pro 12 bodii leZicich na 9
kruznicich v objemu koule.

1
2
3
4
5
6
7
8
9

9 10

12,0175 12,0175

10,5515 13,2540
-4,7000 -2,7960
-16,3090 -20,9150

-10,6455 -18,2125

-3,5485 -12,2435
7,8730 3,3130
10,0580 9,2120
8,3752 8,3752

O |0 |IN |o |t | |w N |k

40



z [mm]

0 50 100 150 200 250 300 350
fi[°]

Obr. 23: Mapa namérenych hodnot magnetické indukce.

Tato mapa vychazi z hodnot v (Tab. 3), ziskanych méfenim 9 x 12 bodd na povrchu
koule, tedy celkové méfenim 108 bod. Hodnoty se zde pohybuji v rozmezi od -20,9150 do
17,2960 1T . Na ose x je znazornéna velikost azimutu ¢ od 0 do 360° a osa y znazorfiuje
vzdalenosti na ose z smétujici od pocatku soutadné soustavy smérem k 1 a -1. Jinak feeno
tato mapa zobrazuje rozbaleny povrch koule do obdélnikového tvaru, ktery predstavuje
rozlozeni magnetické indukce na povrchu této koule. Velikost magnetické indukce je zde
znazornéna pomoci ruznych barev. Tmaveé modra barva predstavuje nejmensi a naopak tmave
cervena barva nejvétsi hodnotu indukce. Vrcholové body rozlozené koule, kdy z=1 mm a -
Imm (=1), maji jen jedinou hodnotu magnetické indukce a to pro vSechny azimuty ¢ .

7.2 Porovnani koeficienta Legendrova a Taylorova rozvoje

P1i vypoctu aproximacnich koeficientt C,,,, a D, a tedy i pii nasledném vypocétu magnetické
indukce se vychazelo z namérenych hodnot. Hodnoty téchto koeficientt se lisi v zavislosti na
pouzité metodé vypoctu. VypocCet aproximacnich koeficientd s pouzitim Legendrovych
polynomt byl proveden pro stuperi aproximace Q=4, ktery je urCeny stupném Legendrova
polynomu zvétSenym o jedni¢ku. Koeficienty ziskané druhou metodou byly vypocitany za
pomoci gradienti Taylorova rozvoje do tfetiho fadu. Tabulky s hodnotami koeficientd C,,, a
D, ,» obou metod pro Q=4 vypadaji nasledovné:
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Tab. 4: Tabulka hodnot aproximacnich koeficientit Cy,;a Dy v [ (T Jmodelu (rozvoje) do 3.
stupné a radu Legendrova polynomu.

Tab. 5: T1abulka hodnot aproximacnich koeficientit C,,,,a Dy, v [ 4T Jmodelu (rozvoje) do 3.
radu Taylorova rozvoje.

Tab. 6: Tabulka podili hodnot aproximacnich koeficientit Cy,ya Dy v [ 1T ] Tab. 3 a Tab. 2
modelu (rozvoje) pro Q=4 .
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Hodnoty aproximacénich koeficienti v Tab. 6 odpovidaji predchozi teorii tzn.,
Legendrovym a Taylorovym rovnicim. Hodnoty v Tab. 4. a Tab. 5. byly vypoc¢itany pro body,
jejichz vzdalenost od pocatku soufadné soustavy byla rovna jedné (r=1) tzn., Ze tyto body
tedy lezi na povrchu koule, jejiz polomér je jedna.

7.3 Porovnani namérenych a vypocitanych hodnot

Pomoci vypocitanych aproximacnich koeficienta C,,, a D, se zpétnym vypoctem u
obou metod urcily hodnoty magnetické indukce ve vSech méfenych bodech koule. Tabulky
s hodnotami magnetické indukce, vypocitané pro 12 bodl na 9 kruznicich pro ob&é metody
vypadaji nasledovng¢:

Tab. 7: Tabulka s hodnotami magnetické indukce vypocitanymi pomoci Taylorova rozvoje i
Legendrovych polynomit pro 12 bodit lezicich na 9 kruznicich v objemu koule.

2

11,5245

13,5025

5,0781

-0,29502

2,5624

7,9664

10,8564

8,8312

1
2
3
4
5
6
7
8
9

7,9585

9 10

11,5245 11,5245

10,7113 12,8333

-4,0849 -2,6981

-15,8494 -19,2372

-12,9753 -19,8097

-2,7217 -10,0727

8,1704 4,3086

9,3656 8,8197

O |0 |IN |o |0 | |w IN |-

7,9585 7,9585
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Index k znaCi poCet kruznic, na kterych se nachazi b méfenych bodi sourfadné
soustavy. Z tabulky je zfejmé, ze hodnoty magnetické indukce se tedy shoduji jak pfi vypoctu
z Legendrovych polynomd, tak i z Taylorova rozvoje, i kdyz ma kazda metoda jiné hodnoty
aproximacnich koeficienti. To muze byt zpusobeno odliSnym zpisobem stanoveni hodnot
nékterych gradientd pouzitych pii vypoCtu rozvoje, piipadné vlivem gradientt vysSich fadua.
Z vykreslenych map pro oba rozvoje (Obr. 24, 25 a 26) je vSak vidét, ze odliSnosti u
koeficienti gradientd vys$Sich fadi se ve vysledné mapé v podstaté neprojevi. To také
potvrzuje fakt, ze nemé smysl pouzivat pro vypocet nesmysin€ vysoké stupné aproximace.
Mapy znazoriujici namefené 1 vypocitané hodnoty magnetické indukce vypadaji nasledovné:

z [mm]

0 a0 100 150 200 250 300 350

z [mm|

0 50 100 150 200 250 300 350
fi[]

Obr. 25: Mapa hodnot magnetické indukce vypocitanych pomoci Legendrovych polynomai.
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z [mm]

0 50 100 150 200 250 300 350
fi[7]

Obr. 26: Mapa hodnot magnetické indukce vypocitanych pomoci Taylorova rozvoje.

Rozdily hodnot magnetické indukce v jednotlivych bodech mezi naméfenymi a
vypocitanymi hodnotami jsou uvedeny v Tab. 8; nazorné jsou vykresleny na Obr. 27.

Tab. 8: Tabulka rozdilu mezi hodnotami namérenymi v tomografu a hodnotami vypocitanymi.

2

S

0,493

0,856
1,2241

0,22502

1,6911

0,2114

0,7984

0,3808
0,4167

1
2
3
4
5
6
7
8
9
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z [mm|

0 50 100 160 200 250 300 350
fi [*]

Obr. 27:Mapa rozdilu mezi naméienymi a vypocitanymi hodnotami magnetické indukce.

Maximalni chyba vzhledem k hodnoté rozdilu mezi minimem a maximem souboru
méfenych dat je asi 8,8 %, coz odpovida odchylce 3,3532 uT' . Odchylky jsou zpasobeny
nepiesnym urcenim polohy sondy pfi méfeni, z cehoz plyne nepifesné stanoveni soufadnice
pro vypocet atd.. Muze byt taky nepfesné odeCteni namérené frekvence ze spektra NMR
signalu a ovlivnéni pole tomografu sondou.
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B [uT)

B [uT]

Srovnani naméfenych a vypoctenych hodnot ve 3D modelech vypada nasledovné:

z [mm] fi[]

Obr. 28: 3D model namerenych hodnot

7 [mm] fi [o]

Obr. 29: 3D model vypocztanych hodnot

z [mm] i []

Obr. 30: 3D model rozdilovych hodnot magnetické indukce
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7.4 Stupen aproximace

S rostoucim stupném aproximace (stupném polynomu) se zpfesni vypocty hodnot
aproximacnich koeficientt a celkoveé tedy i vysledné pole. Je to zpisobeno tim, ze se pocita
s vétSim poctem hodnot, tzn. s vétSimi maticemi, jejichz rozméry jsou zavislé na stupni
polynomu a poctu méfenych (pocitanych) boda. S kazdym naristem stupné polynomu se vSak
zvySuje narocnost vypoctu a tedy i doba, za kterou je program schopny zobrazit vysledek.
Podoby map znazornujici rozlozeni magnetické indukce na povrchu koule pro rizné stupné
polynomu Q jsou uvedené na Obr. 31 a 32.

.
05
05 L
g
0 50 100 150 200 250 300 350
fi[7]

a) lu))

z [mm]
=

Obr. 31: Mapy vypocitanych hodnot magnetické indukce a)a rozdil mezi namérenymi a
vypocitanymi hodnotami b) pro Q=2.

Pro stupeni aproximace Q=2 se zvySily odchylky oproti Q=4 o vice jak Ctyfnasobek.
Naopak pro Q=7 se odchylky asi o ¢tyrnasobek zmensily.

150 200 250
il

a)

Obr. 32: Mapy vypocitanych hodnot magnetické indukce a)a rozdil mezi namérenymi a
vypocitanymi hodnotami b) pro Q=7.

Pro napt. 0=10 je maximalni odchylka uz jen 0,19 uT atd., coz potvrzuje predchozi
poznatky. ZvySovanim stupné€ polynomu se sice zv€tSuje presnost vypoctu (Obr. 33), ale to
nejde do nekonecna, protoze potom uz jsou koeficienty u gradientu tak malé, Ze se ve
vysledné mapé stejné neprojevi. Pii teoretickém popisu obou modelu pole jsme pouzivali
Q=4, protoze pii tomto stupni je jiz pfesnost aproximace dostatecna a na rozvoji pole lze jasné
demonstrovat souvislost mezi Legendre a Taylorem.
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Obr. 33: Zavislost maximalni odchylky mezi namérenymi a vypocitanymi hodnotami na stupni
aproximace Q.
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8. ZAVER

V této praci byl Ctenar seznamen s problematikou magnetické rezonance a jejimi zédkladnimi
veli¢inami. Dale je zde popsan rozklad elektromagnetického pole a to dvéma zpusoby.
Prvnim zptsobem je vypocet gradientti tohoto pole pomoci Taylorova rozvoje. Pocet ¢lena
rozvoje je mozno redukovat s vyuzitim Maxwellovych rovnic. Déle byl proveden teoreticky
rozbor rozkladu magnetického pole pomoci Legendrovych polynomi a demonstrovana
analogie mezi Cleny tohoto rozvoje a Cleny rozvoje Tailorovy rady. V dalsi casti bylo popsano
mapovani pole na kulovém povrchu v tomografu pomoci NMR technik, pii kterém se ziskaly
data potiebna k nasledujicim numerickym vypoctim. Pro feSeni soustavy rovnic, které byly
zpracovany s vyuzitim systému Matlab, byla pouZzita metoda nejmensich Ctvercu. Touto
metodou se ziskaly hodnoty aproximacnich koeficientd a to za pouziti obou zptasobu rozkladu
magnetického pole. Z téchto koeficienti se naslednym zpétnym vypoctem urcily hodnoty
magnetické indukce na povrchu meétfené koule a byla tak ovéfena presnost a vhodnost
pouzitych metod k rozkladu. Ziskané hodnoty byly v zavéru porovnany a vykresleny do map
znazorfiyjici rozlozeny povrch méfené koule. Z vysledku prace je vidét, ze vypoclty
magnetické indukce jsou pii pouziti rozkladu Taylorovym rozvojem prakticky stejné jako pfi
pouziti Legendrovych polynoma. Z principu korekce nehomogenity zakladniho magnetického
pole By v NMR systémech l1ze vyvodit, ze hodnoty ziskanych aproximacnich koeficientl C a
D lze vyuzit pro urCeni napajecich proudi korekcnich civek tomografu, pfipadné pro
simulované ladéni nehomogenity v Matlabu. Gradienty v uvedenych rozvojich pole
odpovidaji gradientim generovanych korek¢nimi civkami. Uvedena metoda rozkladu pole ma
tedy vyuziti pro homogenizaci pole v NMR systémech bez nutnosti experimentovani
s nastavenim korekci pouze dle zkresleni spektralnich Car ¢i empirickych zkuSenosti obsluhy.
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SEZNAM SYMBOLU, VELICIN A ZKRATEK

ZKkratky
NMR nuklearni magneticka rezonance
FID signal volné precese (Free Induction Decay)
SE technika MR zobrazovani (Spin Echo)
GE technika MR zobrazovani (Gradient Echo)
TE casové echo (Time echo)
TR casové opakovani (Time Reppetition)
LSQ Metoda nejmensich ¢tverct (Least mean SQuares)
RF radiofrekvencni
Symboly a veliciny
F vektor elektromagnetické sily
v vektor rychlosti pohybujici se Castice
F, vektor elektricke sily
F, vektor magneticke sily
0 elektricky naboj
e elementarni naboj, e = 1,602 19-10™"°
E vektor intenzity elektrického pole
B vektor magnetické indukce
Fn vektor magnetické sily
I vektor proudu
W elektricky indukéni tok
) magneticky indukéni tok
g indukované elektromotorické napéti
H intenzita magnetického pole
TlaT2 relaxacni doby
T, efektivni spin-spinova relaxa¢ni doba
M, vektor magnetizace
By homogenni magnetické pole
p rota¢ni impuls elementarni Castice
/4 gyromagneticky pomér
m kvantové cCislo
h Planckova konstanta (4 =6,626-107")
h redukovana Planckova konstanta (% = L )
2r
. , eh 7
L jaderny magneton (1, = py 5,051-10°")
m

p

N)
(m.s'l)
N)
N)
©
©
(V.m™h

(T)
(N)
(A)

(©)
(Wb)
V)
(Am™)
(s)

(s)
(Am™)
(T)

(rad- ! ~T'1)

(J-s)
(J-s)

(A-m?)
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Landého faktor

Larmorova frekvence

Boltzmanova konstanta (k=1,38.10"
absolutni teplota

pocet protonu

vektor indukce zakladniho magnetického pole
vektor poruchové slozky magnetického pole
hlavni slozka magnetické indukce

moment hybnosti jadra

magneticky moment atomu nebo molekuly

23)

relativni permeabilita
soufadnice ve sférickeé soustaveé

soufadnice v Kartézské soustaveé

stupenl polynomu

fad polynomu

aproximacni koeficienty stupné n a fadu m

Ptidruzeny Legendrav polynom stupné n a fadu m

Legendrav polynom stupné n
Ptirastek uhlu

Krok mezi kruznicemi

Perioda funkce

Funkce homogennich polynomu
stupen aproximace

soucet kruznic koule

pocet méfenych bodi na jedné kruznici

(%)
(m)
(s)
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