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Abstrakt

Préce je zaméfena na shrnuti poznatki tykajicich se matematického modelovani v oblasti
optimalizace. Budeme se podrobnéji zabyvat simplexovou metodou a predevsim jeji sito-
vou modifikaci, kterd ma vyuziti v riznych praktickych aplikacich. Pomoci implementace
téchto dvou metod v Matlabu budou Teseny tlohy rizné velikosti a budou porovnavana
jejich Fedeni. V zéveéru prace se fesi dloha s redlnymi daty poskytnutd Ustavem procesniho
inzenyrstvi.

Summary

This thesis is focused on summary knowledges relating to mathematical modeling in
optimization area. We will deal with simplex method in detail and especially its network
modification, which is used in various practical applications. We will solve tasks of various
sizes and compare their solutions using implementation these two methods in Matlab.
There is solved a task with real data provided by the Institute of Process Engineering
at the end of the work.
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1. Uvod

Tato prace se zabyva sifovou simplexovou metodou. Text prace je rozlozen do nasle-
dujicich kapitol.

V prvni kapitole se zabyvame teorii grafi. Definujeme zékladni pojmy a s navaz-
nosti se dostavame napriklad ke kostre grafu, kterou sitova simplexova metoda vyuziva,
nebo k toku v siti. Pomoci néstroji teorie grafii 1ze resit také rtizné optimalizac¢ni ilohy,
napriklad problém nejkratsi cesty. Ovsem tim se zde podrobnéji nezabyvame.

Ve druhé kapitole se dostavame obecné do problémii optimalizace. Po nastinéni struk-
tury zapisu optimalizacniho problému se vénujeme pojmum a vlastnostem optimalizacnich
probléml, které souvisi se sitovou simplexovou metodou. Resim tedy napiiklad konvexnost
¢i linearitu problému. Dale se pak zabyvame klasickou simplexovou metodou a jeji po-
stupy demonstrujeme na konkrétnim prikladu. V zavéru této kapitoly rozebirame tlohu
optimaliza¢niho problému na siti.

Ve treti kapitole prichdzi na fadu samotna sitova simplexova metoda. Zde vysvét-
lujeme jeji principy feseni, které demonstrujeme na konkrétnich prikladech a prikladame
prislusnou ¢ast kédu v programu Matlab, ktera dany princip resi. Diky své efektivité hraje
tato metoda vyznamnou roli pii feseni sitovych tiloh. V dnesni dobé ma tedy mnohé uplat-
néni nejen v dopravnich tlohach ale také v jakychkoliv tillohédch, které Ize prevést na sitové,
napriklad model odrazejici casova omezeni pri planovani projektu.

Posledni kapitola je zamérena na feSeni konkrétnich prikladii a porovnani efektivity
klasické a sitové metody. Pomoci redlnych dat predstavujici sit Ceské republiky, poskyt-
nutych Ustavem procesniho inZenyrstvi, byla vytvorena redlnod sitova tloha a byla fe-
sena jiz zminénymi metodami. Pro vypocet klasickou simplexovou metodou byla pouzita
funkce linprog implementovana v programu Matlab a pro vypocet jeji sitovou modifikaci
byla vyuzita mnou naprogramovana metoda v programu Matlab.
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2. Teorie grafu

V matematice se grafem obvykle rozumi znazornéni funkéni zavislosti. Ovsem v teorii
grafii se jim rozumi algebraicka struktura, ktera popisuje objekty a vztahy mezi nimi. Graf
si tedy muzeme predstavit jako objekty (vrcholy), které jsou propojené (hranami). Pokud
je mezi dvéma vrcholy vazba, popisuje se jako dvojice (dvouprvkovd mnozina) prislusnych
vrcholt. !

2.1. Zakladni typy grafi

Definice 1 Graf G (také jednoduchy graf nebo obycejny graf) je uspordadand dvojice
G=(V,E), kde V je neprdzdnd mnozina vrcholi a E je mnoZina hran — mnoZina (neé-
kterych) dvouprvkovych podmnoZin mnoziny V.

Obrézek 2.1: Jednoduchy graf.

Vrcholy grafu se obvykle zna¢i malymi pismeny z konce abecedy (naptiklad u, v, w, ...).
Hrany jsou dvouprvkové podmnoziny V', napiiklad {u,v}. Pouzivd se vSak také zkraceny
zapis uv (tedy uv je pouze zkraceny zapis {u,v}). Rika se, ze ,vrcholy u a v patii hrané
uv,* nebo ze vrcholy u a v jsou spojené hranou wv. Pokud hrana uv € E(G) (kde F(G)
zmaci E pro G = (V, E) ), pak u a v jsou sousedni v grafu G. Jestlize mnozina E hranu
uv neobsahuje, pak se ztejmé vrcholy u, v nazyvaji nesousedni nebo také nezavislé. Vrcholy

hrany wv se nazyvaji koncové vrcholy hrany uw.

Definice 2 Orientovangm grafem rozumime uspordadanou dvojici G = (V, E),
kde V' je mnoZina vrcholi a mnoZina orientovanych hran je E C 'V x V.

Orientovanad hrana uv jiz tedy neni dvouprvkova podmnozina {u,v}, ale usporadana
dvojice (u,v). Vrchol u je pocateéni a vrchol v koncovy. Pri kresleni se orientované hrany
znazornuji Sipkami (viz obrazek 2.2)

n

Definice 3 Graf na n vrcholech, kde n € N, ktery obsahuje vsech ( 9

) hran se nazjvd

uplny nebo také kompletni graf a znaci se K, .
Kompletni graf K, lze popsat nasledovneé:

K, = (V>E) : V:{1>2>"'7n}>E: {2]27] = 1,2,,71/\27&]}

L'V této kapitole byly definice a véty pievzaty z knihy [4]
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Obrézek 2.2: Orientovany graf.

(o] O——O
K Ko K3 Ky

Obrézek 2.3: Priklady kompletnich grafti pro malé n.

Definice 4 Graf na n vrcholech (kde n = 3), které jsou spojeny po Tadé n hranami tak,
ze kaZdy vrchol je spojen s ndsledujicim vrcholem a posledni vrchol je navic spojen s pronim
vrcholem, se nazyvd cyklus na n vrcholech a znaci se C,. Cislo n je pak délka cyklu C,,.

Cyklus C,, 1ze popsat nasledovneé:
C,=WV,E):V={12,..n},E={i(i+1):i=1,2,..n — 1} U {1In},

kde ¢islo n je alespon 3. Jak jiz bylo zminéno, zapis i(i + 1) je zkraceny zapis mnoziny
{i,i+ 1}, a jak obrazek 2.4 napovidd, cyklu délky tfi se nékdy rika trojihelnik a cyklu
délky c¢tyri ¢tverec. Lze si také povsimmnout, ze trojihelnik C3 je soucasné kompletnim
grafem Kj.

AT

Obrézek 2.4: Priklady cykld pro malé n.

Definice 5 Graf na n vrcholech, které jsou spojeny po radé n — 1 hranami, se nazyjvd
cesta a znaci se P,.

Cestu P, lze popsat nasledovneé:
P,=WV,E):V={1,2,.,n},E={i(i+1):i=1,2,..n— 1}.

Prvni a posledni vrchol cesty se nazyva koncovy, ostatni vrcholy (pokud existuji) jsou
vnitini vrcholy.

Definice 6 Graf G = (V, E) se nazjvd souvisly, pokud Yu,v € V' existuje spojent (cesta).
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oO——O0—=O0 o O O O O
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Obrézek 2.5: Ptiklad cest pro malé n.

Obrazek 2.6: Ptiklad souvislého (vlevo) a nesouvislého (vpravo) grafu.
2.2. Typy podgrafi

Pokud je potreba, tak se pri feSeni tloh vynechavaji nékteré hrany nebo vrcholy,
pripadné oboji. Dostavame s tedy k pojmu podgraf.

Definice 7 Graf H nazveme podgrafem grafu G, jestlize V(H) C V(G) a E(H) C E(G).
Piseme H C G.

Ztejmeé pokud vynechame néktery vrchol, musime také vynechat vsechny hrany s nim spo-
jené. Pro nazvani H = (V(H), E(H)) grafem, musi E(H) obsahovat (nékteré) dvouprv-
kové podmnoziny V' (H). Podgraf H na obrazku 2.7 vznikl z grafu G odebranim jednoho
vrcholu (a hran s nim spojenych) a nékolika dalsich hran.

&

Obrazek 2.7: Graf G (vlevo) a jeho podgraf H (vpravo).

Definice 8 Strom je souvisly graf, ktery neobsahuje cyklus.

X sty

Obrézek 2.8: Priklady rtznych strom.
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Véta 1 Strom s n vrcholy md pravé n — 1 hran.

Véta 2 Kazdy strom skladajici se alespon z 2 uzli md alespon jeden konec (uzel ke kterému
je pripojena pouze jedna hrana).

Véta 3 Mezi kaZdymi dvéema vrcholy stromu existuje prave jedna cesta.

Disledek 1 Priddnim jedné (nové) hrany do stromu (s alespori tremi vrcholy) vznikne
graf s prave jednim cyklem.

Véta 4 Strom je minimdlni souvisly graf (s dangm poctem vrcholi).

Definice 9 Graf se nazyvd ohodnoceny, jestlize kazZdé hrané priradime redlné cislo
(tzv. ohodnoceni hrany nebo viha hrany), a (kladné) vdZeny, pokud je ohodnoceni kazdé
hrany kladné cislo.

Definice 10 Kostrou souvislého grafu G rozumime takovy podgraf, ktery obsahuje vsechny
vrcholy grafu G a ktery je stromem. Vihou kostry ohodnoceného grafu G rozumime soucet
vah vSech hran této kostry.

Kostry jsou vyznamné hlavné pro jejich minimalitu co do poc¢tu hran, kdy je soucasné
zachovana souvislost grafu (viz véta 4). Zrejmé kdyz je ohodnoceni vsech hran totozné,
tak budou mit vsechny kostry grafu stejnou vahu. Ovsem lisi-li se ohodnoceni jednotlivych
hran, mohou mit riizné kostry téhoz grafu riznou vahu.

Definice 11 Sit je ctverice S = (G, z, s,w), kde G je orientovany graf. Vicholy z € V(G),
s € V(G) budeme nazjvat zdroj a stok v siti S. Funkce w : E(G) — RT je kladné
ohodnoceni hran, které kazdé hrané priradi tzv. kapacitu hrany.

Sit je vlastné orientovany graf, ve kterém mame dva stézejni vrcholy (zdroj a stok)
a ohodnocené hrany (muze byt uvedena jesté jejich kapacita). Kapacita hrany mtze pred-
stavovat sitku silnice, maximalni pocet aut, ktery projede za minutu, pocet prenesenych
megabyti za vterinu a podobné. Nékdy se zjednodusené mluvi o siti G, pricemz zdroj,
stok i kapacity hran jsou znamy z kontextu. Priklad sité je na obrazku 2.9.

Obrazek 2.9: Sit S = (G, z, s, w).

Definice 12 Tok v siti S = (G, z, s,w) je funkce f : E(G) — Ry, kterd md ndsledujici
vlastnosti

1. ohodnoceni hrany f(e) se nazyvd tok hranou a nesmi prekrocit kapacitu hrany

Ve € E(G):0< f(e) <wle),
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2. pro vsechny vrcholy s vyjimkou zdroje a stoku plati tzv. zakon kontinuity:

Yv € V(G),U%Z,U%S:Zf(e) :Zf(e).

e—v e<—v

Pro zdroj obecné plati > f(e) < > f(e), zatimco pro stok plati opacnd nerovnost

e—v e<—v

> fle) = > f(e). Velikost toku f oznacime || f|| a je dina vztahem

FAEDIICEDINIO

e<—z e—z

Vyraz e — v, resp. € < v (v definici 12) oznacuje hranu e smérujici k vrcholu v, resp. hranu
e smétujici od vrcholu v (podobné u e — z, resp. e < z). Na obrazku 2.10 vidime piiklady
tokl v né&jaké siti. Cisla a/b piifazend hrandm maji vyznam toku a kapacity pifslusné
hrany. Definici 11, kterda predpoklada existenci jediného zdroje a jediného stoku, neni
obtizné zobecnit. Misto jediného zdroje z a jediného stoku s mizeme pracovat s mnozinou
zdroji Z = {2, 22, ..., 2, } a mnozinou stokt S = {s1, so, ..., 5,}.

Obrazek 2.10: Priklad toku v siti (G, z, s, w).



3. Optimalizace

Optimalizacni modely se snazi z matematického hlediska dosahnout reseni problému
nejlepsi cestou. To mize znamenat napriklad provozovani podniku, aby se maximalizoval
zisk, minimalizovala ztrata, maximalizovala ti¢innost nebo minimalizovala rizika. Mohlo
by to také znamenat navrzeni mostu pii minimalni hmotnosti nebo maximalni pevnosti.
Mizeme si pod tim predstavit také vybér letu pro letadlo, abychom minimalizovali dobu
letu nebo spottebu paliva. Touha fesit problém optimélnim zptsobem je tak bézna, ze op-
timalizac¢ni modely vznikaji témér v kazdé oblasti pouziti. Dokonce byly pouzity pri vy-
svétleni zakoni pifrody, jako napifklad ve Fermatové odvozeni zakona o lomu svétla. *

3.1. Uvod do optimalizace

Podivejme se na jednoduchou tlohu nalezeni bodu na piimce x; + o = 1, ktery
je nejblize bodu (1, 1)T (viz obrazek 3.1). Tento problém mtZeme formulovat takto:

minimalizuj f(x) = (21 — 1)* + (25 — 1)? (3.1)
za podminky 1z + 29 = 1.

Optimalnim bodem této tlohy je bod (0, 5; 0, 5)T. Teto ilustrace je jednoduchym pifkladem
optimaliza¢niho problému. V téchto problémech typicky minimalizujeme nebo maximali-
zujeme funkci f (tcelova funkce) za néjakych predepsanych podminek (ty urcéuji mnozinu
pripustnych feseni S). Tyto podminky jsou vétsinou definovany pomoci vhodnych omezeni
proménnych (viz podminka v tloze 3.1).

0 0.5 1\ 15 @1

Obrézek 3.1: Nelinedrni optimalizace. Ptipustnd mnozina je zvyraznéna primka.

V tomto piipadé byla nase funkce nelinedrni f(x) = (z; — 1)* + (25 — 1)? a mnoZina
pripustnych Teseni S byla definovana jednim linearnim omezenim x; + xo = 1. Pro zkra-
ceni zapisu budeme dale psat min (minimalizuj) a podm. (za podminek). V nasledujicim
prikladu si ukdzeme, ze mnozinu pripustnych feseni S mizeme mit definovanou nékolika
omezenimi.

min  f(x) =2

1V této a nasledujici kapitole vychazim z knih: [1], [2], [3], [5], [6].
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podm. 2% <z,
2]+ x5 < 3.

Stejné jako mohou existovat rtizna omezeni, tak zadna omezeni existovat nemusi, jak mu-
zeme vidét v nasledujicim prikladu:

min  f(x) = (e" —2)% + (25 — 2)°.

MnoZina pi¥ipustnych feseni S je zde cely dvojrozmérny prostor R2.

Jak jsme vidéli na prikladech, mnozina ptipustnych feseni S miize byt definovana rov-
nostmi, nerovnostmi nebo omezeni neuvazujeme. Funkce definujici icelovou funkci miize
byt linearni nebo nelinedrni. Priklady, které jsme dosud uvedli, jsou nelinearni, protoze
vzdy byla alespon jedna z téchto ¢asti modelu (icelova funkce nebo néktera z podminek
pripustné mnoziny S) nelinearni. Pokud jsou ovsem tucelova funkce a vsechna omezeni
linearni, pak se takovy problém nazyva tloha linedrni optimalizace nebo také linearni
program. Jako priklad si uvedme nasledujici problém.

min  f(x) =3z, + 29

podm. x7+ x5 < 2,
€ 2 0,1’2 2 0.

v

Obréazek 3.2: Linearni problém. Mnozina ptipustnych feseni je Seda.
Mnozinu pripustnych feseni S miuzeme vidét na obrazku 3.2. Optimalnim resenim
je x* = (2,0)T. Pohledme jesté na posledni piiklad:
max  f(x) = (21 +22)"
podm xq,x5 > 0,
—4<a <2,
—4 < g9 < 2.

Jak je vidét, jde o nelinearni optimalizaci. Mnozina pripustnych feseni S je nastinéna
na obrazku 3.3. Pro bod x; = (2,2)7 je hodnota tcelové funkce f(x;) = 256, coz je vétsi
hodnota funkce nez v jakémkoli ,blizkém* okoli bodu v mnoziné pripustnych reseni S,

9
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T2
l’L
2
4 2 0 9 4 1
21
x* -4

Obrazek 3.3: Lokalni a globalni feseni. Pripustna oblast je Seda.

proto je tento bod nazyvan lokalni optimum. Ale naopak bod x* = (—4, —4)T m4 hodnotu
ucelové funkce f(x*) = 4096, coz je nejvétsi hodnota pro celou oblast moznych reseni.
Tento bod se nazyva globalni optimum.

Ne vzdy jsou tyto tlohy takto trivialni, a proto nastava problém, ze nevime, zda jsme
nasli lokalni nebo globalni optimum. Jedinou vyjimkou jsou problémy konvexni optima-
lizace, ve kterych plati, ze lokdlni optimum je vzdy globalni. Linedrni programy jsou
konvexni, takze pro tuto skupinu problémi jsou lokalni optima také globalnimi.

3.2. Konvexnost

Jak jsme jiz zminili, vlastnost problému byt konvexni hraje dilezitou roli pro jeho
feseni. Ptipomenme, Ze pokud je problém konvexni, pak plati, Ze kazdé lokalni optimum
je zaroven i globalnim optimem. Aby byl problém konvexni, musi byt konvexni tcelova

funkce a také musi byt konvexni mnozina pripustnych reseni. V této kapitole se definuje,
co presné tato vlastnost znamena. Zacnéme s pripustnou mnozinou.

Definice 13 Mnozina S je konvexni, pokud Vx, y € S plati:
ar+ (1l —a)ye SVa:0<a < 1.
Jinymi slovy, pokud x a y lezi v .S, pak tsecka spojujici z a y lezi v .S. Na obrazku 3.4

muzeme vidét priklady takové mnoziny. Obecnéji se da tici, ze kazda mnozina, ktera je de-
finovana systémem linearnich podminek, je konvexni.

)OO

Obrézek 3.4: Konvexni mnoziny. Obrézek 3.5: Nekovexni mnoziny.
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3. OPTIMALIZACE
Definice 14 Funkce [ je konvexni na konvexni mnozZine S, pokud plati:
flaz + (1 —a)y) < af(x)+(1-a)f(y)
Va:0<a <1 Vr,yes.

Tato definice nam 1ika Ze spojnice bodu (x, f(z)) a (y, f(y)) lezi na grafu nebo nad grafem
této funkce. Intuitivné receno graf funkce bude mit tvar , misky“ (viz obrazek 3.6).

art(i-oy g

Obrazek 3.6: Konvexni funkce (obrazek prevzat z knihy [3]).

Definice 15 Funkce [ je konkdavni na S pokud plati:

flaz + (1 —a)y) > af(x) +(1-a)f(y)

Vao<a<l, Vr,yels.

Definice 16 Funkce f je striktne kovexni pokud plati:

flaz+ (1 —a)y) <af(z)+(1—-a)f(y)

a:0<a<lAVrx#y z,y€eSs.
Problém konvexni optimalizace pak vypada nasledovneé:
min  f(x)

podm. z €S,

kde mnozina S je konvexni a funkce f na mnoziné S je také konvexni. Problém

min  f(x)

podm. g;(x)>0,i=1,....m

je konvexni, pokud f je konvexni a funkce {g;} jsou konkévni.

Definice 17 Necht x* je lokdlni minimum konvexniho optimalizacniho problému. Pak

" je také globdlni minimum. Pokud je ticelovad funkce je striktne konvexni, pak x* je jediné
globdlni minimum.
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3.3. SIMPLEXOVA METODA
3.3. Simplexova metoda

Simplexova metoda je Siroce pouzivana metoda pro problémy linearniho programovani.
Resi pouze linedrni problémy, oviem techniky, které pouziva, se daji aplikovat i na neline-
arni tlohy (viz [1]). Metoda postupuje od zakladniho feseni, v kazdém svém kroku Teseni
pozméni takovym zpusobem, aby hodnota tcelové funkce byla vyssi nez v predchozim
kroku. Presny popis algoritmu je napt. v [3], zde ji vysvétlime na prikladu. Pro Teseni
pomoci S.M. (simplexové metody) byla v této praci pouzita funkce linprog v programu
Matlab.

Zakladni postup si vysvétleme na nasledujicim prikladu

min = — bz — 4wy (3.2)
podm. x1 + 272 <6,
21’1 — X9 S 4,

511 + 39 < 15,
L1, T2 S 0.

Pro reSeni prevedeme tlohu na maximalizaéni (tj. vyuzit min f(x) = max —f(x)) a ome-
zeni prevedeme na standardni tvar a to tak, ze podminky typu < prepiseme na = a k levé
strané pricteme novou proménnou. Podminky typu > prepiseme na = a od levé strany
odecteme novou nezapornou promeénnou. Tim ziskame nasledujici tlohu ve standardnim
tvaru:

max Sxy + 4zo
podm. xy + 229+ 23 =6,
201 — 19+ 14 = 4,
5x1 + 319 + x5 = 15,
T1,Ta, T3, Ty, T > 0.

Pro prehlednost vyuzijeme tabulkového zapisu.

r1 T T3 X4 Ts b
1 2 1 0 016
-1 0 1 04
5 3 0 0 1115
5 4 0 0 010

Tabulka 3.1: Iterace 1.

Sloupce v tabulce 3.1 odpovidaji jednotlivym proménnym, rfadky jednotlivym pod-
minkdm. V poslednim tadku je zapsdno kritérium ve tvaru 0 = (51 + 4z + O3 +
0x4 + Ox5) — 2. V poslednim radku sloupce b je hodnota tcelové funkce za predpokladu,
zZe jsou vsechny nebazové proménné nulové (ty, které nemaji ve svych sloupcich jednotko-
vou matici - x1, z5). Jak je vidét, nejprve se tato jednotkova matice nachéazi u pridanych
proménnych x3, 24, x5 (v tabulce 3.1 podbarveno zluté). Tedy funkce vypada nésledovné:

2=f(x)=5-0+4-0+0-6+0-440-15=0.

12



3. OPTIMALIZACE

Nyni zvolime hlavni sloupec. To je sloupec, na kterém hodnota funkce mutze pii jed-
notkové zméné proménné nejvice rust. Pro nasi funkci je to ziejmé xq, jelikoz ma tato
proménné hodnotu koeficientu nejvyssi (5). Nyni hleddme hlavni prvek (v simplexovych
tabulkdch podbarven cervené), a to tak, ze v hlavnim sloupci tabulky 3.1 hleddme ta-
kovou kladnou hodnotu, jejiz podil s odpovidajici hodnotou ve sloupci b je minimalni.
Pro nas pripad schématicky popiseme: 6/1 = 6,4/2 = 2,15/5 = 3. Hlavnim prvkem
je tedy hodnota v prvnim sloupci a druhém radku. Nasleduje prepocitani simplexové ta-
bulky. Postupujeme tak, aby z baze vypadl sloupec obsahujici jednicku na radku hlavniho
prvku a nahradil jej v bazi hlavni sloupec. Koeficienty v poslednim fadku pod bazi musi
byt nulové. Nejprve se tedy vydéli hlavni fadek hlavnim prvkem (na misté hlavniho prvku
vznikne jednicka) a nasledné opac¢nou hodnotou prvku na hlavnim sloupci vynasobime
hlavni radek a pricteme jej k fadku s prvkem, kterym jsme nasobili (na misté nasobi-
ciho prvku vznikne nula). Pro nas pripad popiSseme postup schématicky: radek(2)/2 —
(fadek(2) - (—1))+radek(1) — (fadek(2) - (—5))+radek(3) — (fadek(2) - (—5))+radek(4).
V tabulce 3.2 je vidét nové vznikla simplexova tabulka.

X1 ) I3 Ty s b
0 5/2 1 -1/2 0] 4
1 -1/2 0 1/2 0| 2
O BN 0o 5/2 1|5
0 13/2 0 -5/2 0 |-10

Tabulka 3.2: Iterace 2.

Dalsi postup je obdobny jako v predchozim ptipadé tabulky 3.1. Hlavni prvek je 11/2.
Tabulku, ktera nasleduje je vidét v tabulce 3.3. Hlavnim prvkem je nyni 7/11.

Ty T2 I3 Ty Ty b

0 0 1 5/11 | 19/11
1 0 0 3/11 1/11 | 27/11
0 1 0 -5/11 2/11 | 10/11
0 0 0 5/11 -13/11|-175/11

Tabulka 3.3: Iterace 3.

V tabulce 3.4 jsme se jiz dostali ke konec¢nému feseni, protoze vsechny koeficienty v posled-
nim radku u nebazovych proménnych xs3, x5 jsou zaporné. V pravém dolnim rohu tabulky
3.4 se nachazi opacna hodnota z.

Ty X2 T3 Ty s b

o o0 11/7 1 -5/7| 19/7
1 0 -3/7T 0 2/7| 12/7
o 1 5/7 0 -1/7| 15/7
0O 0 -5/7 0 -6/7]-120/7

Tabulka 3.4: Iterace 4.

Nalezli jsme tedy jediné optimalni feSeni, konkrétné: x; = 12/7, 29 = 15/7,23 = 0,
xy = 19/7,25 = 0a z = 120/7 (z = 5-12/7 + 4 - 15/7). Na obrazku 3.7 je naznaceno
grafické Feseni tého ulohy. Barevné primky ilustruji hranici pro podminky (viz 3.2, prvni
podminka - ¢ervena, druha - fialova, tfeti - modrd), Sedd oblast je mnozina pripustnych
feseni, vektory x*!, x*2, x™ oznacuji feseni v iteracich 1, 2, 3 a vektor x* je optimdlni FeSeni

13



3.4. SITOVE ULOHY

vypoctené v iteraci 4. Lize si povSimnout, Ze Teseni v jednotlivych iteracich odpovida vzdy
rohu pétithelniku vytvoreného zadanymi podminkami (viz 3.2).

X9 A
4 4

Obrézek 3.7: Tlustrace grafického Teseni.
Obecné mohou nastat 3 specidlni ptipady:
1. Zacykleni

pro vyhnuti se zacykleni se pouziva naptikald Blandovo pravidlo (vice o Blan-
dovu pravidlu lze nalézt naptiklad v[1]).

2. Nekonecné mnoho reseni

nastava, pokud se v poslednim tadku simplexové tabulky objevi nula na misté
nebazové proménné.

3. Neomezené Teseni (tj, tcelova funkce neni na mnoziné piripustnych reseni maxima-
liza¢ni lohy shora ohranic¢end)

nastava, pokud se v hlavnim sloupci objevuji pouze zdporné hodnoty (neuva-
zujeme posledni sloupec).

3.4. Sitové tlohy

Sitové problémy patii mezi ilohy linearniho programovani. Tyto tlohy jsou definovany
na siti, diky ¢emuz tento problém ziskava specialni vlastnosti, jenz lze vyuzit pti feseni.
Sit muze byt fyzicka, naptiklad silni¢ni sit nebo sit telefonnich linek, nebo mize byt pouze
modelem, ktery odrazi napriklad ¢asova omezeni pii planovani projektu.

Klasicka sitova tloha se v maticovém tvaru zapise nasledujicim zptisobem:

min z=c'x

podm. Ax=b,
I<x<nu,
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3. OPTIMALIZACE

kde z je hodnota funkce, kterou chceme minimalizovat, ¢ je vektor jednotlivych cen
jednotlivych hran, x je proménnd, b je vektor hodnot kapacit a poptavek uzli, 1 urcuje
dolni meze, u horni meze, A je matice popisujici systém sité. Dolni meze byvaji vétsinou
nulové, ovsem neni tomu tak vzdy. Urcitou tpravou tlohy lze tato cisla prevést na nuly.
Staci zaménit 1 < x za 0 < x—1= x*. Pokud je to nutné, muzeme eliminovat i horni hra-
nici, staci nasi omezenou proménnou nahradit dvéma proménnymi, které jsou nezaporné
a neomezené: tedy omezeni typu z; < u; miZe byt zaménéno za xj —x; < uy, kde xj
a x; jsou nase nové proménné. V modelu musime samoziejmé z; nahradit xj —x; . Tedy
bez ztrat na obecnosti (a s par upravami modelu) bychom mohli dolni a spodni meze
zanedbat.

To, co déla sitové tlohy tak specialnimi, jsou vlastnosti A a b. Matice A ma m radka
(kazdy radek reprezentuje uzel) a n sloupcu (kazdy sloupec reprezentuje hranu mezi dvéma
uzly). Tato matice ma specialni formu a to tu, ze jeji prvky v radku nabyvaji hodnoty 1
(pro hranu smérujici od tohoto uzlu), —1 (pro hranu smétujici k tomuto uzlu) a 0 (pro
ostatni hrany). Jeji sloupce jsou jesté specialnéjsi, v kazdém sloupci matice se vyskytuji
pouze 3 hodnoty a to 1 (pro startovni uzel), —1 (pro cilovy uzel) a 0 pro ostatni uzly.
Zatimco hodnoty 1 a —1 se v kazdém sloupci vyskytuji pravé jednou, hodnot 0 je zde m—2.
Soucet radku je zrejmé 0, takze jsou linearné zavislé. To znamenad, ze maximalni hodnost
matice A je m — 1. Predpokladejme n > m, pak vsechny propojené hrany nepredstavuji
strom (viz véta 1).

Uzel s b; > 0 predstavuje zasobu, s b; < 0 predstavuje poptavku, s b, = 0 pak
prekladku. Pokud

S b2 33)

pak tlohu nazyvame nevyvazenou a pred pristoupeni k algoritmu musime tuto tlohu
vyvazit. Necht S je celkova zasoba a D je celkova poptavka, pak

S= > b D= > I|b (3.4)
i=1,b;>0 i=1,b;<0

Zrejmé, pokud S = D, je uloha vyvazena, ovsem pokud S # D, pak je nutné ulohu pred
jejim fesenim vyvazit. Pokud je tedy

S > D tj. zasoby jsou vétsi nez celkova poptavka, pak pridame uzel s hodnotou S — D
a vytvorime hranu mezi vSemi uzly s b; > 0 a nami pridanym uzlem, ktery pred-
stavuje celkové zasoby. Horni mez (pokud je potfeba) nastavime jako hodnotu by,
kde by =S — D. Ceny pro nové hrany pak predstavuji ceny nadmérné produkce,

S < D tj. poptavky jsou vétsi nez celkova zasoba, pak pridame uzel s hodnotou D — S
a vytvorime hranu mezi vSemi uzly s b; < 0 a ndmi ptridanym uzlem. Horni mez
(pokud je potreba) nastavime jako hodnotu |bs|, kde by = S — D. Hodnota cen pro
nové hrany pak predstavuje unikly zisk.

Timto jsme tlohu vyvazili a pro dalsi optimalizaci neni rozdil mezi ptivodnimi a nami
pridanymi hranami.
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3.4. SITOVE ULOHY

Obrézek 3.8: Vyvazovani pro S > D.

Pro sif na obrazku 3.8 je S = 20 a D = 17, tedy S > D. Vytvarime tedy novy
uzel s hodnotou b; = —3 a nové hrany smérujici z uzli pro které plati nerovnost b; > 0
k vytvorenému uzlu. Cendm novych hran je pritazena hodnota v zavislosti na konkrétni
uloze a pripadna kapacita téchto hran se nastavi na hodnotu 3.

15 15
23— -23 3
5 5

Obrézek 3.9: Vyvazovani pro S < D.

Pro sif na obrazku 3.9 je S = 20 a D = 23, tedy S < D. Vytvarime tedy novy
uzel s hodnotou b; = 3 a nové hrany smérujici z pridaného uzlu k uzlim pro které plati
nerovnost b; < 0 (na obrazku 3.9 je takovy uzel jediny, proto pouze jedna hrana). Cenam
novych hran je pfifazena hodnota v zavislosti na konkrétni tloze a pripadnad kapacita
téchto hran se nastavi na hodnotu 3.

Nez budeme pokracovat konkrétni tilohou, definujme si nésledujici pojmy:

Definice 18 Matice A struktury m x n se oznacuje jako dolni trojuhelnikovda matice,
pokud a;; =0 proj >i, kdei=1,...,maj=1,...,n.

Nasledujici matice F,G i H jsou dolni trojuhelnikové matice:

100 6 0 0

80 0
420 00 0
F:égg’G:593’H:2oo
8 1 6 4109

Definice 19 Hodnost matice A struktury m xn je rovma poctu linedrné nezdavislych radki
(sloupcii), znaci se h(A).

Poznamenejm, zZe maximalni h(A) = min(m,n).
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3. OPTIMALIZACE

Uvazujme déle nasledujici sit:

Obrazek 3.10: Dana sit.

a resme
min z=c'x

podm. Ax=b,
I<x<u,
kde hodnoty v obrazku 3.10 u uzli obsahuje vektor b. Pro ohodnoceni hran (g:h) plati,
ze hodnota g predstavuje kapacitu hrany a h jeji cenu. Zpracovanim této sité (obrazek
3.10) ziskdme nasledujici vektory: b” = (12,18,0, 5,0, —25); ¢’ = (8,3,15,4,10,6, 3,8,
12); u? = (15,6,20, 11,22, 20,20, 10,28); 17 = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) a matici A:

1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0
A— -1 0 0 0 1 -1 0 0 0
0O -1 -1 0 0 1 1 1 0
0 0 0O -1 0 0O -1 0 1
0 0 0 0O -1 0 0 -1 -1
10;8
»0-25

Obréazek 3.11: Kostra grafu z obrazku 3.10.

Tento priklad ilustruje problém minimalizace toku siti, ktery neprekroc¢i kapacity hran,
vyuzije zasoby a splni poptavky. Kazda submatice B matice A, kterd odpovida kostrie
grafu, mé specialni strukturu, m radka a m — 1 sloupcu (kostra grafu ma tedy m uzli
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3.4. SITOVE ULOHY

a m — 1 hran). Diky tomu ji lze vhodnymi ipravami preskladat na dolni trojtihelnikovou
matici s plnou hodnosti. Vezméme si sit z obrazku 3.10 a jeji matici A uvedenou vyse.
Potom submatice matice A odpovidajici kostre grafu z obrazku 3.11 vypada nasledovné:

1224 25 43 46

1 0 0 0
0 1 1 0
-1 0 0 -1
0 -1 0 1
0 0 -1 0
6\ 0 0 0 0 -1

Jak jiz bylo zminéno, radky matice B predstavuji uzly, sloupce hrany a hodnoty v ma-
tici odpovidaji tomu, odkud kam hrana sméfuje (pokud hrana neni, je v matici 0). Cisla
pred zavorkou matice B predstavuji oéislovani uzli. Cisla gh nad matici B pfedstavuji
hrany (pro dané sloupce matice A), jejichz smér je od uzlu g k uzlu h. Pomoci vhod-
ného preskladani sloupcu (1,3,2,4,5) a radka (1,5,2,3,4,6) jsme matici B transformovali
na matici

Ol = W N =
o= O OO

1 0 0 0 0
0O -1 0 0 0
~ o 1 1 0 0
B= -1 0 0 -1 0 ’
0 0 -1 1 1

o 0 0 0 -1

ktera je, jak jsme jiz nastinili, dolni trojuhelnikova a ma plnou hodnost. Nasledujici véta
nam 1ika, Ze je to mozné udélat vzdy.

Véta 5 Necht B je submatice matice omezenich A odpovidajici kostre grafu s m uzly. Pak
B maze byt upravena na trojuhelnikovou matici s plnou hodnosti dimenze m x (m — 1)
s hodnotami +1 na diagondle urcené indexi i=j, i=1,...,m-1.

Princip této transformace je jednoduchy, ale pokud by z naseho prikladu nebyl jasny,
ukazme si algoritmus na vytvoreni matice B. Meéjme tedy kostru grafu a k ni odpovidajici
matici B. Vzhledem k vété 2 existuje uzel 7, ktery je koncem kostry grafu, tudiz je pripojen
pouze k jedné hrané v kostre. Tedy -ty fadek matice B ma pouze jeden nenulovy vstup
s hodnotou +1. Necht je tato hodnota v j-tém sloupci. Nyni dame radek ¢ pred radek 1
a zaménime sloupec 1 a 7. Tim jsme ziskali matici

- +£1 O
Bl - (Vl Bl) )

kde B je submatice odpovidajici kostre grafu s odebranym ¢-tym uzlem a vy je sloupcovy
vektor obsahujici nuly a jednu +1 nebo —1. Tento postup opakujeme pro matici By,
dostaneme B, pomoci By a vy a déle pokracujeme dokud neziskdme matici B. Prslusny
dikaz lze najit napriklad v [3]. Plati tedy, ze tato matice muze byt preskladdana na dolni
trojuhelnikovou matici s +1 na diagonale. Tyto poznatky vyuzijeme u sifové simplexové
metody v dalsi kapitole.
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4. SITOVA SIMPLEXOVA METODA

4. Sitova simplexova metoda

Sitova simplexova metoda vychazi ze simplexové metody. Jeji hlavni odlisnosti (od S.M.)
je vyuziti podbazi (koster) a také nedochézi k zacykleni (degradaci) problému. Pouziva
se pro Teseni uloh linedrniho programovani na sitich a diky jeji efektivité u téchto tloh
se stala dulezitym ndstrojem pro Teseni sitovych tloh, viz [3]. Tato metoda se zklada
ze dvou fazi. Kazda faze se pak sklada ze 3 hlavnich kroki.

4.1. Hlavni kroky

1. krok: Test optimality

» nejdrive napocitame multiplikatory y;, a to néasledujicim zptisobem: multipli-
kator odpovidajici koncovému uzlu kostry grafu nastavime na nulu. Nasledné
vypocitame hodnoty y; pomoci jiz zndmych y; pro zbytek uzli pomoci formule
Yi —Y; = Cij, (¢;j jsou prvky vektoru cen).

+ poté napocitdme redukované ceny d, ;: Pro vSechny nebazické hrany (i, j) pou-
zijeme formuli d; ; = ¢; ;—y;+y;. Pokud plati, Ze d; ; > 0 pro vSechny nebézické
hrany, pak je nase baze optimalni.

2. krok: Pivotovani

o identifikujeme cyklus, ktery vznikne ptridanim hrany (s,t) (pro tuto hranu
je ds; nejmensi) do kostry grafu. Nésledné zjistime, jak moc muzeme zvysit
tok pridanou hranou, nez se tok jinou hranou v cyklu vynuluje nebo dosdhne
maximélniho pripustného toku. Pokud dojdeme k maximalnimu toku hrany
(s,t) (tzn. do toku odpovidajicimu wus;) a tok jinou hranou (7,j) se nevynu-
luje, ani nedosdhne svého maxima, pak tato hrana (s,t) nevchézi do baze,
ale naplnime ji (musi se upravit vektor b), a uz ji dale neuvazujeme. Pokud
to nastane, tak 3. krok preskoc¢ime a provedeme krok 1.

3. krok: Aktualizace

o provedeme aktualizaci kostry grafu pridanim hrany (s,t) a odebranim hrany,
jejiz tok se v kroku 2 dostal na hodnotu nula jako prvni a nebo se dostal jako
prvni na své maximum. Pokud se dostal na své maximum, pak hrana odchazi
z baze naplnénd a déle uz ji neuvazujeme (musi se upravit vektor b).

4.2. Faze 1

Ve fazi 1 inicializujeme zakladni pripustné feseni. Méjme tedy libovolnou sit. Prvni
fazi provedeme tak, ze

a) pridame k nasi siti dalsi uzel a vytvorime nové hrany z ostatnich uzli k tomu nasemu
novému a to tak, ze

pokud b; > 0,
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4.3. FAZE 2
pak vytvarime hranu z uzlu b; do pfidaného uzlu b, a l;;, = 0 a u;, = b;,
pokud b; <0,
pak vytvarime hranu z pfidaného uzlu b, do uzlu b; a l,; = 0 a u,,; = |b;|.

Nyni jesté nastavme cenu vSech puvodnich hran na 0 a cenu vSech nami pridanych
hran na 1.

b) alternativou k a) je nepridavat novy uzel, ale jako uzel ke kterému vytvarime hrany
vzit libovolny uzel sité. Vytvareni hran a nastaveni cen probiha stejné jako v prvni
moznosti.

Jako kostru grafu ted bereme pouze nami pridané hrany. Nyni provadime hlavni kroky
sitové simplexové metody (viz 4.1.) s tim, ze vzdy kdyz z baze odchazi ndmi pridand hrana,
tak tuto hranu zrusime, a uz ji dale neuvazujeme. Po fazi 1 tedy ziskdme kostru grafu
slozenou jen z puvodnich hran. Pokud nam v kostfe ztustane nami pridand hrana (pokud
na zac¢atku faze 1 pridavame novy uzel, pak ndm nakonec vzdy alespon jedna ndmi pridana
hrana v bézi ziistane) a tok je pro tuto hranu (7, j) nenulovy (x;; # 0), potom tato tloha
nemd Teseni (pomoci puvodnich hran nelze vytvorit takovy tok, aby jim proteklo vse,
co potiebujeme). Pokud je tok pro tuto hranu (¢, j) nulovy (z; ; = 0), potom se nic nedéje
(dostatecny tok jsme ziskali, aniz bychom museli pouzit pfidanou hranu) - tato hrana
je sice inicializovana, ale neni vyuzita. Aby tomu tak zistalo, polozime ¢; ; = 0 a u; ; = 0.
Tim jsme ziskali zakladni pripustné feseni a mizeme pokracovat fazi 2.

4.3. Faze 2

Nyni vratme ptivodnim hranam jejich ceny a, jak jsme jiz zminili, upravme hrany
pridané ve fazi 1, které nam zustaly v bazi (¢;; = 0 a u;; = 0 pro vsechny pridané
hrany). Nyni provadime zminéné hlavni kroky sitové simplexové metody (viz 4.1.) dokud
neziskdme optimalni reseni.

Vezméme si nyni nésledujici sit (viz obrazek 4.1) a demonstrujme na ni sitovou sim-
plexovou metodu. Potom vektory vypadaji nasledovné: b? = (15,20,0, —5,0,—25,—10);
cl' =(8,16,5,20,4,9,15,3,6,11,8,13); ul = (16, 18,20, 18,17, 13, 22, 40, 30, 10, 15, 20, 30)
a matice

11 1 o0 O O o O O o0 0 0 O
o o0 o 1 1 1 0O O 0 0 0 0 0
-1 0 0 -1 0 o0 1 1 1 0 0 0 O
A= o -1 0 o0 -1 0 -1 0 0 1 1 1 0
o 0 -1 0 0 -1 0 0 O -1 0 0 1
o o0 o o o0 o0 o0 -1 0 0 -1 0 0
o o0 o o o0 o o o -1 0 0 -1 -1

Protoze Y b; # 0, musime tlohu nejprve vyvazit (viz obrazek 4.2). V obrazku je nové
i=0

pridany uzel, hrany a jejich ohodnoceni Cervené.

Prislusny kéd v Matlabu pro vyvazovani tlohy:
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4. SITOVA SIMPLEXOVA METODA

Obrézek 4.2: Vyvazovani tlohy.

% vyhodnoceni hodnot S a D
for i=1:length(b)
if b(i)>0
S=S+b(i);
index_S(end+1)=(i);
elseif b(i)<0
D=D+abs (b (1)) ;
index_D(end+1)=(i);
end
end
%» nadmerna_produkce/odber - tim je mySlena cena pfidanjch hran.
% V programu defaultné nastaveno ale v pfipadé konkrétnich dat se to
upravi
nadmerna_produkce=ones (1, length(index_S))
nadmerny_odber=ones(1,length(b))
% vytvafeni novjch sloupcd matice A, cen a kapacit pro p¥idané hrany
v zavislosti na velikosti S a D
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4.3. FAZE 2

if S>D
b(end+1)=-(S-D)
for i=1:length(index_S)
A(index_S(i),end+1)=1;
A(mA+1,end)=-1;
index n(nA+i,:)=[i mA+1];
c(end+1)=nadmerna_produkce (i) ;
u(end+1)=min(abs(b(end)),b(index S(i)));
end
elseif S<D
b(end+1)=D-S ;
for i=1:length(index D)
A(index D(i),end+1)=-1;
A(mA+1,end)=1;
index n(nA+i,:)=[mA+1 i];
c(end+1)=nadmerny_odber (i)
u(end+1)=min(b(end) ,abs(b(index D(i))));
end
end

Nyni pojdme na fazi 1, tedy pridani hran s ipravou cen (viz obrazek 4.3). V obrazku
jsou nové pridané hrany a jejich ohodnoceni Cervené.

2051

Obrézek 4.3: Pridani umélych hran, iprava cen.
Implementace pridavani umélych hran a tpravy cen v Matlabu:

%% P¥idani um&ljch hran
for i=1:length(b)-1
if b(i)>0
A(i,nA+i)=1;
index n(nA+i,1)=i;
A(length(b) ,nA+i)=-1;
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4. SITOVA SIMPLEXOVA METODA

index n(nA+i,2)=length(b);
else
A(i,nA+i)=-1;
index n(nA+i,2)=i;
A(length(b) ,nA+i)=1;
index n(nA+i,1)=length(b);
end
end
%% Uprava cen ptvodnich hran
j=0;
for i=1:nA 9 nA- matice je mA x nA
J=i*+L
index nn(j,:)=index n(i,:);
nn(j)=i;
ccn(j,1)=0;
end
%% Uprava cen a kapacit um&ljch hran
j=0;
for i=nA+1:(nA+length(b)-1)
J=i*+L
index _nb(j,:)=index n(i,:);
nb(j)=i;
u(i)=abs(b(j));
ccb(j,1)=1;
end

Pro tucely prehledného popsani kazdé iterace v této tloze (viz odrézek 4.1), pritadim
kazdé hrané cislo na zakladé toho, kde se v matici A nachazi. Vyuzijeme toho, ze kazdy
sloupec matice A predstavuje hranu sité. Hrané, jejiz sloupec je prvnim sloupcem matice
A, pritadim ¢islo 1, hrané, jejiz sloupec je druhym sloupcem matice A, pritadim ¢islo 2.
Takto prifadim kazdé hrané ¢islo (viz odrézek 4.4). Pro dalsi obrazky bude platit nésle-
dujici znaceni (viz naptiklad obrazek 4.5 ): np - hrany, které mame v bazi, ny - hrany,
které uvazujeme pro vstup do baze, plnacesta - hrany, které jsme naplnili do maxima,
C - vektor vyhodnoceni sméru hran v cyklu. V obrazku (viz napiiklad 4.6) a nasledu-
jicich obrazcich této kapitoly budou zvyraznény nékteré hrany. Konkrétné zelena barva
bude znacit hranu, jejiz hodnota ve vektoru d je nejmensi (zdpornd), tedy bude vstou-
povat do baze (jesté v bazi neni) a modra barva bude znacit hranu, kterd po vyhodnoceni
tokt v cyklu (viz 4.1. - krok 2, cyklus vznikl pridanim hrany s minimalni hodnotou ve
vektoru d - zelend hrana) béazi opusti. Na obrazku 4.5 je vidét prvni pripustné reseni (s
umélymi hranami). Jesté zminme, ze hodnoty u uzli znamenaji: hodnota uzlu; multipli-
kator y;, a hodnoty u hran: aktudlni tok/max. tok; cena. Na obrazku 4.5 lze vidét, ze
nimimélni hodnotu (v pripadé stejnych hodnot mizeme vzit kteroukoli z nich, zde be-
pridanim ke kostte grafu. Tento cyklus nam zde ukazuje vektor C, kladnost respektive za-
pornost hodnot hran urcujeme tak, ze projdeme cyklus ve sméru hrany, kterou pridavame,
a pokud jdeme po sméru bazové hrany, ma kladnou hodnotu, pokud proti jejimu sméru,
ma zapornou hodnotu. Je-li hodnota hrany kladna, pak je cyklus tvoren ve sméru této
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4.3. FAZE 2

Obrazek 4.4: Uzly-cervend, puvodni hrany-¢ernd, hrany kvili vyvazeni-oranzova, umeélé

hrany-modra.

15/15:1

20/20;1

ng = (17, 18, 19,20, 21,22, 23)
ny = (1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10,
11,12,13, 14,15, 16)
d=(-2-2-2 -2 -2 -2
0,0,0,0,0,0,0-1-1,-1)
plnacesta = ()
C = (1,-17,-19)

Obrézek 4.5: Faze 1, iterace 1.

hrany, a zjistujeme tedy (a nasledné porovnavame), jak velky tok lze do této hrany pridat
nez dosahneme maxima (u;; — x; ;). Je-li hodnota zdporna, pak zjistujeme (a nasledné
porovnavame) jak velky tok touto hranou tece (protoze kdyz se zveda tok v nasi vybrané
nebazové hrané, tak v této hrané tok klesd). Tedy pro tento pripad mame hodnotu 15 pro
uzel 17 a hodnotu 0 pro uzel 19. Tedy jak mtuzeme vidét na obrazku 4.6, do baze vejde
hrana 1 a odejde hrana 19 a tuto hranu jiz ddle neuvazujeme (uméla hrana).

Zjisténi cyklu a vyhodnoceni vektoru C v Matlabu:

bb=b;

% tim Ze pfiletu a odeletu 1 u uzlld imaginadrné& vytvofim hranu kterd mi

vstoupit a nastavil jeji tok na 1
bb(index nn(I,1))=bb(index nn(I,1))-1;
bb(index nn(I,2))=bb(index nn(I,2))+1;

% dprava matice B na dolni trojuhelnikovou matici
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4. SITOVA SIMPLEXOVA METODA

[B_xx,b_xx,xx_posun]=Trojuhelnik x(B,bb);
% vypocCet toku
[xx_xx]=Vypocet_x(B_xx,b_xx,nB);
% p¥i dpravé na trouhelnik jsem p¥ehazoval promé&nné takZe ted je vracim
na misto kam patri
[xx]=Posunovani (xx_posun,Xx_XxX) ;
% odeltenim nového toku (s imagindrni hranou) od pivodniho toku
identifikuji cyklus a smér hran
Xx=xb-xx;
% vytvorim vektor C
C(1)=nn(D);
k=1;
for i=1:length(xx)
if xx(i)>0
k=k+1;
C(k)=-nb(i);
elseif xx(i)<0
k=k+1;
C(k)=nb(i);
end
end

Vyhodnoceni maximalniho toku, ktery lze poslat hranou jez budeme pridavat:

h=0; hh=0;
for i=1:length(C)
% hrana kterou pfidavam
if i==
h=h+1;
u_minus_x(h)=(u(an(I))-0);
% hrana vekteré se zvySi tok pokud hranou kterou chceme pf¥idat potele tok
elseif C(i)>0
h=h+1;
poradi=find(nb==abs(C(i)));
u_minus_x(h)=u(nb(poradi))-xb(poradi);
% hrana vekteré klesne tok pokud hranou kterou chceme pf¥idat potele tok
elseif C(i)<0
hh=hh+1;
poradi=find(nb==abs(C(i)));
jen_x(hh)=xb(poradi);
end
end
% zjistuji maximum z hran ve kterjch bude p¥idanim vybrané hrany tok rust
(maji ve vektoru C kladnou hodnotu)
[M1,I1]=min(u_minus x);
% zjistuji maximum z hran ve kterjch bude p¥idanim vybrané hrany tok kle-
sat (maji ve vektoru C zapornou hodnotu)
[M2,I2]=min(jen_x);

25



4.3. FAZE 2

% zjiStuji maximdlni tok ktery budu schopen pfidanou vybranou hranou
poslat
[M3,13]=min([M2 M1]);

np = (1,17, 18,20, 21, 22, 23)
ny = (2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,
12,13,14,15,16)
d=(-2-2,0,-2,-2 -2 2,
~2,0,0,0,0, —1, —1, 1)
plnacesta = ()
C = (2,17, —20)

20/20:1

Obrézek 4.6: Faze 1, iterace 2.

15/15;1

ng = (1,2,17,18,21,22,23)
ny = (3,4,5,6,7,8,9,10, 11,
12,13, 14, 15, 16)
50 d=(-2,0,0,—-2,0,-2, 2,
—92,-9,-2,0,1,—1,—1)
plnacesta = ()
C = (3,—17,-21)

25/25:1

10/10:1

20/20:1

Obrazek 4.7: Faze 1, iterace 3.
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4. SITOVA SIMPLEXOVA METODA

ng = (1,2,3,17, 18,22, 23)
ny = (4,5,6,7,8,9, 10, 11,
12,13, 14, 15, 16)
d =(0,0,0,0,—-2,-2,0,
—2,-9,-2.1,—1,~1)
plnacesta = ()
C=(8,1,—17,—22)

20/20;1
Obrézek 4.8: Faze 1, iterace 4.

np = (1,2,3,8, 18,22,23)
ny = (4,5,6,7,9,10,11.
12,13, 14, 15, 16)
d=(-2-2,-20,0,0,0,
0,0, —1,—1,—1)
plnacesta = ()
C = (4,8,—18,—22)

20/20;1
Obrazek 4.9: Faze 1, iterace 5.

ng = (1,2,3,4,8, 18, 23)
ny = (5,6,7,9,10, 11,
12,13, 14, 15, 16)
d=(0,0,0,-2,0,0, -2,
—2,1,1,-1)
plnacesta = ()
C =(9,4,-18,-23)

5/20;1

Obrazek 4.10: Faze 1, iterace 6.

V iteraci 6 (viz obrazek 4.10) doslo k naplnéni hrany do jeji plné kapacity. Jiz vime,
ze kazdé hrané bylo prifazeno ¢islo (viz strana 23). Pfipomenme si vyznam vektoru C.
Prvni ¢islo vektoru je ¢islo hrany, ktera vstupuje do baze, ostatni jsou ¢isla hran tvorici
cyklus. Kladnost (zdpornost) ¢isel zavisi na jejich orientaci vic¢i sméru prochézeni cyklu.
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4.3. FAZE 2

Cyklus prochazime ve sméru vstupujici hrany (zelena). Pokud je orientace ostatnich hran
v cyklu ve sméru, kterym cyklus prochézime, je jejich cislo kladné, pokud je jejich ori-
entace opacnd, je jejich ¢islo zaporné. Pokud bychom zvysSovali tok zelenou hranou (¢islo
9 ve vektoru C), bude se zvySovat tok modrou hranou (¢islo 4 ve vektoru C) a zdroven
snizovat tok hranami ¢islo 18 a 23 (ve vektoru C —18 a —23). Zjistujeme, Ze kapacita
hrany 9 je usy = 30, hrana 4 muze zvysit svij tok o 3 (18 — 15), hrany 18 a 23 jej mo-
hou snizit o 5 (aktudlni tok je roven 5) a 10 (aktualni tok je roven 10). Tedy minimalni
tok, ktery muzeme poslat hranou 9 (zelend) je 3. Zelend hrana vstoupi do béze s tokem
x37 = 3, modrd hrana se naplni do maxima a naplnéna odchézi z baze. Pro dalsi vypocet
do maxima, demonstruji odec¢tenim jejiho toku (z23 = 18) od uzlu 2 a naslednym pri-
¢tenim k uzlu 3 (viz 4.11). Prerusovana hrana na obrazku 4.11 je tato dale neuvazovana,
do maxima naplnéna hrana.

10/16;0 25/40;0 np = (1,2,3,8,9,18,23)

ny = (5,6,7,10,11,12,
toit e 13,14, 15, 16)
18/18,0 - 50 d=(-2-2,00,0,0,0,
g —1,-1,-1)
2;1

plnacesta = (4)
C=(51,-209 18, —23)

2/20;1

Obrazek 4.11: Faze 1, iterace 7.

ng = (1,2,3,5,8,9,23)
ny = (6,7,10,11,12,

13,14,15,16)
d = (0,0,0,0,0,0, 1,
~1,-1)

plnacesta = (4)
C = (14,1,-2,9,—-23)

Obrazek 4.12: Faze 1, iterace 8.
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np = (1,3,5,8,9,14, 23)
ny = (2,6,7,10,11,12, 13,
15, 16)
d=(1,-1,1,-1,-1, -1,
0,-1,-1)
plnacesta = (4)
C=(6,1,-3,-59,14, —23)

ngp = (1,5,6,8,9, 14, 23)
ny = (2,3,7,10,11, 12,13,

15, 16)
d=(1,1,1,0,—1,—1,
~1,-1,-1)

plnacesta = (4)
C = (11,-8,9,14, —23)

ng = (1,5,6,8,9,11,14)

ny = (2,3,7,10,12, 13,
15, 16)

50 d=(0,0,0,0,0,0,0,0)

plnacesta = (4)

1550 o
18/18,0 .-~ 2/17:0

2;0 o

0/13;0 0;0

Obrazek 4.15: Faze 1, iterace 11.

Na obrdzku 4.15 jsme dosli do optima ve smyslu maximalizace toku (vektor d obsahuje
pouze nuly). Nyni tedy prejdeme k fézi 2. Vyhodnocovaci procesy jsou stejné jako ve fazi 1
(viz 4.1.) s tim rozdilem, Ze nyni pracujeme s ptivodnimi cenami hran.
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18:15
15/16:10 23/40:15
/ ~ / -25;0 0/5:1
T e > 512

18/18;5 .- 5/5;2

2:31 o

15/16;10 23/40:15

-25;0

Obrazek 4.17: Faze 2, iterace 2.

12/16;10 > 20/40;15

-25:0 5/5;1

Obrézek 4.18: Faze 2, iterace 3.

30

ng = (1,5,6,8,9,11,14)
ny = (2,3,7,10,12, 13,
15,16)

d=(-6,18,5,22,9, -2,
~11,1)

plnacesta = (4)

C = (15,—-11,-14)

z = 682

ng = (1,5,6,8,9,14, 15)

ny = (2,3,7,10,11, 12,
13,14,16)

d = (-17,7,-6,22, 11,

20,9,12)

plnacesta = (4)

C=(2,-1,-8,—14,15)

z = 660

np=(1,2,5,6,8,9,15)
ny = (3,7,10,11, 12,13,
14,16)

d = (24,11,22, —6,3, 8,
17,12)

plnacesta = (4)

C=(13,-1,2,-5,6,-9)

z = 609
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ng = (1,2,6,8,9,13, 15)
ny = (3,5,7,10,11, 12,
14,16)
51 d=(16,8,11,14, —6,3,
17,12)

plnacesta = (4)
C=(11,-1,2,-8)
z =593

5/5:1

Obrézek 4.19: Féaze 2, iterace 4.

10/40;15
015 o50  5/51

15/188 .- np = (2,6,8,9,11,13,15)
ny = (1,3,5,7,10,12, 14, 16)
51 d=(6,22,2,5,20,9,11,12)
plnacesta = (4)
z=19533

15;19

18/18,5 .7~ 10/15;11

-,

2:29 2/30;13

2/13:4

0;25

Obrazek 4.20: Faze 2, iterace 5.

Na obrazku 4.20 si vsimnéme, zZe vektor d ma vsSechny hodnoty nezaporné, tudiz
bylo nalezeno optimalni feseni této tlohy. Tok hranami, které na obrazku 4.20 nejsou
zviditelnéné, je nulovy. Jak jsme mohli vidét u jednotlivych krokt, S.S.M. snizuje hodnotu
ucelové funkce v kazdém kroku.
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Jak jiz bylo Tec¢eno v kapitole 4, sitova simplexova metoda je vlastné specialné upra-
vend simplexova metoda pro sitové tlohy. Demonstrujme si tedy na nékolika prikladech
uziteénost této upravy. V této kapitole vzdy uvedeme sif, kterd je resena, a nasledné
jeji tokové Teseni, pocet iteraci a hodnoty minimalizované funkce, a to pro obé metody.
Nez se presuneme k testovacim tiloham, uvedeme skript pro spousténi simplexové metody
implementované v programu Matlab:

% nastavuji spodni mez hran (1b) na O, pokud by nebyla nastavena (misto
1b by v zadavani bylo []), byla by defaultné nastavena na -inf
lb=zeros(1,length(c));

%» nastavuji aby byl pro vypolet pouZit simplexovy algoritmus

options = optimoptions('linprog','Algorithm', 'simplex')

% spoustim vipolet

[x,fval,exitflag,output,lambda] = linprog(c,A,b,[],[],1b,u, [],options)

5.1. Testovaci ulohy

Jak je vidét na obrazku 5.1, tato tloha je velice jednoducha. Hodnoty u uzli predsta-
vuji vektor b, hodnoty u hran (g;h) pak jejich ohodnoceni (g je kapacita hrany a h je jeji
cena). Jiz zde je vidét efektivita S.S.M. (sitové simplexové metody), viz tabulka 5.1 (S.S.M.
byla efektivnéjsi o 1 iteraci).

10
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Obrézek 5.1: Velmi jednoduché sit.

S.M. S.S.M.
Pocet iteraci 3 2
Reseni x =(3,7,3,0,3,4)
Hodnota funkce z =80

Tabulka 5.1: ReSen{ sité z obrazku 5.1.

Na obrazku 5.2 se nachézi sit s 22 uzly a 53 hranami. Tucné hodnoty jsou hodnoty
pro uzly (pro ptrehlednost nejsou napsany nulové hodnoty u uzli - u kterého uzlu chybi
hodnota, tam se nachdzi nula). Hrany u této sité nejsou omezeny kapacitou, tudiz hodnoty
u hran znaéi jejich cenu. V tabulce 5.2 lze vidét vétsi efektivitu (rozdil poctu iteraci
byl 4) S.S.M. oproti S.M. nez u sité z obrazku 5.1.
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Obrézek 5.2: ReSens sit.

S.M. S.S.M
Pocet iteraci 14 10
2,4,6,7, 14,15, 18, 29,

30, 31,32, 36, 46,47, 49, 52, 53
x = (12,30, 14,46, 15, 41, 46, 43,
39,2,33,33,15,24,15,8,16)

Hodnota funkce z = 2737

Tabulka 5.2: ReSen{ sité z obrazku 5.2.
5.2. Realna data

Cisla hran s nenulovym tokem

Reseni pro hrany s nenulovym tokem

Pomoci dat poskytnudych Ustavem procesniho inZenyrstvi (tyto data poskytl program
na zakladé vybranych kraju, pro které jsme chtéli vytvorit sit) jsem byl schopen vytvorit
réalné sité. Ilustracni priklad, jak vypadala vygenerovana sit (v programu Microsoft Ex-
cel), je na obrazku 5.3. Z takto vygenerované sité byla vzata data potfebna pro vytvoreni
vstupnich tdaju pro vytvoreny program (viz obrazek 5.4).
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5.2. REALNA DATA

A B C E F H I
1 |uzly hrany hodnota hrany vzdialenost hrany limit
2 10002 10002-10008 -1 10002-10008 a5 10002-10008 100000
2 '1'D'EH:IIS 10002-10008 1 10002-10009 27 10002-10009 100000
4 (10002 10002-10009 -1 10002-10012 23 10002-10012 100000
5 'IO{HJ‘EJ 10002-10009 1 100032-10004 27 10003-10004 100000
6 (10002 10002-10012 -1 10003-10007 31 10003-10007 100000
7 I"1'D'L'i12 10002-10012 1 10003-10010 46 10002-10010 100000
& (100032 10003-10004 -1 10003-10011 40 10003-10011 100000
9 rlO{H:hd 10003-10004 1 10003-10014 21 10002-10014 100000
10 _10'0'03 10003-10007 -1 10003-10015 26 10003-10015 100000

Obrézek 5.3: Tlustracni priklad vygenerované sité.

A B = E F G | ]
1 |uzly hodnota uzly-uprava hodnoty cena b
2 10001 10001-10002 -1 001 -1,00 102 13839,00
3 '1{HIII2 10001-10002 1 002 1,00 152 14520,00
4 10001 10001-10005 -1 001 -1,00 97 -104659,00
5 '1EHII'5 10001-10005 1 005 1,00 113 20423,00
6 10001 10001-10008 -1 001 -1,00 118 384700
7 '1'EHII'E 10001-10008 1 008 1,00 91 15019,00
& |10001 10001-10009 -1 001 -1,00 204 8869,00
9 rlCHIFEI 10001-10009 1 009 1,00 194 305,00
10 _1CHII'1 10001-10012 -1 001 -1,00 216 6132,00

Obrézek 5.4: Tlustrace prevzatych dat.

Z tohoto souboru (viz obrazek 5.4) byla data nasledné nactena vytvorenym skriptem
v programu Matlab:

% nacteni matice AA

filename

'uloha.xlsx'; sheet

= 1; xlRange = 'D2:E3797';
AA = x1sread(filename,sheet,x1Range);

% vytvoreni matice site (matice A)

[m,n]=size(AA); k=0;

for i=1:2:m-1
k=k+1; ACAA(i,1),k)=AA(i,2); ACAA(i+1,1) ,k)=AA(i+1,2);

end

% vytvoreni vektoru c
filename = 'SeSitl.xlsx';
= xlsread(filename,sheet,x1Range);

C

% vytvoteni vektoru u
for i=1:length(c)
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u(i)=inf;
end

% vytvoreni vektoru b
filename = 'Se8itl.xlsx'; sheet = 1; xlRange = 'I2:199';

b = xlsread(filename,sheet,x1Range);

% uprava matice A (p¥i vytvafeni matice A mohli vzniknout prézdné Fadky

- mazu je)
1=1;
while 1~=0

1=0; [mm,nn]=size(A);
for i=1:mm-1
if norm(A(di,:),1)==
1=1+1; A(i,:)=[];
end
end
end

V prvnim pripadé byla vytvorena sit z kraji, které tvotily souvislou oblast, konkrétné
to byly: Jihomoravsky, Moravskoslezsky, Olomoucky a Zlinsky. Takto vytvorena sit byla
slozena z 69 uzli a 456 hran. Vytvorena vstupni data programu lze nalézt v priloze 1.
V tabulce 5.3 je vidét minimalizovana hodnota z a porovnani zkoumanych metod pro tuto
sit (S.S.M byla efektivnéjsi o 11 iteraci). Vypocteny tok je vektor o 456 slozkach, byl tedy
také umistém do prilohy 1.

S.M. | S.S.M
Pocet iteraci 66 55
Hodnota funkce | z = 19207261

Tabulka 5.3: Resen{ sité pro prvnf vytvofenou sit.

Ve druhém pripadé byla vytvorena sit pro nahodné vybrané kraje, konkrétné to byly:
Jihocesky, Jihomoravsky, Karlovarsky, Kralovehradecky, Liberecky, Moravskoslezsky
a Praha. Takto vytvorena sit byla slozena z 93 uzlt a 960 hran. Vytvorena vstupni data
programu lze nalézt v priloze 2. V tabulce 5.4 je vidét minimalizovana hodnota 2z a po-
rovnani zkoumanych metod pro tuto sit (S.S.M byla efektivnéjsi o 5 iteraci). Stejné jako
v predchozim pripadé je vypocteny tok velky vektor (960 slozek), lze ho nalézt v priloze 2.

S.M. | S.S.M
Pocet iteraci 74 68
Hodnota funkce | z = 80365308

Tabulka 5.4: Resenf sité pro druhou vytvorenou sit.

Jak je vidét v tabulkach 5.1, 5.2, 5.3 a 5.4 sitova simplexova metoda potvrdila pred-
poklad veétsi efektivnosti oproti simplexové metodé (S.S.M je modifikace S.M. pro tlohy
na siti). U testovacich uloh (viz v tabulky 5.1 a 5.2) si lze povsimnout, ze minimalizovand
hodnota z i vypocteny tok ziskané S.S.M. a S.M. se pro kazdou tlohu shoduji. U tloh
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s redlnymi daty (viz tabulky 5.3 a 5.4 a ptislusné prilohy) si lze povSimnout , Ze minima-
lizovana hodnota z je pro obé metody stejna, ale vypocteny tok S.S.M. a S.M se lisi.
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6. Zaveér

Byly shrnuty poznatky z teorie grafti a optimalizace a nasledné uvedeny myslenky
feseni S.M. a S.S.M na ptikladech. Pro kazdou z metod byla ¢ast prace vénovana feseni
a ilustraci téchto myslenek na konkrétnim prikladu.

Velka cast usili vynalozeného na vypracovavani této prace byla zamérena na vytvo-
feni funkéniho programu resiciho sifovou simplexovou metodu a na vytvoreni pomocnych
skriptu (skript pro nastaveni a spusténi funkce linprog, skript pro tpravu vygenerovanych
dat na vstupy programu resiciho sitovou simplexovou metodu) a jejich ipravam a nasledné
optimalizaci.

U reseni testovacich tloh i tloh na redlné siti je ilustrovana vétsi efektivita (nizsi pocet
iteraci) S.S.M. oproti S.M. (pro vypocet byla pouzita funkce linprog implementovana
v programu Matlab) za stejné hodnoty minimalizované tcelové funkce z. U testovacich
uloh byl vypocteny tok siti stejny pro obé metody, u tloh na realné siti se lisil.
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7. SEZNAM PRILOH

7. Seznam priloh

Priloha 1 - Vstupni data a vypocteny tok pro prvni tlohu kapitoly 5.2.
Priloha 2 - Vstupni data a vypocteny tok pro druhou tlohu kapitoly 5.2.
Priloha 3 - Vytvoreny program fesici S.S.M a pomocné skripty
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