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Uvod

Samotné téma diplomové préce - Zobecnéné linedrni modely se smiSenymi
efekty s aplikaci ve vyzkumu HIV - prozrazuje, o cem tato prace bude. V teoretické
¢asti bude predstavena potiebna problematika zobecnénych linearnich modelu,
ktera bude nasledné vyuzita v ¢asti praktické. Prakticka ¢ast se zabyva virem
HIV a nemoci AIDS. Cilem préce je z dat o pacientech, ktefi jsou nakazeni touto
nemoci, zjistit, zda ma délka doby od nakazy vliv na vyskyt methylovanych vazeb.

Vsude kolem nés se nachazi mnoho bacilu a virt. Kazdy z nas mél nékdy
oslabenou imunitu. Obcas je ndm velmi zle, a i kdyz je to tfeba jen obycejna
chtipka, mame pocit, ze témér umirame. Jak se potom musi asi citit cloveék,
ktery se nakazi virem HIV? Tento virus napada urc¢itou skupinu bilych krvinek a
snizuje jejich pocet. To nasledné zpusobuje selhani imunity a onemocnéni AIDS.
Clovek se pak stéva velmi ohrozenym a v okamziku nékazy jinym virem opravdu
muze umiit. A to i na oby¢ejnou chtipku.

Toto onemocnéni je prevazné spojeno s rizikovym zivotnim stylem. Nejcastéjsi
forma nékazy je nechranény sex, z toho dvé tietiny pripadu jsou u homosexuali
nebo bisexualu. Déle se ndkaza vyskytuje u lidi, kteri uzivali drogy pomoci pouzité
jehly. V Ceské republice se nejvice nakazenych objevuje v Praze, Stiedoceském a
Jihomoravském kraji. K 28. 2. 2018 je v CR nakazeno celkem 3048 muzii a 582
zen. Tyto a dalsi statistiky 1ze nalézt v [13].

Tato prace pojednava o zobecnénych linearnich modelech se smisenymi efekty
a jejich ndsledné aplikaci do vyzkumu HIV. Budeme zjistovat, zda se s délkou doby
od nakazy zvysuje vyskyt methylovaného cytosinu v dinukleotidech viru HIV. Aby
se nakazeny subjekt mohl vylécit, bylo by potieba, aby v dinukleotidech viru tyto



methylované cytosiny nemél. Tedy ¢im jich ma méné, tim lépe.

Na zacatku budou predstavena kategoridlni data a jejich nejznaméjsi rozdéleni.
Nasledné bude nahlédnuto na regresni analyzu a vybrané typy linearnich re-
gresnich modelu. Déle jiz navazuje kapitola o zobecnénych linedrnich modelech
se smisenymi efekty. Samotné praktické casti je pak vénovana posledni kapi-
tola. Cela prace vychézi predevsim z knihy Categorical data analysis od Alana
Agrestiho (viz [1]), ale bylo ¢erpano i z dalsich tituli zminénych v sekci Literatura

(str. 51).



Kapitola 1

Kategorialni data

Prvni kapitolu vénujeme kategorialnim proménnym a jejich nejznaméjsim te-

oretickym rozdélenim. Cerpéno bylo z [1], [2], [0], [¢] a [12].

Proménna, kterou neni mozné kvantifikovat, ale muzeme ji radit do tiid, se
nazyva kategorialni proménna. Lze ji délit podle nékolika kritérii. Prvni moznosti
déleni je proménnd vysvétlovand a vysvétlujici. Vysvétlujici proménné (nezavislé),
které mame obvykle k dispozici, slouzi k tomu, abychom si udélali néjakou pred-
stavu o hodnotéch vysvétlované proménné (zavislé).

Podle usporadani kategorii rozlisujeme proménné nominalni, ordinalni, inter-
valové a pomérové. Nominalni proménné nemuzeme prirozené usporadat, muzeme
pouze Tict, zda nabyvaji hodnoty stejné nebo ruzné, napriklad jakou kdo studuje
skolu, fakultu a obor. Pro praci s nimi lze pouzit jen ty metody, které povazuji
vSechny kategorie za rovnocenné. Ordinalni (poradové) proménné jiz usporadat
lze. Jako piiklad muzeme uvést nejvyssi ukoncené vzdélani dané osoby. Interva-
lové (rozdilové) proménné jsou takové, pro jejichz dvé hodnoty muzeme vypocitat,
o kolik je jedna hodnota vétsi nez druha. Pomérové (podilové) proménné jsou ta-
kové, pro jejichz dvé hodnoty muzeme vypocitat, kolikrat je jedna hodnota veétsi
nez druha.

Dalsi mozné déleni je na proménné kvalitativni a kvantitativni. Kvalitativni
proménné jsou ty, jejichz hodnoty jsou popsany pouze slovné. Kvantitativni jsou

¢iselné vyjadiené proménné, které muzeme dale délit na diskrétni (nabyvaji pouze



celo¢iselnych hodnot) a spojité (nabyvaji libovolnych hodnot z urcitého inter-
valu). Vsechny nominélni proménné jsou kvalitativni, vSechny intervalové a pomé-
rové proménné jsou kvantitativni. U ordindlnich proménnych toto rozdéleni neni
zcela jednoznacné, priklonime se vsak k proménnym kvalitativnim. Nominalni,
ordinalni a kvantitativni diskrétni proménné muzeme souhrnné oznacit jako ka-
tegorialni.

Obréazek 1.1 shrnuje uvedené déleni.

nominalni

ordinalni (pofadove
intervalove o

kvantitativni
pomérove

Obréazek 1.1: Schéma kategoridlnich proménnych

} kvalitativni o
) kategorialni
diskrétni

spojité

Podle jiného hlediska muzeme kategoridlni data délit na dichotomicka a vi-
cekategoridlni. Dichotomicka (alternativni) data nabyvaji pouze dvou kategorii,
napiiklad muz a zena ¢i kurdk a nekurak. Vicekategorialni data nabyvaji vice nez
dvou kategorii, naptiklad ruzné zpusoby cesty do prace - autem, autobusem, na

kole ¢i pésky.

1.1. Binomické rozdéleni

Necht n je pfirozené ¢islo a w € (0,1). Necht veli¢ina X nabyva pouze hodnot

0,1,...,n, a to s pravdépodobnostmi

P(X =k) = <Z>wk(1 —h k=0,1,..n.

Pak fikdme, ze X m4 binomické rozdéleni, a piseme X ~ Bi(n, 7).

10



Pro stredni hodnotu binomického rozdéleni plati

E(X):ka(xzk):znjk<z> B an

pro ktery plati

E(X(X-1)) = zn: k(k—1) <Z>Wk(1_7r)n_k _ z": 7!1!n .

=nn—-Dr*(n+ (1 -m)" 2 =n(n -1

Potom

var(X) = E(X?) — (B(X))* = (n(n — )7 + nm) —

= (n)?

11
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1.2. Alternativni rozdéleni

Alternativni rozdéleni je specidlnim piipadem rozdéleni binomického pro
n = 1. Necht 7 € (0,1). Necht veli¢cina X nabyvd pouze dvou hodnot z; =

0,29 = 1, a to s pravdépodobnostmi
m=PX=0)=1-m, me=P(X =1)=m.

Pak tikdme, ze X m4 alternativni (nula-jednickové) rozdéleni a piSeme X ~
Alt(r).

Stredni hodnota pro alternativni rozdéleni se da vyjadrit jako
EX)=1-PX=1)40-P(X=0)=1-74+40-(1—-m) =
a rozptyl

var(X) = B(X?) — (E(X))? = (0*(1 — 71) + 1?71) — n* = 7(1 — 7).

1.3. Multinomické rozdéleni

Multinomické rozdéleni je rozsitenim binomického rozdéleni, kdy ma sledo-

vana proménnd vice nez dvé kategorie. Necht

V. 1 pokud vysledek i-tého pokusu je z j-té kategorie
Y10 jinak

Potom i-ty pokus muzeme psat jako vektor

}/i - (mla "'71/;0)7 ZK] = ]-7

J

kde ¢ je celkovy pocet kategorii. Poznamenejme, zZe nam staci znat (¢ — 1) élenu
vektoru, nebot je pevné dany soucet > Yy =1

Celkovy pocet pozorovani v j-té kategorii je roven
N; =Y.
i

12



Potom mé vektor N = (Ny, ..., N.) multinomické rozdéleni.
Oznacime-li ; pravdépodobnost, ze Y;; = 1, muzeme vyjadiit pravdépodob-

nostni funkci multinomického rozdéleni s parametry n, m, ..., 7. jako

n! " e
P(N:TL):P<N1 :nl,...,Nc:nC) :mﬂ'll...ﬂ-c ,

kde n = > n;.
Celkové pocty pozorovani v ramci jednotlivych kategorii maji binomické rozdéleni
s parametry n a m;. Protoze NN; je soucet hodnot Y;;, ¢ = 1,...,n ze vsech n

nezavislych pokust, pro multinomické rozdéleni plati

:E(ZY;J):ZE( i Z(l 7+ 0- 1—7r]> Zﬂ']—n?T],
i=1 i=1

=1

var(N;) = var(iz:;Y;j) = Z:var(Yij) = zn: (E(Yij)Q _ [E(YZ-]-)P)

=Y (1m0 (= m)] = ) = 3 (- 7 ) = (1 = ).
' i=1
Pro vyjadieni kovariance nejprve odvodime, ze E(Y;;Yiz) = 0 pro Vj # k,
nebot pouze jedna z veli¢in Y;; je v kazdém z pokusu rovna jedné, zbylé veliciny
jsou nulové.

cov(Nj,Nk):cov(ZY;j,ZY;k) Zcov iy Y

=1 i=1 =

=3 (B Vi) - BB = - (0 - mm) = —nmyme

=1

13



Kapitola 2

Regresni analyza

Regresni analyza popisuje vztah mezi proménnymi. Jejim tkolem je vysvétlit
zavislost jedné proménné na jinych proménnych. Budeme uvazovat jednu vysvét-
lovanou proménnou Y, ktera zavisi na proménnych vysvétlujicich x, zo, ..., z,.

Predstavime si vybrané typy linearnich regresnich modelu vcetné logistické re-

grese. Cerpano bylo z [4], [6], [8] a [10].

Necht ndhodnd veli¢ina Y m4d pro danou hodnotu x = (zy, s, . .., ,) a para-
metry (1, Ba, ..., B, podminénou stfedni hodnotu E(Y'|x) = h(x, 1, fa; - - ., 5p)-
Funkce h proménné x se nazyva regresni funkce a parametry (i, fs,..., 5, re-

gresni koeficienty.
Podle tvaru regresni funkce rozliSujeme ruzné typy regresnich modeli, mo-
dely linearni ¢i nelinearni v parametrech. My se zemérime na modely linedrni

v parametrech.

2.1. Vybrané typy linearnich regresnich modelua

V této kapitole uvedeme piehled vybranych regresnich modelu linearnich
v parametrech. Nejprve predstavime klasicky linearni model, poté ho rozsiiime
na zobecnény linedarni model s pevnymi efekty a v dalsi kapitole na model jak

s pevnymi, tak s ndhodnymi efekty.

14



2.1.1. Klasické linearni regresni modely

Nejjednodussim typem regresniho modelu je klasicky linearni model.

Obecny linearni model pro i-té pozorovnani ma tvar
Y = Bo + Bixwi + Pazoi + ... 4 Bpxpi + €4,

kde i = 1,2, ...,n. Rovnice pro vSsechna pozorovani muzeme usporadat jako sou-

stavu rovnic a tu pak zapsat pomoci matic
Y =x0 + ¢,

kde vektor pozorovnani Y, matice regresoru x, vektor koeficientu 3 a vektor

nahodnych chyb € maji nasledujici podobu

Y, 12y 212 ... T1p Bo €1

Y, 1 @91 2o ... Tap B 3]
Y ey , X = . . X . , IB g , E =

Y, 1 %1 Tna - Tpp Bp En.-

Pro tento model predpokladame:

2. var(Y|x) = var(e) = 0’1, kde 02 je nezndma kladnd konstanta,
3. X je pevné dand matice typu n x (p+ 1),
4. matice X mé plnou sloupcovou hodnost, tj. h(X) = p+ 1, pficemz p < n,

5. € ~ N(0,0%L,).

Kvili normélnimu rozdéleni nahodnych chyb se klasické linearni modely nékdy
nazyvaji také normalni linearni regresni modely. Nevyhodou tohoto modelu je,

ze data, kterd vstupuji do modelu, musi splinovat pomérné silné predpoklady:

15



1. ndhodné chyby ¢; jsou navzajem nezavislé a normélné rozdélené,
2. vSechny ndhodné chyby maji stejny konstantni rozptyl.

U linedrni regrese se uvazuje, ze jak proménna vysvétlovana, tak vysvétlujici
predstavuji spojité ndhodné veliciny. V pripadé, kdy zavisle proménnd Y je dicho-
tomicka nahodnd veli¢ina, tj. veli¢ina, ktera muze nabyvat pouze dvou hodnot,

jiz neni mozné pouzit linedrni regresi k predikci jeji stredni hodnoty.

2.1.2. Zobecnéné linearni modely

V této kapitole ukazeme takové typy model, v nichz jsou nékteré z predpo-

kladu klasického linedarniho modelu poruseny.

Casto nenf néktery z predpokladi klasického linedrniho modelu splnén. Potom
se predpoklady modelu uvolnuji a zkoumaji se vlastnosti takto nové vytvotrenych
typu modelu.

Necht Y ~ Alt(r). Je videét, Ze pouziti modelu ve tvaru Y = Sy+ B121 + foza+
... + Bpx, + € neni korektni, nebot na levé strané vystupuje diskrétn{ velicina,
zatimco na pravé strané mé chybova slozka dle vlastnosti linedrniho regresniho

modelu normélni rozdéleni. Pokud vyjadiime stfedni hodnotu

E(Y;|x) = Bo + frz1i + Pazai + ... + Bprp = X3,

nebo tspornéjsim maticovym zapisem

vidime, ze stfedni hodnota nahodné veli¢iny je nulova.

Objevuje se tu ovSem problém. Linearni funkce se muze nachézet v celém
oboru redlnych ¢isel, zatimco stiedni hodnota alternativniho rozdéleni je ¢islo
z intervalu (0,1). Tuto situaci zndzornuje obrazek 2.1.

Pokusime se tedy nalézt tzv. spojovaci funkei, kterd interval (0, 1) transfor-

muje na celé R.

16



E(Y)

Obrazek 2.1: Problém diskrétni hodnoty zavisle proménné

Spojovaci funkce

Spojovaci funkce (anglicky link-function) je funkce, kterd urcuje vztah mezi

vysvétlovanou proménnou a regresni funkei. Oznacime ji g. Potom plati

g(E(Y]x)) = xB.

Volba spojovaci funkce neni zcela libovolnd, v tabulce 2.1 jsou znazornény

typické kombinace spojovacich funkeci a ocekdvanych distribuci vysvétlované pro-

ménné. O Poissonové, gama a Gaussové rozdéleni si ¢tendf muze precist v do-

datku, str.46.

Typ proménné

, Typicka“ spojovaci funkce

Referencni distribuce

pocty (frekvence)
pravdépodobnost (relativni frekvence)
rozmery, pomery

vzacné typy méreni

log
logit nebo probit
inverze nebo log

identita

Poissonova
binomicka
gama

Gaussova (normalni)

Tabulka 2.1: Volba spojovaci funkce.|[9]

Uvazujeme, ze Y ma alternativni rozdéleni, coz je specidlni piipad bino-

mického rozdéleni, tedy muzeme predpokladat, ze jako spojovaci funkci pouzijeme

17




logit nebo probit. Tyto funkce jsou objasnény nize.
Vime, ze pro stfedni hodnotu alternativntho rozdéleni plati E(Y) =1 -7 +

0-(1 —7)=m. Tedy muzeme psat

Zde se nachdzime na intervalu (0, 1), nebot pravdépodobnost 7 € (0, 1).

Sance

Sance (anglicky odds) vyjadiuje, kolikrat je (v dané kategorii) pravdépodob-

v e~/

P(A)

sance(A) = 1= P(A)

kde P(A) znac¢ime pravdépodobnost, ze nastane jev A. Hodnoty Sance lezi v in-

tervalu (0, 00).

Déle je tfeba transformovat interval (0,00) na interval (—oo,00). K tomu

pouzijeme logaritmus, ¢imz zavedeme logitovou funkci:

log (%) = logit(P(A)).

Tim jsme se dostali na celé R. Nasli jsme tedy hledanou spojovaci funkci:

g(r) = log (&) — logit(r).

Poznamka 2.1.1 Pouzili jsme logitovou funkci. Probitovou funkci a porovndni

logitové a probitové funkce nalezneme napriklad v [5].

Oznacime-li logit (7) = log(;*-) = k a upravime

™

1 =k
og(;——)

18



potom dostaneme

ek ek
W:1+ek - klggol—I—ek_l
ok
- lim =

Pro k =1 plati

Pro k= -1

Poznamka 2.1.2 Vidime, Ze plati 15, + ﬁ =1.

2.1.3. Logisticka regrese

Logisticka regrese predstavuje regresni vztah diskrétni povahy, specidlné vztah
binarnich dat se dvéma definovanymi kategoriemi.

Logisticky model ma tvar
logit(7(x)) = x5,
kde logit je logaritmus Sance.
Graficky lze logisticky model interpretovat jako sigmoiddlni kiivku 7 (x), kterd
vyjadruje odhad zavislosti pravdépodobnosti vyskytu sledovaného jevu v zavislosti

na x (viz obrazek 2.2).

19



1
e
1+e
1/2
1
1+e
1 0 4 logit it

Obrazek 2.2: Kiivka logistického modelu

Interpretace parametra

Nyni se podivame, jak lze parametry o, 31, ...3, interpretovat.

Nejprve vezmeme v iivahu nejjednodussi piipad, kdy mame jednu vysvétlujici
proménnou x, kterd nabyvd pouze dvou hodnot, x; = {0,1}. Muzeme si to
napiiklad piedstavit tak, Ze buiika bud je (1) nebo neni (0) vystavena ptisobeni
néjaké latky. Potom mé funkce logistické regrese tvar

m(21) _
log <1—7r(951)> = Bo + Bir1.

Pokud na ni latka nepusobi, z; = 0, pak dosazenim do rovnice ziskdame
m(0)
1 ——— | = bo.
> <1 - 7r<0>> *
Pro bunku, na kterou latka pusobi, ziskame vztah
m(1)
1 — | = :

Mame tedy dvé rovnice o dvou neznamych. Z prvni rovnice pomoci expo-
nencialni funkce ziskame Sanci pro 1 = 0:
m(0) m(0)
log| ———= | = = efo= 77
g<1—7r(0)> o 1—(0)
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Odectenim rovnic

. wgrl()l) e sance(l) 5 N B sance(1
& w0 T8 sance(0) ~ sance(0
1—7(0)

ziskdvame pomér Sanci (anglicky odds ratio). Pomér sanci udavéa, kolikrat veétsi
Sanci mé vyskyt daného jevu mezi ptipady s 1 = 1 nez pro ty s x; = 0.
Nyni muzeme vyslovit hypotézy. Pokud nés bude zajimat, zda z; ma vliv na

Y, testujeme Hy : B, = 0. Plati, ze ¢’ = € = 1. Tedy
= sance(1) = sance(0).

P#i nulové hypotéze Hy : f1 < 0 plati e’ < 1, a tedy

S 1
w <1 = sance(1) < sance(0).
sance(0)

Nyni dvahy rozsifime na tii mozné hodnoty vysvétlujici proménné, z € {0, 1,2},
kde 0 znaci, ze na bunku nepusobi zadna latka, 1, ze je vystavena pusobeni néjaké
latky A a 2, ze na ni pusobi latka B.

Zde si jiz musime definovat tzv. pomocné proménné (angl. dummy variables).

1 ...pusobi latka A
1700 .. jinak
Pomocné proménné [ 1 ...piisobi litka B (2.1)
2700 .. jinak

Pro bunku, na kterou pusobi ldtka A, pak plati:  (x1,z2) = (1,0)
Pro bunku vystavenou pusobeni latky B: (x1,22) = (0,1)

A pro neosetrenou bunku: (x1,22) = (0,0)

Jako referen¢ni skupinu zvolime skupinu s neoSetienymi bunkami a s ni budeme

porovnavat ostatni skupiny.
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Logisticka funkce mé tedy tvar

= Bo + Brx1 + Paxo,

kde vektor x = (21, x2).
Nejprve budeme uvazovat skupinu, kde pusobi latka A. Ta nam spolu s refe-

ren¢ni skupinou poskytne dvé rovnice

7(0,0) B
log (1 — w(0,0)> = o

WETRI

Z prvni rovnice opét hned ziskame vyjadienou Sanci pro skupinu neoSetienou

7(0,0) B . 7m(0,0)
e R

Odectenim rovnic

log <l7r(1,0)> — log <17T(0’0)> = Bo+ b1 — Bo

—7(1,0) —W(0,0)
| 1%1(73)0) , sance(1,0) 3 N 5 sance(1,0)
0 =log ——— - = P = 2 Y
° 1i§r0(78)o) ° sance(0,0) sance(0, 0)

ziskavame pomeér Sanci skupiny oSetrené latkou A vzhledem k referenc¢ni skupiné.

Obdobné vypocty provedeme pro skupinu, ktera je oSettena latkou B. S refe-

renc¢ni skupinou tvoii dvé rovnice

1 —7(0,0)
7(0,1) B
10g<1_ﬁ(0’1)> Bo + B2



Odectenim rovnic

log (%) —log (%) = Bo+ B2 — 5o

w(0,1)

- S 0,1) sance(0, 1)
log - 7(0,1) 1 sance(0, _ - B2 _ )
°8 1’_T£r0(’g)0) °8 sance(0,0) p ‘ sance(0, 0)

ziskdavame pomeér Sanci skupiny, kterd je oSetfena latkou B vzhledem k referenc¢ni

skupiné.

Odhad regresniho parametru

Pro odhad parametru Sy a f; muzeme vyuzit odhady Sance pti ruznych hod-
notdch x. Necht n;; pro z =i a Y = j je zjisténd cetnost, kde i,j = 0,1. Déle

necht n; = n;y + n;;. Potom plati

3
S
=

S __ Mno. __

sance(0) = ;2 = —
o 00
nii

S __ ni. _

Sance(l) = ;= = o

3
=

Odhady parametru B poté jsou

. . ance(1
Go=log ™, B = log Reell) _ o Moot
Moo sance(0) np1M10

Pokud by 4, j nabyvalo vice hodnot, muzeme regresni parametry odhadnout
naptiklad pomoci metody maximalni vérohodnosti. Uvazime-li nejjednodussi pripad,
kdy je ndhodny vybér z alternativniho rozdéleni s parametrem 7, budeme maxi-
malizovat rovnici:

n

I(r(x) =]] (W(Xi)yi(l - W(xi))”yi> — max.
i=1
Po zlogaritmovani dostavame tzv. logaritmickou vérohodnostni funkci

i <yz log m(x;) + (n — y;) log(1 — W(XZ))> — max.

i=1
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Tuto funkci zderivujeme podle 7 a polozime rovnu nule. Tim ziskdvame rovnici

vérohodnosti
oL _ ?zlyi_n—Z?zlyi —0
on(x;)  m(x;) 1 —7(x;) '

Jejim feSenim je
(%) = — Zyz' =Y.
Tedy parametr 7 = ¢y je maximem logaritmické vérohodnostni funkce.

Obecné odvozeni lze nalézt napiiklad v [1] nebo [4].

Pokud se vyuzije toho, ze plati

log ——— 1— 7(x,) Zﬁ]xwv (2.2)
P
P j=0 ﬁjxij 4 -1
1—m(x;) = 7(x;)e” j=0 Pi%ii — e]—pe_ gm0 Bimii [ 1 4 250 Bimis :
1 4 2ei=0 i

muzeme vérohodnostni funkci upravit

8) = 1 () (1 = ()

1=

-1 w(x»)% (1=t

— f[lebg (15:830)% ﬁ (1 — 7r(xl-)>n

=1

[y

.

S DAg” log ( 7 _;sz)) H (1 — 7T<Xi>>n

i=1

n n -n
— e2aim1 Yi 2o By H (1 + 020 5]'%'.7)

<1 + GZ?ZO B]”“j) )

—_

—e ?:0(21 lyzmw)ﬁ

.::13

=1
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Opét ji zlogaritmujeme

L(B) = Zp: (Zn:yz%> Bj — Zn: nlog <1 + iz Wu)
7=0 \i=1

=1

a parcialni derivace logaritmu polozime rovny nule

eZZ:o BrTik

oL(B) & n |
= > gy — Y < = 0,j = 0,..,p.
aﬁj ; Y J ; J 1 _|_ GZk:O BrTik J P

p
D h—o Bik
g

S S S je roven odhadu 7;, ziskdme opét normalni
1+e k=0 "kTik

S vyuzitim toho, ze vyraz

rovnice a z nich odhad parametru 3
n n
Z?Ji%‘j—znﬂﬂzj:Q J=0,1,...p.
i=1 i=1

Pokud vyuzijeme rovnost ji; = n7;, muzeme rovnice zapsat jako

Z?/ﬂij - Zﬂﬂzj =0, J=0,1,..,p.
i=1 i=1

Intervaly spolehlivosti a testovani parametru g;

Nyni uré¢ime jednotlivé odhady parametru ;. Krajni body ziskdme ze vztahu

~

B; + uy—z\/var(B);;,

A

kde uj_g je (1 — §)-kvantil normalntho rozdéleni N(0,1) a var(8);; je odhad
variancni matice. Tedy presnosti jednotlivych odhadu Bj urc¢ime jako odmocninu
z diagonalnich prvku varianéni matice. Tuto matici ziskame jako inverzi z in-
formacni matice I s prvky

. ( 7L(B)

) oo g, h=0,1,....p.
aﬁgaﬁh> o g P

Vyse jsme jiz odvodili, ze

aL(/g) " n QZLI BrTik
Y iLig — ) Tj )
8’89 z:zl Yitia ; g 1+ eZZzl BrTik
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Tedy ndm nyni staci provést druhou derivaci podle 3, opét s vyuzitim platnosti

vztahu 2.1.3.

622:1 BrTik (1 + eZLl ﬁwik) _ eZZ=1 BrTik eZZ=1 BrTik

oL*B) _ Z”: -

a’BQ'Bh i=1 (1 + 622:1 6’“‘”“6)2
i o2kt PrTik 1 i 0 |
= = 2_NigTin = — ) xigrgpnm(l —m;).
gt 19 1+ €Z§:1 Brxir 1+ eZZ:1 BrTik ~ 1gi i i

Vzhledem k tomu, ze druhd derivace nezavisi na y;, plati rovnost stfedni hodnoty

informacni matice a pozorované hodnoty
I = X' diag[nm;(1 — )] X = XTWX.

Vidime, ze informacni matice je rovna zaporné vzatému hessianu. Lze ji tedy
ziskat jiz v prubéhu itera¢niho procesu pti hledani odhadu parametru 3. Odhad

varian¢éni matice je roven
var(B) = (XTWX) 1.

Vyhodou je, ze matice W je pozitivné definitni. Pokud m4a matice planu X plnou
sloupcovou hodnost, je pozitivné definitni i informac¢ni matice I a tedy i hessian
H. Ten pak 1ze snadno invertovat a pouzit v iteracnim procesu.

Také lze takto testovat hypotézu H, : 3; = 0 pomoci Waldovy testovaci
statistiky

Z =

~

var(8);;
Druh4 mocnina této testovaci statistiky méd asymptoticky x? rozdéleni o 1 stupni

volnosti.

Hodnoceni kvality modelu

Jednou z moznosti jak ovérit, zda model dobie popisuje redlna data, je pouziti

Akaikeho informaé¢niho kritéria (AIC). Toto kritérium zohlednuje pocet para-

vvvvvv
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dano vztahem
AIC = =2[(f1,y) — pl.

Pokud se dle tohoto kritéria srovnava vice modeli, budeme za nejlepsi povazovat

s~/

Pro dalsi moznosti jak ohodnotit kvalitu modelu odkazuji napiiklad na [0].
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Kapitola 3

Zobecnéné linearni modely se
smisenymi efekty

Doposud jsme uvazovali pouze modely s pevnymi efekty, které predpokladaly,
ze pozorovani jsou vzajemné nezavisla. Tyto modely nejsou vhodné pro analyzu
nékterych dat, napiiklad dat ve shlucich, kde pozorovani v ramci jednoho shluku
jsou podobnéjsi nez pozorovani ze shlukta odlisnych. Pozorovani v ramci jednoho
shluku jsou tedy obvykle pozitivné korelované.

V této kapitole budeme uvazovat model jak s pevnymi, tak s ndhodnymi
efekty. Nahodné efekty zohlednuji existenci shluku a nabyvaji stejnych hodnot
v ramci jednoho shluku a odlisnych hodnot pro shluky rozdilné. Tato kapitola

cerpa hlavne z [1], ale také ¢dstecné z [7] a [10].

Zobecnéné linedrni modely se smiSenymi efekty (GLMM, z angl. Generali-
zed Linear Mixed Models) se pouzivaji pro popis dat, kterd nemusi pochazet
z normalniho rozdéleni, ale z libovolného rozdéleni exponencialniho typu. Data
v sobé navic zahrnuji vice zdroju variability. V modelu se projevi jak pevné, tak
nahodné efekty. Pevné efekty popisuji vliv faktort, které ptusobi na vsechny kate-
gorie. Pifkladem miuze byt puisoben{ néjaké nemoci na vsechny pacienty v Ceské
republice. Nahodné efekty zachycuji vlivy, které pusobi na jednotlivé kategorie.
Jako kategorie muzeme uvazovat napiiklad zpusob 1écby v jednotlivych nemoc-

nicich, které danou nemoc 1éci.
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Necht y;; je hodnota pozorovani ¢ v i-tém shluku, t = 1,...,T; (v jednotlivych
shlucich se pocty pozorovéni mohou lisit). Necht rozdéleni jednotlivych slozek
zavisi na pevnych sloupcovych vektorech x;; prostfednictvim vektoru parametru
B3 a na sloupcovych vektorech z; skrze vektor ndhodnych efektt u;. Déale necht
wir = E(Yy|u;). Pak rovnice zobecnéného linerantho modelu se smisenymi efekty

ma tvar
9(ir) = X383 + Zyw;, (3.1)
kde g(+) je spojovaci funkce a u; ~ N(0, ).
Pro rozptyl plati
var(Yaw;) = duv(par),

kde v(-) je funkce rozptylu, kterd popisuje zdvislost rozptylu na praméru. Casto
se voli ¢;; = 1 nebo ¢y = w%, kde wy; je znamé vaha (napt. pocet dichotomickych

pokust) a ¢ je nezndmy parametr rozptylu.

3.1. Zobecnéné linearni modely s jednim nahod-
nym efektem

Uvazujeme-li z; = 1, pak dostaneme model s jednim nahodnym efektem

9(pat) = X8 + ujo,

kde jsme w; nahradili ufo, uf ~ N(0,1). Tato rovnice ma tvar obycejného zo-
becnéného linearniho modelu s nezndmymi hodnotami ;.

Nahodné efekty nékdy reprezentuji nahodné chyby méteni vysvétlujicich pro-
ménnych. Pokud bychom regresor x;; nahradili =}, +¢;, kde z7, je spravna hodnota
a €; chyba méfeni, potom muzeme ¢; povazovat za ndhodny efekt.

Regresni parametr 3 lze odhadnout pomoci metody maximélni vérohodnosti,
jak jsme ukazali v kapitole 2.1.3. Nyni k alternativnimu rozdéleni pridame dis-
tribuéni funkci rozdéleni nahodného efektu.

Budeme uvazovat hustotu normélniho rozdéleni ¢ pro dané o2.
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) = 1T (70007 (1= 7)) ¥ 00(0) ) s,

=1

Zlogaritmovanim dostavame logaritmickou vérohodnostni funkci

zn: (yz log w(x;) + (n — y;) log(1 — 7(x;)) + log(%z(ui))) — max .

i=1
Dle [1] plati

IOgli(ﬂ()xz) Zﬁjx” + u;0,

GZ§_0 Bjwijtuio

AT

-1
:Q+;zmeﬁ.

o~ 2o BiTigTuio

1 - W(Xi) = W(Xi)e_ Zf:o Bizijtuic _

Pak funkci muzeme zapsat jako

i=1
= Z_f{ (1 j%:g{») i<1 — W(Xz))n¢a2 (u;)
= ﬁ % (133?2))% ﬁ (1 — W(XZ)>n¢gz(uz)
=1 i=1
> i vilog 1”5:‘;)2 n B 2
e ) g (1 T xz)) b2 (1;)

n n -n
:Lw3MWWH@@%MWﬂ¢mm

i=1

—e §=0(Zi:1 yixij)ﬁj+2i:l Uil H (1 -+ GZ;'?:o ﬁjxijerU) ¢02 (uz)

i=1
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Opét ji zlogaritmujeme

L(B) = Z ( Z ym;) Bj+z Uiyia_z nlog (1‘1‘62?‘0 ﬁjxiﬁum) +log (Q%Q (%))
i=1

7=0 =1 =1
a parcialni derivace logaritmu polozime rovny nule

622:0 Brikt+uio

oLB) _ & ! |
= zxz— TLZL‘Z 5 :07 :O,..., .
aﬁj ; Y ; ! 1+ €Zk:0 Brzik+uio J p

P
Z _ o Brziptuo
“e, N~ , k=0 5
S vyuzitim toho, Ze vyraz ==
l+e E=0 Bz tuio

je roven odhadu 7;, ziskdme opét

normalni rovnice a z nich odhad parametru 3
n n
Zyzxw_znﬂ-zxwzov J :071;”-7]9-
i=1 i=1

Pokud vyuzijeme rovnost fi; = n;, muzeme rovnice zapsat

Z?Jﬂij - Zﬂixij =0, J=0,1,....p.
i=1 i=1

3.2. Logistické GLMM pro binarni parova data

Binarni parova data jsou takova data s binomickych rozdélenim pravdépo-
dobnosti, kterd maji v jednom shluku vzdy jen dvé pozorovani. Pro pozorovani ¢
v i-tém shluku je v piipadé uspéchu y;; = 1 a v pripadé selhani y;; = 0, t = 1, 2.

Pro zobecnény linerani smiseny model plati
10g1t(P<}/;t = 1)) = o; + 51}7

kde z1 =0a 29 = 1.

Piikladem téchto dat mohou byt vysledky pacientu, ve kterych kazdy shluk
reprezentuje pacienta a pro kazdého pacienta mame dvé hodnoty lékarskych testu,
pred a po 1écbé (napiiklad ma nebo nemé v téle streptokoka). Hodnoty «; jsou pro

kazdého pacienta odlisné a charakterizuji, jak je pacient nachylny k dané nemoci,
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jsou to tedy nahodné efekty. Vyraz [x; zastupuje pevny efekt, ktery popisuje
rozdil mezi skupinami z; = 0 a z; = 1. Pak muzeme testovat hypotézu, zda je
B =0, tedy zda je u lékarskych testu znatelny rozdil pred a po 1é¢bé (napt. zda
se vyskyt streptokoka u pacienti po 1é¢bé znatelné snizil ¢i nikoliv).

Ekvivalentné muzeme psat
logit(P (Y1 = 0lu;)) = a + wy, (3.2)

logit(P (Yo = 1|u;)) = o+ 8 + s, (3.3)

kde u; = a; — o pro néjakou konstantnu «. Proménnd u; reprezentuje nahodny
efekt pro i-ty shluk a pro vsechna i jsou u; vzajemné nezavisla a maji normalni
rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a stejnym nezndmym rozptylem. Pii pevném
u; JSOU Y;1 a Yo nezavislé.

Model popsany rovnicemi 3.2 a 3.3 je specialni ptipad modelu 3.1, kde u;; =
P(Yiy = 1|u;), g(-) je logit, 8" = (o, 8), X1 = (1,0) a x';2 = (1,1) pro vsechna i
a zy; = 1 pro vSechna ¢ a t. Zobecnény linedrni model se smiSenymi efekty v této
podobé se nazyva model s ndhodnym absolutnim ¢lenem, ktery misto obvyklého
pevného absolutniho ¢lenu o pouzivéa absolutni ¢len ndhodny o + u,;. Necht Y; =
Yy a Yo = >y jsou marginalni distribuce, kde Y} mé binomické rozdélni

e t+B+U )
)

a+U , . . , - ’
£ ), Y5 mé binomické rozdéleni s parametrem E (W

s parametrem F (W
U ~ N(0,0?). Pokud je rozptyl o2 velky, tzn. Ze hustota normdlnfho rozdélenf je
rozprostifena mezi mnoha hodnotami, pak u; mohou nabyvat i velkych pozitivnich
nebo velkych negativnich hodnot. Shluk s vysokymi kladnymi hodnotami u; ma
relativné velké pravdépodobnosti P(Y;; = 1|u;) prot = 11 pro t = 2, tzn.
ze s velkou pravdépodobnosti bude platit (y;1,4:2) = (1,1). Shluk s vysokymi
zapornymi hodnotami u; mé relativné malé pravdépodobnosti P(Y;; = 1|u;) pro
t = 1,2, tzn. ze s velkou pravdépodobnosti bude (y;1,%:2) = (0,0). To plati
pro model popsany rovnici 3.2 i 3.3, ve které sice § vysledné hodnoty trochu
zméni, ale za predpokladu vysokych hodnot o2 budou platit stejné zavéry, tj.

pravdépodobneé bude (i1, yi2) = (1, 1) pro shluk s vysokymi kladnymi hodnotami

w; a (Y, yiz) = (0,0) s velmi nizkymi hodnotami u;. Pro tyto modely jsou Y7 a
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Y5 nezavislé, pouze pokud o = 0.
Tento model je vzacnym piipadem toho, ze pevné efekty maji v modelu

s ndhodnymi efekty pevné danou formu odhadu maximalni vérohodnosti, a to:

B =log (/le)‘
K12

Pokud pro vybérovou hodnotu logaritmu pomeéru Sanci plati

log(n11n22/n12m21) > 0,

potom fig, =ng proa=1,2,b=1,2 a ,@ = log(ng1/m12).

3.3. Logit-normalni model pro binarni data

Nyni budou predstaveny modely s nahodnymi efekty pro binarni data, které
se oznacuji jako logit-normalni modely. Pro jednorozmérny ndhodny efekt ma
model podobu:

logit(P (Vi = 1|u;)) = x'uB + wy, (3.4)

kde u; jsou nezavislé ndhodné veliciny, u; ~ N(0,0?). Toto je specidlni ptipad
zobecnénych linedrnich smisenych modelu (3.1), ve kterém je spojovaci funkce
logitova a ndhodné efekty tvori ndhodny absolutni ¢len. Obecnéji pak muze byt
spojovaci funkci v modelu 3.4 inverzni funkce k libovolné distribu¢ni funkci. Pro
tyto modely pii pevném wu; jsou Y;s a Yj; nezavislé. Korelace téchto velicin je
nezaporna, jak dale ukazeme.

Necht distribuéni funkce @ je inverzni funkei ke spojovaci funkci. Potom pro

s # t plati
cov(Yis, Yiy) = Elcov(Yis, Yig|ui)] + cov[E(Yig|w;), E(Yi|us)] =
=0+ cov[® (X158 + u;), P(X' 3B + u;)].
Obe distribuc¢ni funkce @ jsou v wu; rostouci, a proto je korelace nezaporna.

Poznamka 3.3.1 Pokud o = 0, logit-normadlni model 3.4 se zjednodusuje na

obycejnou logistickou regresi, kterd uvazuje vsechna pozorovani nezdvisld.
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Specialnim pripadem téchto modelu je model s ndhodnym absolutnim ¢lenem
ve tvaru:

kde u; jsou vzajemné nezdvislé, u; ~ N(0,0?). Je mozné do modelu piidat inter-
cept « za prepokladu omezeni na nékteré [3;, napr. pokud Sr = 0. Tento model je
tedy jakymsi rozsitenim modelu 3.3. Zde ale predpokladame, ze v kazdém shluku
jsou vice nez dvé pozorovani (T' > 2). Jeho prvni vyuziti bylo v psychomet-
rii. Pravdépodobnost P(Y; = 1|u;), Ze i-ty pacient spravné odpovi na otdzku ¢,
zavisi na celkové schopnosti pacienta, ktera je charakterizovana proménnou u;,
a také na snadnosti otdzky charakterizované proménnou ;. Takovéto modely se

nazyvaji item-response modely. Jejich logitovou verzi je pak Rashtuv model.
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Kapitola 4

Realna aplikace - vyzkum HIV

Nyni aplikujeme vySe uvedenou teorii na redlnou situaci tykajici se pacientu
nakazenych virem HIV. Nejprve predstavime onen virus. Veskeré informace o této
problematice byly cerpany z [3] a [ 1]. Nésledneé jiz budeme aplikovat jednotlivé
zobecnéné linedrni modely na redlnd data. Veskeré vypocty byly provadény v soft-

waru R a jsou prilozeny na CD v souboru ,script_hiv.R*“ a ,vystupy_hiv.RData*.

4.1. Virus HIV

HIV je virus, ktery v organismu napada urcitou skupinu bilych krvinek, ve
kterych se ddle mnozi. Nasledné bilé krvinky zabiji a snizuje tim v téle napadeného
clovéka jejich pocet. Jejich pokles vede k selhani imunity a rozviji se v onemocnéni
AIDS. Organismus se stava nachylny k fadé dalsich infekénich a nadorovych
onemocnéni. Clovek pak muze umiit tfeba i na chiipku.

DNA jsou biologické makromolekuly ve tvaru dvojité sroubovice. Dvé vlakna
se kolem sebe ovijeji a jsou spojena bézemi - adeninem, thyminem, cytosinem a
guaninem. Ruznymi kombinacemi téchto bazi vznika gen. Pokud se na cytosino-
vou bazi DNA navaze methylova skupina, dochazi k vypnuti genu, tzv. inaktivaci.
Potom se na danou ¢ast genu nemuze nic vazat, a tedy nelze spustit produkci
genu. Pokud je inaktivovan tsek genu, kam se zaclenil HIV virus, stava se virus

neaktivni a prechazi do spiciho stavu.
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Samotné methylaci se zabranit neda, protoze k ni dochazi béhem prvnich
tydnt po infekci, kdy pacienti o ndkaze vétsinou jesté ani nevedi. Vedei AV CR
hledali zpusob, jak gen znovu aktivovat, aby virostatika mohla virus zni¢it. Nasli
vhodnou kombinaci latek a nyni ji testuji.

Nasim tkolem je z realnych dat o pacientech, ktefi jsou ruznou dobu nakazeni
HIV virem, zjistit, zda se s rostouci délkou doby od nakazy zvysuje vyskyt téchto

neaktivnich vazeb.

4.2. Data HIV

Nami analyzovand data zahrnuji informace o 26 pacientech, ktefi jsou ruznou
dobu nakazeni virem HIV. U kazdého pacienta zndme délku trvani lécby. Dale
ke kazdému pacientovi mame ruzny pocet nahodné vybranych bunék a ke kazdé
bunce hodnoty pro devét dinukleotidu. Pokud je na dané pozici jednicka, znamena
to, ze se tam methylace vyskytuje. A naopak, pokud je tam nula, methylace se
nevysktuje. Pro kazdého pacienta tedy mame ruzné velkou matici, ktera se sklada

z jednicek a nul, viz obrazek 4.1.

12 dinukll dinukl2 |dinukl3 | dinukld dinukls dinukle  (dinukl?7  dinukl8d  dinukl9
burika 1
burka 2
burika 3
burika 4
burika 5
burika 6
burika 7
burika 8
burika 9
burika 10
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Obréazek 4.1: Nahodné vybrand data o pacientovi

Kazdy pacient ma tedy jiny pocet methylovanych dinukleotidu. Maximalni
pocet methylovanych dinukleotidu u nasich pacientu je 53, ale jsou i pacienti, u
kterych se nevyskytuje zadna methylace. Prumérny pocet methylovanych dinuk-

leotidu je 6,3. Pokud u pacientu nahlédneme na procentudlni vyskyt methylace,

36

o o o o o o oo O O



maximélni hodnota je 45%, minimdlni 0% a prumérnd 5,3%. Déle zndme délku
lécby pacientu. Nejkratsi doba 1ééby u naseho vzorku pacientu je 10 meésicu,
nejdelsi pak 264 mésicu, tj. 22 let. Prumérnd doba 1écby je priblizné 69 mésicu,
tedy necelych 6 let. Graf na obrézku 4.2 zndzornuje vztah mezi dobou lé¢eni (pro
lepsi prehlednost je uvedena v letech) a procentem methylovanych dinukleotidu u

jednotlvych pacientu. Vidime, ze nejvice pacientu se 1é¢i méné nez 5 let a nemaji

Doba Iécby pacienta/procento methylovanych dinukleotidu
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Obrazek 4.2: Procento methylovanych dinukleotidu u pacientu

prilis methylovanych dinukleotidi. Objevuji se ale i vyjimky jak v délce 1é¢by,
tak v poctu methylaci.

U vsech pacientu dohromady mame informace o 305 bunkéch, které obsa-
huji ruzny pocet methylovanych dinukleotidu. Tyto pocty znazornuje graf na
obrazku 4.3. Je patrné, ze vétsina bunék zadné methylace neobsahuje a pokud
ano, nejcastéji obsahuje pouze jeden methylovany dinukleotid. Bohuzel se u pa-

cientu vyskytuji i bunky, které maji methylovanych vsech devét dinukleotidu.
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Pocet methylovanych dinukleotidd v buice
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Obrazek 4.3: Pocet methylovanych dinukleotidi v bunce

Vztah mezi délkou 1écby pacienta a poctem methylovanych dinukleotidu v
buiice znazorfiuje graf na obrazku 4.4. Cekali bychom, Ze s rostouci délkou lécby
budou mit pacienti méné ¢ vice methylovanych dinukleotidu. Z grafu ale na
prvni pohled zadna zavislost vidét neni. Zda se tedy, ze bude hodné zalezet na
nachylnosti pacienta nebo bunék k vyskytu methylace. Tuto domnénku zkusime
overit matematicky.

Pokud bychom meéli slovné popsat nas model, fekneme, ze vyskyt methylace

zavisi na ¢tytech faktorech:
1. Pacientovi - ndhodné vybereme pacienta (ndhodny efekt),
2. Dobe 1écby - kazdy pacient se néjakou pevné danou dobu 1é¢i (pevny efekt),

3. Vybrané bunce - u daného pacienta ndhodné vybereme nékterou z bunék

(ndhodny efekt),
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Pocet methylovanych dinukleotidu v buiice/doba lécby pacienta
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Obrazek 4.4: Pocet methylovanych dinukleotidu v zavislosti na dobé 1é¢eni

4. Dinukleotidu - kazda burika pevné obsahuje devét dinukleotidu (pevny
efekt).

Schématicky bychom model mohli popsat takto:
Vyskyt methylace ~ Doba 1écby + Pacient + Buiika + Dinukleotid.

4.2.1. Pevné efekty (GLM)

Nejprve se zkusime tplné oprostit od nahodnosti. Nebudeme uvazovat vliv

nahodnych efektu - pacienta a bunky. Model se pak zuzi do podoby

Vyskyt methylace ~ Doba 1écby + Dinukleotid.
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Pro dinukleotid zavedeme pomocné proménné (dummy variables) - identi-
fikatory jednotlivych dinukleotidu - a budeme testovat podmodely obsahujici ne-
nulové efekty vzdy jen u nékterych dinukleotidu. V ,hlavnim® modelu (oznacime
ho 0) budeme uvazovat vSechny dinukleotidy. A k tomuto modelu testujeme dva
podmodely - nejprve zkusime tiplné vynechat proménnou pro dinukleotid (model
s oznacenim 1) a poté vezmeme model s nejvice odlisnym dinukleotidem, coz je po
otestovani dinukleotid ¢islo 5 (model s oznacenim 2). Pokud otestujeme platnost
podmodelu (1) modelu (0), dostaneme p-hodnotu 0,36. Tedy nulovou hypotézu
na hladiné vyznamnosti 0, 05 nelze zamitnout a zd4 se, ze by se dalo pracovat jen
s jednodussnim modelem (1). Po otestovéni platnosti podmodelu (2) modelu (0)
je p-hodnota 0,73, tedy by bylo i mozné misto modelu (0) pracovat s modelem
(2). Otazkou je, zda se da fici, ze plati podmodel (1) modelu (2). Po otestovani
vyjde p-hodnota 0,036, tedy na hladiné vyznamnosti o = 0,05 bychom hypotézu
platnosti podmodelu zamitali. Ale je to pomérné blizko hranice vyznamnosti, a
tak radéji tuto myslenku jesté ovérime pomoci Akaikova informacniho kritéria.
Toto kritérium potvrzuje domnénku - model (2) je vhodnéjsi nez model (1). Tedy

pro nase dalsi vypocty budeme vychézet z modelu (2).
Vyskyt methylace ~ Doba 1é¢by + Dinukleotid5.

Pro vSechny vypocty byl pouzit software R. Testy podmodelt byly provedeny
pomoci pitkazu anova(podmodel, model, test="Chisq”). Vypocet Akaikova in-
formac¢niho kritéria piikazem c(AIC(modell),AIC(model2),AIC(model0)). Toto

feSeni je ulozeno na prilozeném CD pod nazvem ,vystupy_hiv.RData“.

4.2.2. Jednorozmérny smiSeny efekt (GLMM)

V této ¢asti k pevnym efektum priradime jeden nahodny efekt, a to efekt
pacienta. Muzeme si predstavit, ze kazdy pacient je jinak nédchylny k vyskytu
methylovanych vazeb. Néktef{ jsou nachylni vice, nékteri méné a prumér je zhruba

uprostied. Tedy to vystizné popisuje hustotu normalniho rozdéleni. Nas model
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bude mit pro i-tého pacienta dle 3.4 tvar
logit(m(x)) = By + f1Doba 1écby + fyDinukleotid5 + u(Pacient),

kde u je ndhodna velicina, pro kterou plati u ~ N(0,0?) a x je vektor obsa-
hujici informace o pacientovi - jaky je to pacient, co o ném vime (délka 1écby) a
co u néj méfime (jaky dinukleotid), tedy x = (pacient, délka 1é¢by, dinukleotid).
Snazime se odhadnout parametry tohoto modelu, a to Sy, 51, B2, pro kazdého pa-
cienta parametr ndhodného efektu, tedy 26 parametrii u a také rozptyl o2. Tyto
odhady jsou provadény metodou maximalni vérohodnosti. Pro tuto metodu je
takové mnozstvi parametru piilis, nebot existuje velké mnozstvi moznych kom-
binaci. Budeme tedy muset pouzit simulaci Monte Carlo. Otazkou je, jaky pocet
simulaci zvolit. Bohuzel jsme omezeni kapacitou pocitace a uz pii 10° simulaci
se generovani provad{ pfiblizné hodinu. Usoudili jsme tedy, ze 10° je dostate¢né
mnozstvi, pokud tuto simulaci spustime vicekrat. My jsme ji spustili 30krat.

Vystupy byly rozdilné. Napiiklad vysledek prvni simulace byl takovyto:

A

By = —3,621 (0,181),
B, = 0,002 (0,001),

By = —0,786 (0,374),

kde v zavorkach jsou uvedeny hodnoty smérodatnych odchylek.

Pro w jsme ziskali rozptyl:
u~ N(0;1,685)

a pro kazdého pacienta jinou hodnotu ndhodného efektu, tedy ziskavame celkem

26 hodnot:

0.1766579 —0.9259571 —0.1961500 —0.4752471 —0.1944834 —0.8865888

—0.2430839 0.2208474 — 0.9563604 0.9299452 0.6175557 0.3213349

41



—0.1944834 — 0.7382298 — 0.3077203 3.1810302 — 0.7376712 — 0.1013790
1.0051489 1.5483468 —1.1778042 —0.6887438 —1.0904121 —0.5513574
1.6136429 0.2588970.

Pricemz efekt pacienta je vyznamny ve vSech 30 opakovanich, ale doba 1écby
byla v nékterych iteracich vyznamna a v nékterych nikoliv. Tabulky 4.7 a 4.8
obsahuji p-hodnoty a bodové odhady vsech 30 iteraci'. Pro parametry By, 81, o
a rozptyl o2 jsme hodnoty bodovych odhadu a p-hodnot zakreslili do histogramu

(viz obrazky 4.5 a 4.6). Vidime, ze bodové odhady ziskané pii prvni simulaci

Intercept Cas
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B B
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Obrazek 4.5: Histogramy bodovych odhadu

priblizné odpovidaji hodnotam bodovych odhadu, které maji nejvétsi hustotu

zastoupeni. P-hodnota pro absolutni ¢len vysla ve vSech 30 opakovanich mensi

LOznacenim ,,éas“ je myslena doba 1ééby.
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Obréazek 4.6: Histogramy p-hodnot

nez 0,0001, tedy jsme jeji histogram ani nevykreslovali. P-hodnoty pro dinuk-
leotid jsou vSechny na hranici vyznamnosti. U efektu pacienta se prokazala ve
vSech opakovéanich vyznamnost. Problematic¢téjsi je ale doba 1écby, kterd nabyva
pomérné proménlivych p-hodnot.

Rozhodli jsme se tedy zvysit pfesnost méieni. Pro 10* byla doba 1é¢by nevy-
znamné (p-hodnota rovna 0,435). Obdobné pak i pro 10° simulaci, které trvaly
ptiblizné 72 hodin, je doba lééby nevyznamnym efektem (p = 0,69). Ziskané

vysledky jsou takovéto:

A

By = —3,908 (0,141),
B, = 0,0004 (0,001),

~

Pa = —0,795 (0,374),
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u~ N(0;2,435),

kde v zavorkach u koeficientu B jsou uvedeny hodnoty smérodatnych odchylek.
Tedy na zakladé tohoto modelu bychom usoudili, ze doba lécby vliv na vyskyt
methylace nema.

V softwaru R ma piikaz tvar:
mlm = glmm(y ~ cas + I(dinukleotid == 5),

random = list(~ 0 + as.factor(pacient)),
varcomps.names = c(”pacient”), data = data_hiv,
family.glmm = bernoulli.glmm, m = 10°5).

Hodnoty pevnych efektu ziskdme piikazem mlm$beta.pql a hodnoty ndhodnych
efektu prikazem mlm$u.pql.
Na prilozeném CD lze nalézt postup a feSeni pod nazvy ,script_hiv.R“ a

,vystupy_hiv.RData“.

4.2.3. Vicerozmérny smiSeny efekt (GLMM)

Nyni jiz do modelu ptidame i ndhodny efekt bunky. Zobecnény linearni model

se smisenymi efekty poté bude mit tvar
logit(m(x)) = By + f1Doba 1écby + fadinukleotid5 + uy (pacient) + uq(bunka)

kde u; ~ N(0,01) a ug ~ N(0,09).

Nejprve jsme opét zkusili nékolikrat vygenerovat hodnoty pro 10? simulaci.
Tentokrat jsme ziskali jednoznacné vysledky. Vyznamnost se potvrdila u doby
1écby s p-hodnotou mensi nez 0,0001 a u pacienta s p-hodnotou 0,0002. Taktéz
efekt buriky je pro hladinu vyznamnosti & = 0,05 vyznamny (p-hodnota mensi
nez 0,0001). Efekt dinukleotidu je vyznamny s p-hodnotou 0,007. Pro jistotu
jsme jesté provedli vypocet s 10* simulacemi, ktery jiz trval piiblizné 5 hodin a
predchozi vysledky nam potvrdil. Pouze mirné klesla vyznamnost efektu dinuk-

leotidu (p = 0,01). Pokud nahlédneme na vysledné koeficienty B:

A

By = —3,815 (0,151),
44



By = —0,002 (0,001),
By = —1,094 (0,441),

kde v zavorkach jsou uvedeny hodnoty smérodatnych odchylek, vidime, ze po-
kud se zvysi doba 1écby o 40 let (480 mésicu), argument B1Doba lécby se snizf
priblizné o jednotku. Tedy vliv doby 1écby na vyskyt methylace je o dost nizsi nez
vliv ostatnich pevnych efektu. Ale vliv nejspise ma, tedy pro pacienty tu existuje
nadéje, ze pokud se budou lécit dlouhou dobu, mohou se téchto methylaci zbavit,
a nasledné i viru HIV. Je tieba poukézat, ze s rostouci dobou 1é¢by tento mo-
del ukazuje pokles vyskytu methylovanych vazeb, zatimco vysledky predchozich
modelu ukazovaly jeho narust.

Déle jsme ziskali rozptyly pro nahodné efekty, tedy vime, ze plati:
uh* et~ N(0;0,963),

ub ™ ~ N(0;2,489).

Nahodnost pacienta i bunky se jevi jako dulezité faktory pro vyskyt methylace.
Muzeme tedy fici, ze mezi jednotlivymi pacienty je velka variabilita, stejné tak i
mezi jednotlivymi bunkami.

V softwaru R se pouzije prikaz:
m2m=glmm(y ~ cas+I(dinukleotid==5),

random=list( ~ 0+as.factor(pacient), 0+as.factor(bunka)),
varcomps.names=c(”P” ”B”), data=data_hiv,
family.glmm = bernoulli.glmm, m = 1074).

Hodnoty pevnych a nahodnych efektu se ziskaji stejnymi piikazy jako u jedno-
rozmérného smiseného efektu.
Na prilozeném CD lze opét nalézt postup a feSeni pod nazvy ,script_hiv.R®

a ,,vystupy_hiv.RData“.

45



Dodatek

Dalsi typy distribuci

V této sekci struéné popiseme néktera dalsi rozdéleni pravdépodobnosti nahodné
veli¢iny. Pro detailngjsi popis ¢i dalsi mozné distribuce ¢tenafe odkézeme na [2]

a [3], odkud bylo i ¢erpéno.

Poissonovo rozdéleni

Nechf X nabyva pouze hodnot 0,1, ... s pravdépodobnostmi

)\k —\

P(X:k):ﬁe s

k=0,1,...,

kde A > 0 je dané ¢islo. Pak fikame, ze X méa Poissonovo rozdéleni s parametrem

A, a piseme X ~ Po(\).

Gama rozdéleni

Necht a > 0,p > 0. Gama rozdéleni Ga(a, p) mé hustotu

ap
flz) = e~ Pt x> 0.

Normalni (Gaussovo) rozdéleni

Necht ¢ € R a 0 > 0 jsou dané konstanty (parametry). Normdln{ rozdélen{

je urceno hustotou

a oznacuje se symbolem N(u, 0?).
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Tabulky

Na zavér pridavame tabulky s hodnotami, které jsme ziskali ptfi vypoctech s
vice opakovanimi. Tyto tabulky jsou také ptilozeny na CD v souborech ,tab_bo.xlsx*

a ,tab_p.xlsx“.

iterace intercept cas dinukl pacient_rozptyl
1 -3.621368 0.0018330 -0.7863370 1.6850
2 -3.622184 | 0.0015480 -0.7688350 1.8098
3 -3.937393 0.0035400 -0.76877B0 1.6267
4  -3.590353 0.0013740 -0.7716550 1.6776
5 -3.529237 -0.0026751 -0.7629747 1.7585
6 -3.873891 00021317 -0.7712299 2.5448
7 -3.063675 -0.0051581 -0.7203305 1.8689
8 | -3.739772 | 0.0023690  -0.7874130 1.8909
9 -3.630659 00012360 -0.8119900 1.9853
10 -3.624782  0.0019690 -0.8127520 1.7989
11 -3.434537 00018740 -0.7296710 1.9318
12 -3.639715 | -0.0023160 -0.80742B0 1.7711
13 -3.829393  0.0025229 -0.8022225 2.1418
14 -4.152664  0.0039001 -0.7788541 1.7053
15  -3.853925 | 0.0025400 -0.8111950 1.7847
16 -3.618614  0.0019080 -0.7790220 1.6225
17 -3.655256 -0.0015619 -0.8044050 1.9087
18 -3.756478 | 0.0032184 -0.7560649 1.9371
19 -3.845826 0.0023840 -0.8432280 1.7753
20 -3.478140 | 00027723 -0.7485933 1.8608
21 -3.476128 | -0.0007963 -0.7872011 1.5062
22 | -3.665340 | 0.0022010 -0.7811970 1.6471
23 -3.552643 0.0013970 -0.7803550 1.5138
24 -3.404267 | 0.0007375 -0.8061455 1.8787
25 -3.592658 0.0028560 -0.8057360 1.7880
26 -3.550120 | 0.0007729 -0.7663835 1.8032
27 -3.514759 00008621 -0.7943523 2.3848
28 | -3.460582 | -0.0011455 | -0.7919251 2.0839
29 -3.730635 | 0.0026640 -0.7773820 1.8056
30 -3.520878 | 0.0016640 -0.7837970 1.7181

Obrazek 4.7: Tabulka bodovych odhadu

47



iterace
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intercept cas

2e-16
Z2e-16
2e-16
2e-16
2e-16
2e-16
Z2e-16
Z2e-16
Ze-16
2e-16
2e-16
2e-16
2e-16
Z2e-16
2e-16
2e-16
2e-16
Z2e-16
Ze-16
Ze-16
2e-16
2e-16
2e-16
2e-16
Ze-16
2e-16
2e-16
2e-16
2e-16
Z2e-16

1.192e-01
1.570e-01
1.850e-03
3.362e-01
4.920e-03
2.560e-02
B6.480e-08
6.380e-02
2.550e-01
5.770e-02
7.890e-02
1.340e-02
9.530e-03
4.060e-05
1.710e-02
2.93%9e-01
1.049e-01
1.190e-03
6.320e-02
3.790e-03
4.632e-01
2.055e-01
3.244e-01
7.105e-01
6.410e-03
4.809e-01
3.868e-01
2.211e-01
8.370e-02
2.272e-01

dinukl

0.03560
0.04070
0.03880
0.03880
0.04085
0.03950
0.05110
0.034860
0.03000
0.03090
0.04580
0.03190
0.03027
0.03370
0.03070
0.03650
0.03140
0.04275
0.02490
0.04210
0.03440
0.03570
0.03620
0.03320
0.03272
0.04030
0.03140
0.03240
0.03560
0.03450

pacient_rozptyl
0.0003208
0.000370
0.000210
0.000459
0.000159
0.000164
0.000156
0.000323
0.0003558
0.000247
0.000531
0.000163
0.000172
0.000162
0.000231
0.000454
0.000158
0.000267
0.000260
0.000205%
0.000239
0.000383
0.000292
0.000237
0.000278
0.000252
0.000176
0.000158
0.000471
0.000397

Obrazek 4.8: Tabulka p-hodnot
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Zaver

V diplomové préci jsme si nejprve predstavili kategoridlni data a jejich nej-
znameéjsi rozdéleni. Druha kapitola se vénovala regresni analyze, postupovali jsme
od klasickych linedrnich regresnich modelu pfes zobecnéné, az k zobecnénym
linedrnim modeltim se smiSenymi efekty, kterym je vénovéna kapitola tieti. Ctvrta
kapitola se zabyvala virem HIV. Byla zde popsana realna data o pacientech, kteri
jsou ruznou dobu timto virem nakazeni. Nasledné jsme jiz na tato data aplikovali
teorii zobecnénych linearnich modela.

Za pouziti softwaru R jsme nejprve otestovali model, ve kterém jsme ne-
uvazovali vliv nahodnych efektu. Po otestovani platnosti jednodussich podmo-
delu jsme dogli k zavéru, ze bude v nasledujicich uvahdch postacujici uvazovat
model, ktery obsahuje dobu 1écby a dinukleotid 5. Tyto vypocty byly potvrzeny
pomoci Akaikova informacniho kritéria.

Dalsi cast redlné aplikace se vénuje zobecnénym linearnim modeltim s jednim
nahodnym efektem. Tedy jsme k pevnym efekttim pfiradili jeden ndhodny efekt,
efekt pacienta. Bodové odhady parametru a odhad rozptylu pro ndhodny efekt
jsme ziskali pomoci metody maximalni vérohodnosti prostiednictvim simulace
Monte Carlo. Vypoéty byly pomérné ¢asové narocéné a jiz pro 103 iteraci trvaly
priblizné hodinu. Spustili jsme simulaci vicekrat a na zakladé vysledku zjistili,
ze efekt pacienta je vyznamny a efekt dinukleotidu je na hranici vyznamnosti.
p-hodnoty. Zvysili jsme tedy ptesnost. Pro 10* i 10° iteraci byla doba lécby
nevyznamnym efektem, tedy bychom na zakladé tohoto modelu usoudili, ze doba

lécby vyskyt methylovanych vazeb neovliviuje.
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V zavéru prace jsme se vénovali zobecnénym linearnim modelim s vice né-
hodnymi efekty. Do modelu kromé nahodného efektu pacienta ptibyl i ndhodny
efekt buniky. Opét jsme nejprve nékolikrdt vygenerovali hodnoty pro 10? iteract,
tentokrat s jednoznacnymi vysledky. Tyto vysledky byly potvrzeny i simulaci s
10* iteracemi, ktera trvala piiblizné 5 hodin. Na zakladné tohoto modelu jsme
zjistili, Ze jsou nejen efekty pacienta a bunky vyznamné, ale vyznamna je i doba
léchy. Jeji koeficient méa zaporné znaménko, tedy podle tohoto modelu bychom
tekli, ze se s rostouci dobou 1é¢by snizuje vyskyt methylovanych vazeb.

Tato prace pro mé byla velkym pifnosem, nebot jsem si prohloubila znalosti
regresni analyzy a rozsitila je o zobecnéné linearni modely se smiSenymi efekty:.
Nésledné jsem tyto modely pouzila pfi realné aplikaci, a tedy se naucila, jak
je vyuzit v praxi. Také jsem diky této praci rozsitila své schopnosti pti praci

v softwaru R, se kterém jsem doposud pracovala jen velmi zfidka a okrajoveé.
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