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1. Uvod

Jako téma mé bakditké prace jsem si vybral generovani nahodnsiskl a
rozehravani nahodnych véh. Toto téma jsem si zvolil, protoZegmaujal jeho nazev a
pozcEji po ziskani blizSich informacich od pana Mgr.rRdBartoSe Ph.D se mi toto
téma jevilo velmi zajimavé. V prvni kapitole se yaim zakladnimi pojmy z teorie
pravdEpodobnosti matematiky, ve kterych vyuZziji poznamekredmetu statistické
vyhodnocovéani experimentélnich dat a poznamekika@né matematiky.

Ve druhé kapitole popisuji gdacové modelovani, které obsahuje zaklattyfi
kroky potebné kieSeni wtitého fyzikalniho problému. A obsahuje také dikalika
skupin rozdlené techniky péitacového modelovani.

Treti ¢ast mé prace zaujima metoda Monte Carlo. V téisti se seznamuiji
s metodou Monte Carlo. Poukazuji na z&kladni téghtéto metody. Dale se v této
kapitole zmhuji o feSeni problérin pomoci Metody Monte Carlo. Na zfivéto casti se
zabyvam pouzitim metody Monte Carlo ve fyzice.

V posledni ¢&sti mé prace rozehravdm wally s maxwellovskym a
nemaxwellovskym roztdlenim rychlosti. V této kapitole jserserpal ze zbytku mé
bakal&ské prace. Pro rozehravani ¢eli jsem pouZzil program MATLAB, se kterym
jsem se natil pracovat a ovladat zakladni funkce, které mitptispro rozehravani

téchto velgin.



Nez z&neme generovat ndhodridsla a rozehravat nadhodné vely vyswtleme
nckteré dilezité pojmy. Jsou to pojmy, piwacové modelovani, statické raddni,
metoda Monte Carlo atd. Nejprve se seznamime sdéadrdkni pojmy z teorie
pravdEpodobnosti a matematické statistiky, nébwa nich je Metoda Monte Carlo

zalozena.

2. Zakladnimi pojmy z teorie pravdépodobnosti a matematické

statistiky
V této kapitole shrneme zakladnim pojmy z teorieavpépodobnosti a

matematické statistiky. Zaeme tedy u zavedeni nahodnychadisli

2.1 Zavedeni ndhodnych vetin

V praxi se (mimo jiné) setkavame s ¥eliami, u nichZ nedovedemecitrjejich
hodnotu v konkrétnim fpact. Takovym veléinam tikhme nahodné veliny. Tyto
nahodné vetiny délime na spojité a diskrétni. Diskrétni ndhodné énayi mohou
nabyvat spéetrg (kong&n¢ nebo nekon#¢) mnoha hodnot (jsou tdisla z konéného
intervalu). Pro kaZzdou nahodnou velu se zavadi tzv. ,zdkon rodéni nahodné

veli¢iny”. Existuji dvé varianty formulace tohoto zakona:

a) Distribuéni funkce
Prifazuje kazdému redlnéndislu pravépodobnost, Ze nahodna velikost nabude
hodnot menSi nez totéislo. Mame-li nahodnou veinu £ a jeji distribéni funkci

ozna&ime F(x) potom:

F(x)= P{€<x} (1)
Distribu¢ni funkce nabyva hodnot z intervalu <0,1> a jéethk<x,, potom
P{x1< E<x2}=F(X2)- F(xa) (2)

b) Hustota pravdépodobnosti
Distribu¢ni funkce ma integralni vyznam a shrnuje vysledpmavdEpodobnost
za urity interval. Pokud chceme pracovat s konkrétnimav@gpodobnostmi musime

zavest odpovidajici diferencialni vehy, nagiklad p(x)



®3)

X

neboli F(x)= I p(y)dy (4)

—0o

Nyni si tyto Udaje ufesnime pro diskrétni a spojité ndhodnécusyi.
Diskrétni ndhodné veltiny:
Zakon rozdleni ndhodnych velin popisuje mnozinu hodno¢ odpovidajicich
pravdpodobnostp;, kde p=P{é=x} a kde diskrétni nahodna vé&la je dana funkci
f=(x1 X, e an 5)
Pr P, o P

Hodnotyx, ... , % druhy definéniho oboru pro pravghodobnosp;, ..., p plati

p>0i=1,2,..n

Z p =1 (6)

Spojité nahodné vekiny:

Spojita nahodna veiina & nabyva hodnotx z néjakého oteteného, nebo
uzaweného intervalu. # pouziti distribéni funkce F(x), kde bude nahodna viela
spojita, dostaneme tvar Upiné charakteristiky $@ojgahodné veliny

& xU(ab), p(X) (7)

Nebo miZzeme pouZzit tzv. ,hustotu pragmbdobnosti nahodné véiny & v bodt x“.
Hustota prav&podobnosti p(x) ma tyto vlastnosti:

a) p(x)>0, provsechna i (a,b);
b) [ p(y)dy=1;
) Ppa<c<x= [ p(y)dy

S spojitymi nahodnymi valinami lze provadt bézné matematické operace. Niktad
spojité ndhodné veliny mohou byt argumenty ¢né matematické funkc§x) a
vysledkem je nova nahodna watian= f(&) (hahodna funkce). Nebotideme pracovat i
s vicerozmarnymi nahodnymi veiinami, kde pro popis pra¥godobnosti pouzijeme

slouzenou distribéni funkci, kterd ma ndfklad ve dvou rozrrech tvar



F(xy)=P{x<é&n<y}. 8)

2.2 Charakteristika nahodnych velgin

Danou nahodnou veinu zcela popisuji vztahy (5§i (7). Neékdy vSak
vystatime jen se zakladnim vlastnostmi nahodnécirgli protoZze pouZzita data jsou
zatizena najklad Sumem. Tento Sum vyiifgpozorovany nahodny proces a proto je
zbyteéné tento Sum popisovat. Z tohotaivddu byl navrZzen systémmoment:
nadhodnych velfin. Kazdy moment je&islo, které v sob obsahujecast informace o
nahodné veting. Uplna informace by musela byt popsana pomoci mek& soustavy
momeniti. My se omezime na popis pomoci kém&ho pdtu momeni. Protoze
momenty tvéi hierarchickou posloupnost (od vyznafjiich k még vyznamnym),
dostane ofiznutim vysSickleni ndhodné vetiny popis nejpodstatjSich rysi.

V matematice se pouziva vetSi¢pb posloupnosti momehtmy si tu uvedeme

ty nejuzivasjsi.

a) Charakteristika polohy
Prvni moment kazdé nahodné vely  je jeji stedni hodnota s ohledem na rélehi
pravdEpodobnosti a zia se E. Nazyvame ji tekavana hodnota a vztahy pro diskrétni

a spojitou ndhodou velnou jsou

EE=Yx [p ©)

ES = Tpr(x)dx. (20)

Je-lic ¢iselna konstanta a symbdyn nahodné vetiny, potom bude platit
Ec=c
E¢+c)=ES+C
E(cl$) = clES
E¢C+n)=ES+Ey.
Kdyz veliciny & an jsou nezavislé , potom plati
E(¢ln) =EELEN.

b) Charakteristiky variability



DalSi moment se nazyvazptyl, variacenebodisperzea zn&i se D& . Udava rozptyl

moznych hodnot nahodné ualiy & kolem jeji stedni hodnotyE£ a je dan vztahem

D& = E(¢ - Eé)?. (12)
Defini¢ni vztah (10) je neprakticky pro vypet, proto sé&astji pouziva
D& =E(£%) - (ES)”. (12)
Je-li ¢ konstanta § an ndhodné vetiny, potom pro rozptyl plati
Dc=0
D(+c
D(c[¥) =c? [D€.
a pro nezavislé nahodné ity & an plati
D(¢+7) =D& +Dn
D({-7)=D¢+Dr.

Odmocnina z rozptylu je sfrodatna odchylka pro niz plati

O'f=\/D_f.

c) Charakteristika vysSiaiadai

Existuje-li E€ a ma konénou hodnotu, definujemeentralni moment k- téh@du
U, =E(-E&*, k=0,1,2, .. Pr&=2 dostanemegs, = D&

Momenty vysSichada vlivem mocniny v defininim vztahu bd’ prudce klesaji, nebo
rostou (v zavislosti na vztahu prvniho momentu fgrentadu k hodnat 1). Tato
vlastnost je nepraktick& pro praktické vyuZiti, tprig zvykem momenty normalizovat:

- Normovanim momentu i&du definujeme Sikmost

a, =48 (13)
g

U symetrického rozfleni je tato charakteristika nulova. Je-li kladma zZeSikmena
doleva, zaporna doprava.

- Momentem 4iadu definujemdpicatost
a, = (14)

Hodnoty 3 nabyva pro Gaussovské rdedi, je-li a, >3, potom je studované

v v

rozdsleni ,SpicattjSi“ nez rozdleni normalni, prax, <3 je rozdleni ,plossi“.

N Vg4

V konkrétnich pipadech pouZijeme pro momenty vys&igtiu vztahy
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U, = EE* ~3(EE (B +20(E¢) (15)

M, = EE* —4TEE [EE +6IES” [{ES)® +3UES)". (16)

v s

2.3 Frehled nejdilezitéjSich statistickych rozdleni
Jak jiz bylo uvedeno tizeme statistické rozteni rozalit na diskrétni a spoijita.

2.3.1 Vybrané diskrétni nahodné vetiny
a) Rovnomerné rozdéleni

Nahodnéa vetiina s rovnomirnym rozdlenim nabyvam hodnot 1,2, ...m se

stejnymi pravdpodobnostmi

1
p=P{f=x== (17)
m
Prvni dva momenty této veéiny jsou
m+1
ES =
¢ 2
m* -1
D& =
¢ 12

b) Binomické rozdéleni
Timto rozdlenim sefidi cetnost &jakého jevu wn nezavislych pokusech, kdyz

v kazdém pokusu ma vyskyt jevu prapddobnostp, kde n je pirozené ¢islo a
pl (01).

0O 1 .. n
E=( ] (18)
Po P - By

b, = p{& =% :(:‘J[px o )

Z&kladni charakteristiky binomického ratehi jsou
Eé=np
D& = np(1- p)
1-2p

\/npfl— p)

a, =

11



_1-6p(t-p),
T hp-p)

4

c) Poissnovo rozdleni

Studujemeietnost ®#jakého jevu v mnoha pokusechfigemz vyskyt tohoto jevu
v jednotlivych pokusech je velmi malo prapddobny. Jedinym parametrem Poissnova
rozcleni jenl p=A4.

Pravd@podobnost Ize vyjait funkénim predpisem
p, =P{f=x=¢" Ef‘—l
X!
Zakladni charakteristiky Poissnova rélahi jsou
ES=A
D=4

as,

-1
VA
a, =/]1+3

Poissnova nahodna véha s parametremd = A, +/4, je soudet dvou nezavislych

Poissnovych nahodnych w&h s parametryl, a A,.

2.3.2 Vybrané spojité nahodné vetiny
Se spojitymi ndhodnymi velnami se ve fyzice setkavameéastji, nez

s diskrétnimi.

a) Rovnomeérné rozdéleni

Spojita nahodna velina  z intervalu(a, b> ma rovnorngrné rozaleni tehdy,

ma-li v tomto intervalu konstantni hustotu pr&wddobnosti, pro kterou plati
1
X)=—— xU(a,b 19
pX) == xD(ab) (19)

Z&kladni charakteristiky rovnafmého rozdleni jsou

a+b
2

ES =

12



Toto rozaleni je velmi dilezité @i reSeni probléiin metodou Monte Carlo, neto

ndhodné vetiny popisujici studovany jev se obvykle ziskavdjpenou transformaci

rovnonerné nahodné vetiny intervalu<0,1> .Tuto veltinu budeme ozrivat jakoy.

b) Gaussovo rozdleni (normalni)

Mrivriw s

velky vyznam ve statistické matematice. Pouzivdase, kde na popis daného jevu
pusobi d@asre vice nepatrnych a nezavislych jev
Gauossovo rozdeni je spojitou nadhodnou veéihou s parametryo a u,

piicemz hustota pra¥godobnosti je ve tvaru

p(x) = ﬁ @x;{—%} X0 (- 00, 00) (20)

a distribini funkce

(t-s)?

P(x) = ! Dje_ * dt.

Veno
Zakladni charakteristiky Gaussovo rélahi jsou
ES=u
Dé=0*
a, =0
a,=3.

Gaussova nahodna vghia se oznéuje pismenemN . U gaussovského rodgeni se
¢asto pouzivdravidlo 3 sigmakterétikd ,, Pri jednom pokusu je prakticky nemozné
ziskat hodnoty liSici se od sedni hodnoty o vice nex3 Pro Gaussovo nahodnou
veli¢inu  plyne

P{u—-30 < ¢ < u+30}=09973.

13



c) Maxwellovo rozdleni
Pouziva se ndfklad v kinetické teorii plyfh a hustota pravgbodobnosti je dana

piedpisem
2 x?
X) = x> exp — X (—00,00). 21
p)= 5 o Zazj (~e02) (21)
Zakladni charakteristiky Maxwellova roddni jsou
3a
Ef=—
V2
D& =3a’

s parametrem a<0.

2.3.3 Vybrané limitni véty
Z velkého mnozZstvi & matematickych si uvedeme jen ty, na nichz je zZo
statistické vyhodnocovani experimentalnich dat adetavani redlnych procés

metodou Monte Carlo.

a) Zakon velkych¢isel
Budou-li ¢,,¢,,...,,nezavislé nahodné veélny se stejnym rozflenim, tj. se

stejnymi stednimi hodnotamju , pak jejich aritmeticky gmer

e (22)

i=1

&=

S|

Konverguje podle pravghodobnosti k. To znamena, Ze pro kazdéplati

nmpﬁlq25— @}:L
e { L L=
S vyuzitim vlastnosti rozptylu nahodné vely ¢ mizeme wéit i rozptyl aritmetického

praméru &

§+..+D¢, o’

2

D?=D .
n n

(23)

Smeérodatna odchylka/ D¢ pak bude Grrna druhé mocnihz paitu pozorovanychm.

14



b) Centralni limitni v éta po¢tu pravd épodobnosti

Budou-li ¢,,¢,,...,§,nezavislé nahodné veéiny se stejnym rozflenim, které
méa stedni hodnotu rozptyluy a rozptyl o°, pak jejich sotket ma pro velkan

priblizné Gaussovo rozdeni s parametryN(ng,no?® )

15



3. Potita¢ové modelovani

Patitatové modelovani namiedstavuje zékladni sin paiitacové fyziky. V
literature se niZzeme s péitacovym modelovanim setkat také pod nazvem jako je
poditatové simulace nebo piiatové experimenty.Redeni witého fyzikalniho

problému za pouziti gitacového modelovani Ize roZlit do ¢ty kroki.

3.1 Pa&ita¢ové modelovani veétyfech krocich
Pctitatové modelovani jsem si roddi do ¢tyiech kroki a jimi jsou: Formulace
problému, vytvéeni modelu, feSeni modelu a srovnani vyslédkmodelovani

s experimentalnimi tdaji.

a) Formulace problému

Nejprve analyzujeme studovany problém, zvazime agyrnjednotlivych
fyzikélnich jeva a uwdomime si vzdjemné souvislosti.
b) Vytvoreni modelu

Podle studovaného jevu navrhneme model. Model jexapaci studovaného
jevu, proto:

1. Model je prakticky vzdy jednodusi nez studovpaw
Model je prakticky vZzdy jednoduSi nez studovany fekdy, kdyZ vSechny vlastnosti
studovaného jevu nezname, a nebo by jsem jinaklinetlyopni Glohu viesit. Poté
dochazi k velkému zjednoduSovatii tporbé¢ modelu.

2. Fi formulaci modelu nemame jistotu o jeho spravnosti
Pri vytvareni studovaného jevu se snazime co nejvice zjedowdti Proto zahrnujeme
jen zékladni rysy, ostatni vypoustime. NevyhodaotohzjednodusSeni je ta, Ze my
nevime pesré jaké rysy jsou podstatné a jaké nepodstatné, praisime vysledky
srovnavat s experimentalnimi daty .

3. Vysledky pd@itacového modelovani vypovidaji pouze o modelu, nikaliv

studovaném jevy
Vysledek ktery ziskdme vypovida pouze o modeldzdli nam nastat problémy a to
v pripadt, jestlize jsem model ifiiS zjednoduSili a nebo Spatrzformulovali, coz

pozname ve vysledcich.irifSné zjednoduSeni a spatné zformulovéani se nade bu

16



promitat ve vysledcich ifphodrg presném modelovani, protoze vysledek modelovani
je dan pesnosti dat na vstupu.
c) ReSeni modelu

Podle techniky modelovani si zvolime numerické mgtdNegastji se jedna o

feSeni soustavy obgjnych nebo parcialnich diferencialnich rovnic.

d) Srovnani vysledii modelovani s experimentalnimi adaji

Pro zlepSeni igsnosti poitatoveho modelovani se do @tacoveho
experimentu zabuduje ,, ¢ma vazba“. Zptna vazba znamena, Ze vysledek modelovani
se porovnava s vysledkyimého ngreni. Zgtnou vazbou také zjistime, jestli jsme se
nedopustili chyb P feSeni modelu. Spravny test modelu je zaloZzen navistych
datech, ktera jsemtipnavrhovani modelu znali a ktera nam posléze wyjgako
vysledek modelovani. Pokud nam toto nevyjde musimoeel opravit a projit znovu
kroky b, c ad.

Nejdilezit¢jSi prace je vfechodu mezi krokya a b, coz je spravné

naformulovani modelu.

3.2 Techniky pditaéového modelovani

Techniky pd@itatového modelovani tizeme rozdlit do n¢kolika skupin:
1. Casticové techniky
2. Spojité modelovani

3. Hybridni modelovani

1. Casticové techniky(mikroskopické)

Casticova technika nam poskytujéeprgjsi vysledky na Ukor velké speby
strojovéhocasu.

Zakladem této techniky je detailnstudovat chovaniastic (atoni, ionti,
elektroni, ...), ze kterych se studovany jev sklad& fstovani chovani modelu
pouzijeme statické vyhodnoceni dat, protoZe nejstigopni poskytnout naiklad
informaci o poloze a rychlosti vSech atbwe studovaném souborimz ztracimesast
informaci z modelovani.

Podle toho, jak chovanéasti studovaného jevu popisujeme rozeznavame

metody:

17



a) Metoda Monte Carlo
Chovani jednotlivych ¢astic popisujeme stochasticky pomoci zakomaoitu
pravdpodobnosti.

b) Metoda molekularni dynamiky
Jednd se o deterministickou metodu, kde numetiekyme pohybové rovnice popisujici
studovany soubatfastic feSeni obyejnych diferencialnich rovnic).

c¢) Hybridni techniky
Kombinace dvou fgdchozich tak, aby vyget byl co nejefektivgsi.

2. Spojité modelovanimakroskopické)

Spojité modelovani je popis studovaného jevu naroskiopické urovni, kde
plati zakony o zachovani- energie, hybnosti, nglagged. Tyto zakony jsou popisovany
parcialnimi diferencialnimi rovnicemi. Spojité madokani Finési jen hrubé, ale zato

rychlé vysledky.

3. Hybridni modelovani
Pouzivame kombinace obou dvoiegchozich technikéésticové a spojité) s
cilem zachovat rychlost vyptu spojitého pistupu a pesnost zvySit¢asticovou

technikou.

18



4. Metoda Monte Carlo

Metoda Monte Carlo ozigje souhrn postdp dovolujicich pomoci

mnohonasobnych nahodnych pokusiskatfeSeni v oblasti &dy. Mezi tvarce této
metody pati J. von Neumann, S.A. Ulam, N. Metropolis, H. Kahi. Fermin. V roce
1949 poprvé uzili pojem ,Monte Carlo“ Metropolis Wman ve své publikaci [1].
NejstarSi zndmou aplikaci metody Monte Carlo jéhalo Buffono¥ jehle [2] (obr.1),
ktera slouZi k ufeni hodnotyislan. Tato Uloha se datuje k roku 1777.

Buffonowva jehls
Obrazek 1

Formulace problému s Buffonovou jehlou (obr.1): Wadorovnou desku nakresleme

rovnokezky vzdalené od sebe ve vzdalenosti d. Jehlu cedétt ndhods hodime na

desku. Vysledek pokusu je @Smy tehdy, protne-li jehla jednucar, jinak je pokus

neusgsny. Pokus N-krat opakujeme a“:uujleme%, kde M nadm udava get usgsnych

pokusi. Nalezenim powrfru I experimentalé urcime konstantur. Vysledek této

metody je vSak ip konecném pd@tu hodnot zatizen chyboufipdeseti pokusech jsme
schopni nafiklad odhadnout hodnotujako 3, @i 1 000 pokusech jako 3,1§id00 000
pokusech jako 3,14 atd.

a) Analyza problému a vytvareni modelu

Protoze se jedna o stochastickou metodu modelorardime popsat zkoumany
jev pomoci ndhodné veélny. Vytvoieni modelu potom znamenda zjednod@Spopsat
zkoumany jev nahodnou veilhou sdanym oborem hodnot a retshi
pravdEpodobnosti a it ktera charakteristika nahodné welly obsahuje hledanou
odpowd.

b) Generovani nahodné vetiny
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Vytvoreni nahodné valiny na pditaci se obvykle provadi ve dvou krocich.
Nejprve nagenerujeme na d@céi nahodnou vetinu s pevé danym rozdlenim

pravdpodobnosti. Potom velnu transformujeme v bloka).

c¢) Transformace ndhodné veliiny
Podle pozadavku modelutrgtransformujeme velinu v hledanou nahodou

veli¢inu.

d) Opakovani kroki b a c a statistické vyhodnoceni vysledik

Predchozimi kroky dostaneme pouze jednu realizacldmné ndhodné vélny
(stochastickou metodou). Proto se tyto kroky mnoéiblopakuji. Poté, co dostane
pottebny pd&et konkrétnych realizaci naSi nahodnédamyi &; ...Ey, podrobime tento
statisticky soubor analyze a dostane hledanou adpoZhyba metody Monte Carlo
kles& odmocninou z Bty pokus tj.:

JN
Jak uz jsme si uvedli, metoda Monte Carlo se skiaki@kua) (tvarci cast) a krokub),

c) ad) (rutinni ¢ast).

4.1 Zakladni techniky metody Monte Carlo

Z&kladni schém#eSeni metody Monte Carlo se sklad&g kroka. Prvni krok
je z pravidla nejobtiz}si, tj. vytvaeni vhodného modelu. Zbyléi ham gedstavu;ji
Lfutinni postupy*, @i kterych vS8ak mohou nastat problémy.

Statistické vyhodnoceni vysledkénrty krok) bychom nili byt schopni vyesit
na zaklad poznatk z pcaitu pravdpodobnosti a matematické statistiky (viz. 1).
Modely jsou naformulovanyfiblizn¢ tak, Ze pokud hleddme jedrtselny vysledek,
nalezneme jej jako prvni nebo druhy moment namiendnéhodné veiiny &, EE nebo
DE. Tyto momenty umime podle zakona velkyisel (22) giblizné odhadnout. Nyni si

probereme jak budeme realizovat druhyedi tkkrok zakladniho schématu.

4.1.1. Generovani ndhodnycHisel
Vypocéetni schéma metody Monte Carléegpokladd modelovani nahodného
procesu pomoci operace s nahodnyisly. Pro metodu Monte Carlo byly navrzeny a

pouzity tyto zfisoby:
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- Fyzikalni generétory

- Tabulky nahodnyckisel

- Vypocitana ndhodnéisla

Na za&atku byla znama jedina technika, a to pouziti saatoedho z#zeni
produkujici ndhodné veiny, poté peneseni takto vytwenychcéisel do poitate. Mezi
takovato z#izeni pati ruleta, odkud je také ndzev Monte Carlo. Othtleu Sedesatych
let se pouzivaly fyzikalni procesy nahodné svouspatdu. Jednalo se o radioaktivni
rozpad nebo tzv. vyilkovy Sum v elektronkach. Mezi jejich nevyhody ipaejich
pomalost. DalSi metoda je pouZivani tabulky nahobngisel. Vytv&i se tak, Ze
fyzikalni generatory uflaji zasobu nahodnyctisel, ktera jsou uloZzena na &$im
medium (tabulky na pafd, magneticka paska , CD...), ze které post&zpaji. U této
metody se s zlepSujici se technikotiata projevovat jeji pomalost, protdigla nahrada
za fyzikalni generatory a to v podotzv. , vypcaitanych nahodnychisel”. TotofeSeni
se pouziva dodnes, avSak sam pojem obsahuje pustimlindhodnost nelze zadnym
deterministickym postupem vypibat, oéemz John von Neumann (195&kI:
.,Kazdy, kdo se zabyva aritmetickymi metodami wghid nahodnychcisel, se
nepochyba dopousti Kichu”.

Ve skut€nosti jsou tocisla pseudonadhodndposloupnostéisel még ¢i vice
podobajici se ndhodnysistim). Od skuténychcisel se odliSuji ve dvou rysech:

- Po uplynuti periody se posloupnost Zma opakovat.

- Vjedné period se ¢isla vyskytuji relativd nahod®, tato nahodnost neni

dokonala.

Cilem teorie generatbrje vybrat algoritmus jejich generovani tak, abyaaysy co
nejmért ruSily a periodgp byla co nejdelSi. Nejprve je vybran generator aklazt
teorie, poté dlouhod@btestovan (zda jsou wm nahodd generovana jednotlivé
gislice, pak dvojice atd...). K testovani se pouzkvétest.

Postupg byla vytvdena cela fada algoritn@ s dobrymi statistickymi
vlastnostmi. Nkteré algoritmy vedou na rekurentni vzorec prvritoiu

¢, =aé& +b (modM). (25)

Castji se v3ak pouzivaji rekurentni vzorce vyssféli, které nové pseudonahodné
¢islo &1 urcuji na zéklad operaci s k+1 fig@dchozimigcisly &, &.1 az &x. Perioda
generatoru zavisi na jeti@duk podle vztahu

p~M*
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VétSina generatér pseudonahodnyatisel vytvai jednotlivé hodnoty nahodné wihy
vy v rozmezi (0,1). Ve skutaosti existuji d¥ tiidy vypatitanych nahodnyctisel:
a) ¢isla pseudonahodna
b) ¢isla kvazinahodna
Oh¢ skupiny generatdérse snaZzi vytvigt ndhodn&islay rovnongrné rozdtlena

na intervalu (0,1), ale vyraZrse liSi ve stupni nahodnosti vytemé posloupnosti.

a) Cisla pseudonahodna
pseudonahodnyatisel jsou zaloZeny na jednom egrincipi:

- von Neumanovy generatory

- linearni kongruetni generatory

- generatory s posuvnymi registry
- von Neumanovy generatory

Tyto generatory se pouZzivaly jen v samycktiasich od roku 1946. Jsou
zaloZzeny na manipulaci s jednotlivyndislicemi. ProtoZe jejich periody jsouiilis
kratké a ndhodnost nedostat&, maji uz jen historickou cenu.
- Linearni kongruenéni generatory

Jsou to nejpouzivatedjsi generatory zaloZzené na vztahu pro nalezenihwoveé
pseudondhodnéhiisla&i., na zaklad jiz znamycheisel & az &k

=& +a & +...+a [, +b (modM) (26)

kde k0, ax, b a M jsou to konstanty, jejichz vhodnou volbouwwjeme konkrétni
generator. Vytviena pseudondhodndsla lezi vintervalu 0 aM-1 (diky operaci
»-modulo®). Na interval 0 aZz 1 sefgvede vydlenim hodnotouM, poté takto vzniklé

cisloy lezi v intervalu(O,l). Pro nastartovani takového generatoru musime ptavzi

nasadu, coz jsou hodnatisel &, &.1 az&ix. VSechnaisla nasady musi byt mensi nez
hodnotaM. Nasadu musime d&nit, jinak dostaneme vzdy stejnou pseudonahodnou
posloupnosteisel, coz se vyuziva jeniipladéni. DalSi nechiny jev je, ze zé&atek
negenerovaneé posloupnosti pseudonahoduigei neni dost ndhodny, proto se pouziva
zahivani generatoru, kdy sekolik prvnich desitek negenerovanyéisel nepouzije.
Konkretizaci konstant izeme vytvéit tii zjednoduSené typy generaior

- Multiplikativni generéatory (od roku 1951- Lehmer)
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Jsou zalozeny na rekurentnim vztahu prvi#du s nulovou hodnotou konstaitty
$in =8 [§; (modM). (27)
Tyto generatory jsou dostét€ rychle, ale jejich kvalitu musime zvaZzovat. Pokud
pouzileme nevhodnou volbu konstant, kvalita gemevatprudce klesa. ifklad
multiplikativniho generatoru:
& =T°F (mod2’-1)
£., =630360016F (mod2*-1)
Tyto dva generatory pouzivala v 70. a 80. letexhdilBM ( IBM 360, IBM 370)
- Aditivni generatory
Aditivni generétory jsou zaloZeny na vztahu
u=&até, (modM). (28)
Jednoduchyifklad tohoto typu je
én =&+, (Mod3137).
Operace modulo se provadi jednoduchym testem, zdikl& ¢islo je mensi ne# a
pokud ne, tak seM odete, proto je tento generator velmi rychly a dostalkni.
Nevyhodou je velmi kratka perioda (218%). Proto se pouZiva pro l&ni, ale jeho
vylepSena varianta se pouZziva uz i profesiahaln
- SmiSené generatory
SmiSené generatory jsou zaloZeny na linearnim eekoim vztahu
¢, =alf +b (modM). (29)
Ptikladem je generator
&, =69069F +1 (mod2%?).

Generétory s posuvnymi registry

Jsou svou podstatourggluceny pro pimou hardwarovou realizaci. Existuji
jednolelové pditace obsahujici integrovany obvodiimno generujici pseudonahodna
¢isla a takovy obvod je konstruovan podle algoritmpwo generator s posuvnym
registrem

b, =c, b +c b +..+c b_, (mod2). (30)

Tento vztah je podobny vztahu pro linearni kongénégenerator. Zakladni rozdil je ve
vyznamu konstant>1, ¢, nabyvaji hodnot 0 nebo 1 (nejméédvé hodnoty musi byt

nenulové) a generator pracuje misto s cel§isly pouze s bity. Fri praktickém pouziti
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se pro zvy3eni kvality generatoru voli konstaktaCasto se pracuje s linearnimi
generatory, kde pouze ¢gihodnotyc jsou nenulové, ndfklad

By =B 470 + B 9655 (M0Od2),
kde vstupni posloupnost bitmusi mit délku 9689. Perioda takového generatarziem
dosahovat hodnoty az°%%1. V literatue [3] mizeme nalézt &kolik dalSich tym
generatak s posuvnymi registry.

Jsou snahy kvalitu generaiopseudonahodnychisel zvysit, a to jak jejich
,periodu tak i ndhodnost. Proto s#adkombinace vice generatorJednou z moznych
cest je jednim generatorem naplnit mnozinu pseuddmddych cisel a druhym
generatorem z této mnoziny ,losovat” konkrétiglo. Prvni generator nahradi stavajici
¢islo novym a postup se opakuje. Takto se zvySi nédgidgenerované posloupnosti,

ale zpomaluje se vyget.

b) Kvazinahodnacdisla

Posloupnostéchto ¢isel se wbec nepodoba nahodnyslam. Zakladni princip
generatak kvazinahodnyckisel je zaloZzen na pozadavku, co nejroviowji pokryt
interval (0,1). Skutgna cisla pokryvaji Uséku (0,1) rovnondrné, ale s nahodnymi
fluktuacemi, které u kvazindhodny¢fsel nebudou.

Generatory kvazinahodnyckiisel jsou zaloZzeny na libovolném piisle.
Napiklad na zaklad prvceisla 2 si ukazmedgkolik prvnich hodnot

1/2, 1/4, 3/4, 1/8, 3/8, 5/8, 7/8, 1/16,....

Kvazinahodné&islo nelze pouzit tam, kde poZzadujeme ndhodnostzaumslost dvou po
soke jdoucich ndhodnychisel (sotiadnice ndhodného bodu), nébkvazinahodndisla
jsou v tomto ohledufisrg determinovana. Jak jiz vime chyba metody MontddCjer

1/YN (24). Tento vztah je platnyfippouziti skuténé nahodnych i pseudonahodnych

¢isel. Ri pouziti kvazindhodnychisel se tento vztah zrychluje na t&m/N.

4.1.2 Transformace nahodnych vetin

DalSim krokem vypéetniho schématu metody Monte Carlo je transformace
nédhodné vetiny y s rovhomndérnym rozalenim na intervalu (0,1), kterou ndm poskytuje
generator nahodnyatisel. Existuje velké mnoZstvi algoritinkteré si nizeme rozdlit
na dw skupiny:

a) algoritmy specializované pro konkrétni nahodel@wy & ( velky paet)
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b) algoritmy obecné, jimiz Ize vgSit mnoZstvi problétn
Mame Kk dispozici spojitou nahodnou w&hu vy, rovnongrné rozclenou v

intervalu (0,1). Parametry jejiho rageni jsou

1
Ey==
=3
1

Dy=—.
T

a) Algoritmy specializované pro konkrétni nadhodné eli¢iny & ( velky paet)
Pfi konkrétni realizaci na @itaci ziskamem mistna diskrétntisla y, ktera

budou mit momenty

Ey:% -2™)

1 _
Dy =—m1-27°").
y=rt-2")
Pfi praci s dostats¢ mistnou aritmetikou fizeme rozdily meziy a y' zanedbat a

vystup generatoru povazovatdaa diskrétni, nebo za spojitou nahodnoucuali.

b) Algoritmy obecné, jimiz Ize vyeSit mnoZstvi problémi

Z obecnych algoritiin pro transformaci (rozehravani) nahodnych arelisi
uvedeme nasleduji¢tyii:

1. Rozehravani diskrétni nahodné &iely

V tomto pipadt budeme mit diskrétni nahodnou velu & zadanou nésledujici

5:(xl X, . ka
Pr P2 - P

V pacitagi si vytvorime vektor ok slozkach, poté nagenerujeme jednu hodnota

tabulkou

uréime do kterého intervalu gat obr. 2) .

P prl+p2 Bl +Hp2+pd

Bl B2 B3 pk

Obrazek 2 Rozlozeni pravgpodobnostp; na intervalu <0,1>

ZjednoduSe& budeme vysébvat podminku
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j
y< z p; -
i=1
Prvni intervalj, pro ktery bude tato podminka sfiha, uti pislusSnou hodnot = x; .

Tento algoritmus lze pouZzit pro transformaci liboxhahodné veliny. V pripack, ze
pocet moznych hodnot veiny &, k, je @ilis velky (trvalo by to dlouho), se pouziva
rychlejSi postup, ndfklad metoda feni intervalu.

2. Rozehravéni spojité nahodné wiely - metoda inverzni funkce
Pro spojité nahodné veéiny mame vice algoritéh nejednodussi z nich je metoda
inverzni funkce. Pouzijeme obvyklé zeai pro hledanou spojitou ndhodnou &ieli &,
kde <a, b> je obor hodnot @(x) je hustota prawibodobnosti. Pro nalezeni spojité

ndhodné vetiny & na zaklad veli¢iny y musime vyesit rovnici
&
[ px)dx=y. (31)

Vysledkem bude transforriai vztah typué = g(y ) MuZe se stat, Ze analytick&Seni

této rovnice nebude existovat. V takovélppc je inverzni funkce nepouzitelna a my
zkusime dalSi metody.

3. Rozehravéni spojité nahodné ¥ely- metoda vybru (von Neumanova)
Chceme-li tuto metodu pouzit, stanam jen pedpoklad, Ze hustota prajgbdobnosti
p(x) veliciny & je omezena na intervalu <a, b>.

3

2

ni 23

Obrazek 3 Metoda vyléru pro generovani nahodné ety &

Postup metody je nasledujici (obr. 3):

- Zvolime konstantw, tak aby platilop(x) < M, xO(a,b).
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- Nagenerujeme dvhodnoty ndhodné veélny vy, y; ay,, a vytvaimecisla
n=a+y(b-a), 7, =My,.
- Bude-li bodP o sodadnicich (17,,77,) leZet pod kivkou y = p(x), tj. bude-li
n, < pln,), zvolime £=p,. Nebude-li tato podminka sgiima nagenerujeme
novou dvojici¢isel a postup opakujeme.

U¢innost metody zavisi na hodgdd , kterou je nutno volit co nejblize hodaot

M =supp(x) proa< x<bh.

4. Metoda superpozice

Tuto metodu budeme pouZzivatepadzié pro spojitou nahodnou veinu, kde budeme
hledat nahodnou velinu & s distribini funkci

F(X) =Zm:ci (K (X)

Kde F,(x) jsou téZ distribéni funkce, ¢+...+c,=1 a v8echna;20. Zavedeme diskrétni

nahodnou vetinu n s rozalenim

B 1 2 ... m
7= ¢ C .. C,

Hledanou veliinu & s distribini funkci F(x) najdeme timto #gobem:
- nagenerujeme dwnezavislé hodnoty; ay; veliciny y
- rozehrajemeislemy; hodnotun=k

- z rovniceF, (€) = y, urime veltinu &

Za pomoci vySe uvedenych algoritnmiZzeme rozehravat jakoukoliv nahodnou
veli¢inu, ale pro Bkteré problémy mame specializované algoritm$které z nich si
uvedeme:
1. Modelovani- rozmérného nahodného bodu

JelikoZz sowadnice bodu jsou nezavislé,uBeme kazdou z nich modelovat
zvla¥. Pokud mame modelovat z oblasti slozZitého tvaruvi@dné pouZzit von
Neumanovu metodu:

Zvolime si jednoduchou oblast, kterd v &atbsahuje zadanou oblast. Body
v této WtSi oblasti testujeme, pokud padnou dogani oblasti, tak je ponechame, jinak
vyloucime.
2. Rozehrani Gaussovské nahodné&sirgli

PozZzadujeme rozehrat nahodnou &iali { s parametry
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p(x)=%@x{-x_;j, X0 o0,5).

Uvedeme si dva z mnoha existujicich algoéitm
a) Postup je zaloZzen na centrélni limitifévpoctu pravadpodobnosti. Hodnotu
Gaussovské nahodné watiy ( dostaneme jako soet m hodnot rovnordrného

rozckleniy
=0 (32)

. . . 1 m
Zkonstruovana vslina bude mit parametr,uzg, UZE\/;. Prechod na

poZadovanou normalizovanou \@hiu { pomoci vztahu

Z = Z—_,U )
o
Tento algoritmus je relativrychly a jeho pesnost je omezena. Velmi vysoki@gnost
je dosazenaipm=12.

b) PoZzadujeme-li zcelar@gsnou Gausovskou vélu, pouzijeme vztah

¢ =./-2Iny, [tod27y,). (33.1)

Kdey; ays jsou d¥ hodnoty rovnorérné rozctlené nahodné veliny v.
3. Modelovéni gama rozkeni

PoZadujeme rozehrat nahodnou giali &" s parametry
_ 1 (n-2) .
p(x) = m x"¥ lexpex), x0(0,0), n>1 celé.

K transformaci pouzijeme vzorec

& =—-In(y, 0, 0.05,)
Pro generovani ganra téhotradu musime pouzit hodnot ndhodné veliny v.
4. Rozehravani nahodného bodu v kouli o paianik
Budeme pracovat ve sférickych sadnicich (r,,¢). Transformani vztahy
ziskané s pouzitintithodnot ndhodné veiny y jsou
r= R%/?l
cosd =2y, -1 (33.2)

¢ =2y,.
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Pokud patebujeme nahodny bod na povrchu koule, pouzijeméydiau feti vztah.
V pocitacové fyzice s jejich pomoci rozehrdvame nahodnygrsien ziskdme pokud

nahodnym bodem na povrchu koule vedeme pgoiaku ze stedu koule.

4.1.3 Metoda Monte Carlo a matematicka statistika

NejbézngjSi formulaci UlohfeSenych metodou Monte Carlo je hledani jedné
neznamé hodnotg. V tomto gipadt vytvorime nahodnou velinu ¢ tak, aby hledané
¢islo bylo prvnim momentem této nahodné &ialf. Ocekavanou hodnotolEE, i
hledanaa odhadneme tak, Ze provedemenezavislych realizaci nahodné vely
&:¢,,...,¢,. Podle zakona velkycRisel (22) plati, ze aritmeticky jmér téchto

realizaci je & . Predpokladame-li, ze veéina ¢ méa koneény rozptyl D¢, tak poté

dostaneme pro dosti velikévztah

P{\? - akxq/D—‘z} = 20(x) - 1.
n

Pri pouZiti tohoto vzorce pro odhadgsnosti simulace metodou Monte Carlo si

nejprve stanovime dovolené rizikpy  1@Qpak z tabulky integrélu praggbdobnosti:

X 0,675 1,212 1,645 1,96 2,58 3,0 3,29

20(x) -1 0,50 0,80 0,90 0,95 0,99 0,997 O,99P

najdeme hodnotx vyhovujici vztahu

20(x)-1=1-qg/100
Na zaklad ,pravidla i sigma“ Ize zvolit 1¢/100= 0,997¢emuz odpovida x= 3,0. Tato
hodnota wtuje horni odhad chyby. V realnychripadech se obvykle voli migsi
podminka- tzv. prawbodobna chyba #/100= 0,5, ¢emuz odpovida x= 0,67 a
vysledny vztah pro chybu metody Monte Carlo budietvar

v= o,Gq/E. (34)
n

Tento vzorec nam poie porozunit empiricky nalezenému vztahu (24). Chyba
vypoctu metody Monte Carlo zavisi nejen nacpo pokusi, ale i charakteristice

studované nahodné véhé DE. To nAdm dava moznost pokusit se zvydiesmost

vypoctu volbou modelu s mensi dispe2i .
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Chybu metody Monte Carlo imeme kontrolovat jiz v ibéhu simulace a

jakmile dosahneme pozadovandegnost, je mozno simulaci ukon

4.2 ReSeni numerickych problénié pomoci metody Monte Carlo

Metoda Monte Carlo bylatwodné navrzena profeSeni problérin z oblasti
jaderné fyziky. Posléze se ukazala byt velmi vhoprareSeni Uloh ze vSeckdnich
disciplin. Jeji pirozené pouZiti je tam, kde studovany problém rafisdicky charakter,
avSak metoda Monte Carlo se debuplatiuje v oblastech, kde se pi@eSeni Uloh
pouzivaji vyhradé determinované algoritmy (na@Buffonova jehla).

Algoritmy metody Monte Carlo jsou rozpracovany psgpoiet jednoduchych i
nasobnych integra) pro feSeni soustav linearnich algebraickych rovnic, querace
s maticemi, atd. NMZeme fici, Ze ke kazdému algoritmu z klasické numerické
matematiky Ize najit ekvivalentni postup v rdmcitody Monte Carlo (ne vZdy vyho-
dny).

V této ¢asti si uvedemedkteré dilezité giklady, kde je pouziti metody Monte
Carlo proti algoritnim numerické matematiky vho&8i bud’ z hlediska rychlosti

vypocétu, nebo z jednoduchosti algoritmujgadre z obou hledisek.

4.2.1 Vypdet uréitych integrala
Zakladni metody

Ukolem je vypditat integral z funkcef (x ha vlastnim intervalga, b)

D C—y T

f (X)dx (35)

K dispozici mdme d¥metody:
1. Vypaiet stedni hodnoty funkce

Nejprve se pokusime naléztredini hodnotu integrované funkcé(x na intervalu

(a,b). Poddi-li se nam to, potom tiime hodnotu integralu
b p—
| =jf(x)dx=(b—a)mf .

K nalezeni gedni hodnoty f pouZijeme metodu Monte Carlo. Vezmeme nahodnou
veliéinu & rovnomerné rozélenou na intervaIL<a, b> a zavedeme nahodnou ahiu

n = (&), jejiz matematické @ekavaniEs je rovno piimérné hodnat funkce f (x ) na
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intervalu (a,b). Hodnotu Ez;odhadneme pomoci zakona velkydfisel (22) a

dostaneme
=02 D 1(6). (36)
2. Geometricka metoda
Vychazime ze geometrickému vyznamu integralu jakehy pod kivkou y = f(x)
v rozmezicha azb (obr.4). Redpokladame, Ze funkcé(x j@ na celém intervalia, b)
omezena. Vezmeme &wahodné vetiny: & 0(a,b) a;0(0,c) rovnontmé rozdlené

na fFislusnych intervalech. Taktoripravime n nahodnych baid (7,&) a pomoci
podminky /7i<f(£i) budeme ufovat, kolik z nich padne podtikku. Jejich pget

ozna&ime n'. Poté vezmeme za integtddhad

I tc(b—a)d;—'. (37)

Obrazek 4.: Goniometricka metoda pro vyget ukitého integralu funkcef (x )

Metody se zvySenou &nnosti

Bez znalosti konkrétni funkce neni moZzno rozhodneda je vyhodgsi pouzit
metodu stedni hodnoty, nebo metodu goniometrickou. AvSakopoani algoritnd
zaloZzenych na metédMonte Carlo a klasickych numerickych algoritmvyzniva

jednozné&né ve prosgch numerické matematiky. Proto je nutné pro praktipouZiti
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ob¢ vySe uvedené metody zdokonalit. JelikoZ konvergemetody Monte Carlo je
velmi pomala (Grérna 1h/n ), budeme fesnost vyp&tu zvySovat ne zvySovanim ga
pokudi, ale zmenSovanim rozptylD¢ (34). Uvel'me si zde #kolik piiklada téchto
pokugi:

1. Nalezeni hlavniasti:
Rozdlime integral na d¥casti a to:

- jednu davajici hlavni vklad do vysledku

- druhou jakou ufesiujici korekci f (X) = q(x) + h(x)

poté:
| = le f(X)dx = Jqq(x)dx+ JIE2 h(x)dx

Dokazeme-li prvni integral z funkce(x spaitat analyticky, budeme muset cir
numericky jen hodnotu integralu z funkdgx . Pokud vSak v prvnim integrélu je

obsazena &Si ¢ast vysledku, projevi se chyba filgizném ugeni hodnoty druhého
integralu na vysledku jen malo. Celkovy vysledeképoiZzeme ziskat i@sreji, nebo

zmenSit poet pokus n. Tento postup Ize pouzit jak s metodaotedhi hodnoty funkce,
tak i s geometrickou metodou. Nappro metodu $edni hodnoty se vztah (36)

modifikuje na
_b-ay 8
=223 [1(&) - aE)] + [aeoax.
i=1 2
Rozptyl nové nahodné veéiny, se kterou pracujeme,
b
1= (b-a)f(&)-a@)]+ [a()dx

bude zmenseny
D77 =(b-a)[[f (%) -a(x)] dx{l —jq(x)dx}

a efektivita metody gdni hodnoty funkce vzroste.
2. Metoda vazeného vitu:

Pri této modifikaci obou zakladnich metod nebudemi& wahodnatisla & v intervalu
<a,b> rozcélena rovnondrné, ale v oblasti vice ispivajici k hodnat integralul je

budeme generovat €téi hustotou. Tento postup existuje ve dvou moddikh.
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Vté jednodudsi rozime integrani interval (a,b) na rekolik dil¢ich intervali a
v kazdém budeme generovat jiny¢pb nahodnycktisel é =n,,n,,...,n,,,. Zvolime-li

n, +n,+..+n,, =n apouzieme-li pro integraci vztah
cl c2 b
| :J'f(x)dx+ J'f(x)dx+...+J'f(x)dx,
a cl ck

Dostaneme vysledekigsrEjSi nez @i praci sn ndhodnymicisly ¢ na celkovém
intervalu (a,b) a to tim vicegim vice se nebude integrovana funkce na tomtoviater
menit.

P obecrgjSi a resrgjSi variant metody vazeného vygtu budeme ndhodnou véliu
& generovat s hustotou prajmbdobnosti spojé se nénici na celém intervaILQa, b>.

Hledany integral upravime do tvaru

b

T _rfX
| —J;f(x)dx—jmp(x)dx

Zavedeme-li novou nahodnou watiu 7 = f(&)/ p(¢), bude pro ni platittEn =1.
Jako odhad hledaného integraltizeme vzit vztah
L1301
ni= p(;)
Nyni vhodnou volbou hustoty praggbdobnosti p(x jnizeme zmensit rozptyl a tim i
chybu metody. Rozptyl nahodné wéhy /7 bude
o= I p((xx)) "
3. Metoda symetrizace integrované funkce:
Obecr plati, ze rozptyl metody bude tim men&in se bude integrovana funkce na
intervalu (a,b) pomaleji n¥nit- rozptyl konstanty je nula. Budeme se protoZéna
integrovanou funkci upravit tak, aby se funkce ngegra&nim intervalu ngnila co
nejmers.
Je-li funkce f (x ) nag. monoténg rostouci nebo klesajici, je ji vhodné symetrizovat

podle vztahu

a9 =211+ f(a+b-x)
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Integral pak budeme mociiplizné spaitat nap. metodou sedni hodnoty (36) podle

modifikovaného vztahu

b_
2n

| = [f(cﬁ)+f(a+b—a)],

Ktery bude wité presrjsi nez fivodni vzorec.

Vicerozmérné integraly
Odlisna situace nastane, pokud ¢mime formulaci problému a misto
integrovani funkce jedné praémné (35) budeme p@bovat peoitat dvou a

vicerozngrné integraly
b d(x)
= j j f(x, y)dydx (38)
a c(x)

Tato situace je ve fyzicedbna. Casgji nez jednorozrrné ipady feSime pipady
dvouroznérné a tirozmérné, rekdy i vicerozmdrné. Zatimco pro jednorozimé
integraly existuje #Si mnozZstvi metod, fpchod k vicerozgrnym integrahm vzdy
znamena zrnmé zkomplikovani a prodlouzeni doby v¢pa Budeme-li pi vypoctu
jednoroznérného integralu brat fugki hodnoty w uzlovych bodech,ippiechodu kd-
rozmérnému problému vzroste pet uzlovych bod nan?.

Zndmé metody numerické matematiky jsou pro viaekozé integraly
nepouzitelné, pouzivd se metoda Monte Carlo¢ @akladni metody navrzené pro
jednoroznérnou integraci lze bez problému zobecnit na vicemiwa bez ztraty
acinnosti.

Obecna formulace problému (35) bude

| =j f (P)p(P)dP, (39)

kde p(P) je zadana hustota praymbdobnosti v oblastG, pies kterou integrujeme a
P=(xY,...) je bod z oblasi.

Metoda stedni hodnoty funkce spiva vtom, Ze vezmeme nahodné boByP,,...

s hustotoup(P )a zavedeme nahodnou véhiu 77 = f (P), jejiz matematicka nagk je

rovnal

=20 = 2 R) (40)
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Analogicky mizeme zobecnit i goniometrickou metodu. A to tak, stevytvaime

novou d+1 roznérnou oblast Gx (0,c ) a v ni budeme generovat ndhodné body
Q.Budeme vyseébvat kolik je z &chton bodi pod povrchem ,plochyz = f (P )Jejich

pocet jen', dostaneme

| =cGL (41)

n
Ve vice rozmirech lze téZz pouzivat postupy pro snizovani romptyProti
jednoroznérnému pipadu vSak pbyva dalsi pravidlo: DokadzZzeme-li integrovatep

nékterou prongnou analyticky, rozptyl se sniZzi.

4.2.2ReSeni Laplaceovy rovnice

DalSi oblasti matematiky jgeSeni parcialnich diferencialnich rovnic. é&€hto
rovnic se ve fyzice vyskytuji velntiasto Laplaceova a Poissonova rovnice. V tésti
budeme demonstrovat pouziti metody Monte Carioi@Seni eliptickych parcialnich

diferencialnich rovnic n&eSeni Laplaceovy rovnice s Dirichletovou Glohou.

Formulace ulohy
Budeme formulovat pro ifpad, kdy mame stanovit roddni elektrostatického
potencialu ve dvou rozénech:

- veznéme si dvourozrérnou oblastG s hranicil”

- mame za ukol nalézt rozlozeni potencidl(x,y vyhovujici uvnit oblastiG
Laplaceo¥ rovnici AU = 0 a nabyvajici na hranici oblasti hodndtyfr )

- zavedemeitvercovou & s krokemh ocislovanou indexy a j, misto spoji

rozloZzenych bodl o sodadnicich (x,y ) budeme pracovat pouze s uzlyésio
souadnicich(i, j )(tzv. diskretizace prostorovych gadnic).

- misto se spojitym integralerd (x,y budeme pracovat s novou diskrétni
funkci u; .

- nejprve nalezneme ekvivalenty parcialnich deiivaU /ox, 0U /dy,
d°U /0x?, atd. a z nich sestavime difetan ekvivalent celé rovnice. Pro Laplaceovu

rovnici dostaneme obvykityibodovy vztah

+Ui,j+1+ui,j—1]' (42)

1
u. =—[U- Y
ij 4 i+1,] i-1j
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- tento vztah musi platit séasré ve vSech vninich bodech oblasts a i
feSeni se musi vyuZzit i hodnoty diskretizované fenkoa hranicich oblasti , kde se
pro uzlové body hranice praégpoloziU (I') = u(l").

Vidime, Ze formulace Ulohy je shodna isspupem numerické matematiky.
Rozdil bude weSeni vzniklé soustavy rovnic (42) — misto numegbkalgoritmi (na.
Gaussova eliminace) se vyuzivaji stochastické nyetbtbnte Carlo. Uvedenou
formulaci problému mizeme modifikovat podle konkrétnich podminékércovou si

nahradit obdélnikovou, atd.)

Algoritmus bloudéni v pravouahlé siti

Jednoduchy algoritmus preSeni Laplaceovy rovnice je zaloZeny adstav
nahodného bloughi ve vytvaené siti — viz obr.5. Hledame prapddobnost toho, Ze
po vypuséni z bodu P dorazime po ndhodné trajektorii dktarého hrariiniho bodu,
kde jiz Zistaneme. S kazdym hr&nim bodem je spojena ¢jaka veltina, kterou pi
tomto blou@ni ziskame. Cely pokus pakkrat zopakujeme a startovnimu boéu

piitadime piimérnou hodnotu z takto ziskanych .

h

Obrazek 5: St profeSeni dvourozgrné Laplaceovy rovnice metodou Monte Carlo.

Algoritmus blou@ni v pravouhlé siti

Pfi nahodném blouthi musime prochazeadou nahodnych bdda v kazdém

Z nich médme stejnou praggbdobnost, Ze budeme po&oaat v jednom ze&tyi sneru.
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Pokud tuto podminku vyjd&tine v pravdpodobnostech, dostaneme vyraz ekvivalentni
vztahu (41), jenZ odpovidd numerickémedeni pré¥ Laplaceovy rovnice.

Velkou vyhodou popsaného algoritmu je, Ze protimetickému reSeni
Laplaceovy rovnice, kdy musi vztah (42) &asré platit ve vSech vnihich bodech
oblastiG, zde ziskaméeSeni v jednom b&dP. TotoreSeni je dobré pro naleznigSeni
Laplaceovy rovnice v jediném b&dnebo malém pitu bodi oblastiG. Potebujeme-li
nalézt feSeni Laplaceovy rovnice s@asré ve vSech vnihich bodech oblastG,
mnohem efektivi§Si postup nam nabizi klasickd numericka matematika

Nevyhodou algoritmu blouahi v pravouhlé siti je prévtato sf. Pouzivame je
ke dema (Eelim, které jsou i soke v protikladu:

- St nam slouzi k tomu, abychom v jejich uzlecltowali hledané hodnoty
potencialu. Siby méla byt co nejhustsi pro dosazeni dosta¢eiesnosti.

- St’ slouzi téZz k tomu, abychom s jeji pomoci realiioea nejnahod§si
prichod. Husta sinahodnost nezvysi, naopak prodlouzi dobu ¥po
Existuji algoritmy, které ob funkce si& od sebe odduji a cely vyp@et tim
zefektiviuji. Tyto algoritmy (nap algoritmus blou&hi s ndhodnym krokem) jsou o
mnohem sloZ#jSi a jsou doportovany jen zkuSenym uzivateh. Algoritmy bloudni
s nahodnym krokem jsou vy&leny v literatue [4].

U¢innost metody Monte Carlo i ¥eSeni Laplaceovy rovnice

Pouziti metody Monte Carlo n#&eSeni Laplaceovy rovnicefripaSi sice
jednoduchy algoritmus, ale jeho efektivita neklip vysoka. Pechod z dvourozamé
do tirozmerné ulohy znamena z&é prodlouzeni vypadu. Typicky minimalni
rozmery siti @i praktickém pouziti numerickéh#eSeni Laplaceovy rovnice mnap
v elektrotechnice jsotadu100x 100(10*). Rechod naifrozmgrnou st znamen&esit
fadow 10° algebraickych rovnic typu (42). V algoritmechtouy Monte Carlo stoupa
vypocetni nargnost problému s dimenzi pomaleji. JeFli doba patebna k pechodu
z jednoho bodu nahodna trajektorie do dalSiho kmodu je celkovy pdéet kroki jedna
trajektorie i i-tém pokusu, potom celkova doba vypo

T=1(v, +v, +...+Vv, ) = mEv

Pcatet pokus n potrebnych k dosazeni zadan@gnosti najdeme v zakénelkychcisel

(22). Celkova doba vymtu T zavisi na linearnich rozirech oblastiz kvadraticky a fi
prechodu doitti dimenze se tento odhad&rmjen malo.
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Vyhodou algoritni zaloZzenych na metédMonte Carlo je, Ze neni nutnégiat
soutasre rozdtleni potencialu ve vSech bodechéséle jen ve vybranych bodech. Mezi

dalSi vyhodu pédt malé naroky na pati patitace.

4.2.3 DalSi problémy

Lze konstatovat, Ze stochastické algoritmy lze ztalénet pro kazdou oblast
numerickych vypéta a otazkou pouze je, kdy je jejich pouZziti vyhodietoda Monte
Carlo se ve fyzice pouziva mimo jinéii interpolaci funkci mnoha protnnych a pi
feSeni soustav linearnich algebraickych rovni¢i RBterpolacich funkci mnoha
proménnych se vyhodnost metody Monte Carlo projevuje tiice, ¢im vice
proménnych interpolovana funkce obsahujé. #@Seni soustav linearnich algebraickych
rovnic se pouziva schopnost sdadit se naeSeni jen omezeného problému (hledani
jednoho konkrétniho kene). BZné metody nachazeji smsré vSechny kéeny,
kdezto metoda Monte Carlo dokaze hledat pouze jé&désn, ¢imz se doba vypidu
redukuje na vetinu umérnoum.

Mezi velmi efektivni aplikace metody Monte Carlati interpolace funkci
mnoha promgnnych. Mé&me funkcim promennych, f(x;,X,,...,X., ), a né¢jme zadany
jeji hodnoty pouze ve vrcholech jednotkow&rozmsrné krychle. Ukolem je it

hodnotu funkce v&akém bod o sodadnicich (x,...,x,, ) uvnitt krychle. Kazdou

souadnici budeme interpolovat line&ra poté interpokni vztahy pro jednotlivé
rozmery m budou
m=1
f(x)=a-x) 0 0)+x LF @)
m=2

F (%, %;) = @= %) L= %) OF (0) + x, L1 = %;) TF (LO) + (1= %) Ok, OF (O) + %, X, f (LD).

S mistem pdtu pronénnych m paéet ¢lena v interpol&nim vztahu prudce nasta
(m=30 dosahuje .
O mnoho jednoduSiieSeni téZe ulohy je pomoci metody Monte Carlo.

Vytvotime n bodi o nahodnych sdadnicich (£,...,&, & z nich u&éime hodnotu

interpolované funkcé

F (XX :%z feo,...&0)

i=1
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Kazda zvetin ¢&"(j=1..mi=1..n)mize nabyvat hodnot 0 nebo 1

s pravépodobnostmi
P{fj :0}=1—xj

Proto kazdy bod¢,,...,§,, Jpredstavuje &tery vrchol jednotkove krychle. Hodnot,

uréime pomoci ndhodné vé&ly y rovnomerné rozcklené v intervalu (0,1) podle
predpisu
¢; =0 pro y=x;
¢ =1 pro p(X;.
DalSim problémem jeeSeni soustav linearnich algebraickych rovniza
uréitych podminek mizeme uplatnit metodu Monte Carlo.
Zformulujeme si Ulohu: Vezéme si soustavin lineérnich algebraickych rovnic
S neznamymi,,...,z,
m

Zaﬂ z,=b i=1..m (43)

=

Tuto soustavu lze zapsat ve vektardorme a to jako

AZ=b,

kde A je tvercova maticemxm, Z a b jsou vektory om slozkach. Repsanim do

Jiteratniho” tvaru dostaneme
7=Cz+b .
kde maticeC je rovnaE — A E je jednotkova matic&keSeni ma tvar
z=C7p. (44)

Inverzni maticeA™ mazeme vyjadit fadou

A'=E+C+C*+....
Rada konverguje tehdy, jsou-iisla matice C v absolutni hoddomensi nez 1.
Dosadime-li rozvoj maticéd ™ do hledanéhdeseni, dostaneme

Z=b+Cb+C?%h+....

TototeSeni nizeme slozit z délich iteraci
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729 =b
7@ =Cz® +b=Cb +Db
7® =Cz2? +p=C% +b

Metoda jednoduchych iteraci konverguje @ravehdy, konverguje-li fada

29,2® 29 .. Proi-tou sloZku vektoruz, , dostaneme vztah

z =h +ZCU j +zzcij10j1j2bj2 +zzzcijlcjljzcj2j3bj3 o (45)

i1 j2 i1j2j3

Reseni téhoZ problému pomoci metody Monte CarloaW£845) ndm dava navod jak
vypacist jednu sloZzkueSeni rovnice (43). Jednotlivéeny vyrazu (45) mizeme ukit
pomoci nahodnych vein. Nasim cilem je nalézEs, = z,. Budeme- li postum-krat

opakovat, dostaneme jednotlivé realizacesi)i 7, :7,“ :n,? ...,

Veli¢inu #; zkonstruujeme nasledujicim tgmbem: Kazdy prvek matic€ zapiSeme
jako souwin dvou prvki
¢ =FR
Kde P, 0(01); pro ¢; = 0 polozime B, = 0.Analogicky upravime i prvky vektoru
pravé strany b
b =fip,
0(03). Volbou prvki P ap provedeme tak, aby platilo

p+> P =1 i=1..m.
=1
Na tyto prvky niizeme pohlizet jako na soubor pragddobnosti nezavislych udalosti.

Rovnici (44) s jejich pomociippiSeme do tvaru

Z = f pl +ZF|] ji p] +. +Zl ZFul jr=1jr Jr |]l I:)jr—ljr pjr EEE (46)
J

r

Proi = 1nyni rozalime interva(0,1> nam+ 1¢asti, jejichz délky budou

RirPos P -
TotéZz miZzeme provést i pro ostatni hodnoty= 2,...m a ziskat takm zpisohi
rozcleni intervalu<0,1>. Pak nagenerujeme nahodné &ialy nezavisle a rovnoanné
rozcélené na intervalu (0,1)y,,04,V, ...Nejprve vezmemeé-té rozaleni intervalu

<0,1> a zjistime, kam padne veéia y,. Padne-li do poslednin+ aasti délky p,,
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polozime realizaci nahodné Wty 7, rovnou f,. Padne-li¢islo y, do j-té casti
rozckleni (o délceP,,), vezmeme dalsij, -té rozalent intervalu( 1)

lel’Pi12""’Pj1m’ P

a zjistime, do kteréasti tohoto nového rozteni padneislo .

4.3 Pouziti metody Monte Carlo ve fyzice

Metoda Monte Carlo fiZze najit své misto v matematice a jejim pexictvim
i ve fyzice. Hlavni fyzikalni pouZiti metody Mont€arlo je ovSem ifp provadni
pocitatovych experimerit Typické pouZziti metody Monte Carlo jéi stochastickém
casticovém modelovani. Problematice stochastick@sticového modelovani ve fyzice
se budemednovat v tétaiasti.

Pri feSeni problérin vyjadienych pomoci postupnumerické matematiky t'giz
klasickych nebo jejich stochastickych ekvivalenjsme schopni popsat konkrétni
algoritmus feSeni studovaného problému, tento algoritmus napnogvat a pro
konkrétni data vieSit. Ri pocitacovych experimentech ve fyzice stojimie@ podstath
z nich vyZaduje individualniifstup.

Pokud se vratime k obecnému schénteseni problérin pomoci metody Monte
Carlo (sekce 3.1):

1. Analyza problému a stochasticka formulace modelungm nahodné

veliciny &

2. Generovani nadhodné wv&hy y rovnonerné rozctlené na jednotkovéem

intervalu

3. Transformace ndhodné vgliy y na hledanou ndhodnou v@tiu &

4. Statistické vyhodnoceni opakovanim bdtla 3 vzniklého souboru realizaci

nahodné vetiny ¢:¢,,&,,....¢,,

Pii analyze studovaného fyzikalniho problému j&eba nalézt vhodny
zjednoduSeny model a dit; ktera nahodna velina jej nejlépe popisuje. Do tohoto
kroku téz pat ureni toho, kde najdeme hledany vysledek. Momenty ykiev
vyhodnocujeme tehdy, kdyZz hledame fyzik&egeni ve form jediné hodnoty, zatimco

nag. Uhlova nebo energetickd rateni ¢astic nefjastji prevadime na rozdeni
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pravéEpodobnosti nahodnych véil. Tato analyza je velmitdezita, nebé uréujeme
techniku statistického vyhodnoceni vyslédkbod 4.
Vlastni tvarci ¢innost lezi v bod 1, ktery je nejobtizSi. VSe ostatni jsou jiz

standardni postupy, které jdou dasekce 2 a 4.1).

4.3.1 Transportni problém

NejrozsfergjSim problémemcasticoveho modelovani ve fyzice je transportni
problém, pi kterém studujeme pchodcastic hmotnym proggdim. Rivodni formulace
pochazi z oblasti jaderné fyziky, kde byl studouéansport neutraih v atomovém
reaktoru. Lze tak takiéSit nap.
- transport elektrainv polovodgich
- prachod urychlenych elektrdnv elektronovém mikroskopu tenkou vrstvou kovu
- pohyb elektrofi a ionfi v plazmatu (horkém)
- prachod z#eni latkou, ... .
Algoritmy pro vSechny tyto problémy jsou sp@éié a zalezi pouze na fyzikalni

interpretaci vstupnich dat a vysledcich modelovani.

Zakladni schéma
Pokud bychomiesili transportéastic latkou jinymi prosedky nez metodou Monte
Carlo, museli bychom deta#drenat cely plibéh transportu a ten co nejlépe napodobit
vypocetnimi prostedky — spojitym modelovanim nebo deterministickyisticovym
modelovanim. Metoda Monte Carlo je ztohoto hledisknohem bliZzSi realnému
experimentu. Fed z&atkem modelovani jedba uéit podstatné fyzikalni procesy, ke
kterym @i transportu dochazi, a jejich radvaci zakony. R vlastni simulaci postugn
rozehrdvame jednotlivé hodnotychto nahodnych faktéra zapdétenim jejich vlivu
uré¢ime konkrétni realizaci studovaného nahodného proce

Timto postupem GZeme modelovat historitastic a naslednym zobegrim
velkého pétu techto historii uéit i makroskopické charakteristiky procesu. Uvedené
metod seiika metoda pditacoveho experimentu

Pri pocitacovém experimentu fizeme postupovat dma cestami. Prvni nejprve
analyzuje cely studovany fyzikalni jev a snazimgymidovat model co nejmgejsi, ale
piitom dostaténé jednoduchy pro nasledujici vyget. Takovym modéim se iika
pFirozenéa budeme se jimi zabyvat v tétasti. Alternativnimu postupu pomaoci tzv.

umélych modeli se budemednovat v¢asti 4.3.2.
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Data

Pii pocitacovém modelovani musime spolu s ¥ggm pouzivanych algoritin
vénovat pozornost idatovym strukturam(tj. kam budou data v pbéhu vypatu
ukladana). Toto vyplyva ze zésad strukturovanéhmgnamovani, které je uvedeno
v literatue[7]. Datova struktura vhodna pro giacové studium transportdastis je
uvedena na obrazku 6.

typ

Obrazek 6. Datové struktury prgisticové modelovani —ifrozené modely.

VSechny udaje ifisluSejici jednécastici jsou ukladany do jednoho sloupce datové
struktury, tj. p@et sloupé odpovida celkovému @tu ¢astic. Ve skuténosti je situace
porékud sloZigjSi. Fi ¢asticovém modelovani rozehravdme dva typy algaritrednim

z nich je, Ze p simulaci budeme vypoustcéastice postupha teprve kdyz urazi celou
svoji trajektorii, tak budeme sledovat pohyb d&i&stice. Toto je tzvjednafasticova
metoda.Ji by odpovidala datova struktura na obr. 6 paugdnim sloupcem. Tato
metoda se pouzije tehdy, kdyz je rozhodujici poumterakce¢astic s prosedim a
vzajemnou interakci fZeme zanedbat.

Pokud ale bude vedle interakce s pexditm gitomna i vzajemna interakce
¢astic, musime sa@asreé sledovat chovani celého souba@astic. Pak se bude jednat o
metodu mnoh#sticovou.

Nyni si datovou strukturu uvedenou na obr.6 pramtéde detaile Pro kaZzdou
¢astici do ni budeme ukladatkolik skupin udaj:
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- Prostorové saadnicecéstice
NasSe modely mohou byt prostogopednorozmdrné nebo vicerozeémné. V naSem obr.6
bude prvni skupina dat obsahovat 1-3 polozkyi.nkartézské saadnice x,y,z. Tato
skupina nerize byt prazdna, nebomusi obsahovat minimainjednu prostorovou
souadnici, ktera fi studiu paichoducastice latkou fedstavuje jakoustidici osu (jiz
odpovida hlavni cyklus v programu).

- Rychlost¢astic
Abychom mohli sledovat gbéh transportucastic je pateba mit k dispozici rychlost
kazdé castice V. V zavislosti na rozirnosti modelu se fize jednat nap o slozky
rychlostivy, \, v, piipadré vyjadieni v jiné soustay ale také nap o absolutni hodnotu
celkové rychlostivspolu se sloZzkouwy, atd. V rekterych aplikacich je vhodjsi
pracovat s kinetickou energtiastice Ey,...)

- Dalsi udaje
Pri feSeni problémué&Sinou vySe uvedené &wskupiny stai, pokud ale budeme mit
v naSem souboru vice driuktastic (typické nap pro fyziku plazmatu nebo jadernou
fyziku), budou nés zajimat j&stlalSi charakteristikyastice — jeji hmotnost, naboj, atd.
Tim by ale datovy soubor nimtal na neumrnou velikost. Proto je vhodné data
optimalizovat, tak Ze zavedeme jen jeden dalSigmatai parametr ,typéastice” a

piifazenim konkrétnich hmotnosti atd. se provede vrarog jen jednou.

Pracovni oblast
Pri ¢asticovém modelovanim musime riéye@ ukit oblast v niz budeme studovany
proces simulovat. ii® modelovani transportu metodou Monte Carlo budenit tuto
oblast tv@enou temic¢astmi — viz obr.6:

- zdrojemcastic

- vlastni pracovni oblasti v niz se transport odehra

- cilovou oblasti
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. Pracovni oblast
Zdroj cil

Wﬁ

Obrazek 7.: Znazorrni pracovni oblastiipmodelovanicéstic

Vlastni  program  simulujici fpgchod ¢astic hmotnym  progtdim
(jednaiasticovou metodou) pak vypada tak, Ze ze zdrojeup$tdo pracovni oblasti
jednacastice, kterou budeme detailstudovat. Nejprve dime vzdalenost do bodu
interakce s materidlem, pakcime typ interakce a podlejnupravime snr a rychlost
dalSiho pohybuastice neb@astic ( miZze se stat, Ze iipodne jedna@asticova metoda
muze [ejit v metodu mnohtésticovou). Pak cely postup opakujeme acae
testujeme, zda trajektori€jakym zpisobem nebyla uk@ena.

Zdroj ¢éastic
Predstavuje generatorcastic, které vstupuji do naSi pracovni oblasti. oJeh
charakteristiku budemergbirat ze studovaného fyzikalniho jevu (hdmdovy zdroj se
sférickou symetrii). Z hlediska datové strukturyazorréné na obr. 7 provadi zdroj
naplreni prislusnych sloupc dat pro castice vstupujici ze zdroje @@enimi
hodnotami, tj. hodnota pramné x se nastavi na nulu, zadaji sdppdné hodnoty
dalSich prostorovych seéadnicy az, a zadaji se pateni rychlosti nebo energiédhto

gastic.

Pracovni oblast
Pracovni oblast modelu je taist prostoru, kde dochazi k interakcim prochazdjici
castic s latkovym progtdim. Interakce jsou vzdy v modelditpmné, kdyby nebyly,
mohli bychomieSit problém analyticky a negebovali bychom pouzivat techniky
pacitatového modelovani. Charakteristiku presli, v imz transport probiha, musime

pievzit z viéjSku modelu, nehbto jsou zakladni experimentalni Udaje. Z literatuebo
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od kolegi-experimentatar musime ziskat informaci o @ rozptylovych proces
jejich intenzit a gresny popis jejich vlivu na prochazejistice. Tyto Udaje shrneme
do jedné makroskopické v&ly — vysledné sedni volné drahy (nebo celkového
acinného péirezu). Na jejim zakladvytvoiime tzv. nahodnou volnou drahu, po jejimz
urazeni secastice srazi a trajektorie znazéma obr. 7 se zalomi. Pak musime
z existujicich rozptylovych procés vybrat typ konkrétni interakce, podle jeji
charakteristiky zrénit rychlost ¢astice v, postup zopakovat a takto vyiitocelou
trajektorii. Z hlediska datové struktury sé& pohybu v pracovni oblasti budouénit
vSechny udaje charakterizujigastici. Pokud dojde k tzv. &teni trajektorie, tj. pokud
se [ urcité srdzce vytvid dalSicastice, zavedeme do datového souboru dalstici

nebodastice.

Cil
Trajektorii mizeme skodit tiemi zpisoby — standardnim vstupem dtéové oblasti
ukorteni trajektorie zachytem &ipadre i ndvratem na&astice do zdrojové oblasti. Ve
vSech pipadech (tech) zpracovani této informace zavisétopa studovaném jevu a na
vytvoieném modelu. Obvyklé je, Ze pouze zapisujemetpiastic, které pronikly do
cilové oblasti a srovhavame je fmn castic, které pronikly do cilové oblasti a
S patem ¢astic pivodre zdrojem vypu&tnych. Je ovSem mozné provad detailni

analyzucastic vyletujicich z pracovni oblasti a zaznamendejech rychlosti v,, coz

pak vyuZijeme nap pfi modelovani Uhlového nebo energetického &erd
studovanyclgastic.

V modelu transportniho jevu mluvime dedh oblastech, které udledré
odcElujeme jak v popisu modelu tak i v programwkly vSak nelze tytofi oblasti
prostoro¥ odliSit — nap. pfi modelovani procésv nizkoteplotnim plazmatu,igsto
vSak i vytvéreni modelu a jeho realizaci nagftaci budeme tytoif oblasti oddlovat.
Z tohoto hlediska se jedna ne o prostorové, alasové odéeni —castice jsou nejprve

generovany, pak dochazi k transportu a nakonegsedky zpracuiji.

Rozptylové procesy
Predpokladejme, Ze v latce v niz probiha transpéstic je pitomno celkemk typa
rozptylovych proces Tyto procesy jsou charakterizovanyesinimi volnymi drahami

A Ay, A, pripadré Géinnymi prirezy jednotlivych tyf interakei S, S,,...,S, .
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Stredni volna drahal, je pimérna vzdalenost mezi srazkamiého typu a udava se

v metrech. Winny pritez mizeme zavést dwna zmisoby, jako makroskopicky&inny

prarez

kde N = 321[10%% molekul nebo atofnvm® pii T = 30K. Tento &inny priiez je
udavan . Druhou moZnosti je mikroskopickyiany prifez
1

d 1

udavany v jednotkdchm™. Pokud dostaneme experimentalni hodnoty, tak &zm
acinného ptifezu a jehociselna velikost nantekne, kterd4 definice bylafipméreni
pouzita. Z ditich interakci vytvéime celkovy dinny prifez Snebo celkovou stdni

volnou drahoul . SloZeni diich interakci provedeme podle vziiah

s=is,
i=1

1 &1
nebo 1° ;A—I :
Dil¢i i celkové stedni volné drahy mohou byt konstantanitSinou vSak zaviseji na
poloze nebo na energiéstice. TotézZ plati pratinné piiezy.
Z&kladni typy rozptylovych procégsou nasledujici:

1) Pruzny rozptyl
P pruzném rozptylu seipinterakci nendni celkova energie interagujici¢fastic. Ve
fyzice pevnych latek je energi@sticeE pied i po sraZce stejna. 8npohybucéstice se

ovSem znini, a proto se z&mi i ,slozky” energieE,,E, a E,. Naproti tomu nap ve

fyzice plazmatu, i p srdZzce lehkého elektronué&zkym iontem se i piesném vypé&tu
musi utitd mala ztrata energie elektronu zéipat. Snér castice po interakci je liu
zadan simulovanymi experimentalnimi podminkatastji se vSak pedpoklada uhloy

izotropni rozptyl, kde se strové kosiny rozehravaji ze vzial33.2).
2) Nepruzny rozptyl

Pt nepruzném rozptylu vzdy dochazi ke zirénergie AE. Tato ztrata energie e

byt konstantni (nap pii excitaci atomu do vySSiho stavu JBRE rovno rozdilu
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energetickych hladin atomu) ,ife to byt ale i ndhodna véla ( @ ionizaci). Snér
¢astic po interakci byva &sSinou zadan z experimentugkay ale i nedostatku

experimentalnich dat se &pichylujeme ke vztaim (33.2).

3) Zachyt

Zachyt fyzikél® odpovidé iznym mechanisim, nag. pohlceni neutronu. V modelu
se to oSdtje stejr — trajektorie prostv daném bod korci a ze zdroje je vypudta
dalSi ¢astice. Model Ize doplnit i o popis fyzikalnich pesi vyvolanych zachytem
¢astic a uvoltinim energie nebo néboje, kterou nese —.npp zabrzdni rychlého

elektronu v latce vznika elektromagnetickéera.

4) Sgpeni
Stépeni znamena procesti (kterém z jedné primarni studovaséstice vznikaji d¥
nebo i vice sekundarnich — neutiion jaderné fyzice, elektrégnv plazmatu, apod.
Programovaci problém seigeni spojeny je takovy, Ze pokud &esto proces opakuje
z pavodni jedn&astice vznika cela lavina. Toto se velmi ob&ipnogramuje.

Po urazeni nahodné volné drahy dojdeitérk interakci, je vSak ieba
rozhodnout, kterd interakce to budéi t8m se vyuZziji hodnoty Btdnich volnych drah

dilcich interakci A, . Pro pravépodobnost vyskytu-té interakce pouzijeme jeden ze

vztahi

P =

P =

|0 >~

Pokud tyto pravépbodobnosti zname, pouZzijeme standardni postup mehravani

diskrétni nahodné velny ( zobrazeny na obr.2).

N&hodna volna draha

Z&kladnim ukolem ib feSeni transportniho problému ve fyzice je rozehréiodné
volné drahy. V této souvislosti musime operovat\&ena pojmy:ndhodna volna draha
& je vzdalenost, kterou uraZastice mezi ddma po sob jdoucimi interakcemi, a jedna
se 0 ndhodnou velnu. Naproti tomustrednivolna drahaA je obvyklé (nenahodné)

¢islo udavajici ptmérnou vzdalenost mezi interakcemi a charakterizaleprostedi, v
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némz transport probih4. #®dni volnd draha fpdstavuje prvni moment nahodné

veli¢iny & a je mezi nimi proto obvykly vztah (22)
1 n

A= qu zﬁ@a .
i=1

Z&kon velkych¢éisel (22) nAm umailije @iblizné feSit tuto implikaci pro obecnou
nahodnou vedinu ¢&:
&. &by = EE,
naproti tomu opé&a implikace, kterou ptgbujeme viesit pro generovani nahodnych
volnych drah:
A=EE=E,6,,...¢,

neni na obecné urovtesitelna.

Pokud vyuZijeme fyzikalni vlastnosti rozptykastic v latce, lze vztah pro
generovani ndhodnych volnych drah odvodit. MusikvBg splren predpoklad, Ze
stredni volna draha je konstantni. Za tohoto dostiésib pedpokladu mizeme pouZit

pro generovani jednotlivych realizaci nahodnycmyoh drahé; jednoduchy vztah
& =-Alny, 47)
kde y je rovnongrné rozdlena nahodna veiina v intervalu(0,1>. Pokud ale neni
predpokladA =konst.splrén, nemizeme vztah (46) pouZzit.
Vztah pro rozehrdvani ndhodné volné drghgnuizeme odvodit timto postupem:
Predpokladejme, Zéastice se pohybuje z bodu= pbdél osyx a po cest se niize
srazet. Zavedeme param@&r celkovy @&inny prifez interakceiastice s progedim.

Rozdlovaci funkce nahodné volné draljy F(x), bude
F(x) = P{&(x}.
Pravapodobnost, Zesastice bude mit prvni srazku v intervaly, x + Ax), mizeme

urgit dvéma zpisoby. Za prvé proAx dosti malé s vyuzitim distridai funkce
dostaneme
F(x+Ax)-F(X).
Za druhé mzeme tutéz prawghodobnost vyjatit pomoci &inného péirezuS
[1- F(x)] B Ax,
kde 1- F(x) je prav@podobnost, Z€astice doleti bez sraZzky do mistaa SIAX je

pravdspodobnost srazky v intervalix, x + Ax) .
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Vytvoiime-li z obou &chto vztali pro pravépodobnost srazky rovnici a

povedeme-li limitni pechodAx — Q dostaneme pro rozlbvaci funkci F (x ) vyraz
F(x)=1- exp{— [ S(s)ds} .
Odpovidajici hustota pragpdodobnosti rozéleni ndhodnych volnych draf bude
0(x) = S(X) Eéx;{— [ S(s)ds} . (48)

Nahodna volna draha je tedy spojitou nahodnouivelit s oborem hodnat0(0,«) a

hustotou pravébodobnosti (48). # znalosti celkového dinného piifezu S(x)

muzeme tyto Udaje vyuzit k rozehravani konkrétnictnod nadhodnych volnych drah.
Problém je ale ve tvaru zavislosti (48) — jedn® setegral v exponenciéle. Pokud bude
mozno tento vztah spiiat analyticky, lze fipravit explicitni vzorec typu (47) a tadit
jej do programu. Jediny problém je, Ze to Izeiladjen @i znalosti konkrétnich
rozptylovych proces v naSem modelu. Pokud ovSem nebude integral idSjelny
analyticky, v modelovani metodou Monte Carlo jemiiéeme pouZzit ( numerické
feSeni by bylo velmi pomalé).
V prostedi, kde celkovy &inny prifez Sbude konstantni , dostaneme

zjednoduSené vyrazy pro razadvaci funkci a hustotu praggdodobnosti

F(x) =1-exp- SX

p(x) = Sexp(- SX).

4.3.2 Metoda nulové srazky
Tato metoda byla navrZzena v roce 1972 [5] a @jhoci nizeme i v nehomogennich
prostedcich pouZivat pro rozehravani ndhodné volné deddnoduchy vzorec (47)

& =-Alny,

Pavodrné mélo  studované prostdi ktypa  srazkovych  procés
charakterizovanychdnnymi pritezy S,,...,S,. Z nich byl vytvdaeny celkovy dinny
priaiez Sa celkova gedni volna drahal . Tyto velkiny ale zavisely na poloz&stic a
proto nebylo mozno vyuzit pro rozehravani nahodaknérs drahy vztah (47). Proto
v nové formulaci modelu budeme pracovat s penstn obsahujicimk+1 typa

srazkovych procés charakterizovanych dnnymi prirezy S,...,S,,S,.;. Srazkovy
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proces jsme si vymysleli, proto sit@eme navrhnout i jeho zavislost na poloze.
Udélame to tak, aby novy celkovyinny prifez
S=§+.+5 +S,
byl konstantni.Pak i upraven&eni volna drahal’ bude konstantni a pro rozehravani
nahodné volné drah§’ miZzeme pouZzivat jednoduchy vztah
& =-A"lny.

Tomuto novému uému procesu, ktery jsme do modelu zavedlijls&nulova
srazka protoze nebude &nit ani energii interagujiatastice, ani sir jejiho pohybu —
dalSi ¢ast trajektorie bude prodlouzenintegchoziho Useku. Tentarqupoklad pl

post&i k tomu, aby kompenzoval vliv zavedenéhoélgho obratu, coz si tizeme

demonstrovat na obr.8.

Obrazek 8: Modelovéani transportniho proce&stic pracovni oblasti: nateo—

piirozeny algoritmus, dole — simulace s uzitim metodipveé srazky.

V piipadt prirozeného procesu je trajektorie fteoa nahodnymi volnymi
drahami ¢, rozehravanymi na zakladstedni volné drahyA. V ptipade unilého
procesu pracujeme s nahodnymi volnymi drahafhirozehravanymi pomoci igtdni

volné drahy A'. Cervert znazorgny na obr.8 jsou nahodnvkladany useky
odpovidajici mechanismu nulova srazky, které bum@ti nahod® prodluzovat ostatni
Useky. OB trajektorie na obr.8 budou statisticky stejné rmetody nulové srazky se

projevi jen vyrazna Uspotasu modelovani.
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5. Rozehravani veliin

V této sekci si uvedeme praktické rozehravani sthls maxwellovskym a

nemaxellovskym roz#lenim rychlosti. Zde vyuZijeme poznatky, které jssiejiz

/////

5.1 Rozehravani rychlosti s maxwellovskym rozdenim rychlosti

V této kapitole se budu zabyv&Senim problému rozehravani rychlasistic
idealniho plynu. Z teorie tekutin vyplyva, Ze valshém stavu, kdy ngstice nefisobi
Zadna vajsi sila, majicastice maxwellovské rozkeni rychlosti. Rozélovaci funkce

ma tedy v pipadech, kdy rizeme uvazovatitstupre volnosti kazd&€astice tvar

2 ge 8
f(e,)=———°_[exp——
( e) ,\/I_TkBTel‘s p( kBTe)

kde

Rozdlovaci funkce vyjatena jako funkce rychlosti se da psat ve tvaru

m,v?
2k, T,

f(v)=AD*(- )

kde konstantu A Ize prd@itozmerny pohyb elektrofh zapsat ve tvaru

_[2(m )
A= \/;( kBTe j (49)

Jednou z moznosti, jak nagenerovat soubor rychiéstic, je vyuZziti metody inverzni

funkce, jak byla popsana v jedné iegchozich kapitol. Za timto ¢élem byl
v programovém baliku MATLAB vytwen tento zdrojovy kod, ktery jsme si barévn

rozlisili, pro nasledné vystieni:

m_e=9.109534e-31;
T_e=23200;
k_B=1.380662e-23;
g=1.6021892e-19;
pocet=1000000;

konstanta=m_e/(k_B*T_e);
vMax=5*sqrt(2*k_B*T_e/m_e);
v_Maxwell=linspace(0+eps, vMax, 1000);

f= @(v)(2/sqrt(2*pi))*(konstanta.1.5)*(v."2).*exp( -
konstanta.*(v."2)/2);
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for i=1:1:1000
F(i) = quad(f,0,v_Maxwell(i));
end

v=interpl(F, v_Maxwell, rand(1,pocet), 'spline’ );
Theta=acos(2*rand(1,pocet)-1);

fi=2*pi*rand(1,pocet);

v_x=v.*cos(fi).*sin(Theta);

v_y=v.*sin(fi).*sin(Theta);

v_z=v.*cos(Theta);

V néasledujicich &kolika fadcich si projdeme vyt¥eny program a vys¥lime si

postupr co kteryradek znamena:

- konstanta=m_e/(k_B*T_e);
vMax=5*sqrt(2*k_B*T_e/m_e);
v_Maxwell=linspace(0+eps, vMax, 1000)
Tato cast slouzi pro nadefinovani konstant, ve které js@apaitany hodnoty

pomocnych pronnych, které umaiuji efektivrgjSi provedeni vypétu.

- f= @(v)(2/sqrt(2*pi))*(konstanta.1.5)*(v.”2).*exp(
konstanta.*(v."2)/2);
Zde je definovana MATLABovska funkce f, ktera odpdd roza@lovaci funkci

rychlosti elektron (viz obrazek 9).

- for i=1:1:1000
F(i) = quad(f,0,v_Maxwell(i));
end
Zde jsou numerickou integraci za vyuziti MATLABo¥sKunkce quad nap@itany

hodnoty distribtni funkce F — viz obrazek 10.

- v=interpl(F, v_Maxwell, rand(1,pocet), 'spline’ );
Po ukorteni cyklu jsou interpolaci (MATLABovska funkdeterpl)a za vyuziti hodnot

funkce rand, kter4 generuje nadhodnésla s rovnorrnym rozdlenim na intervalu

<O,1>, nalezeny hodnoty rychlosti, které odpovidaji maegevané hodnadtdistribuwini

funkce F. Je patrné, Zdipyuziti MATLABovské ,maticové syntaxe” odpada ps$a
komplikovanych cyki, jako by tomu muselo byt néglad v programovacim jazyku C
¢i Fortran, a cely fikaz Ize pehledré zadat na jedinérradku.

- Theta=acos(2*rand(1,pocet)-1);
fi=2*pi*rand(1,pocet);
v_x=v.*cos(fi).*sin(Theta);
v_y=v.*sin(fi).*sin(Theta);
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v_z=v.*cos(Theta);
Tyto poslednitddky zapise umdiliji rozehrani jednotlivych sloZek rychlosti vedh

nezavislych s@rech. Rozehravani odpovida generovaniibopednotkove kouli
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“ 05F | ! 1
03 | -

02+ | -
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06F |
04 / ;
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0 P 1 1 1 1 1 1 1 1
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Obrazek 10: Distribuéni funkceF generovana zdrojovym kédem.
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Obrazek 11: Histogramy rychlostéastic — histogramy byly sestrojeny ze statistického
souboru hodnot tweného 10.000, 100.000, milionem a 10 miligagtic.

Zdrojovy kod jsem poté vyuZil pro generovani rysti elektrod o teplot
T =23200K s maxwellovskym rozflenim rychlosti. Tato Uloha odpovida tikpad
generovani parameétré¢astic ve zdroji. Na obr. 11 je patrné, Z# pétSim pa@tu
generovanycltastic jsou generovany i rychlostastic z energeti¢jSi ¢asti spektra a
rozdlovaci funkce vykazuje mnohem menSi fluktuace.
Z pohleducasové narénosti vypa@tu se d&ici, Ze ho lze provést v zavislosti na¢ho

generovanych hodnot #adow jednotky sekund.
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5.2 Rozehravani rychlosti s nemaxwellovskym roztenim rychlosti

V této kapitole popiSi moznost, jak Ize nagenerayahlosti ¢astic s obeah
definovanou rozélovaci funkcif. Nagiklad @i studiu ionizovanych plyin, nebyva
piedpoklad maxwelloovského roddni rychlosti casto splin, nebd rozdlovaci
funkce byva ¢asto deformovana n#iglad pritomnosti elektrického pole nebo
neelastickaymi srdzkami megéasticemi (excitace, ionizace)iddto niize byt Gloha
rozehrét rychlostéastic dilezita pro dalSi provedeni vy§to, jako je tomu nagklad ve
tieti ¢asti algoritmu prezentovaném v [6].

V tomto pipact je rozdtlovaci funkce definovana v jednotlivych bodech (je

zadana tabulkou). Pro ukazku rozehrajme nahodnakcfisin(x)/2 na intervaly0, 7).

Predpokladejme, Ze ji mame definovanu ve 100 ekwadist rozlozenych uzlovych

bodech. Zdrojovy kdd pakimie vypadat najklad takto (opt barevig rozliSime):
XMin=0;
xMax=pi;
yMin=0;
yMax=1;

x=linspace(xMin, xMax, 100);
ROZDELENI_v=sin(x)/2;

pocet=100000;

xRand = (xMax - xMin)*rand(1, pocet);
yRand = (yMax - yMin)*rand(1, pocet);

pom=interpl(x, ROZDELENI v, xRand, 'spline’ );
index = find( yRand < pom);

X=xRand(index);

hist(X, 100)

V néasledujicich &kolika fadcich si projdeme vyt¥eny program a vys¥lime si
postupr co kteryradek znamena:

- XMin=0;
xMax=pi;
yMin=0;
yMax=1;
Tyto ¢étyti fadky definuji minimalni a maximalni hodnoty, ktdrédou generovany na

ose x ay.

- x=linspace(xMin, xMax, 100);
ROZDELENI_v=sin(x)/2;
pocet=100000;
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xRand = (xMax - xMin)*rand(1, pocet);
yRand = (yMax - yMin)*rand(1, pocet);

Prvni dvatradky (z &chto ¢étyf), v nichZz nejprve generujeme uzlové body a posléze
uréujeme v nich tabelované hodnoty. Pokud neni dankéctidana fedpisem, mizeme
data importovat ndjklad pomoci tabulky. Defigni ftadek pocet=10000 tuje paet
bodi, které budeme generovat v obdélniku. Matice xRangRand pak obsahuji

nagenerované stadnice.

- pom=interpl(x, ROZDELENI v, xRand, 'spline");
index = find( yRand < pom);
V téchto dvoutadcich si pak pomoci interpolace kubickym splajn@ime matici

pom, v niZ jsou weny aproximativni hodnoty tabelované funkce v n&yoti bodech

xRand. Indexy prvk, které lezi &ervené oblasti jsou obsazeny v matici index.

- X=xRand(index);

hist(X, 100)
Zde se jiz pouzetrpdavaji hodnoty xRand, které maji rélmaci funkci sin(x)/2, jak je
patrné z histograth na obrazku 12. Qg plati, Ze se zvySujicim se d¢em

nagenerovanych hodnot se zmensSujgepfiuktuaci v &chto histogramech.
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Obrazek 12: Rozehravani neznamé funkce: horni graf 10.000 dipgnostedni
1.000.000 a dolni 10 milignhodnot.
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Obrazek 13: K vyswtleni principu metody.

Princip metody je takovy (viz obrazek 13), Ze vélniku danych rozgra
generujeme bod, ktery je definovan jako uggana dvojice hodnot [X, y]. Hodnoty x
generuje v rozsahu defimiho oboru na ose x, hodnoty y v rozsahu od 0 drime
tabelované funkcé Nagenerovany bod pak lezi v Sedém obdélniku. éPolavic lezi i
pod Kivkou, tzn. véervené oblasti, bereme jeho x-ovou igamici jako hodnotu
generované funkce. Hodnoty &3 prav@podobnosti jsou timto Zgobem generovany
tak casto, jak to odpovida dané prapddobnosti. Na obrazku 12 je histogram

s rozctlovaci funkci sin(x)/2.
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6. Zawr

Pri sestavovani mé bakatké praci jsenterpal z mnoha dostupnych mateiial
které mam uvedeny v pouZité litersguCerpani z&chto materiél bylo velmi obtizné
z davodu ciziho jazyka, ve kterém tyto materialy bygpsany, tj. ¥tSinou v anghting.
DalSi materialy, které jsem pouzil, jsem naSel marnetovych strankach, v napok
programu MATLAB, nebo ve skriptech pro vyuku tohgtoogramu od pana doc.
RNDr. Josefa Blazka, CSc.[9].

Prace s programem MATLAB je velmi zajimava ackterychc¢éstech podobné
programovani. S programem jsem g@ pracovat od nejjednodusSichilazi, kterymi
jsem nap. vypcital jednoduchy vzorec, nebo sestrojil graf az pikgzy, které jsem
pouzil ve své praci. Se zvladnutim programu MATLABpomahal mij konzultant pan
Mgr. Petr BartoS Ph.D.

Tato bakalska prace mi ukazala, jakZké a hlava caso¥ nara@né je vytvdit
Lvlastni publikaci“. A to i gesto, Ze jsenterpal z materidl jiZ diive sepsanych a
nemusel jsem objevovat a vymysSlet zadné zakony.ZKabyminucasovou narénost,
byla prace obtiznarpdevSim v tom, ze kdyz jsetast prace uflal, a poté sem se k ni
vratil, nezdala se mi formulace textkili vhodna a mnohokrat jsentgaklaval to, co
jsem jiz dive napsal.

Mnou vybrana prace mi ukazala, jaké Usili vyZzadsgpsani odborného
materialu, ale finesla mi spoustu pozitivnich poznatjako nap. praci s programem
MATLAB.
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Anotace:

Tato prace obsahuje celkem 62 stran, na kterymhygswtleny zakladni pojmy
Z teorie prav@podobnosti a matematické statistiky. Po této képitmasleduje
vys\wtleni paitacového modelovani a modelovani Monte Carlo, ve hktersi
ukazujeme zakladni technikytaSeni problému pomoci této metody. Naczgwace
nalezneme ukazku s maxwellovskym a nemaxwelovksatElenim rychlosti, které je

namodelovano v programu MATLAB.

Abstract:

This project contains total of 62 pages, in which axplained basic terms of
probability theory and mathematical statistic. Thegt is followed by explanation of
computer modeling and Monte Carlo modeling, in Wwhi&ze shown basic techniques
and solutions of the problem by this method. Inatasion of this project is shown an
example on maxwell’'s and nonmaxwell’s allocation sgeeds, which has been

programmed in program MATLAB.
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