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Anotace

Tato bakalarska prace se zabyva vyuzitim dynamického matematického softwaru
ve vyuce matematiky na zdkladnich a stfednich Skolach. Cilem prace je nazorné a
srozumitelné¢ vysvétlit vybrand témata pomoci dynamickych grafi a konstrukei
vytvofenych v programu GeoGebra. Prace také obsahuje navody jak tyto grafy a
konstrukce vytvofit. U kazdého tématu jsou vypracované piiklady, které slouzi pro lepsi

pochopeni a procviceni dané problematiky.

Annotation

This thesis deals with the use of dynamic mathematical software in the teaching of
mathematics in primary and secondary schools. The aim is to illustrate and explain
clearly selected topics with dynamic graphs and structures created in GeoGebra. The
work also contains instructions how to create graphs and construction. For each topic

are worked examples which serve to better understand and practice the issue.
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1 Uvod

Dynamicky matematicky software je velice dobrou pomickou k vyuce
matematiky. Jeho vyuzitim lze vysvétlit nékterd témata nazornéji a diky tomu je zaci
snadnéji pochopi. Nejpouzivanéjsi programy tohoto typu jsou GeoGebra a Cabri . Pro
svoji praci jsem si vybral GeoGebru, protoze ma ptehledné pracovni prostiedi a je volné
Sititelna. Dalsi jeji vyhodou je moznost Sirokého vyuziti, ponévadz dokaze pracovat

s geometrickymi i algebraickymi ulohami a také s tabulkami a grafy.

Druha kapitola prace se zabyva vzajemnou polohou piimek v roving. Zde jsem
nejprve uvedl postup, jak vytvofit dynamickou konstrukci dvou ptimek, aby se pomoci
posuvniku, které predstavuji parametry predpisti piimek upravenych do smérnicového
tvaru, dala ménit jejich vzajemna poloha. Poté jsem se zamé&fil na blizsi vysvétleni vlivu
parametri na vzajemnou polohu pfimek. Dale nésleduje ptiklad na zjiSténi vzajemné

polohy dvou ptimek.

Ve tieti kapitole jsem se zaméfil na trojihelnikovou nerovnost. Tato kapitola
zaind navodem na tvorbu dynamické konstrukce geometrického zndzornéni

trojihelnikové nerovnosti. Nasleduje vysvétleni trojuhelnikové nerovnosti a priklady.

Dalsi kapitola je zaméfena na podobnost trojuhelnikii. V prvni ¢ésti je navod na
sestrojeni dynamické konstrukce znazoriiujici podobnost trojuhelniki. Na tento navod
navazuji dalsi podkapitoly, které se zaobiraji podobnosti trojuhelniki podle vét SSS,

SUS a UU. K témto podkapitolam nalezi feSené piiklady.

Pata kapitola se vénuje Thaletové vété. Zacatek kapitoly je vénovan konstrukei
Thaletovi kruznice. Po navodu jak Thaletovu kruznici zkonstruovat nasleduje uvedeni

definice Thaletovi véty a jeji dikaz.

Kapitoly Sest a sedm se zabyvaji linedrnimi a kvadratickymi funkcemi. Obé¢
kapitoly zacinaji kratkym pfedstavenim téchto funkci. Poté nasleduji ndvody na tvorbu
dynamickych grafi funkci a vysvétleni vlivli parametri na tyto grafy. Kapitola o
kvadratickych funkcich jest¢ zahrnuje vysvétleni metody doplnéni na Ctverec a
zjiStovani soufadnic vrcholu paraboly. Dalsi dileZitou casti téchto kapitol jsou feSené

piiklady.



2  Vzajemna poloha primek v roviné
2.1 Dynamické znazornéni piimek

Nejprve si vytvofime Ctyii posuvniky. Pojmenujeme je k4, k5, q1, g2 (v GeoGebie
napiSeme k_1,k_2,q_1,q_2, protoze podtrzitko pted Cislem je ptikaz, aby se Cisla
napsala jako dolni index) a interval posuvnikii ponechame na ptednastavenych
hodnotach od —5 do 5. Tyto posuvniky jsme vytvotili kvili pfepisim piimek. Piimky
zapiSeme pomoci linearni funkce, kterd ma tvar y = kx + q (smérnicovy tvar
pfimky). Nyni vytvofime pifimky p a q. Do piikazového tadku (vstupniho pole)
napiSeme piepis prvni pfimky, p_l:y =k _1*x +q_1, a v geometrickém okné se
piimka p vytvofi. Pro tvorbu pfimky q budeme postupovat stejnym zptisobem, do
prikazového tadku napiSeme piepis druhé pitimky, p_2:y =k _2*x+ q_2. Poté
klineme pravym tlac¢itkem myS$i na ptimku, zvolime moznost vlastnosti a zaskrtneme
policko Zobrazit popis. Pro vétsi piehlednost pomoci nastroje Text vlozime do
geometrického okna piedpisy piimek. Do okna Upravy, které se nam otevie po pouziti
nastroje, napiseme “p_1:y = “k_1“x + “q_1, pro pifimku p; a “p_2:y = “k_2“x +
“q_2 pro zapsani ptimky p,. Apostrofy piSeme u textu, ktery ma byt neménny, u
parametru k4, k,, q1, g, chceme, aby mohli ménit svoji hodnotu podle posuvniku, proto

je z apostrofii vynechame.

k=1 Ty Text &J
.
=1 p
q1. Upravy

ku_‘I:y: k_1x+q_1

[] LaTeXvzorec LaTeXvzorec = | Symboly |
(=i« 1 T T T [ [ ]

Mahled

p1:y=1x+1

o Napovéda J I OK H Storno ‘

Obr. 2.1



Nyni je uz konstrukce hotova a pfipravend k samotnému zjistovani vzajemnych
poloh primek. Manipulaci s posuvniky mizeme zjistit, jakych podminek jsou piimky

ruznob€zné, rovnobézné a totozné.

—_—— —_——
q,=1 q,=1 51
- e -
Py =1x+1 N
pz:y=0.5x+1

Obr. 2.2

2.2 Smérnicovy tvar rovnice piimky a vliv smérnic k a koeficientii g na

vzajemnou polohu piimek
Ptimky Ize definovat tifemi zptlisoby.

A) Parametrickym vyjadienim - pomoci zadaného bodu A[al,a2], kterym
ptimka prochazi, smérového vektoru u(ul,u2)a proménnou t, kterd se
nazyva parametr. Vyjadieni pfimky bude vypadat nasledovné:

P:x = a; + tuy
y = a, + tu,
B) Obecnourovniciax + by + ¢ = 0

C) Smérnicovym tvarem rovnice y = kx + q



Pro geometrickou konstrukci ptimek je nejptithodnéjsi smérnicovy tvar rovnice. Je
na ném nazorné a jednoznaéné vidét, jak bude dana ptimka vypadat. Tento tvar rovnice
ziskame vyjadfenim y z obecné rovnice. Smérnicovy tvar rovnice ma vsak jednu
nevyhodu. Nelze jim zapsat pfimky rovnobézné s 0Sou y, protoze parametr b # 0 a

primky rovnobézné s 0S0U y maji obecnou rovnici ax + 0y + ¢ = 0.
Postup:

1. ax+by+c=0
2. by=—-ax-—c [:b b+ 0
C a

3. y=-j;x—7 Pk=—2Aq=-7 3y=kx+gq

Po této upravé jsme ziskaly pozadovany tvar rovnice, ktery jsme pouzili
Vv pfedchozi konstrukci piimek. Vznikly nam dva nové koeficienty, k a q. Ty udavaji,
jak bude ptimka vypadat. Koeficient k se nazyva smérnice, jelikoz udava smér piimky,
je to tangens uhlu, ktery svira piimka s kladnou ¢asti osy x, q ur¢uje posunuti piimky po

0se y.

2.5

k=1 =kx+q

- 154 Yy =kx

1 tg45°=1

14 2 25

-0.54

Obr. 2.3

Ptimky mohou byt navzijem riznob&zné, rovnobézné nebo totozné. Zda jsou
riznob&zné nebo rovnobézné zaleZi na jejich smérnicich k. Pokud neni smérnice k;

pfimky p; rovna smérnici k, piimky p,, jsou piimky p; @ p, navzdjem raznobezné.



V ptipadé, ze k, = ki jsou ptimky na sebe kolmé. Jestlize k; = k, a q; # q3,
2

pak jsou piimky rovnobézné. Piimky jsou totozné kdyz k; = k,aq; = q,.

Nyni uz vime, za jakych podminek budou mit ptimky ur¢itou vzdjemnou polohu a

tak si mizeme ptvodni konstrukci zptehlednit a znazornit pomoci dynamickych bav.

Pravym tlacitkem klikneme na pifimku, otevieme Vlastnosti, zvolime pro
pokroc€ilé a do volnych oken pod napisem dynamické barvy k jednotlivym barvam
napiSeme, jaké vztahy budou mit mezi sebou koeficienty piimek pii dané vzajemné
poloze. Aby byly ptimky ¢ervené, kdyz jsou totozné, napiseme do okna vedle napisu
Cervena: k.1 = k.2 A g1 = q_2, pro zelenou barvu v ptipadé riznob&znosti
zadame do okna vedle napisu Zelena: k_1 # k_2. Chceme-li aby byly rovnobézné
pfimky modré, napiSeme do zbyvajiciho okna vedle napisu Modra: k.1 = k_2 A
q_1 + q_2 (Obr. 2.4). To samé mizeme udé€lat i s textem piedpisu piimek (Obr. 2.5).

- Bl s N
"7 Piedvolby - poloha primek 1.9gb ﬁ 7 Predvolby - polcha primek 1.ggb @
- = & = - — i =

@RkEE% @)= E &%
- F’nm:a | Zakladni I Barva | Styl | H Pr|m;(a ‘ Zakladni I Text | Baoy |
A | Algebra Pro pokrogilé Skriptovani o Pozice Pra pokroilé Skriptovani
@ Py L@ P,
- Tex Podminky zobrazeni objektu |+ i 2 Podminky zabrazeni objektu i+
-0 textt
~ @ text2 i [ tex
@ text3 Dynamicke barvy LG text3 Dynamické barvy
B ervena: k_12Zk_2aq_12q_ = ervend k 1Zk 2aqg11q.
Cislo T S TCRonalzlas - Cislo C k1lk2nq 1202
Gk Lok
3k Zelend: k_1=k_2 J K, Zelend: k_1=k_2
@Oy Modra: k_ 12k 2a(g_1=0q_2) L @ a Modra: [k_1Zk 2a(g_1=0q_2)
PN L@ a,
e - (%] oo - (x
Vrstva: | O v: Wrstva :U v:
Tooltip: | Automaticky + Tooltip: | Automaticky ~ | —
[¥] Vijibér povalen [¥] vibér povolen
| — —— h —— —

Upravena konstrukce bude pro jednotlivé vzadjemné polohy vypadat nasledovné:
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Obr. 2.6: Konstrukce riznobéznych ptimek
64
k1 =1 ky= 1
g,;=0 q,=1 51

Obr. 2.7: Konstrukce rovnobéznych piimek
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Obr. 2.8: Konstrukce piimek totoznych
Priklad 2.1:

Jsou dany pfimky p;: 6x + 3y — 12 = 0ap,:8x + 4y — 12 = 0. Najdcte

smérnicovy tvar rovnic, urcete jejich vzdjemnou polohu a udélejte jejich konstrukci.
Resent:

Nejprve upravime ptimky do smérnicového tvaru.

P1: P2:
1) 6x + 3y— 12 = 0/ —6x +12 8x + 4y— 12 = 0/—-8x +12
2) 3y = —6x + 12 /:3 4y = —8x+ 12 /: 4
3) y=-2x+ 4 y = —=2x+ 3
4) pi:y = —2x + 4 Py = —2x + 3
Ze smernicového tvaru rovnic vidime, Ze smérnice k; = —2a k, = =2,

koeficient q; = 4aq, = 3. Ztoho vyplyva, ze dané ptimky jsou rovnobézky.

12



Konstrukci pfimek provedeme tak, ze do pifikazového fadku napiSeme rovnice

pfimek ve smérnicovém tvaru. Vysledna konstrukce bude vypadat jako na obrazku 2.9.

|
L

|
N}
L

|
w
1

Obr. 2.9
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3  Trojuhelnikova nerovnost

3.1 Konstrukce dynamického geometrického znazornéni trojuhelnikové

nerovnosti

Konstrukci geometrického zndzornéni trojihelnikové nerovnosti

zacneme

vytvofenim tfi posuvnikli. Posuvniky si pojmenujeme al, b1, c1 (v GeoGebie zapisSeme

jako a_1,b_1,c_1). Interval posuvnikii zvolime od 0 do 10. Poté pomoci nastroje

Usecka s pevnou délkou vytvotime usecku |AB|.Timt0 nastrojem klikneme do

geometrick€ého okna, vytvoii se ndm bod A a zobrazi se dialogové okno, tam zaddme

pozadovanou délku tGsecky, c; (napiSeme c_1).

©'% Usetka s pevnou délkou

E=5)

Délka

c_1

(]

I OK H Storno J

Obr. 3.1

Dalsim krokem bude vytvoteni kruznice k,se sttedem v bodé A a kruznice k, se

sttedem v bod¢ B. K tomu pouzijeme néstroj Kruznice danda stredem a polomerem. Za

polomér kruznice k; zvolime délku b; (do okna, které nam vyskoci po kliknuti na bod

A, napiSeme b_1).

=
¥ KruZnice dana stfedem a polomérem

S5

Polomér
b_1|

(]

I OK H Storno J

Obr. 3.2

Stejny postup pouzijeme pii tvorbé kruznice k,, ale za polomér zvolime a,;. Po

zkonstruovani téchto dvou kruZnic vytvotfime pomoci nastroje Priiseciky dvou objektii

bod C. (Kruznice se budou protinat ve dvou bodech, C, D, ale pro pichlednost bod D

14



skryjeme. To muzeme udélat dvéma zptsoby. Klikneme na Sedou teCku vedle bodu
Vv algebraickém okné&, nebo nastrojem Zobrazit/skryt objekt klikneme na bod D a poté
zvolime jakykoliv jiny ndstroj, aby se zmény mohly provést, a bod se skryje.) Po této
Gpravé pomoci nastroje Usecka dand dvéma body vytvofime stranu a (|BC |) a

stranu b (|AC |) a vznikne trojuihelnik ABC. Pro lepsi nazornost vedle trojuhelniku
sestrojime pomoci nastroje Usecka s peviou délkou tisecky o délce stran a, b, c. Prvni
useCka bude mit délku strany a, na ni v jejim pravém krajnim bodé navaze dalsi useCka
o délce strany b. Pod prvni tsecku vytvofime tieti usecku o délce strany c. Stejnym
stylem vytvotfime dalsi tfi useCky, jen zaménime délky usecek. Prvni usecka bude mit
délku strany b, druhd, navazujici na ni, bude mit délku strany c a tfeti, umistnéna pod
prvni tseCkou, bude o délce strany a. Nyni postup jesté zopakujeme, jen op€t zameénime
délku usecek. Prvni usecka bude mit délku strany a, druha, navazujici na ni, bude mit
délku strany c a tieti bude o délce strany b. Konstrukci si dale mizeme zpiehlednit
obarvenim stran tak, aby strany o stejné¢ délce mély stejnou barvu (pravym tlacitkem
klikneme na useCku, zvolime moznost Vlastnosti, tam otevieme kolonku Barva a
zvolime si pozadované obarveni). = Manipulaci s posuvniky muzeme zkoumat, za

jakych podminek Ize trojihelnik vytvofit.

b1=2 >0 o
-1 *
- 0
¢, =2
——

. >0
0

54

44

34
- o

Obr. 3.3
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3.2 Soucet délek stran trojuhelniku

Trojuhelnikova nerovnost je vztah mezi stranami trojihelniku, ktery je dalezity
pro moznost zkonstruovani trojihelniku. Aby mohl trojahelnik vzniknout, musi platit,

ze soucet délek dvou stran je vétsi nez délka tieti strany.
Zapis trojuhelnikové nerovnosti: a + b > ¢
b+c¢c >a
a+c >b»b

Pokud tato nerovnost neni splnéna, nemize trojihelnik vzniknout. Jestlize soucet
délek dvou stran bude mensi nez délka tfeti strany (napf. @ + b < c¢), tak ty dvé

strany nebudou mit spole¢ny bod, tudiz nevznikne vrchol trojahelniku.

AN

Obr. 3.4

Kdyz soucet délek dvou stran bude roven délce tieti strany (napi. @ + b = ¢),

tak ty dvé strany budou mit spolecny bod, ale ten bude lezet na té tieti stran¢.

Obr. 3.5
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Priklad 3.1:

Urcete, zda jde sestrojit trojuhelnik ABC, jestlizea = 5,b = 6,c = 10.
Reseni:

a+b =11 c =10 11 > 10

b+c=16 a=5 16 > 5

a+c =15 b =6 15 > 6

Zadané strany spliuji podminky trojahelnikové nerovnosti, trojihelnik ABC lze

sestrojit.

Priklad 3.2:

Urcete, zda jde sestrojit trojuhelnik KLM, pokud k = 2,1 = 6,m = 3.
Resent:

k+1=8 m=3 8>3

l+m=9 k=5 9>5

k+m=5 [=6 5<6

Zadané strany nesplituji podminky trojuhelnikové nerovnosti, trojuhelnik

KLM nelze sestrojit.
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4  Podobnost trojihelnikii
4.1 Dynamicka geometricka konstrukce znazoriujici podobnost trojuhelniki

Nejprve si pomoci ndstroje Mnohouhelnik vytvotime trojuhelnik ABC. Poté
pouzijeme nastroj uhel, abychom si znazornili uhly v trojuhelniku. Pro znazornéni tihlu
« timto nastrojem klikneme na stranu c a stranu b, pro znazornéni thlu £ klikneme na
stranu a a stranu ¢ a pro uhel y klikneme na stranu b a stranu a. Nyni vytvofime tfi

posuvniky. Posuvniky si pojmenujeme k, k‘, k. Interval posuvnikd zvolime od 0 do 5.

Poté pomoci nastroje Usecka s pevnou délkou vytvoiime tsetku |AlBl|. Timto
nastrojem klikneme do geometrického okna, vytvofi se nam bod A; a zobrazi se
dialogové okno, tam zadame pozadovanou délku usecky, c¢ * k. Dalsim krokem bude
vytvoieni kruznice K; se sttedem v bodé A; a kruznice k, se sttedem v bodé B,. K tomu
pouzijeme nastroj Kruznice dana stredem a polomérem. Za polomér kruznice
k, zvolime délku b * k'. Stejny postup pouzijeme pii tvorbé kruznice k,, ale za polomér
zvolime a * k“. Po zkonstruovani téchto dvou kruznic vytvoiime pomoci nastroje

Priseciky dvou objektii bod C. Dale nastrojem Usecka dand dvéma body vytvoiime

stranu a, (| B,C, |)a stranu by(|A,C;|) a vznikne trojihelnik AA,B;C;. U nové
vzniklého trojuhelniku si vyznac¢ime uhly, tento krok udélame stejnym postupem jako u
trojihelniku ABC. Pro lepSi nazornost jest€¢ vytvofime tii useCky, které budou
znazoriiovat pomér mezi vSemi sobé odpovidajicimi stranami. Pouzijeme nastroj
Usecka dand délkou. Pro tiseCku znazorfujici pomér mezi stranou a, a a (a/
a) zadame délku k“, pro usecku znazoriujici pomér mezi stranou by a b (b, /b) zadame

délku k‘ a pro treti isecku zadame délku k.
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(2.46, 14.84)

(21.42, 3.82)

Obr 4.1

(2.46, 14.84)

|(21.42, 3.82)

Obr 4.2
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4.2 Podobnost trojuhelniki podle véty SSS

Trojuhelniky jsou podobné, kdyz poméry vSech sobé odpovidajicich stran jsou

shodné.

k je koeficient podobnosti trojihelnikt
k > 1 zvétseni trojuhelniku
k < 1 zmenSeni trojihelniku

k = 1 trojihelniky jsou shodné

(2.46, 14.84)

(2162, 3.82)

Obr. 4.3

Priklad 4.1:

Urcete, zda je AABC shodny s AOPQ.AABC:a = 8,b = 10,c = 6,
AOPQ:0 = 12,p = 15,9 = 9.

20



0_12_15
a 8
p_15_
b 10 L5
q 9
—=—=1
c 6 &

Poméry vSech sob¢ odpovidajicich stran jsou shodné¢, tudiz AABC je shodny s

AOPQ.
4.3 Podobnost trojuhelnikua podle véty SUS

Trojuhelniky jsou podobné, kdyz poméry dvou sobé odpovidajicich stran jsou

shodné a uhly, které tyto strany sviraji, jsou shodné.

by ¢«
?=?=k ANa =a

(2.46, 14.84)

(21,62, 3.82)

Obr. 4.4
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Priklad 4.2:

Urcete, zda je AABC shodny s AKLM.AABC:b = 6,c = 10,a = 30°,
AOPQ:l = 3,m = 5,6 = 30°

Reseni:
l_3_05
b 6
m 5 _ 05
c 10
a =6 = 30°

AABC je shodny s AKLM.
4.4 Podobnost trojuhelnikua podle véty UU
Trojuhelniky jsou podobné, kdyz maji dva sobé odpovidajici thly shodné.

a=a,AB=p (@a=a Ay =y1,B=p1AY =V1)

(2.45, 14.84)

(21.62, 3.82)

Obr. 4.5
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Priklad 4.3:

Urcete, zda je AABC shodny s AA;B;C,.AABC: « = 30°,f = 56°,A0PQ: a, =
300,)/1 = 94‘0

Resenti:

yl = 94‘0
y = 180°— (a+ B)y = 180°— 86y = 94°
Yy =y = 94

AABC je shodny s AA,B,C;.
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5 Thaletova véta

5.1 Konstrukce znazornujici Thaletovu kruznici

Nejprve pomoci nastroje Usecka sestrojime usetku AC, poté nastrojem Stied
vytvoime stied S useCky AC. Dale nastroje Kruznice dand stredem a bodem sestrojime
kruznici k se stiedem v bod¢ S a polomérem SA. Stiedem S povedeme kolmici p
k iseCce AC, pomoci nastroje Priseciky dvou objektii vytvotime prisecCiky
B, D kruznice k a ptimky p. Nyni néastrojem Mnohouhelnik vytvoiime ¢tverec ABCD a
trojuhelnik ACD a nastrojem Uhel znazornime thel ADC. Jelikoz tthel ADC je také

thlem ¢tverce ABCD, bude mit velikost 90°.

(3.23,12.34) P

VA
N\

S
_[3}90

(19.28, 3.29)

Obr. 5.1

Nyni vytvofime stejnym postupem dal$i konstrukci. Provedeme jednu zménu,

ptimka p bude s tseckou stale riiznob&zna, ale jiz s ni nebude kolma. (Misto ¢tverce

ABCD vznikne obdélnik ABCD.)
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(8.48,15.15)

(25.74,5.13)

Obr. 5.2

Pro zobrazeni dalSich podobnych ptipadl klikneme pravym tla¢itkem na bod D a
zvolime moznost Animace zapnuta. Z pfedchozich konstrukci vidime, Ze kdyZ kruznice
ma stied shodny se stfedem usecky a krajni body usecky lezi na kruznici, tak spojenim

téchto bodu s libovolnym bodem kruznice vznikne pravouhly trojahelnik.
5.2 Definice a diikaz Thaletovy véty

Mnozinou vrcholi pravych uhli v8ech pravouhlych trojuhelnikt s pieponou AB je
kruznice k s primérem AB S vyjimkou bodu A, B. Kruznici k nazyvame Thaletova

kruznice.

- Pokud je trojuhelnik ABC s pieponou AB pravouhly, tak vrchol C lezi na
kruznici k se sttedem shodnym se sttedem strany AB a primérem AB.
- Pokud vrchol C trojahelniku leZi na kruznici k se sttedem shodnym se sttedem

ptepony AB a primérem AB, tak trojihelnik ABC je pravouhly.
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Dukaz

(0.73,11.29)

(17.79,1.77)

Obr. 5.3

Mame danou kruznici k s primérem AB, bod C rizny od boda A, B ji nalezici a
useCku SC rozdé€lujici trojuhelnik ABC na dva rovnoramenné trojuhelniky ASC a SBC
(Obr. 5.3). Trojuhelnik ASC ma u strany AC shodné uhly a, al. Trojuhelnik SBC ma u
strany BC shodné uhly f, 1. Z obrazku 5.3 je vidét, Zze a,f a al + 1 jsou vnitini
uhly trojuhelniku ABC a tudiz musi platit « + f + al + 1 = 180°. Protoze
al = a,B1 = B, lze napsat 2a + 28 = 180°, ztoho vyplyva, ze a« + B = 90°,
takZze uhel ACB (al + B1) je pravy.
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Priklad 5.1:

Sestrojte pravouhly trojuhelnik ABC s pieponou |AB| = 5¢m a stranou
b = 2cm.
Reseni: Zapis konstrukee:

1) AB; |AB| =5

2) S; SeAB, |sA| = |sB]

3) k; k(S; 2,5cm)
4) k5 k'(4; 2cm)
5)C Cek nk'
6) 4ABC

Konstrukce:

Obr. 5.4
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Priklad 5.2:

Sestrojte pravouhly trojihelnik ABC s pieponou |AB | =7cm a thlem

| sBAC| = 60°.

Reseni: Zapis konstrukee:
1) AB; AB = 7
2) S; Se AB,SA = SB

3) k; k(S; 3,5 cm)

4) 4BAX; |4BAX| = 60°
5 C; Cek Nn— AX
6) 4ABC

Konstrukce:

Obr. 5.5
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Priklad 5.3:

Sestrojte kruznici n(N; 3 cm), bod A, pro ktery plati | NA | = 6 cm ateCny

z bodu A ke kruznici n.
Reseni: Zapis konstrukee:
1) n; n(N; 3cm)

2) 4; |NA| = 6cm

3) S;SeNA, |SN| = |sA|
4) k; k(S; 3cm)

5) T1,T2; T1,T2en n k
6) t1;t1 = AT1

7) t2;t2 = AT2

Konstrukce:

Obr. 5.6
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6  Linearni funkce

Linearni funkce je funkce s piedpisem f:y = ax + b, kde Kkoeficienty
(parametry) a, b € R. Pokud koeficient a = 0, nastava specialni piipad linearni funkce,
funkce konstantni, kterda ma podobu f:y = b. Definicnim oborem i oborem hodnot

linearni funkce jsou vSechna redlna ¢isla. Grafem této funkce je ptimka.
6.1 Konstrukce dynamického grafu funkce

Nejprve vytvoiime dva posuvniky, a, b. Tyto posuvniky budou urcéovat velikost
koeficientd a, b. Poté do vstupniho pole napiSeme predpis linearni funkce, f:y = a *

x + b, a v geometrickém okné se vytvoii graf funkce.

Obr. 6.1
6.2 Vliv parametra na graf funkce

Z ptredchoziho dynamického grafu muizeme vidét jak koeficienty a, b ovliviiuji
funkci. Koeficient a uréuje, zda bude funkce rostouci nebo klesajici. Pokud a > 0, tak
bude funkce rostouci (obr. 6.1). Jestlize a < 0, funkce je klesajici (obr. 6.2) a kdyz
a = 0, tak je funkce konstantni (obr. 6.3). Dale je také vidét, Ze ¢im vétsi bude | a | ,
tim vétsi bude sklon grafu funkce, graf funkce se bude vice ptimykat k ose y. Koeficient

b ovliviiuje posunuti grafu funkce po ose y. Kdyz je parametr b kladny, posunuje se
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graf o hodnotu b nahoru po ose y, v opa¢ném piipad¢ se graf posunuje dold. Hodnota

koeficientu b udava soufadnice priseciku grafu s osou y.

-2

-3

Obr. 6.2: Graf klesajici linearni funkce

_2

_3

Obr. 6.3: Graf konstantni funkce
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Priklad 6.1:

Je dan predpis funkce f:y = 5x - 3. Urcete které body lezi na grafu funkce.
A[0;0], B[0; =3],C[1;2], D[5; 3], E[2; 7], F[3; 1]
Resent:
a) Pocetni

Body budeme postupné dosazovat do rovnice (piedpisu funkce) a pokud

S dosazenym bodem bude rovnice platit, bod bude leZet na grafu funkce.

bod A: 0 # —3 = bod A nelezi na grafu funkce

bod B: —3 = —3 = bod B lezi na grafu funkce

bod C: 2 = 2 = bod C lezi na grafu funkce

bod D: 3 # 22 = bod D nelezi na grafu funkce

bod E: 7 = 7 = bod E lezi na grafu funkce

bod F: 1 # 12 = bod F nelezi na grafu funkce

b) Grafické reSeni v GeoGebre

Do vstupniho pole napiSeme pifedpis funkce, f:y = 5*x - 3a tim se
vytvoii graf dané funkce. Poté do vstupniho pole zaddme body (napiSeme
A = (0,0), B = (0,—3) atd.) a uvidime, které body budou leZet na grafu

funkce.
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D=(53)
L]

F=(297 1.14
. ¢ )

o

B=(0,-3)

Obr 6.4
Na grafu funkce lezi body B, C a E.

Priklad 6.2:

Body A[0; 1] a bod B[2; 0] nalezi grafu funkce g, uréete jeji predpis.

Resent:
b =1
0=2a+1
a = —-05

g:y = —05x +1

Piedpis funkce g je g:y = —0,5x + 1.
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Priklad 6.3:
Body A[1; 1] a bod B[3; 6] nalezi grafu funkce f, urcete jeji predpis.

Resenti:

Do obecného piedpisu funkce f:y = ax + b dosadime za x a y hodnoty

z bodu A, poté hodnoty z bodu B a vzniknou nam tak dvé rovnice o dvou

neznamych, a, b.
rl:1=a+ b

r2:6 = 3a + b

rl:1-b =a
r2:6 = 3-2b
b =-15
a =25

fiy =25x-15

Piedpis funkce f je f:y = 2,5x - 1,5.
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Priklad 6.4:

Z grafu urcete predpis funkce f.

Obr. 6.5

Reseni:
Ur¢ime dva body, které nalezi grafu funkce: A[0; 2], B[1; 0]
b =2
0=a+ 2
-2 =a
fry=—-2x + 2

Piedpis funkce f je f:y = —2x + 2.
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Priklad 6.5:

Z grafu urcete predpis funkce g.

Obr. 6.6
Reseni:
A[1; 3], B[=5; 0]
rl:3 =a+b
r2:0 = =5a + b
rl:3-b =a

r2:0 = =15 +5b + b

r2:15 = 6b
b =25
a =05

fry =05x + 25

Ptedpis funkce f je f:y = 0,5x + 2,5.
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Priklad 6.6:

Bazén ma rozmeéry 30 * 20 * 2 m. Urcete, za jak dlouho bazén naplni cerpadlo
s vykonem 2 m%/s pokud je v bazénu jiz 240 m® vody.

Reseni:
a) Pocetni
30%20%*2— 240 = 2x
1200 — 240 = 2x
960 = 2x
480 = x
x = 480s= 80 minut
Cerpadlo naplni bazén za 80 minut.
b) Grafické

Budeme mit dvé linearni funkce, f;:y = 1200 (objem bazénu) a f:y =

2x + 240 (vykon Cerpadla za sekundu plus objem vody, ktery je uz v bazénu).

Resenim bude soufadnice x bodu kde se tyto dvé funkce protnou.

1600 fy'=2x+ 240

1400

= (480, 1200)

foy=1200

1000

800

6004

|-2000 -1800 1600 -1400 -1200 1000 -800 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200

Obr. 6.7
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7  Kvadraticka funkce

Kvadraticki funkce je funkce spfedpisem f:y = ax? + bx + c¢. Pro
parametry a, b, c¢ plati: ae R — {0}, b,ce R. Vyraz y = ax? + bx + ¢ se nazyva
kvadraticky trojélen. Ten se sklad4 z kvadratického ¢lenu ax?, linedrniho ¢lenu bx a
absolutniho ¢lenu c. Pokud parametr b = 0, vznika funkce ryze kvadraticka, ktera ma
piedpis f:y = ax? + c. Definiénim oborem kvadratické funkce jsou vSechna realna

¢isla. Grafem této funkce je parabola.
7.1 Souiadnice vrcholu V[x,; y,] paraboly

1) Funkce ve tvaru f:y = ax? bude mit vrchol paraboly se soufadnicemi V[0;0].
2) Funkce ve tvaru f:y = ax? + ¢ (ryze kvadratickd funkce) bude mit vrchol
paraboly se soutadnicemi V[0; c]

3) Funkce ve tvaru f:y = ax? + bx + ¢ bude mit vrchol paraboly se
2
soufadnicemi V[—i ;—b—+c]
2a 4a

Tyto soufadnice Ize vypocitat pomoci metody doplnéni na Ctverec.
7.2 Metoda doplnéni na ¢tverec

y = ax? + bx + ¢

1) Nejprve vytkneme parametr a

y = a(x2 +b_x+_c>
a a

2) Zvyrazu x? + 2 potiebujeme ziskat vyraz (x + m)?
y = poticbuj yr

(x +m)? = x2 + 2mx +m?

bx
2mx = —
a

_ b
m_Za

3) Nyni do vyrazu (x + m)? dosadime 2% zam a ziskame vyraz
b2
_I_ _
(x 2a>
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2
4) (x +2%) roznasobime

2 4 bx N b?
x — [
a 4q2

2
5) Vidime, ze abychom vyraz (x + 2%) mohli dosadit do vyrazu
2 bx c "y w, ., b?
ry=a (x + =+ —) budeme muset od néj odecist —;
a a 4a
o b\? b2 : 2, bx ., ,
6) Po odecteni mizeme (x + Z) ~ ez dosadit za x* + — a ziskdme tak vyraz
= a(x+ L)Z _p e
y = aj\x 2a 4a?  a
2 2 2
7)y=a(x+£) i e m=2 n=-Z 4
2a 2a 4a

4a
b b?
— =+ c]
2a 4a

8) y = alx + m)? + n,V[—m;n]=V[—

7.3 Konstrukce dynamického grafu funkce

V piipadé kdy chceme sestrojit graf ryze kvadratické funkce (obr. 7.1), vytvoiime
dva posuvniky, a, ¢ a do vstupniho pole napiSeme ptedpis funkce, f:y = a*x"2 +
c. Kdyz budeme konstruovat graf kvadratické funkce, ve které parametr b # 0 (obr.
7.2), pouzijeme piedpis funkce upraveny do tvaru f: y = a(x + m)? + n, vytvoiime
tti posuvniky, a, m, n a do vstupniho pole napiSeme ptedpis funkce, f:y = a * (x +

m)"2 x +n.
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7.4 Vliv parametri na graf funkce

Z dynamického grafu je patrné, Ze parametr a ma vliv na tvar grafu a obor hodnot

funkce. Pokud je a > o, bude graf funkce smétovat nahoru, takze funkce bude zdola
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omezend a konvexni (bude mit tvar podobny pismenu U). Jeji minimum bude ve
vrcholu Vixg; yol @ H(f) = (yg; ®). Je-li a < oo, graf funkce bude sméfovat dolu,
funkce bude shora omezena a konkavni. V jejim vrcholu V[xy; v,] bude jeji maximum a

H(f) = (—;y0). Se zvySujici se absolutni hodnotou parametru a se graf funkce vice

fi /
| %/

Obr. 7.3

primyka k ose y.
flz) = =2°
fi(z) = 22*
fa(x) = 0.527
fa(z) = —0.522
falx) = —a®

Parametry c a n ovliviyji graf funkce stejnym zptisobem. Oba posunuji parabolu
po ose y smérem nahoru ¢i dolu o jejich hodnotu. Pro parametr ¢ plati, Ze graf funkce

vzdy protina osu y v bodé¢, ktery ma ypsilonovou soufadnici o velikosti c.
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Obr. 7.5

Parametr m posouva graf funkce po ose x. Kdyz je parametr m kladny, tak se graf
funkce posouvé na levou stranu od osy y. V pfipad¢, Ze je zaporny, posouva se graf

funkce na pravou stranu od osy y.

42



Priklad 7.1:

Je dén ptedpis funkce f:y = 3x2 + 2x + 1. Urlete, které body lezi na grafu
funkce.

A[1;1], B[0;1], C[-1;5], D[1;6], E[-1;2]
Resent:
a) Pocetni

Body budeme postupné¢ dosazovat do rovnice (pfedpisu funkce) a pokud s

dosazenym bodem bude rovnice platit, bod bude leZet na grafu funkce.

Bod A: 1 # 6 = bod A nelezi na grafu funkce

Bod B: 1

Bod C: 5

Bod D: 6

+

1 = bod B lezi na grafu funkce

2 =bod C nelezi na grafu funkce

6 =bod D lezi na grafu funkce
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Bod E: 2 # 2 =bod E lezi na grafu funkce

b) Grafické feSeni v GeoGebie

Do vstupniho pole napiSeme ptedpis funkce, f:y = 3 *x"2*x+ 1 atim

se vytvori graf dané funkce. Poté do vstupniho pole zadame body (napiSeme

A = (1,1),B = (0,1) atd.) a uvidime, které body budou lezet na grafu funkce.

D=(16)

= (0 ‘\2/\—(1 1)

Obr. 7.7

Na grafu funkce lezi bod B, D a E.
Priklad 7.2:

Je dan ptedpis funkce f:y = x? + 2x + 4. Upravte piedpis funkce metodou

doplnéni na Ctverec.
Reseni:

y =x%+ 2x +4

y=x+1)?*-1+14

y=(x+12>+3

Funkce bude mit po dopInéni na &tverec predpis f:y = (x + 1)? + 3.
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Priklad 7.3:

Funkce ma ptedpis f:y = 2x2? + 4x + 2. Urcete soufadnice vrcholu paraboly.

Resenti:

a) Dosazenim do vzorce soufadnic vrcholu

VypiSeme parametry funkce: a = 2,b = 4,c = 2. Poté je dosadime do vzorce

V[—i'—b—2+c].

2a’  4a
b b2
=75 y=—E+c
x =2 _ 16
4 y = 8+2
x = —1 y =20
V[-1;0]

b) Metodou doplnéni na Ctverec
y = 2x% + 4x + 2
y = 2(x? + 2x + 1)
y = 2[(x+1)?-1+1]
y = 2(x+1)2+4+0
m=1n =20
V[-1;0]
Vrchol paraboly bude mit soufadnice V[—1;0].

Pomoci GeoGebry si miizeme vysledek snadno graficky ovéfit (obr. 7.8).
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Obr. 7.8
Priklad 7.4:

Predpis funkce je f:y = x? + 2x + 3. Nadrtnéte graf této funkce.
Resent:
a) Nejprve zjistime soutfadnice vrcholu dosazenim do vzorce jako v pfedchozim

prikladu.

Nyni si udélame tabulku pro hodnoty funkce pro n¢kolik proménnych x

v okoli vrcholu

Tab. 7.1
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Podle hodnoty parametru a a hodnot z tabulky vidime, ze graf funkce bude
konvexni a nebude mit zadny prasec¢ik s 0sou x. Pro kontrolu mizeme pouzit
kvadratickou rovnici.

0 = x%2+2x +3
D = a? —4ac

D = —10 = rovnice nema zadné redln¢ fesent, a tudiz graf funkce nema s 0sou x

pruseciky.

Priseé¢ik s osou y bude v bodé [0; 3], protoze parametr ¢ = 3, V piipadé
zapomenuti tohoto pravidla lze praseCik s osou y zjistit dosazenim x = 0 do
predpisu funkce. Jelikoz uz zndme vSechny potiebné body, mizeme graf funkce

nacrtnout.

Obr. 7.9

b) Piedpis funkce upravime metodou doplnéni na étverec.

y =x%+ 2x + 3
y=x+1)?2-1+3
y = ((x+1)2+2
n=2m-=1
V[-1;2]
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Nyni mizeme za&it kreslit graf. Nejprve naértneme graf funkce f:y = x?2,
poté ho posuneme o 2 nahoru, protoze parametr n = 2 a 0 1 doleva protoze

parametr m = 1. (Vrchol grafu funkce f:y = x? piesuneme z bodu [0; 0] do

bodu [—1;2].)

Obr. 7.10

Priklad 7.5:

Lesnici staveji obdélnikovou lesni Skolku. K dispozici maji pouze 20 metra

oploceni. Jaké rozméry by lesni Skolka méla mit, aby méla co nejvétsi plochu?

ReSeni:
Obsah obdélniku spocitame jako souc¢in dvou sousednich stran, S = ab.

Za stranu a dosadime x, za stranu b dosadime (20 — 2x)/2 = 10— x a tyto

strany dosadime do vzorce pro obsah obdélniku.

S = x(10—x)

S = 10x — x?

y = —x?+10x

a = —1 = graf funkce je konkédvni a tudiZ maximum ma v bodé¢ vrcholu V a

proto potiebujeme zjistit hodnotu soufadnice x vrcholu V
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y= —(x—5)2+25
m= -5 =>x =75
a = 5, b=10—-x =5

Lesni Skolka by méla mit rozméry 5 X 5 metru.

T
-25

T
45

Obr. 7.11
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8 Zavér

Program GeoGebra ma zna¢ny piinos ve vyuce matematiky na zékladnich i
sttednich Skolach. Diky tomuto programu lze znacné mnozstvi témat z matematiky
vysvétlit tak, aby je zaci pochopili snadnéji. K nejvétsim kladim GeoGebry patii
prehlednost prostfedi a nazornost dynamickych konstrukei a grafii. Dalsi podstatnou
vyhodou je bezplatna licence. Zaci i ugitelé ji tudiz mohou vyuzivat jak ve skole tak i

doma.
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