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Anotace

Algoritmus ASSO je jednim z nejzndmejsi algoritmiu pro booleovskou faktorizaci
matic; od jeho uvedeni vsak byly predstaveny nové poznatky a algoritmy. Zde jsou
relevantni zejména algoritmy pro aprorimaci zdola, jmenovité GREESS a GRE-
CoOND, které jsou zaloZeny na zdkladech formdlni konceptudlni analyzy a jsou
schopny presné dekompozice. Prdce predstavuje novy algoritmus, pojmenovaniy
Esso, ktery vznikl kombinaci tri zminéngch algoritmu, s nimiz je také experi-
mentdlne porovndn na redlngjch datech. Ackoliv ESSO mizZe byt povazZovdno za
modifikaci algoritmu ASSO, protoZe pouzivd jeho strukturu, lisi se v pouziti es-
sential ¢asti vstupni matice jako zdikladu pro kandiddtni matici a pouzitim greedy
pristupu vyuzZivaného v algoritmu GRECOND a GREESS pro vybrani nejlepsiho
kandiddta a konstrukci jemu odpovidajiciho faktoru.

Synopsis

The ASSO algorithm is one of the best-known algorithms for Boolean matriz
factorization; however, new findings and algorithms were presented since its in-
troduction. The most relevant for this work are the from-below approximation
algorithms, namely GREESS and GRECOND, which are based on the foundati-
ons of formal concept analysis, and are able to describe the input data completely.
A new algorithm called ESSO—a result of combining the three aforementioned
algorithms—is presented and tested on real-world datasets. While EESSO algori-
thm can be considered a modification of ASSO, as it has the same structure, the
candidate matrixz is based on the essential part of the input matriz, and the pro-
cess of selecting the best candidate and finding the corresponding factor is based
on the greedy approach utilized in GRECOND and GREESS.

Klicova slova: Booleovska faktorizace matic; Asso; GRECOND; GREESS; Esso;
Formalni konceptualni analyza

Keywords: Boolean matrix factorization; Asso; GRECOND; GREESS; EsSso;
Formal concept analysis
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1 Uvod

P1i analyze a zpracovani booleovskych rela¢nich dat je prirozenym pozadavkem,
aby vystupem opét byla booleovska data [1] z diuvodu jejich lepsi interpretova-
telnosti a zachovani charakteru. Proto je v téchto ptripadech vhodné pouzivat
metody faktorizace booleovskych matic (BMF), oproti metodam jako je napfi-
klad SVD [1]. BMF algoritmy hledaji skryté vztahy — faktory — v datech [2, 3,
4], které vystihuji vstupni data, a umoznuji tak jejich popis z jiného thlu po-
hledu nebo sniZeni jejich dimenzionality [3]. Tyto faktory sestévaji ze dvou slozek:
z mnoziny objekti [2, 3, 4, 5] (v [1] nazyvanych pozorovani) a mnoziny atributi
[1, 2, 3,4, 5]. Jelikoz tato préace, ktera se snazi vylepsit algoritmus ASSoO [1] s vy-
uzitim novéjsich poznatku z oblasti BMF, vychazi z praci Bélohlavka, Vychodila
[2], Bélohlavka, Trnecky [3] a Trnecky, Trneckové [6], které pouzivaji formalni
konceptudlni analyzu (FCA) [5], budou i zde pouzivany pojmy a notace z této
oblasti.

1.1 Zakladni pojmy z formalni konceptualni analyzy

Dvouhodnotové tabulky a matice 1ze popsat pojmem formélni kontext, coz je tro-
jice (X, Y, I), kde X = {xy,...,z,} aY ={y1,...,ym} jsou neprazdné mnoziny
objektl a atributt respektive a I C X X Y vyjadruje, které objekty maji které
atributy [5]. V [2, 3] se pro booleovskou matici pouziva znaceni I € {0, 1},
tj. 1;; = 1 pravé tehdy, kdyz (z;,y;) € I. Piiklad formalniho kontextu ve tfech
riznych reprezentacich je uveden na Obréazku 1.

X = {.171,1'2,1'37{['4,1]5}, Y = {y17y27y3)y47y57y6}
I = {(55173/1>7 <I1, 314)7 <I’2, y1>7 <5’527y2>7 <.T2, y3>7 <.’]§'2,y5>, <37273/6>7 <I’3, 3/2>7 <x37y4>7
(23, Y6)5 (T4, Y1), (Ta5 Y2) 5 (T4, Y3), (Ta5 Ya)s (Ts,91), (T5,Y3), (Ts, Ya), (T5,Y6) }

I lyi v2 Ys Ys Us Ys L00100
ilixxxxx 111011
2 I=(0 10101
3 x x % 111100
Ta | XX X 101101
x5 | X X X X

Obrazek 1: TTti reprezentace formalniho kontextu

Formélni kontext indukuje operatory T : 2% — 2Y a+:2Y — 2% [5] t.Z. pro
libovolné C C X a D CY:

Ct'={yeY|VreC: (zy) €l}
DY={re X |VyeD: (v,y) eI}



V nékterych pripadech, napt. u algoritmu GREESS v ¢ésti 6, je nutné specifikovat,
ktera relace tyto operatory indukuje, k éemuz se pouzivd znaceni 17 a +1 [5].

Formalni koncept (v ¢estiné nékdy také ,pojem*) v kontextu (X, Y, I) sestava
ze dvou slozek — mnoziny objektti nazyvané extent a mnoziny atributi nazyvané
intent, tj. (C, D), kde C C X a D CY, pro které plati, ze jsou pevnym bodem
operatort (T,+) [5], tj.

C'=D A D'=C.

Mnozina vsech formalnich koncepti kontextu (X,Y,I) se znaci B(X,Y,I) [5],
kterd spolecné s usporadanim < definovanym pro libovolné formalni koncepty
<Cl, D1>, <CQ, D2> € B(X, YV, ])

(C1, D1) < (Cs, Do) p.k. C1 C Cy(nebo ekvivalentné p.k. Dy C Dy),
tvori konceptudlni svaz (B(X,Y, 1), <) [5].

Véta 1 (Hlavni véta o konceptudlnich svazech, [5])

(1) B(X,Y, 1) je dplng svaz, kde infimum a supremum jsou dany ndsledovné:

A (45, B5) = (N 4;, (U B)*),

JjeJ jeJ jeJ
V (45, B;) = (U 4)™ N B))-
jeJ jeJ jeJ

(2) Libovolny dplny svaz V. = (V, <) je isomorfni s B(X,Y,I) p.k. existuji
zobrazeniy: X =V ap:Y =V, tzZ

(a) v(X) je supremdlné hustd ve V a p(V') je infimdlné hustd ve V,
(b) v(z) < ply) pk. (x,y) € 1.

POZNAMKA 2 (SUPREMALNI A INFIMALNI HUSTOTA, [5])
K C V je supreméalné husta ve V p.k. pro kazdy prvek v € V existuje
K' C K t.z. v =\ K’; dudlné pro infimalni hustotu [5].

Hlavni véta o konceptudlnich svazech tedy rika, ze pro kazdou mnozinu kon-
cepti K C B(X,Y, ) existuje supremum a infimum [2, 5]. Jeji druhd ¢ast dava
zpusob, jak lze oznacit jen nékteré z uzli odpovidajictho Hasseova diagramu,
aniz by doslo ke ztrété informace, tzv. labelled Hasseiv diagram [5] — k tomu
jsou potieba pouze objektové a atributové koncepty [5]:

v(z) = {x}™ {z}") ... objektovy koncept — uzel v diagramu je oznacen ,x*,

w(y) = {y}, {y}) ... atributovy koncept — uzel v diagramu je oznacen ,,y*



Extenty a intenty konceptu (C, D) odpovidajicimu uzlu ¢ lze v labelled Hasseovée
diagramu vy¢ist nasledovné [5] (Obrazek 2):

x € C p.k. uzel s oznacenim z lezi na cesté jdouci od uzlu ¢ dol,

y € D p.k. uzel s oznacenim y lezi na cesté jdouci od uzlu ¢ nahoru.

{1.2,3, 4}
]

{4} 4
{d} d
{1} 1
{a, b} a
%)
{a, b, c, d}
(a) Hasseuv diagram (b) Labelled Hassetuv diagram

Obrazek 2: Hasseovy diagramy (horni mnoZina jsou objekty, dolni atributy)

Jak ukazuji nasledujici dvé véty z [2], pouziti FCA, konkrétné formalnich
konceptu jako faktoru, je univerzalni a optimalni [2].

Véta 3 (Univerzalnost formalnich konceptu jako faktori, [2])
Pro kazdé I existuje F C B(X,Y,I), t.Z. I = Az o Br.

Véta 4 (Optimalita formalnich konceptu jako faktori, [2])
Necht I = Ao B pro A € {0,1}"** a B € {0,1}*™  pak existuje F C
B(X,Y,I) t.
|F| <k

a pro Ar € {0,1}1 o Br € {0, 117" plati

]:A}'OB]:.

PozNAMKA 5 (MNOZINA FAKTOROVYCH KONCEPTU A Jf oppovipaici ma-
TICE, [3])

Pro mnozinu faktorovych koncepta F = {(C4, Dy),...,{(Ck, Dg)} — indexo-
van{ konceptil je uvazovano jako fixni — jsou definovdny matice Ax € {0, 1}"**
a Br € {0, 1}**™ n4sledovné:

(Ap) = 1 pokud i € (), o (By), = 1 pokud j € Dy,
s 0 pokud i ¢ C, 7 0 pokud j & Dy,

prol =1,...,k [3], to znamend, ze sloupec A ; je extent C; a Tadek B; je intent



1.2 Problém booleovské faktorizace matic

Obecnym ciflem BMF je najit pro vstupni matici I € {0,1}"*™ matice A €
{0,1}* a B € {0,1}f*™ t.7. I ~ Ao B [3] s pottem faktortt k co nejmensim,
kde (A o B);; = max}_min(A;, Bj;) je booleovské nasobeni matic [3]. Pokud
navic plati, ze pocet k je minimalni, pro ktery existuje presna dekompozice, tj.
I = A o B, iiké se této hodnoté Boolean rank nebo také Schein rank [1, 2, 3].
Tak jako matice I popisuje vztah objektt a atributt, a je tedy objekt-atributovou
matici, je A, popisujici vztah objektu a faktori, matici objekt-faktorovou a B
matici faktor-atributovou [3]. Snadno srozumitelnou interpretaci je nasledujici:
A popisuje, na které objekty se jaky faktor vztahuje, a B popisuje, které atri-
buty jsou pro dany faktor charakteristické [5] (dobry piiklad tohoto uvadi [2],
kde objekty jsou pacienti, atributy jsou symptomy a nalezenymi faktory jsou
pak nemoci nebo podezieni na né). Jelikoz se jednd o aproximaci, algoritmy se
dopoustéji urcité chyby, kterd je rovna poctu pozic, ve kterych se I a Ao B
neshoduji, coz lze vyjadrit L;-normou nasledovné [3]:

E(C,D) = |C=Dl|li = > |Ci; — Dyl.

t,j=1

Je vSak nutné rozliSovat dvé slozky této chyby [3]. Zatimco chybu zpisobenou
nepokrytim pozice v I, tj. [;; = 1 a (Ao B);; = 0, lze odstranit a mize se jen
snizovat, chybu pfekrytim, tj. I;; = 0 a (Ao B);; = 1, jiz odstranit nelze a muze
se jen zvySovat [3].

E(I,AoB)=E,(I,AoB)+ E,(I,Ao B),
E,(I,AoB)=|{{i,j) : Iij = 1, (Ao B)y = 0}],
E,(I,AoB)=1{(i,7) : I; =0, (Ao B);; = 1}|.

Pti navrhu algoritmu je toto odlisné chovani chyb zasadni. Pokud je dovoleno
zanést F,, pak nelze obecné dosdhnout presné dekompozice. Prikladem toho je
pravée Asso, které sice k témto chybam pristupuje odlisné, ale presto dochézi
k zanéseni prekryti nulovych pozic v I [1, 3]. Naopak u algoritmi, ve kterych do-
chazi k vybéru faktort z mnoziny formélnich koncepta B(X,Y, I), k této chybé,
pravé z podstaty formalnich koncepti, nemuze dojit [2, 3], a jedna se tak o apro-
zimace zdola [3].

Jelikoz se tato prace zabyva algoritmy Asso, GRECOND a GREESS, je po-
treba rozlisit dvé varianty BMF problému:

DBP Discrete Basis Problem [1] pro parametr k& € N hleda takové matice A €
{0,1}* a B € {0, 1}**™ které minimalizuj{ E(I, A o B). Jedn4 se tedy
o hledani prvnich k& vyznamnych faktoru [1, 3].

AFP Approzimate Factorization Problem |2, 3] pro parametr € > 0 hledd matice
A € {0,1}™* a B € {0,1}**™ 5 co nejmensim k, t.2. E(I,Ao B) < .
Diraz je tedy kladen na popséani uréité ¢asti puvodnich dat [3].
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Motivaci této prace jsou experimentalni vysledky z [6], kde je predstavena
metoda redukce vstupnich dat s vyuzitim essential elements [3], které jsou zde
popsany v ¢asti 6, po jejiz aplikaci algoritmus ASsO stale dosahoval dobrych
vysledki. V jednom pripadé — na datasetu Mushroom s 50% redukei — dokonce
dosahl lepsi faktorizace oproti neredukovanym dattam [6].

1.3 Algoritmy pro booleovskou faktorizaci matic

1.3.1 Asso

Algoritmus ASsO byl predstaven jako jednoduchy postup pro feseni DBP pro-
blému [1], ktery vyuziva korelaci mezi sloupci vstupni matice [1]. Mimo pocet
faktort k£ € N je parametrizovan také hodnotou 7 € [0, 1] a vahami w*,w™ € R,
které jsou pouzity pri konstrukei asocia¢ni matice [1], kterd je zde preznacena na
C"'. Jelikoz vstupni matice I ma rozméry n x m, pak C, kterd vznikne vypoctem
korelaci mezi sloupci I, mé rozméry m x m, a plati C;; = 1 p.k. confidence aso-
ciacniho pravidla i — j nabyva hodnoty alespon 7, coz je v [1] oznacovano jako
,T-strong®, tedy Ze asociace mezi sloupcem ¢ a j matice I je 7-silna, tj.
I;-1

c(i%j,]):ﬁZT.

Rédky matice C' jsou kandidaty”, z nichZ jeden je v kazdé iteraci vybran
jako fadek matice B [1], a popisuje tedy faktor-atributovy vztah. Vybér je pro-
vadén greedy pristupem na zikladé cover funkce vyuzivajici parametry w™ a w™
s nasledujicim predpisem [1, 7]:

wrl{(i,j) + Iy = 1, (Ao B)y; = 1} —w [{(i,j) : I;; = 0, (Ao B);; = 1},

ale jak uvadi Trnecka [7], tento popis je neuplny, nebot zde neni zohlednéna jiz
pokryta ¢ast matice a zejména neni popsano, jak se k radku matice B hleda
sloupec matice A [7].

Implementace dle [7] pocité pro kazdého kandidéta ¢ cover funkci na kazdém
radku I; zvlast [7], oddélené se sectou pozice, které kandidat ¢ spravné pokryva,
a ty, které naopak Spatné prekryvd, a vyndsobi se piislusnymi vahami, wt a w™
resp. Je-li vSak uz néjaka (i, j) pokryta (at uz sprdvné nebo ne), to znamend
(Ar o Br);; = 1, pak se v téchto souctech neobjevi, resp. jeji hodnota je vzdy
rovna 0. Vyslednou hodnotou cover kandidata ¢ na pfislusném radku I; je pak
jejich rozdil (od spravného pokryti se odecita chybné prekryti) [7]. Pro celkovy
cover kandidata c je potreba uvazit, jakym zptusobem pak vznika odpovidajici
sloupec a (Algoritmus 2) v matici A — pro néj plati, Ze a; = 1, pokud je vysledek
cover pro Tadek I; vétsi nez 0 [7]. JelikoZ tedy dochdzi k pokryvani pozic pouze

!Ditvodem pro tuto zménu je konflikt ve znaceni asociaéni matice v [1] se zde pouzivanym
znafenim, prejatym z [2, 3], pro objekt-faktorovou matici.
20dtud zde pouzivané znaceni C (“candidate”) namisto A (“association”) z [1].

11



na radcich, kde byl vysledek cover kladny, celkovy vysledek cover pro kandidata
¢ je roven souctu hodnot pouze téchto radku [7].

Predpis cover funkce pro slozku spravné pokrytych pozic by tedy po doplnéni
a upravé na zde pouzivanou notaci mohl vypadat nasledovneé:

wl{(i, ) : Iij = 1, (AoB); =1}
N~—— —_—
context  not covered candidate

—
wl{{i,j) :1; =1, (Aro Br)yy =0, ¢=1 1}

dudlné pro prekryté pozice (zméni se w™ na w™ a I;; = 1 na [;; = 0). Jelikoz je
zde v pseudokdédu (Algoritmus 1) reflektovana zména tykajici se vypoctu cover
funkce pro kazdy radek zvlast a vysledkem COVER neni skalar, ale vektor hodnot
cover pro jednotlivé radky, je na fadku 8 potieba provést soucet jeho kladnych
slozek, které jsou zde znaceny jako COVER~.

Algoritmus 1: COVER
Input: object-factor matrix Az, factor-attribute matrix Br, I € {0, 1}"*"™,
candidate vector ¢, wt,w™ € R
Output: cover € R"”

1 fori+1,...,ndo

2 covered < |{(i,7) : Iij =1, (Ar o Br)i; =0, ¢; = 1}|

3 overcovered < |{(i,j) : I;; =0, (Ar o Br)ij =0, ¢; = 1}|
4 cover; + w7 - covered — w™ - overcovered

5 end

6 return cover

Algoritmus 2: COMPUTEOBJECTFACTOR
Input: object-factor matrix Az, factor-attribute matrix Br, I € {0, 1}"*"™,
candidate ¢, wT,w™ € R
Output: a € {0,1}"*!

1 cover < COVER(AF, Br,I,c,w™,w™)
2 fori«1,...,ndo

3 a; < 1 if cover; =1 else 0

4 end

5 return a

Jak jiz bylo zminéno v sekci 1.2, algoritmus ASSO sice pristupuje k chybam
E, a E, zvlast v rdmci funkce cover nastavitelnymi vahami w™ a w™, ale sa-
motnému zaneseni chyby prekrytim nebrani, coz znamend, Ze tento algoritmus
obecné neposkytuje presnou dekompozici. Tato vlastnost bude pozdéji adreso-
vana.
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PRIKLAD 6

Nasledujici predstavuji pro wt = w™ = 1, kandiddta ¢ = (011100) a I
z Obrazku 1 vypocet cover, pricemz v prvnim pripadé neni dosud pokryta zadna
pozice v prislusné submatici /. kandidata ¢ a ve druhém jsou jiz nékteré pozice
pokryty (vyznaceny —).

011100 011100
100100 001 —1 001 -1
111011 110 1 -0 —1

I=10 10101 101 1 101 1
L1 1100 111 3 --1 1
101101 011 1 011 1

=6 =3

Algoritmus 3: Asso
Input: Boolean matrix I € {0,1}"*™ ke N, 7€ [0,1], w ,w" €R
Output: Factor set F

fori«+ 1,...,ndo
for j«<1,....,mdo
| Cij«1ifc(i—j,1) > 7 else 0
end
end
F 0
forl+1,...,k do
b argmaze, co131xm > COVERso(AF, Br, I,C;_,wt,w™)
a <+ COMPUTEOBJECTFACTOR(Ax, Bx, I,b,w™,w™)
add (a,b) to F
end
return F

© o N O O W =

e e
N = O

Pokud se odhlédne od detailt algoritmu Asso”® (Algoritmus 3), tak to, co se
v ném déje, je vybér submatice na zakladé kandidatniho vektoru, tj. vyberou
se sloupce matice I, na kterych mé kandidat hodnotu 1, na tuto submatici se
pri zohlednéni jiz pokryté casti aplikuje funkce pro vypocet skére a pokud je
maximalni, tak se na zakladé této submatice zkonstruuje faktor. Tento pohled je
uplatnén pozdéji v sekci 3.1. Pro vybér submatice matice I na zadkladé vektoru
¢ bude pouzivano znaceni I..

3Miettinen et al. [1] uvadi i daldi varianty algoritmu ASSO, jmenovité: Asso-+trans,
Asso+clust, Asso+opt a Asso+iter, které vSak v této praci nejsou uvazovany.
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1.3.2 GreConD

Dvé stézejni véty algoritmu GRECOND — formalni koncepty jsou univerzalni
a optimalni faktory — byly jiz uvedeny v casti 1.1. Déle je dilezity geometricky
pohled na problém, tj. ze formalni koncepty odpovidaji intuitivnimu pojmu ma-
ximélniho ,,obdélniku“ (vzhledem k T, viz Definice 7 a Véta 8), ktery tvori 1
v kontextu (X, Y, I) pfi pouziti spravné permutace radka a sloupcu [2, 3, 5]
(Obrazek 3).

Definice 7 (Obdélnik v (XY, 1), [5])

Obdélnik ve formalnim kontextu (X,Y,I) je dvojice (C,D) t.z. C x D C
I. Pro obdélniky (C4, Dy) a (Cs, Do) plati (Cy, Dy) T (Cy, Do) pk. C; C Oy
aD1 Q DQ.

I lyi v2 y3 ya ¥s

L1 X X
T X x|

I3 X

L4

Ty X X

Obrazek 3: Priklad dvou maximélnich obdélniku

Véta 8 (Formalni koncept je maximalni obdélnik, [5])
(C,D) € B(X,Y,I) p.k. (C, D) je maximdlnim obdélnikem vzhledem k C.

V terminologii matic lze J € {0,1}"*™ oznacit za obdélnikovou, pokud ji
lze vyjadrit jako produkt sloupcového a radkového vektoru, tj. J = C o D pro
C € {0,1}™1a D € {0, 1}*™ respektive [3]. Usporadani pro obdélnikové matice,
které odpovida usporadani (Cy, Dy) C (Cy, Dy), je nasledovné [3]:

J1 < Jy (Jq je obsazena v J3)  pk. (1) < (J2)i; pro kazdé i, j.

Prirozené volba obdélniki, které jsou maximalni, vede k minimalizaci jejich poctu
k (viz Véta 4 a 8) [2, 5]. Jak uvadi [3], nésledujici jsou ekvivalentni:

(a) I = Ao B pro ngjaké A € {0,1}"*% a B € {0, 1}*™.

(b) Existuji obdélniky Ji,...,Jp € {0,1}"™ tz. [ = 1 V...V Jy, tedy I;; =
mazi_y (J;)i;-

(c) Existuji obdélniky Ji,...,J; € {0,1}"*™ obsazené v I t.z. I;; = 1 p.k.
pozice (i, j) je pokryta nékterym z obdélniku J.
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Tento pohled umoznuje redukci BMF problému na set cover, jak je ukdzano v [2],
pro ktery existuje aproximacni greedy algoritmus s polynomialni ¢asovou slozi-
tosti, ktery poskytuje témér optimdlni vysledky [2]. Pravé postup této aproxi-
mace je vyuzit v algoritmu GRECON (pseudokéd zde neni uveden) [2], ve kterém
je v kazdé iteraci vybran ten formalni koncept, ktery maximalizuje pokryti, coz
znamend, ze je potieba predem spocitat B(X,Y, I) [2]. Bélohlavek, Vychodil [2]
také uvadi nutnost zahrnout prinik mnoziny vsech objektovych a atributovych
konceptit do mnoziny F, ma-li byt I = Ar o Bz, tedy

OoX,Y,I)={y(z):x € X},
AXY ) ={uly) :y €Y},
O(X,Y, 1) NAX,Y,I) C F.

Tento krok sice neni nutné provadét explicitné, jak uvadi [2], protoze by stejné
doslo k jejich zahrnuti, ale dojde tak ke zrychleni GRECON [2, 7], zafadi-li se
tento krok pred samotné greedy hledani faktora [2, 7].

Vypocet B(X,Y, I) je vSak naro¢ény i pii pouziti rychlych algoritmi, nicméné
tomuto vypoctu se lze vyhnout, aniz by doslo k vyrazné ztraté kvality aproximace
[2]. GRECOND, tedy GRECON ,,on demand“, pracuje tak, ze dokud neni pokryta
celd matice I, hleda faktory tim, ze k zpocatku prazdnému intentu postupné
pridava ,slibné“ sloupce greedy pristupem. Dochazi tedy k pridani atributu do
intentu a aplikovani Sipkovych operatort, pricemz vybran je ten atribut, ktery
maximalizuje:

(DU{y})* x (DU{yh))nu,

kde U je nepokryta cast vstupni matice I. Jakmile nelze ptidat dalsi atribut,
je faktor pridan do F a zacind dalsi iterace. Timto jednoduchym postupnym
pridavanim ,slibnych“ sloupcii je mozné zkonstruovat jakykoliv formalni koncept
(C, D) kontextu daného matici I, protoze kazdy koncept (C, D) je mozné vyjadrit
jako C'= D% a D = U,ep{y}*" [2, 3.

Zde uvedeny pseudokdd (Algoritmus 4) hleda presnou dekompozici, jednodu-
chou modifikaci je vSak mozné ziskat GRECOND pro DBP nebo AFP, zastavenim
v pripadé, ze |F| = k, a nebo kdyz E(I, Ar o Br) < €, respektive.
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Algoritmus 4: GRECOND
Input: Boolean matrix I € {0,1}"*™
Output: Set F of factors

v U {6 )| Ly =1}

2 F+ 0

3 while U # () do

4 D+ 0

5 V<0

6 | while3j¢ D st [(DU{Dx(DU{FDNU| >V do
7 D« (DU{jh"

8 V « |(D* x D)nU|

9 end

10 | C+« Dt

11 add (C,D) to F

12 foreach (i, j) € C x D do
13 ‘ remove (i,j) from U
14 end

15 end

16 return F

1.3.3 GreEss

Zésadnim rozdilem algoritmu GREESS od predchozich je, ze rozlisuje dulezitost
pozic, a zaméfuje se tak jen na urcitou podmnozinu B(X,Y, I), jejiz pokryti ga-
rantuje pokryti celé matice I [3], popf. jeji ¢asti, je-li € > 0 (zde je ale uvazovana
volba € = 0). Prvnim krokem je vypocet essential Casti matice I, kterd je znacena
E(I) [3] a plati pro ni [3]:

E();; =1 pk. I je neprazdny a minimdlni interval vzhledem k C .

Intervalem v konceptudlnim svazu (B(X, Y, I), <) se mysli podmnozina B(X,Y, I),
kterd je vymezena dvojici konceptu (Cy, Dy), (Cy, Do) € B(X, Y, I):

[<017D1>7 <027D2>] = {<E>F> € B(X,K[) ’ <Cl7D1> < <E7F> < <027D2>}7

z nichz zvlast dulezité jsou ty vymezené objektovym a atributovym konceptem
~(7) a p(7) resp., pro néz bylo zavedeno znaceni [3]:

Zij = [v(3), p(5)]-

Pro intervaly Z;; a Zy; plati [3]:

Lij C Ly pk (@) <00) a p(f) < p@f) pk {7 C {3 a {3 C {5
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Dilezité vlastnosti intervalt nasleduji [3]:

Lemma 9 (Vlastnosti intervali, [3])
(a) Zep je neprazdny p.k. C x D C I, tj. pokud I,; = 1 pro vsechna i € C
aj€D. Zejména L;; je neprazdny p.k. I;; = 1.

(b) Zep = {(E, F) € BX,Y,I) | C CE,DC F} ={(E,F) € B(X,Y,I) |
CW C E, DY C F}. Zejména L;; je mnoZina viech koncepti, které pokry-
vaji pozici (i,7).

(¢) Pokud (Ar o Br);; =1, pak F obsahuje alespori jeden koncept z intervalu
.

K tomu, aby byl pokryt cely kontext (X, Y, I), resp. jemu odpovidajici matice
I, staci vybrat z kazdého neprazdného intervalu jeden formalni koncept do F
[3], a jelikoZ je pozadovan minimalni pocet faktora (1.2), ma smysl se soustiedit
pouze na intervaly, které jsou neprazdné a minimdlni vzhledem k C (Obrazek
4). Jak bylo uvedeno u algoritmu GRECOND (Algoritmus 4), nékteré koncepty
jsou ,povinné“, tj. pro presnou dekompozici I = Ar o Bx je nutné je zahrnout
do F [2], coz se v B(X,Y, I) projevuje v podobé intervalt s |Z;;| = 1, coz jsou
pravé ty, které splnuji v(i) = u(j).

Lemma 10 uvadi zpusob vypoétu E(I) [3].

Lemma 10 (Vypocet (1), [3])
E(D)i; = 1 pravé tehdy, kdyz jsou splnény ndsledujici podminky:

(a) Iy =1,
(b) Vi’ : pokud {i'}" C {i}! pak I;; = 0, tj. 7ddek odpovidajici objektu i' neob-
sahuje atribut j,

(¢c) V5’ : pokud {j'}* C {j}* pak I;; = 0, tj. sloupec odpovidajici atributu j’
neobsahuje objekt i.

Podminka (a) Lemmatu 10 tedy vyjadiuje, Ze interval Z;; je neprazdny, pod-
minky (b) a (c) pak, Ze tento interval je minimalni, tj. Ze neexistuji ¢ a j' t.z.
by Zy; byl obsazeny v Z;;. Essential ¢ast matice I tedy iikd, na jakou cést
konceptualniho svazu se soustfedit pti hledani faktora [3], konkrétné se jednd
o0 Be(I) =U{Z;; | £(I)ij = 1} [3], coz je obsahem Obrazku 4.
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11010
10011
01100
00010
11110
11001

Obrazek 4: Matice I a ji dany konceptudlni svaz s vyznacenou essential Casti [3]

Algoritmus GREESS vyuziva faktu, ze ||E(1)|| < ||I]| [3] — vétsinou je vsak
tento pocet vyrazné nizsi [3], jak také ukazuje Tabulka 1 v ¢asti 2 — pro nalezeni
presné faktorizace G C B(E(I)), tj. £(I) = Ag o Bg, z niz nasledné vypocita
faktorizaci F puvodni matice [3], jak popisuje nésledujici véta z [3]:

Véta 11 (Vypocet faktorizace I z faktorizace £(I), [3])

Necht G C B(E(I)) je mnozina faktorovych koncepti matice E(I), tj. E(I) =
Ag o Bg. Pak kazdd mnozina F C B(I), kterd pro kazdy koncept (C,D) € G
obsahuje alespon jeden koncept z intervalu Lo p je mnoZinou faktorovych koncepti
matice I, tj. I = Ar o Br.

Vypocet G C B(E()) je provadén procedurou COMPUTEINTERVALS [3] (Al-
goritmus 5). Zajimavé je, ze mnozina G nemusi byt presnou faktorizaci £(I),
tj. Ag o Bg < &(I), a presto z ni lze ziskat presnou faktorizaci F matice I,
tj. Ar o B = I [3]. I v takovém piipadé totiz lze z G ziskat mnozinu F =
{cie,py | (C, D) € G}, kde cic,py je libovolny koncept vybrany z intervalu Ze p,
pro kterou plati I = Az o Br [3]. V procedure COMPUTEINTERVALS, kterd
pouziva postup algoritmu GRECOND, se to projevuje tak, ze jsou uvazovany
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operatory indukované essential ¢asti £(I) i puvodnim kontextem I, tj. pfi po-
kryvani U se uvazuje ((DU{j})¥e )4 x ((DU{j})*ete )t [3]) tedy navic piibyly
aplikace uzavéri T4 g i,

Algoritmus 5: COMPUTEINTERVALS

Input: Boolean matrix I € {0,1}"*™
Output: Set G C B(E(1))

1 £+ &)

2 U (i) &5 =1}

3G+ 0

4 while U # () do

5 D« 0

6 50

7 | while 3j ¢ Ds.t.|(DU{j})¥)TH x (DU {j})tete)yiTrny| > s do
8 select j maximizing |((D U {j})¥e)T+ x ((D U {j})vete)yit ny|
9 C« (DU{j})*

10 D« (DU {j})tete

11 s < |CTd x DTy

12 end

13 add (C,D) to G

14 U—U—Ctrdr x Dl
15 end

16 return g

GREESS nasledné, dokud nepokryje celou matici (nebo jeji ¢ast, je-li € > 0),
provadi greedy vybér, inspirovany algoritmem GRECOND [3], pii kterém je z kaz-
dého intervalu vybran nejvyse jeden koncept [3]. V kazdé iteraci se tak pro kazdy
koncept (C, D) € G pridava k atributovému konceptu u(j) € Zo p dalsi atributy
(tadky 10-15, Algoritmus 6), které maximalizuji pokryti U, coz spéje k nale-
zeni konceptu (£, F'), ktery, pokud poskytuje lepsi pokryti s py, nez je dosud
nalezené maximum s, se stava aktualnim kandidatem na dalsi faktor (fadky 16-
20) [3]. Dulezité je, ze béhem tohoto procesu se pouzivaji operatory indukované
pouze Casti matice I, kterd odpovidd danému intervalu, tj. IN (DY x C11) [3] (viz
Lemma 12 [3]). Po skonéeni tohoto cyklu (fadky 6-21) je nejlepsi nalezeny kon-
cept pridan do mnoziny F (fadek 22) a ptislusny interval je odstranén z mnoziny

G (fadek 23) [3].

Lemma 12 (Céast kontextu odpovidajici intervalu Z¢ p, [3])
Necht C x D C 1T aJ=1N (D% x C), pak Zc,p = B(D¥,CMJ).

Ackoliv je algoritmus GREESS navrzen pro feseni AFP varianty problému, lze
jej opét jednoduchou modifikaci upravit pro feSeni DBP problému (ptidani pod-
minky na velikost mnoziny F) nebo pro hledani presné dekompozice (nastavenim
e=0) [3].
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Algoritmus 6: GREESS

Input: Boolean matrix I € {0,1}"*™ € >0
Output: Set F of factors

1 G < COMPUTEINTERVALS(])

2 U {{i,j) | Iy = 1}

3 F« 10

4 while |U| > e do

5 540

6 foreach (C,D) € G do

7 J + In (DY x o)

8 F <«

9 S(c,py < 0

10 while 3j € C1" — Fs.t. |(FU {j})" x (FU{j}H)¥" nU| > s py do
11 select j maximizing |(F U {j})* x (F U {j})* 1T nu|
12 E <+ (FU{j}hH¥

13 F« (Fu{jhwt
14 8<C7D>%|E><Fﬁu‘
15 end

16 if S(c,p) > 8 then

17 (E',F"y + (E,F)

18 (C", D"y + (C, D)

19 S <— $(c,D)
20 end
21 end
22 add (F',F') to F
23 remove (C', D) from G
24 U+—U—-E xF
25 end
26 return F
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2 Metodologie

Algoritmy Asso, GRECOND, GREESS a zde predstaveny Esso (¢ast 3.1) a jeho
varianty jsou experimentdlné porovnavany na realnych datasetech s vyuzitim
poznatki v [8]. Hlavnim zptisobem méreni kvality vysledki algoritmu je kvalita
pokryti prvnich [ faktort:

E(I,Ao B)

W=

kde A € {0,1}"*!, B € {0,1}**™ [8]. Pro urceni kvality algoritmu se pouziva

kvalita faktorizace:
(I,AoB)
S (B ) 1 5m)

kde vypocet vahy w; se lisi podle uvazované varianty problému BMF — pro DBP

=1/kapro AFP w, =1+ (E(I,AoB)—e¢)/(||I]| —¢€) [8]. Z redlnych datasetu
jsou zde pouzity: Americas small [9], Chess [10], DBLP [11], Emea [9], Firewalll
[9], Mushroom [10], Paleo [12] a Tic-tac-toe [10], jejichz vybrané vlastnosti jsou
uvedeny v Tabulce 1.

Dataset Dimenze |Z]]  dens() ||E(I)|| dens(E(1))
Americas small 3477x1587 105205 0.019 51258 0.009
Chess 3196 <76 118252 0.487 71296 0.294
DBLP 6980x19 17173 0.129 1601 0.012
Emea 353046 7220 0.068 1985 0.019
Firewalll 365x709 31951 0.123 2787 0.011
Mushroom 8124x119 186852 0.193 82965 0.086
Paleo 501x139 3537 0.051 1906 0.027
Tic-tac-toe 958 %30 9580  0.333 9580 0.333

dens(-) vyjadiuje hustotu matice.
Tabulka 1: Redlné datasety
Pii testovani algoritmu ASso, ktery je parametrizovan vahami w™ a w™, je
zde zavedeno omezeni na w* = w~ = 1. Navic plati, Ze je uvddén ten vysledek pro

T, se kterym bylo dosazeno nejvyssi hodnoty kvality faktorizace ¢. Testovanymi
hodnotami parametru 7 jsou: .50, .55, .60, .65, .70, .75, .80, .85, .90, .95.
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3 Vyuziti £(I) v algoritmu Asso

FEssential ¢ast £(I) matice I lze vyuzit jako kandidétni matici algoritmu Asso,
je tomu vsak nutné prizptsobit i vypocet ohodnoceni (cover) jednotlivych kan-
didatt a konstrukei vysledného faktoru, béhem néhoz bude dochazet k aplikaci
operatort (I, +). OkamZité viditelnym problémem tohoto p¥istupu je, Ze oproti
asociacni matici, ktera je ¢tvercovou matici a jeji dimenze jsou rovny poctu
sloupctt v I, ma essential ¢ast typicky vice fadk a tim kandidati, které je
v kazdé iteraci nutné uvazovat. Bez tadkové klarifikace, tj. odstranéni duplicit-
nich fadkt, a bez odstranéni nulovych fadkia mé £(7) stejné rozmeéry jako matice
1. Vzhledem k vypocetni narocnosti BMF problému je tento fakt kriticky a bude
pozdéji diskutovan a ve vysledném algoritmu patficne adresovan.

Nésledujici priklad, prevzaty z [4], nastinuje zdkladni myslenku a mozny po-
stup, ktery je vSak v detailech vagni:

PRIKLAD 13
Podtrzeni v I znaci essential element.
X =1{1,2,3,4,5}
Y ={a,b,c,d,e, f}

100100 100100
111011 000010
I={0o10101 C=&N=|010101
111100 011000
101101 001001
k=1
F=0
100100 000010 010101 011000 001001
1 1 2 0 -1 0 1 0-1 00 —2 0 0-2
10 0 1 1 1 0 1 1 11 2 1 1 2
0 1 0 0 -1 1 1 1 3 10 0 0O 1 0
1 1 2 0 -1 1 1 0 1 11 2 10 0
1 1 2 0 -1 0O 1 1 1 01 0 1 1 2
6 1 6 4 4

Nejvyssi skore je rovno 6, pricemz této hodnoty bylo dosazeno dvéma kandidaty
— o acy , znichz bude vybran ¢, , kvili nizSimu overcover.

100100
1 1
1 0
0 1
1 1
1 1

NN OO N

Zatimco ASSO by se zajimalo o vSechny tadky s ohodno-
cenim vétsim jak 0, zde budou dilezité fadky s maximal-
nim ohodnocenim, které se budou déle pripadné rozsito-
vat o dalsi. Zvolené omezeni v tomto ptipadé nema vliv
na vyslednou mnozinu radki/objekti o = {1,4,5}, z niz
aplikaci operatori dojde k sestaveni prvniho faktoru, tj.
fi= <ON7 OT) = <{17 4, 5}7 {a’ d}>

F=FU {<{1747 5}7 {a’ d}>}
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Za zminku stoji, ze ackoliv kandidat c; mé v tomto pripadé stejné skore
jako ¢q , pocet pokrytych pozic odpovidajicim konceptem ({3}, {b,d, f}) by byl
nizsi nez u vybraného f;. Naopak pro kandidaty c; a ¢y , které maji nizsi skore,
by bylo pokryti odpovidajicimi koncepty, tj. ({2,4}, {a,b,c}) a ({2,5},{a,c, f}),
stejné jako u fi.

k=2
F = {<{17 4, 5}7 {CL, d}>}
100100 000010 010101 011000 001001
- - 0 0 -1 0 - 0-2 00 —2 0 0—-2
1 0 0 1 1 1 0 1 1 11 2 1 1 2
0 1 0 0 -1 1 1 1 3 10 0 0 1 0
- - 0 0 -1 1 — 0 0 11 2 1 0 0
- 0 0 —1 0 1 0 01 0 1 1 2
0 1 4 4 4
011000
00 —2  o0={2,4}
11 2 f2 = <{2,4},{6L, ba C}>
10 0 Koncept f pokryva 5 novych pozic (14, uz je pokryta), al-
11 2 ternativni volby (c3 a ¢s ) by vedly k pokryti 3 a 5.
01 0
k=3
F = {<{17 4, 5}7 {CL, d}>’ <{27 4}7 {a, b, C}>}
100100 000010 010101 011000 001001
- — 0 0 -1 0 - 0-2 00 —2 0 0-2
- 0 -1 1 1 - 0 1 0 - 0 - 1 1
0 1 0 0 -1 1 1 1 3 10 0 0 1 0
- - 0 0 -1 - - 0-1 —— 0 — 0—-1
- - 0 0 -1 0O - 1 0 01 0 1 1 2
0 1 3 0 3
001001 0= {5}
e Mnozinu objektu 1ze rozsitit na o = {2, 5}, ptipadné by bylo
0 0-2 mozné pracovat s {2,5} okamzité, jelikoz se ve sloupcich vy-
- L1 mezenych kandidatem jednd o ekvivalentni radek, ktery méa
0 L0 jednu pozici uz prekrytou, to znamena, ze k hodnoté ,— by
I (1) _; se v tomto ohledu ptistupovalo jako k 1.

f3 = <{2’5}’{aacvf}>
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k=4
F={{1,4,5},{a,d}), ({2,4},{a, b, ¢}), ({2,5}, {a, ¢, 1)}

100100 000010 010101 011000 001001
— — 0 0 -1 0 - 0-2 00 -2 0 0-2
— 0 —1 1 1 - 0 —=1 —— 0 — - 0
0 1 0 0 -1 1 1 1 3 10 0 0 1 0
— 0 0 -1 - - 0-1 —— 0 — 0-—1
— — 0 0 -1 0o - —-—1 0-— —1 — -0
0 1 3 0 0
010101
0 - 0-2
~ 0 —-1 o= {3}
1 1 1 3 f4:<{3}7{b7d7f}>'
- — 0-1
0o - —-—1
k=5
F = (04,5}, {a ), (62,41 0.0y, 62,51 oo 1, (31 0.4 )
100100 000010 010101 011000 001001
— — 0 0 -1 0 - 0-2 00 —2 0 0-2
— 0 -1 1 1 - 0 —--1 —— 0 — -0
0 — —1 0 -1 - - =0 -0 -1 0 ——1
— — 0 0 -1 - - 0-1 —— 0 — 0-—1
— — 0 0 -1 0o - —-—1 0-— —1 — - 0
0 1 0 0 0
000010
0 -1
1 1 o={2}
0 -1 f5 - <{2}7 {a7b7 G €, f}>
0 -1
0 -1

Vysledkem tedy je:

Fo={{L 4,5} {a, d}), ({2,4},{a,b,c}), ({2,5}, {a, ¢, 1), ({3}, {b, 4, [}),
{2} {a,b,ce, f1)}

[Fl =5
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[4] uvadi nasledujici vysledky:

GRECOND
Fo={{24,5} {a,c}), ({1,3,4,5}, {d}), ({2, 3}, {b, /1), ({1,2,4,5}, {a}),

({2,3,4},{b}), {2}.{a, b, c.e, f}), ({2,3,5}, {/})}
Fl =7

GREESS
Fo={{1,4,5},{a,d}), ({2}, {a, b, c;e, f}), ({3}, {b,d, f}), ({2, 4,5}, {a, c}),

({2,3,4},{b}), {3.5}.{d, f 1)}
Fl =6

ITERESS
Fo={{24}{a,b,c}), ({1,4,5},{a, d}), ({3}, {b. d. f}), ({2, 5}, {a,c, [}),

{2} {a,b,ce, f1)}
Fl =5

Tento priklad je vsak jednoduchy a neprojevuji se na ném dostatecné nékteré
problémy, kterymi jsou:

1. Jiz zminény problém s ohodnocovaci funkci, tj. skére neodpovida vhodnosti
pouziti daného kandidata. Navic funkce pouzitd v prikladu je uméle prejata
z algoritmu ASsO, napr. slozka ,,overcover” v tomto ohledu nedava smysl,
nebot se jedna o aproximaci zdola, a k prekryti tak nemtze dojit.

2. Nelze obecné vzit fadky/objekty s maximalni hodnotou pokryti, protoze
aplikaci operdtoru -7 by bylo mozné ziskat prazdnou mnozinu.

3. Algoritmus pracuje na ose s objekty, kterd, jak jiz bylo zminéno, byva
vyrazné vyssi (viz Tabulka 1).

4. Dochazi ke zbytecnym vypocétim, napt. kandidat ¢; neni v Prikladu 13
jiz po svém vybrani nikdy potreba, presto se v kazdé dalsi iteraci stéle
uvazuje.

7 postupu nastinéném v Prikladu 13 vyslo nékolik neuspokojivych variant
algoritmu, z nichz nékteré jsou uvedeny v Ptiloze A, nicméné vedly k algoritmu
popsaném v nasledujici casti.
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3.1 Esso

Jelikoz postupy uvedené v predchozich castech a i ASSO samotné hledaji, jak
co nejlépe pokryt submatici kontextu I nebo jak na jejim zékladé pokryt I, lze
pro tyto ucely vyuzit postupu pouzitého v algoritmu GRECOND, tj. hledéni
maximalniho obdélniku greedy ptistupem, a to bud pro konstrukei faktoru nebo
zaroven i jako ohodnocovaci funkei.

Pouziti pouze jako zpisobu konstrukce faktoru pro kandidata c, ktery byl vy-
bran jako nejlepsi, na zédkladé néjaké ohodnocovaci funkce, je jednoduché, nebot
staci provést GRECOND s k = 1 (DBP modifikace) na submatici U, a poté na
vyslednou dvojici (E, F') aplikovat operatory indukované kontextem I, to zna-
mend (B4 B (nebo jiné ekvivalentni aplikace operdtorii na E nebo F, napt.
(F1, ) Nevyhodou pouziti oddélené ohodnocovaci funkee je, Ze neodpo-
vida vyslednému pokryti nalezenym faktorem — alespon u zde testovanych funkei
(Priloha A) tomu tak je — a vyhoda rychlého vypoctu skére je tak za cenu horsich
vysledkii. Detaily tohoto postupu jsou uvedeny v Ptiloze A.

Algoritmus Esso? vyuzivda GRECOND — konkrétné jeho DBP modifikaci — z&-
roven jako ohodnocovaci funkei a zpiisob konstrukece vysledného faktoru. V kazdé
iteraci se tak pro kazdého kandidéata c, tj. fadek matice C', aplikuje GRECOND
s parametrem k nastavenym na 1, to znamena, ze se hleda prvni maximalni
obdélnik, na matici jim indukovanou, tj. U., coz také znamena, ze operatory po-
uzivané v.GRECOND jsou indukované touto submatici .. Pokud je vyslednym
obdélnikem dvojice (F, F'), pak ohodnoceni pfislusného kandidéta lze vypocitat
jako |ETtH x ETt 0 U|. Je-li tato hodnota maximdln{ (a prvn{ nalezend), pak je
koncept (ETr+ ET1) p¥idan jako faktor do F. Tento proces je opakovan, dokud
neni dosazeno limitni podminky, kterou mize byt bud:

1. dosazeni presné dekompozice, tj. [U| = 0,
2. nalezeni predepsaného poctu k faktora (DBP varianta), tj. |F| = k,

3. popsani predepsané Casti matice, vyjadiené prijatelnou chybou e (AFP
varianta), tj. [U| < e.

3.1.1 Problém s poctem kandidati a redukce kandidatni matice C'

Predstaveny algoritmus Esso (Algoritmus 7) jiz zmiliovany problém s poc¢tem
uvedené ohodnocovaci funkce v Priloze A, nicméné zptsob, jakym je tento kri-
ticky vypocet provadén a jak jsou radky kandidatni matice pouzivany, umoznuje
nésledujici (potencidlni) Fesent.

(1) Vypocet pro kandiddta ¢ neni nutné v dalsi iteraci provadét, pokud zvo-
leny faktor nezasdhl do U.. Spravnost tohoto tvrzeni je ziejmé, nebot vypo-
¢et GRECOND je deterministicky a bez zmény U, bude vysledek totozny, to

4Tak jako je nézev AssoO odvozen od pojmu “association” [1], je Esso jeho modifikaci od
pouzité “essential part”.
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znamena, ze misto opakovaného vypoctu by stacilo kontrolovat, zda naposledy
pridany faktor, tj. obdélnik (F, F'), nezasahuje do U.. Neni-li pro kandidata ¢
potieba vypocet provadét, je stdle nutné ovérit, zda se nezménilo skore, nebot
to je pocitano z pruniku nepokryté ¢asti U a vysledku aplikace operatori indu-
kovanych kontextem I na obdélnik (E, F').

(2) Vypocet GRECOND pro kazdého kandidéta je nezavisly a pouze ¢te sdi-
lend data, kterymi je nepokrytd ¢ast U v dané iteraci, coz dava prostor pro
paralelizaci.

(3) Neékteré kandidaty c¢ lze z matice C' béhem vypoctu po jejich ,vypotie-
bovani“ (viz Piiklad 13) vyfadit, podobné jako GREESS vyrazuje jiz pouzité
intervaly. Co vSak je dostatecnou podminkou zde neni obsazeno.

Optimalizace (1), (2) a (3) jsou tedy postupy umoznéné tim, jak je vypocet
prvniho maximéalniho obdélnika v submaticich provadén, nejsou zde vsak otes-
tovany a jejich dopady na algoritmus tak nejsou znamy.

Optimalizace algoritmu ESSO vychézejici ze zptisobu pouziti radkt kandi-
datni matice spociva v jeji redukci. Jelikoz tadky matice C' jsou pouzivany pro
vybér submatice, konkrétné tedy vybér téch sloupct, ve kterych ma kandidat ¢
hodnotu 1, lze provést jednoduchou redukei, pti které dojde jen k malym odchyl-
kam v celkovych vysledcich algoritmu a k vyraznému urychleni celého procesu.

Algoritmus 7: Esso

Input: Boolean matrix I, number k£ € N
Output: set F of factors

1 F«0

2 C + reduce(&(1))

s U (i) T = 1)

4 while |F| < k and |U| # 0 do

5 s+ 0

6 foreach row ¢ of C' do

7 (E,F) < GRECOND(U,, k = 1)
8 (E,F) < (ETrv gl
9 Spew — |E X F N U|
10 if Sy > s then

11 (E',F') « (E,F)
12 § 4 Spew

13 end

14 end

15 F+— FU{E F')}

16 U+—U—-FE xF

17 end
18 return F
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Prvnim zpusobem redukce kandidatni matice C' je jeji prichod (jeden), pri-
cemz C' je predem:

1. neusporddand, tj. as is (znaceno as-is),
2. usporadand dle poctu essential elements v fadku (znaceno Num),
3. usporadand lexikograficky (znaceno Lex),

4. usporadand nejprve lexikograficky a pak dle poctu essential elements v radku
(znaceno Lexnum),

5. usporadand dle poctu essential elements v odpovidajicim radku £(C), tedy
E(E(I)) (znaceno EE),

prii kterém se greedy ptistupem vybiraji ty radky, které obsahuji alespon jeden
atribut 7, ktery dosud neni v kandidatni matici, to znamend, ze sloupec j neob-
sahuje dosud zadnou 1, tj. pro kazdy radek row:

pokud Jj t.z. row; = 1 a zéroven max C ; = 0 pak pfidej row do C.

Prichod matici muze byt od za¢atku (znaceno ASC) nebo od konce (DESC), coz
napiiklad znamend, Ze redukce, ve které je pouZito usporadani’ ,Num*, bude mit
vzdy méné nebo stejné radku pri pouziti poradi ,DESC* nez pri ,,ASC*.

Druhy zptisob redukce pouziva greedy set-cover postup s pripadnymi modifi-
kacemi, tj. v kazdé iteraci se vybere ten radek row, ktery:

1. obsahuje nejvice atributii j, které dosud nejsou obsazeny v C, tj. row; =
1 and maz C' j = 0 (znaceno SC),

2. maximalizuje n, — n., kde n,, je pocet atributii, které radek row pokryva
a nejsou dosud obsazeny v C, a n. je pocet atributii, které fadek row sice
pokryva, ale jiz jsou v C' obsazeny, tj.

n, = |[{row; =1 and max C ; = 0}|,

ne = [{row; =1 and max C ; =1},
pticemz musi platit n, > 0 (znac¢eno SC minus),
3. maximalizuje n, / ||row|| (znaceno SC divide).

Jak se zméni dimenze kandidatni matice po pouziti téchto redukei, uvadi Tabulka
2, v niz jsou vyznaceny minimalni hodnoty ve sloupcich. Pouziti libovolné z téchto
redukci je provadéno v Algoritmu 7 na radku 2 procedurou reduce.

5Pro vSechna uspotadani fadkl je pouzit stabilni tiidici algoritmus — konkrétné merge-sort.
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R4dky matice C

& > & &
NS N S o
Y ¢ g & & 5y e £

S8 <9 D S S > 9
Redukce @ O < g &S Q &
Puvodni £(1) 3477 3196 6980 35 365 8124 501 958
Unz(&E(1)) 210 3196 19 35 67 8124 445 958
as-is ASC 166 41 19 34 63 57 106 17
as-is DESC 170 32 19 34 63 56 112 12
Num ASC 181 39 19 34 65 67 127 17
Num DESC 158 29 19 34 01 63 959 12
Lex ASC 182 17 19 34 65 41 133 17
Lex DESC 154 32 19 34 61 56 84 12
Lexnum ASC 181 39 19 384 65 67 125 17
Lexnum DESC 155 29 19 34 61 63 54 12
EE ASC 168 21 19 34 62 56 109 17
EE DESC 166 34 19 34 64 67 59 12
sC 150 11 19 34 61 34 30 4
SC minus 153 11 19 384 61 35 39 4
SC divide 158 12 19 34 61 8 43 4

Unz(-) znaci fadkovou klarifikaci s odstranénim nulovych radka.

Tabulka 2: Pocty radka v kandidatni matici C' po redukci
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4 Experimentalni vysledky

Tabulka 3 a grafy tvorici Obrazek 5 ukazuji, jak predstaveny algoritmus ESSO ob-
stoji na redlnych datech ve srovnani s algoritmy Asso, GRECOND a GREESS,
dikladné popsanymi v tvodni ¢asti 1.3. Nutno poznamenat, ze pocty potieb-
nych faktor k dosazeni daného pokryti algoritmy Asso, GRECOND a GREESS
se mirné lisi u zde pouzitych implementaci od téch uvaddénych v [3]. Duvodem
mohou byt drobné rozdily v implementacich a v pripadé algoritmu ASSO navic
vybér vysledkii toho 7, pro které bylo dosazeno nejvyssi DBP kvality dle predpisu
uvedeném v ¢asti 2, coz v [2] a [3] jesté nebylo zavedeno.

Na hodnotach pokryti (Coverage v Tabulce 3), na které dosdhne algoritmus
AsSso, poskytuje ESSO podobné vysledky, které se s rostouci hodnotou pokryti
mend, ze ASSO zprvu mize dosdhnout nizsich hodnot k pro pozadované pokryti,
ale za cenu nedosazitelnosti (NA v Tabulce 3) vyssich hodnot pokryti. Vyjim-
kou je zde dataset Tic-tac-toe, na kterém ASSO poskytuje presnou dekompozici,
kterd je pro pokryti 95% a 100 % nejlepsi z testovanych algoritmi (o 1 vadi
Esso a o 3 vucéi GRECOND a GREESS), naopak je nejhorsi pri pokryti 25 % (o 1
vudi vSem). Mimo dataset Tic-tac-toe poskytuje ASSO presnou dekompozici na
datasetu DBLP, na kterém si vsak je na kontrolovanych pokrytich rovno s GRE-
Ess a Esso — GRECOND zde strada na 75%, 95% a 100% pokryti. Algoritmus
Asso dosahuje dobrych vysledku jesté na datasetu Paleo, kde maximélni dosa-
zené pokryti je rovno 99.97%, dochézi zde tedy k zaneseni velmi malého prekryti,
konkrétné E, = 1. Nejlepsich pokryti dosahovalo Asso pro hodnoty 7: .75 (na
datasetu DBLP), .8 (na datasetech Americas small, Chess, Emea a Tic-tac-toe),
.85 (Mushroom), .95 (Firewalll a Paleo).

Ve srovnani s testovanymi algoritmy vychazejicimi z FCA, tj. GRECOND
a GREESsS (ITERESS nebylo testovano, pocty faktori potfebnych k dosazeni
predepsané presnosti jsou pouze prevzaty z [4]), jsou vysledky opét velmi tésné
a nedochazi k vyraznéjsim rozdilim. Zajimavého vysledku bylo dosazeno na data-
setu Chess, kde byla presna dekompozice s nizsim poc¢tem faktori nez u novéjsiho
algoritmu ITERESS, ktery pouziva opakovany vypocet essential ¢asti a dosahuje
obecné velmi dobrych vysledki [4].

Algoritmus ESSO se na testovanych datasetech ukazal byt vhodnym algo-
ritmem pro oba pohledy BMF problému (DBP i AFP), nebot jim dosahovana
kvalita pokryti se vétsinou pohybuje mezi témi poskytovanymi algoritmy GRE-
CoND a GREESS. Jsou vsak pozorovatelné pripady, kdy je nejnizsi z téchto tii
algoritmt, napt. pro k < 10 na datasetu Firewalll nebo Mushroom pro k = 29
az k =T8.

Uvazi-li se metody redukce kandidatni matice v algoritmu Esso (Tabulka 4
a grafy na Obrazku 6, popt. 9 v Ptiloze B), je mozné nékteré vysledky dokonce
vylepsit, a smazat tak nebo zmensit nékteré z rozdili vzhledem k algoritmu
GREESS, napr. u datasetii Mushroom, Paleo a Chess. To znamend, ze dochazi
nejen k vyraznému snizeni poc¢tu kandidatt (Tabulka 2), které je béhem vypo-
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¢tu potieba testovat, a tim ke zrychleni hledani jednotlivych faktorii, ale mize
dojit i ke zlepseni samotnych faktorizaci. Ne vSechny predstavené redukce jsou
vsak dobré, napriklad Num ASC a Lexnum ASC vede k horsi faktorizaci da-
tasetu Mushroom, ackoliv vylepsuji Chess, redukce £ ASC zhorsuje vysledek
na Americas small a Mushroom, naopak vylepsuje Paleo, SC mé zase negativni
efekt na Americas small a Chess, SC minus na Chess. U nékterych dataseti, zde
DBLP, Emea, Firewalll, se zase redukce v rozdilném pokryti neprojevuje viibec,
coz je také priznivé. Na datasetu Americas small dochazi u vSech redukei k mir-
nému zhorseni pro pokryti 100% (v rozmezi 1-5 faktort), v nékterych piipadech
i na 95% (o 1 faktor) a jedna se tak o jediny z testovanych dataseti, na kterém
doslo u vSech redukci pouze ke zhorseni vysledki na kontrolovanych hodnotach
pokryti.

7 divodu podobnosti kvality pokryti jednotlivych variant ESSO s redukci
kandidatni matice a jejich poctu, jsou zde uvadény vysledky jen vybranych vari-
ant a datasetl, konkrétné se jednd o: as-is ASC, Num DESC, Lex ASC, Lexnum
DESC, £€ DESC a SC divide na datasetech Chess a Mushroom. Pro tplnost
jsou vysledky vsech variant redukci a datasetii uvedeny v Priloze B.
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Obrézek 5: Kvalita pokryti ESSO na redlnych datech
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Dataset Coverage Pocet faktori potiebnych k pfedepsané presnosti

GRECOND GREEss ITErRESs® Asso Esso

Americas small 25% 1 1 — 1 1
50% 1 1 — 1 1

75% 4 4 — 3 4

95% 30 33 32 43 31

100% 197 191 184 NA 194

Chess 25% 2 3 — 1 2
50% 5 8 — 2 6

5% 16 19 — 15 18

95% 47 45 43 NA 44

100% 124 110 98 NA 81

DBLP 25% 3 3 — 3 3
50% 6 6 — 6 6

75% 12 11 — 11 11

95% 19 17 — 17 17

100% 21 19 — 19 19

Emea 25% 3 4 — 2 3
50% 7 9 — 6 7

5% 13 14 — 13 12

95% 26 25 — NA 24

100% 43 32 — NA 36

Firewalll 25% 1 1 — 1 1
50% 1 1 — 1 1

75% 2 2 — 3

95% 6 6 — NA 7

100% 66 64 — NA 65

Mushroom 25% 3 3 — 2 2
50% 7 9 — 6 7

5% 24 26 — 32 25

95% 62 61 57 NA 64

100% 120 105 99 NA 113

Paleo 25% 16 15 — 15 16
50% 39 38 — 39 39

75% 76 73 — 74 75

95% 127 122 122 122 126

100% 151 145 139 NA 151

Tic-tac-toe 25% 5 5 — 6 5
50% 12 12 — 12 12

5% 19 19 — 19 19

95% 28 28 — 27 28

100% 32 32 — 29 30

@ yysledky prevzaté z [4].
— nedostupné z diivodu neporizenych vysledki.

Tabulka 3: Potfebny pocet faktort pro pozadované pokryti pro ESSO na redlnych
datech
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Pocet faktora potrebnych k dosazeni predepsané presnosti
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Dataset Coverage Cf Cf Y? ‘5‘) & & %Q %Q j j \? \? CUCU CUCU 09 Og) Og)
Americas small 25% 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
50% 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
5% 4 4 3 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
9%5% 30 33 63 31 31 32 31 32 31 32 31 32 31 31 32 32 32
100% 197 191 NA 194 195 195 195 196 197 196 196 196 199 196 198 194 195
Chess 25% 2 3 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
50% 5 8 2 6 6 7 7 6 6 7 7 6 6 7 7 7 6
% 16 19 15 18 20 19 19 19 20 19 19 19 19 19 21 23 20
95% 47 45 NA 44 42 48 42 44 42 48 42 44 44 43 49 50 44
100% 124 110 NA 8 78 8 76 77 78 8 76 77T 8 76 82 79 79
DBLP 25% 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
50% 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6
w% 12 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11
9%5% 19 17 17 17 17 17 17 17 1¢v 17 17 17 17 17 17 17T 17
100% 21 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
Emea 25% 3 4 2 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
50% 7 9 6 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7
™% 13 14 13 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12
95% 26 25 NA 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24
100% 43 32 NA 36 3 36 36 36 3 36 36 36 36 36 36 36 36
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Firewalll 25% 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
50% 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
75% 2 2 2 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
95% 6 6 NA 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7
100% 66 64 NA 65 65 65 65 65 65 65 65 65 65 65 65 65 65
Mushroom 25% 3 3 2 2 2 3 3 2 2 3 3 2 3 2 2 2 2
50% 7 9 6 7 7 9 9 8 7 9 9 8 9 8 7 7 7
™% 24 26 32 25 24 25 27 25 24 25 27 25 27 25 26 25 25
9%5% 62 61 NA 64 61 62 66 62 61 62 66 62 66 62 62 63 62
100% 120 105 NA 113 110 111 115 111 110 111 115 110 115 110 110 111 112
Paleo 25% 16 15 15 16 16 16 15 16 15 16 15 16 16 16 16 16 15
50% 39 38 39 39 39 39 38 39 38 39 38 39 39 39 39 39 38
™% 76 73 74 75 T4 75 75 74 T4 75 74 74 75 75 74 T4 73
95% 127 122 122 126 124 126 124 125 124 124 123 125 123 125 123 123 122
100% 151 145 NA 151 147 146 145 146 146 148 144 146 144 145 143 144 143
Tic-tac-toe 25% ) ) 6 ) ) 6 ) 6 ) 6 ) 6 ) 6 6 6 6
50% 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12
w% 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
95% 28 28 27 28 27 27 27 2T 27 27T 27 27T 27 27 27 27 27
100% 32 32 29 30 30 30 30 3 30 30 30 30 30 30 29 29 29

Tabulka 4: Potfebny pocet faktort pro pozadované pokryti pro ESSO s redukei kandidatni matice na redlnych datech
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Obrazek 6: Kvalita pokryti Esso s redukci kandidatni matice na realnych datech
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Zavér

Esso, algoritmus predstaveny v této praci, vyuziva abstrakci algoritmu ASSO,
kterd pro kazdého kandidata (fadek) matice C' vybere jim indukovanou subma-
tici. Kandidatovi je na zakladé této submatice prifazeno ohodnoceni a pokud
je kandidat vybran, slouzi tato matice i pro konstrukci faktoru. ESSO pro oboji
vyuziva greedy pristup, ktery byl pfedstaven v algoritmu GRECOND. Jako kan-
didatni matice je pouzivana essential ¢ast matice I, znaceno £(I). Jelikoz ale tato
matice ma stejny pocet radku jako ptvodni I, byly pro tcely tohoto algoritmu
navrzeny jednoduché zptsoby jeji redukce s cilem snizit mnozstvi uvazovanych
a testovanych kandidatt a tim urychlit faktorizaci. Prestoze navrzené redukce
jsou prevazné jednoduché, byly vysledky algoritmu ESSO po jejich aplikaci na
kandidatni matici podobné jako bez redukce a na testovanych datasetech nedo-
slo k vyraznéjsim odchylkam v kvalité pokryti a v nékterych pripadech dokonce
doslo k nalezeni lepsich faktorizaci. Mimo redukce kandidatni matice byly navr-
zeny dalsi potencialni optimalizace, které by spolu se sofistikovanéjsimi zpusoby
redukce mohly byt prostorem pro zlepseni predstaveného algoritmu.

V experimentu na realnych datech se ESSoO zda byt obstojnym algoritmem
pro obé varianty BMF problému — AFP a DBP. Vyhodou algoritmu ESSO oproti
algoritmu ASSO je, Ze se jednd o aproximaci zdola, a je tak schopné dosahnout
presné dekompozice, coz u algoritmu ASSO neni obecné mozné z divodu zanaseni
chyby prekrytim. Dale také odpada nutnost specifikovat dodatecné parametry
mimo k a €, které jsou dany variantou problému (DBP a AFP resp.). Oproti
tomu, ASSO je parametrizovdno vahami pro oba typy chyby, tj. w™ a w™, a 7,
které je pouzivano pro urCeni potfebné sily (hodnoty confidence) asocia¢nich
pravidel mezi sloupci. ESSO je tak ve srovnani s algoritmem ASSO obecnéjsim
BMF algoritmem, nebof muze byt pouzito jak pro DBP tak AFP, a lze jej také
snaze pouzit z divodu absence dodatecnych parametri. ESSO lze také lehce
implementovat, protoze vyuziva jednoduchou strukturu algoritmu Asso.
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Conclusions

Esso, the algorithm introduced in this work, utilizes an abstraction of the AsSsSo
algorithm, which assigns a score to the submatrices induced by individual rows
(called candidates) of the candidate matrix C. The submatrix of the best can-
didate is then used to construct the next factor. However, ESSO uses a greedy
approach, which was introduced in the GRECOND algorithm, for both the scor-
ing and searching. The essential part of matrix I, noted £(I), is used as the
candidate matrix, but this matrix has the same number of rows as the original
I, which lead to the construction of simple reduction methods for the purpose of
Esso. These methods minimize the number of considered and tested candidates
when searching for individual factors and consequently speed up decomposition.
Even though the proposed reductions are simple, the results of ESSO on the
tested datasets after the reduction of the candidate matrix were similar to those
without the reduction and deviated only slightly in terms of coverage quality
and, in some cases, provided even better coverage. Additionally, other poten-
tial optimization methods for ESSO, besides the reduction of candidate matrix,
were proposed in this work and, together with the more sophisticated methods
of reduction, could provide room for improvement.

In an experiment with real-world datasets, EESSO seems to be an algorithm
dealing efficiently with both variants of the BMF problem — AFP and DBP.
In comparison with Asso, EssO has the advantage of being a from-below ap-
proximation, thus being able to achieve an exact decomposition, which ASSO is
generally unable to accomplish due to the overcovering error. In ESSO, the ne-
cessity to specify additional parameters besides those prescribed by the variant
of the BMF problem vanishes as well, as the algorithm is parameterized only
by the number of factors k or tolerable error € for DBP and AFP respectively.
In contrast, ASso is always parameterized by the weights of both types of error
w™ and wT and 7 used to determine the necessary strength of association rule.
To conclude, in comparison with Asso, ESSO is a more general-purpose BMF
algorithm, as it can be used for both DBP and AFP. It is also easier to use due
to the lack of additional parameters while benefitting from the simple structure
of Asso, which makes it easy to implement.

38



A Dalsi testované zptisoby ohodnocovani kan-
didatt a hledani faktori

Mimo predstaveny algoritmus ESSO byly vyzkouseny jesté jiné zplisoby ohod-
nocovani submatic U, a hledani faktoru. Jelikoz vSsak nedosahuji dobrych vy-
sledki jsou uvadény az mimo hlavni text prace. O ohodnocovacich funkecich padla
zminka jiz v ¢asti 3.1 v pripadé pouziti GRECOND pouze jako zptisobu hledani
faktoru. Jelikoz tyto varianty vedly pozdéji k formulovani algoritmu ESso, jsou
oznacovany jako PESSO (pre- nebo protoEsso).

Mimo cover funkei algoritmu Asso [1], jejiz pouziti je znaceno priponou
ASSO, byly vyzkouseny ,naivni“ funkce, které jsou vSak velmi chybné ve smyslu,
7Ze jimi prirazovana hodnota submaticim neodpovida vhodnosti daného kandidata
(obdobné jako bylo zminéno v Prikladé 13 pro k = 1 pri pouziti ASSO cover);
témito funkcemi jsou:

1. Suma nové pokrytych pozic, zna¢eno priponou SUM.

2. Suma nové pokrytych essential pozic, znaceno ESUM.

3. Hustota submatice U,, znaceno DENS.

4. Hustota submatice nepokryté ¢asti £(I)., znaceno EDENS.

5. Pocet nové pokrytych pozic na essential element kandidata c, tj.:

el ’

coz vsak lze jesté zjednodusit na:

{6, 7) Uy =1,¢; = 1}\.
cll

Tato ohodnocovaci funkce je znacena ECOV.

Pro ,nejlepsiho® kandidata vybraného, na zakladé jedné z téchto funkci, byly
testovany dva zptisoby konstrukce faktoru:

1. Aplikace GRECOND na submatici U, indukovanou danym kandidatem c, to
znamena, ze Sipkové operatory jsou pti hledani prvniho faktoru indukovany
touto submatici. Na vybrany obdélnik jsou pred pridanim mezi faktory
aplikovany operatory indukované kontextem I. Pouziti tohoto zptisobu je
znaceno priponou GRECOND, tj. PESSO-GRECOND.

2. Varianta PESSO-CE se zajima o fadky v submatici U., které maji maxi-
malni hodnotu pokryti, tj. obsahuji nejvice prvki (suma radku), a jsou
tak povazovany za potencidlni zéklad nebo jadro faktoru (ptipona CE je
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zkratka pro core extension). Kazdé z téchto jader je nasledné greedy zpu-
sobem rozsitovano o dalsi radky, pricemz jsou vzdy pridany jemu ekviva-
lentni radky v submatici Y., to znamend radky, které maji v submatici 1
na stejnych pozicich. Poté jsou aplikovany Sipkové operatory indukované
nepokrytou ¢asti U (celou), alternativné by bylo mozné pouzit i operé-
tory indukované I, ale tato varianta ve vétsiné pripadt poskytovala mirné
horsi vysledky (v jednotkach faktorti). Na takto nalezeny vysledek jsou
jesté pred pridanim mezi faktory pouzity Sipkové operatory, tentokrat in-
dukované ptvodnim kontextem [I. Tato varianta je tak nejblize postupu
nastinéném v Prikladu 13.

Srovnani variant PESSO s vysledky algoritmi Asso a Esso (bez redukce kan-
didatni matice) popisuje Tabulka 5 a grafy na Obrazku 7 a 8. Ani jedna varianta
PEsso vsak neni konzistentni, ackoliv na datasetech Tic-tac-toe, Chess, DBLP
(s vyjimkou ohodnocovaci funkce EDENS a ESUM) nebo i Paleo jsou vysledky
blizké tém algoritmu ESsoO, na datasetech Firewalll a Emea uz jsou vidét Spatné
volby faktoru souvisejici se zminovanymi problémy ohodnocovacich funkci. Navic
s vyjimkou datasetu Paleo se standardni ohodnocovaci funkce algoritmu ASsSo
stale jevi byt nejlepsi, coz neni prekvapivé vzhledem k jednoduchosti zde testo-
vanych alternativnich funkei, které byly jiz od zacatku oznacovany jako ,naivni®
prave z tohoto divodu. Hledani lepsich ohodnocovacich funkei nebylo provadéno,
nebot varianta pouziti GRECOND postupu jak pro hledani faktoru, tak pro ucel
ohodnoceni kandidatti, tedy algoritmus Esso, méla slibnéjsi vysledky a spolecné
s navrzenou redukei kandidatni matice 3.1.1 jich dosahovala i v priznivém case.
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Dataset Coverage Pocet faktort potiebnych k predepsané presnosti
PESso-GRECOND PEsso-CE
Asso Esso ASSO SUM ESUM DENS EDENS ECOV ASSO SUM ESUM DENS EDENS ECOV
Chess 25% 1 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2
50% 2 6 7 7 7 8 8 8 6 6 6 6 6 6
75% 15 18 19 19 19 21 21 21 19 19 18 20 20 20
95% NA 44 44 45 48 49 44 49 45 46 46 46 47 46
100% NA 81 78 80 79 85 87 85 86 85 84 88 86 88
DBLP 25% 3 3 3 3 4 3 4 3 3 3 4 3 4 3
50% 6 6 6 6 8 6 8 6 6 6 8 6 8 6
5% 11 11 11 11 12 11 12 11 11 11 12 11 12 11
95% 17 17 17 17 18 17 18 17 17 17 18 17 18 17
100% 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
Emea 25% 2 3 5 5 5 9 10 9 5 5 5 5 10 5
50% 6 7 12 12 12 15 20 15 12 12 12 14 18 14
5% 13 12 15 15 21 27 27 27 15 15 21 27 28 27
95% NA 24 28 28 28 34 33 34 26 26 27 35 34 35
100% NA 36 35 35 35 37 35 37 36 36 36 38 37 38
Firewalll 25% 1 1 1 1 2 1 3 1 1 1 2 1 3 1
50% 1 1 1 1 2 1 3 1 1 1 2 1 3 1
75% 2 3 3 3 4 6 5 3 3 4 6 5 6
95% NA 7 7 7 11 26 50 26 7 7 11 25 50 25
100% NA 65 65 65 65 67 67 67 65 65 65 66 67 66




Dataset Coverage Pocet faktort potiebnych k predepsané presnosti
PESso-GRECOND PEsso-CE
Asso Esso ASSO SUM ESUM DENS EDENS ECOV ASSO SUM ESUM DENS EDENS ECOV
Paleo 25% 15 16 17 17 19 16 17 16 16 17 18 16 18 16
50% 39 39 40 43 46 39 44 39 40 42 43 39 44 39
75% 74 75 78 79 88 7 79 7 79 79 83 7 79 7
95% 122 126 126 127 130 123 125 123 128 127 132 123 125 123
100% NA 151 148 147 145 144 144 144 152 147 149 144 144 144
Tic-tac-toe 25% 6 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
50% 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12
75% 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
95% 27 28 28 28 28 28 28 28 28 28 28 28 28 28
100% 29 30 30 31 31 31 31 31 30 30 30 30 30 30

Tabulka 5: Potfebny pocet faktorti pro pozadované pokryti pro PESSO varianty na realnych datech
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Obrézek 7: Kvalita pokryti PESSO s vyuzitim GRECOND na redlnych datech
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Obrézek 8: Kvalita pokryti PESSO s core extension na realnych datech
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Obrazek 9: Kvalita pokryti ESSo s redukei kandidatni matice na realnych datech
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datasets/ Pouzité datasety.

doc/ Text prace (PDF) a soubory s prilohami potfebnymi pro jeho vygenero-
vani.

results/ Faktorizace testovanych datasetti algoritmy Asso, GRECOND, GRE-
Ess, Esso a PESso.

src/ Implementace testovanych algoritmu.
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