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Abstrakt

Tato prace se zabyva popisem a Tesenim soustav diferencidlnich rovnic, které popisuji
ucinky zemétieseni na budovy. Cilem této bakalaiské prace je sestaveni systémt diferen-
cidlnich rovnic druhého fadu, vhodného k modelovani uc¢inkt zemétieseni na vicepatrové
budovy v horizontalnim sméru. Prace si dale klade za cil analyzovat tyto systémy, vypoci-
tat prirozené frekvence a periody téchto budov.

Summary

This bachelor’s thesis is concerning with the description and solution of system of differen-
tial equations which describe effects of an earthquake on buildings. The aim of this thesis
is to build systems of second-order differential equations suitable to model the effects of
an earthquake on multi-story buildings in horizontal movement. Further, the thesis deals
with analyze of these systems and finding a solution of natural frequencies and period of
these buldings.
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1. UVOD

1. Uvod

Diferencialni rovnice hraji dilezitou roli pfi feSeni mnoha realnych problému a také
prirodnich jevii. Modelovani G¢inkd zemétieseni na budovy lze popsat pomoci soustavy
diferencidlnich rovnic druhého fadu s poc¢atecnimi podminkami.

Tato bakalaiska prace se zabyva odvozenim, popisem a feSenim pravé téchto rovnic.
Reseni téchto problémii je vhodné pro modelovani toho, co se mfize béhem téchto piirod-
nich katastrof stat a predevsim, jak se vyvarovat trvalym skoddm nebo dokonce zni¢enim
téchto budov. Tyto rovnice také mohou po tprave slouzit jako modely G¢inki jednotlivych
impulzt jako jsou napiiklad narazy automobill, razovych vin atd. P¥i feSeni navrhi budov
by se zejména mélo dbat, aby prirozené frekvence jednotlivych pater budovy nemély stej-
nou prirozenou frekvenci jako je frekvence zemétieseni. Jestlize tak nastane, pak dochazi
k jevu zvanému rezonance, kdy vychylka téchto pater teoreticky roste do nekonecna. V
realném pripadé vsak tramy téchto budov nejsou dokonale elastické a v urc¢itém okamziku
dojde k prerusenim vazeb a zhrouceni. Kazdé zemétfeseni ma vsak vlastni frekvenci, a
proto neni mozné, aby budovy odolaly vSem zemétfesenim. Proto se pfi navrhu domu
snazime alespon ptredejit zhrouceni systému pro zemétieseni, jejichz frekvence jsou v dané
lokalité nejcastéjsi.

Struktura této prace je nasledujici: druha kapitola shrnuje matematicky aparat, ktery
je potfebny k popisu diferencialnich rovnic. Tteti kapitola se zabyva odvozenim a popi-
sem téchto soustav diferencidlnich rovnic. Nejdfive se zaméiime na jednodussi problém

vvvvvv

budovy. V dalsi kapitole uvadime feseny priklad.



2. Matematicky aparat

Nyni si uvedeme definice a véty, které budeme potfebovat v naslednych vypoctech.
Zdroje pro tuto kapitolu jsou [I] a [2].

2.1. ODR

Definice 2.1.1.  a) Obycejnou diferencidlni rovnici (ODR) nazyvame rovnici, v niz se
vyskytuje (¢i vyskytuji) derivace hledané funkce jedné proménné.

b) Rddem diferencidlni rovnice nazyvame nejvétsi fad derivace hledané funkce v uva-
zované diferencidlni rovnici.

c¢) Diferencialni rovnici nazyvame linedrni, je-li tato rovnice linedrni vzhledem ke hle-
dané funkci i jeji derivaci (pfipadné derivacim). Zkratka LODR.

d) Oznaceni ODRI1 (¢i LODRI) znaéi oby¢ejnou diferencidlni rovnici prvniho fadu (¢
LODR prvniho fadu). Zkratky ODRn a LODRn zna¢i ODR a LODR n-tého fadu.

Definice 2.1.2. a) Resenim ODRn nazyvame kazdou n-krat spojité derivovatelnou
funkci na néjakém intervalu I, kterda vyhovuje dané rovnici, takze po dosazeni této
funkce a jejich derivaci do dané rovnice dostaneme na intervalu [ identickou rovnost.

b) ODR budeme povaZzovat za vyfFesenou, budeme-li znat vsechna jeji feseni.

c) Kiivku, kterd znazorniuje nékteré reseni dané ODR, nazyvame integralni kiivkou
diferencialni rovnice. Samotné feSeni nazyvame také integrdlem diferencialni rovnice.

Definice 2.1.3. Uvazujme ODRn v tzv. normdlnim tvaru

y(n) = f (:L‘a Y, y/a tet 7y(n_1)) ) (21)

kde f je realna funkce definovand na (n + 1)-rozmérné oblasti 2 C R"*!. Dan4 rovnice je
tedy v normalnim tvaru explicitné roziesena vzhledem k derivaci nejvyssiho fadu.

Dale necht (z9,%,&1,.--,&n-1) € Q. Uloha uréit feseni rovnice (2.1), které vyhovuje
n pocatecnim podminkdm

y(xo) =&, ¥ (@0) =&, ™Y (w0) = &, (2.2)
se nazyva pocdtecni uloha (nebo také Cauchyho iloha).

Definice 2.1.4. a) Obecngm 7tesenim rovnice (2.1) rozumime funkei zavisejici na n
obecnych parametrech C1, . .., C), takovych, ze kazdou (pfipustnou) volbou C1, ..., C,

Ize ziskat TeSeni néjaké pocatecni ulohy ((2.1)), (2.2).

b) Partikuldrni teseni rovnice (2.1)) je takové FeSeni, které obdrzime z obecného feSeni
pevnou volbou konstant C, ..., C,.



2. MATEMATICKY APARAT
2.2. Soustava ODR1

Definice 2.2.1.  a) Soustavu n diferencialnich rovnic prvniho fadu tvaru

yllzfl(xvy17"'ayn)7

yé:fQ ('T7y17"'7yn)7 (23)

y;:fn(x7y17"'7yn)7

kde funkce f (k=1,...,n) jsou definovdny na (n + 1)-rozmérné oblasti Q C R*™!,
nazyvame normdalni soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic proniho tadu (SODR1).

b) Resenim normélni soustavy (2.3]) nazgvame kazdou skupinu n funkei tvaru

y1=ui (), yo=wus (), ..., Yn=u,(z), (2.4)

které jsou spojité derivovatelné v néjakém intervalu I a po dosazeni vyhovuji dané
soustavé (2.3) pro vSechna z € I.

c¢) Ulohu uréit feseni soustavy (2.3)), které vyhovuje n pocdtecnim podminkdm

y1 (o) = &1 y2 (m0) =&, -y Yn (T0) = &, (2.5)
kde (z9,&1, .. .,&,) € Qe libovolny, ale pevné dany bod, nazyvame pocateéni ulohou.

d) Obecngm tesenim soustavy (2.3) budeme rozumét skupinu n funkei zévisejicich na
n obecnych parametrech Cy, ..., C, takovych, ze kazdou (p¥ipustnou) volbou téchto
konstant obdrzime feseni néjaké pocatecéni ulohy (2.3)), (2.5)).

e) Partikuldrnim tesenim soustavy (12.3)) nazveme takové feseni, které obdrzime z obec-
ného feseni pevnou volbou konstant Cy,...,C,.

f) Vyjimecnym fesenim soustavy (2.3) nazveme takové feseni, které nelze z obecného
feseni ziskat zadnou volbou konstant Cq, ..., C,.

Pozndmka. Vsechny SODRn se daji prevést na SODRI.

Véta 2.2.2. Necht vSechny funkce fi (k=1,...,n), vystupugici v (2.3)), spliuje tyto dva
predpoklady:

(P17) Jsou spojité na néjakém okoli O C R"™ bodu (zg, &1, ..., &0);
(P2”) Magi na O ohranicené parcidlni derivace

Ofe Of 2L
B B B

Potom md pocdtecni uloha (2.3),(2.5) prdvé jedno teseni yi = uy (z),...,yn = uy, (2),
které je definované v néjakém intervalu obsahujicim pocdtecni bod xqy ve svém vnitrku.



2.2. SOUSTAVA ODRI1
2.2.1. Soustava linearnich ODR1

Definice 2.2.3. Soustavou linearnich obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu
(SLODRI) rozumime soustavu

yi = an (@) y1 + arz (2) yo + - + an () Y + b1 (2)
Yy = a9 () y1 + age () y2 + - - + a2 (2) Y + b2 () , (2.6)
y;:anl(l‘)yl—i_arﬂ(l’)y?—i_+ann('r)yn+bn($)

Funkce aq1, ..., a,, nazyvame koeficienty soustavy, n-tici funkci by, ..., b, nazyvame pra-
vou stranou soustavy, a o vSech téchto funkcich predpoklddame, Ze jsou definovany na
néjakém intervalu I a jsou zde spojité.

Jsou-li vSechny funkce by, ...,b, nulové na celém intervalu I, pak hovorime o homo-
genni soustavé, v opa¢ném piipadé, tj. je-li alespoil jedna funkce b; (i = 1, ..., n) nenulov,
o nehomogenni soustave.

Poznamka. Pro dalsi ¢asti, v maticovém zapisu budeme chapat

y =A(z)y+b(z)

jako
Y a1 (z) a2 (z) ... a,(2) Y1 b1 (2)
y = yé A = agll(x) a22:(x) agn:(x) - y:g by — by (x)
v, i (2) @2 (2) .. e (2) o b (2)

Véta 2.2.4. Necht matice koeficienti A a pravd strana b jsou spojité na intervalu I,
a necht xy € I. Pak pocdtecni dloha (2.6)), (2.5) md jediné tesent, definované na celém

intervalu 1.

Homogenni soustava linearnich ODR1

V této soustavé je b () = 0 pro kazdé x € I. Dand SLODRI se tedy redukuje na tvar

y =A()y. (2.7)

Véta 2.2.5. Necht vektorové funkce uy,uy, ..., uy (k je libovolné prirozené cislo) jsou
reSenimi soustavy (2.7). Potom jejich linedrni kombinace

y = Ciup + Coug + -+ + Cruy

je také resenim rovnice (2.7)).

Definice 2.2.6. Necht fi,f,,...,f, jsou vektorové funkce o n slozkidch definované na
intervalu I. Rekneme, Ze tyto funkce jsou na I linedrné nezdvislé, jestlize rovnost

plati na intervalu I pouze v ptipadé, kdy C; =Cy =---=(C,, = 0.
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Véta 2.2.7. Necht f,.f,,. .. 1, jsou vektorové funkce o n slozkdch definované na intervalu

1. Je-li

fiao(@) fou(x) oo fua(2)

fiz (@) fap(x) ... fa2(2)

det (f1,£5,...,f,) (x) = det # 0

fl,n (.T) f2,n (l’) L fn,n (iL‘)
v alesport jednom bodé x € I, pak f1,f5,... £, jsou linedrné nezdvislé na I (f;; znaci
j-tou sloZku vektorové funkce f;).
Véta 2.2.8. Necht vektorové funkce uy, us, . .., u, 7esi soustavu (2.7)) na intervalu I. Pak
jsou linedrné nezavislé na I, prave kdyz
det (ug,ug,...,u,)(z) #0
pro vsechna x € I.

Véta 2.2.9. Nechtfuy,us, ..., u, jsou partikuldrnimi feSenimi homogenni SLODR1
na I, ktera jsou zde linedrné nezdvisla. Potom kaZdé reseni'y této rovnice lze psdt jedno-
znacné ve tvary

y (z) = Ciuy (z) + Coug (2) + - - - + Cru, (2) ,

kde Cy,Cs, ..., C, jsou vhodné konstanty.

Libovolnou n-tici linedrné nezavislych feseni soustavy (2.7)) (kterd méa n rovnic) nazy-
vame fundamentdlni systém teseni této soustavy. Usporadame-li tato feseni do sloupcti,
pak vzniklou matici nazyvame fundamentdlni matici reseni a oznacujeme ji U (x).
Nehomogenni soustava linearnich ODR1
V pripadé nehomogenni SLODRI, tj. soustavy

y =A(z)y+b(z), (2.9)
kde b (x) # 0 na [ plati analogie véty (2.7)).

Véta 2.2.10. Necht uj,us,...,u,je fundamentdlni systém teseni homogenni SLODR1
(2.7) a y, je néjaké partikuldrni Teseni nehomogenni SLODR1 (2.9). Pak obecné tesent
rovnice (2.9) lze napsat ve tvaru

y (z) = Ciuy () + Coug (x) + - - - + Chu, () + vy, (2) .

2.3. Metody resSeni soustavy linearnich ODR1 s kon-
stantnimi koeficienty

2.3.1. Homogenni soustavy linearnich ODR1 s konstantnimi koe-
ficienty
Homogenni SLODR1 s konstantnimi koeficienty rozumime soustavu (2.7)), ve které je

matice soustavy konstantni, tj.
y = Ay. (2.10)

Pro feseni soustavy (2.10) pfinasi efektivni ndstroj metoda vlastnich ¢isel.



2.3. METODY RESENI SOUSTAVY LINEARNICH ODR1 S KONSTANTNIMI KOEFICIENTY

Metoda vlastnich ¢isel (Eulerova)

V principu se jedna o podobny postup jako pii hledani fundamentalniho systému feseni
v pripadé LODRn. Nicméné, ponévadz se pohybujeme ve vyssi dimenzi, je z teoretického

Reseni hleddme ve tvaru u = he?, kde h je &iselny vektor (jeho slozky mohou byt
i komplexni ¢isla). Potfeba je ale zdtraznit, Ze tento vektor musi byt nenulovy, nebot
nulové feseni nemiize byt soucasti fundamentalniho systému feseni. Dosazenim do ([2.10)
dostavame

Ahe® = Ahe?® = Ah— \h =0,

coz po vytknuti vektoru h dava soustavu lineadrnich rovnic
(A—XE)h =0 (2.11)

(E je jednotkova matice).
Z lineéarni algebry je znamo, Ze takova soustava ma nenulové feseni (ne jediné) pouze
v pfipad, je-li matice (A — AE) singularni, tj.

det (A — AE) = 0.

Hodnoty A, pro které plati posledni vztah, se nazyvaji vlastni ¢isla matice A a prislusné
vektory h, které ziskdme jako feseni soustavy , se nazyvaji vlastni vektory. Samotna
rovnice (2.11)) se nazyva charakteristickd rovnice matice A. Jejim feSenim je n (obecné
komplexnich) vlastnich ¢isel (véetné vicendsobnych).

Piipad n=2
a) Matice soustavy A ma dvé rizna (reidlnd) vlastni ¢isla \; # Ao. Potom soustava
(2.10) méa dvé linearné nezavisla feseni

u; = hle)‘lx, Uy = h2€/\2x,

kde h; (resp. hy) je vlastni vektor pfislusny vlastnimu ¢islu Ay (resp. A2). Lineérni
nezavislost lze snadno ovérit pomoci véty [2.2.7]

b) Matice soustavy A ma jeden realny dvojnasobny kofen A;» = A.. V tomto pfipadé
je potfeba dale rozlisit, zda je defekt matice (A — \,E) roven jedné nebo dvéma.
Defekt matice (A — A\E) je ¢islo

d(A—\E)=n—h(A—\E),
kde n je pocet fadki a h (A — A\.E) je hodnost matice (A — A\,E). Toto ¢islo udava

maximalni pocet linedrné nezavislych feseni h soustavy (A — \,E)h = 0.

Odtud plyne, Ze je-li defekt matice roven dvéma, podafi se nam nalézt dva linearné
nezavislé vlastni vektory hy, hy, ke kterym dostaneme dvé linearné nezavisla feseni

u; = hleA*z, Uy = hgek*x.



2. MATEMATICKY APARAT

Je-li defekt roven jedné, podafi se ndm uréit pouze jeden vlastni vektor h; (jakykoliv
dalsi by jiz byl linedrné zavisly s vektorem predchézejicim). Potom dvé linedrné
nezavisla feseni lze psat ve tvaru

u; = hleA*x, Uy = (hlx + hg) GA*x, (212)

kde vektor hy (nékdy nazyvany jako zobecnény vlastni vektor) lze ur¢it jako feseni
soustavy

(A~ M\E)hy = h,. (2.13)

c) Matice soustavy A ma dvé komplexné sdruzena vlastni ¢isla A\; 5 = a £ ib. K témto
komplexné sdruzenym c¢islim existuji komplexné sdruzené vlastni vlastni vektory
h; > = r + is. PfisluSnou dvojici linedrné nezévislych feseni lze potom napsat ve
tvaru

uj, = (r+is) @) — % [(r cos by — ssinbx) + i (s cos b 4 rsinbz)] .

Abychom se tomuto komplexnimu FeSeni vyhnuli, provedeme tpravu. Linearnimi

kombinacemi u; = 1 (uj + u}) a u; = 5 (uj — u}) dostaneme dvojici linearné nezé-

vislych realnych feseni

u; = e (rcosbr —ssinbzr), uy = e (scosbr + rsinbr). (2.14)

2.3.2. Nehomogenni soustavy linearnich ODR1 s konstantnimi
koeficienty

Vénujme se nyni nehomogenni soustave

y=Ay+b(z), b(z)#0 nal. (2.15)
Podle véty vime, Ze jeji obecné FeSeni lze psat ve tvaru

y =Ciuy +Coug + - - - + Chu, +yp,
kde uy,...,u, je fundamentélni systém feseni piislusné homogenni SLODRI1 a y, je li-
bovolné partikularni feseni soustavy .
Metoda neurcitych koeficientu
Tuto metodu lze pouzit v pripadé, kdy vektor pravé strany b je ve tvaru

b (z) = e (P, (z) cosbr + Q; (z) sin bz) , (2.16)

kde P, resp. Q, jsou vektory polynomt stupné nejvyse r, resp. s. ReSen{ y, potom hleddme
ve tvaru

yp, = €% (f’Hk () cos bz + Quyy (z) sin bx) , (2.17)

kde t = max {r, s}, k je ndsobnost vlastniho ¢isla A = a + ib (pokud tato hodnota neni
vlastnim ¢islem, klademe k& = 0) a Pk, Qeyx jsou polynomy stupné ¢ + k, ve kterych
vystupuji zatim neurcené koeficienty.



3. Model zemétreseni

Proménnou y () nyni pfeznac¢ime na proménnou x () abychom dali najevo, ze relativni
vychylka bude v horizontalnim a ne svislém sméru. Regeni téchto rovnic vSak bude stejné
jako uvedené v kapitole 2| Matematicky aparat. V této kapitole jsem ¢erpal z [I], [3] a [4].

3.1. Model jednopatrového domu

3.1.1. Zjednoduseny model bez pusobeni vnéjsi sily

Uvazujme nejprve jednoduchy piiklad jednopatrového domu. Pfi zemétieseni ptisobi na
dim sila, ktera vychyluje dim v horizontalnim sméru x. Pfedpokladejme, zZe patro je
propojeno se zemi elasticky. Sila, ktera ptisobi proti zméné vychyleni, je imérna vychylce
z rovnovazné polohy a plisobi proti sméru této vychylky.
Plati tedy Hookiiv zédkon

F=—kx,

kde k je konstanta iimérnosti, ktera je zavisla na materialu, ze kterého jsou tramy budovy
vyrobeny. Tedy fyzikalné odpovida tuhosti tramu.
Uzitim Newtonovych zakonti dostavame

ma = —kuzx,

kde zrychleni a je druhou derivaci polohy = v ¢ase t. Po tipravé dostavame diferencialni
rovnici druhého radu

k
'+ —x =0, (3.1)
m

kde m > 0 je hmotnost patra budovy.

Déle ozna¢me w? = %, kde w > 0 fyzikdlné odpovida pfirozené frekvenci kmiti rovnice

)

Tedy rovnice
" +wlr =0 (3.2)

popisuje chovani netlumeného harmonického pohybu jednopatrové budovy.
Resime tuto ODR2 pomoci charakteristického polynomu

N +w =0

tedy
A= tiw

dostavame obecné feSeni ve tvaru
T = ¢ coswt + ¢y sin wt.

Konstanty ¢; a ¢y zavisi na pocatecnich podminkach. Hodnotu w oznacime jako tzv. pri-
rozenou frekvenci budovy.
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3. MODEL ZEMETRESENI

3.1.2. Zjednoduseny model za puasobeni vnéjsi sily

Nyni uvazujme, ze na budovu ptsobi periodicka sila o frekvenci . Dostavame nehomo-
genni ODR2

F
2" + Wi = =2 cosnt. (3.3)
m

Homogenni ¢4st, rovnici (3.2)), jiz mame vyfeSenou. Déle vyfesime partikularni ¢ast rov-
nice (3.3) pro dva piipady

a) v #w
V tomto ptipadé hledame partikularni feseni ve tvaru

x, = Acosyt + Bsinnt,

kde konstanty A a B zavisi na hodnotéch Fy a m. Po dosazeni r;, za 2" a x, za x
do rovnice (3.3)) dostavame soustavu dvou rovnic

—v2A + WA = %
—v*B 4+ w?B = 0.
Upravou ziskame
F
A= 0 . B=0.

m Wt =)
Tedy vysledné partikularni feseni pro v # w je tvaru

Fy

— % t.
T cos 7y

T, =
Obecné Feseni pro rovnici (3.3) v tomto pfipadé ma tedy tvar

T = ¢1 coswt + ¢y sinwt + cos Vt.

0
m(w? = ?)

b) y=w
Jelikoz homogenni rovnice ma reseni

Tp = €1 COswt + co sinwt,

partikularni feSeni nemuize byt stejného tvaru. V tomto piipadé hledame partikularni
feseni ve tvaru
x, = At coswt + Btsinwt.

1

Po dosazeni T,

/" . s 7 .
za " a x, za = do rovnice (3.3) dostavame soustavu dvou rovnic

—2wA =0

2wB = %

Upravou ziskdme

11



3.1. MODEL JEDNOPATROVEHO DOMU

Tedy vysledné partikularni feseni pro v = w je tvaru

Fyt . y
T, = sin wt.
P omw

Obecné Feseni pro rovnici (3.3) v tomto pfipadé ma tedy tvar

T = ¢ coswt + cosinwt + sin wt.

mw
Diky tomu, ze amplitudu vychylky nasobime casem ¢ bude toto obecné feseni neo-
hranicené. Tedy s rostoucim casem bude vychylka budovy stoupat az do nekonec¢na.
Jev kdy pfirozena frekvence budovy se rovna frekvenci zemétieseni se nazyva re-
zonance. Tomuto jevu se vSak snazime vyvarovat. Pii rezonanci, i jen po kratkou
dobu, hrozi ke katastrofalnim disledktim pro budovu.

Toto je vsak pouze zjednodusené feseni pro netlumeny harmonicky pohyb. Realné se bu-
dova v néjakém case T ustali v ptivodni poloze (pokud se disledkem zemétteseni nezbofi).
Pro ziskani presnéjsiho modelu pridavame silu, ktera piisobi proti sméru vychylky.

12



3. MODEL ZEMETRESENI

3.1.3. Presnéjsi model bez piisobeni vnéjsi sily

Pridavame tedy silu, ktera reprezentuje odpor prostiedi, u niz predpokladame, ze je
umeérna rychlosti daného objektu.
F=—-l2,

kde [ je konstanta tmeérnosti, kterad zavisi zejména na hustoté prostiedi.

Podle Newtonova zakona

mz’ = —kx — o’

po upravé dostavame
2" + 2ba’ + w?r =0, (3.4)
kde b = ﬁ Dostavame rovnici jednoduchého tlumeného harmonického pohybu.
Predem uvedenou ODR2 fesime pomoci charakteristického polynomu
A2+ 20) + w® = 0.

Pak diskriminant

D = 4b* — 4w?

D=4 —-w?)

zavisi na hodnotach b a w. Mohou tedy nastat t¥i pripady

a) [b] > |w]
V tomto piipadé ma charakteristicka rovnice dva realné kofeny A\; a Ag, kde ;o =
—b £ /(b? — w?). Obecné Feseni tohoto piipadu je ve tvaru x = ce*! + cye?,
Reseni rovnice lze také prepsat na tvar

— 2__,2 _ 2 _ 2
o= bt <01€\/b Pt eV wt)l

Tato rovnice popisuje tzv. nadkriticky utlum. Z tohoto tvaru lze také odvodit, co se
fyzikalné bude se soustavou dit. S postupem c¢asu, tedy pro t — oo se bude vychylka
x diky funkci e~ exponencialné blizit k nule z — 0. Tedy dfim se pomérné rychle
priblizi ptvodni polohy.
b) o] = |w]
Nyni mé charakteristicka rovnice jeden dvojnasobny realny kofen . Obecné feseni
tohoto piipadu je ve tvaru z = c,e* + cote*. V upraveném tvaru
r=e"(c; + cot).

Tato rovnice popisuje tzv. kriticky utlum.

¢) |b| < |w| V tomto ptipadé jsou vysledkem charakteristické rovnice dva komplexné
sdruzené kofeny \; 2 = —b=£v/b?> — w?. Po tpravé dostavame A\ o = —btivw? — b2,
Pak obecné teseni je tvaru

=" <01 cos (\/ﬂlﬁ) + ¢ sin <Mt>>

které popisuje tlumeny harmonicky pohyb. Prirozena frekvence budovy je v tomto
pripadé vw? — b%. Tato rovnice popisuje tzv. podkriticky itlum nebo také tzv. osci-
latoricky utlum.

13



3.1. MODEL JEDNOPATROVEHO DOMU

Nyni se zabyvejme ptipadem c), ktery mé nejhorsi nésledky pro budovy z diivodu osci-

lujiciho pohybu kolem rovnovazné polohy. Z podminky |b| < |w| po dosazeni a tpravé
2 . . s 7

dostavame nerovnost k > i—m, tedy nutnou podminku ke vzniku oscilujiciho pohybu.

3.1.4. Presnéjsi model za pusobeni vnéjsi sily

Dale uvazujme, ze dany harmonicky pohyb je ovliviiovan budici periodickou silou o frek-
venci 7. Dany model je pak tvaru

F
2"+ 2bx’ + wir = =2 cost, (3.5)
m

kde % je amplituda sily ptisobici na budovu vyvoland zemétiesenim. Dostavame tedy
nehomogenni ODR2 s konstantnimi koeficienty.
Jiz zminéné Teseni homogenni ¢asti rovnice mé tvar

z, = cre % cos Vw? — b2t + coe % sin Vw? — b2t.

Diky tvaru rovnice (3.5 bude v nagem feSeni vzdy figurovat ¢len e=®* (b > 0). Tento ¢len
zaruci, ze se vysledné homogenni feseni bude exponencialné blizit k nule.

Pokud Fy bude konstantni, tak oproti zjednodusené rovnici (3.3) muze nastat pouze jeden
pripad. Partikularni feSeni vzdy dostaneme ve tvaru souctu funkci sinus a kosinus

x, = Acosyt + Bsinyt

kde konstanty A a B zavisi na hodnoté %
Dale hledejme partikulérni feSeni. Jestlize vypocitame prvni a druhou derivaci z, a do-
sadime je do rovnice (3.5)), pak dostaneme soustavu dvou rovnic. Hleddme feSeni pro A a

B.
—v2A +2byB + w?A = %
—v*B — 2byA + w?B =0

Po tpravé dostavame
Fo (w? —v°) 2Foby
2 2 2 2\’ B = 2 2 2 2\ °
m ((207)” + (w? —1?2)%) m ((207)° + (w? —22)7)

Tedy vysledné partikularni feseni je tvaru

S Fy (w? —~?) COS 2Foby
Tom(2hy)? + (w2 —42)?) R ((2b7)* + (w2 —12)?)

Diky identité

sin yt.

pcosyt + gsinyt = \/msin ('yt + arctan S) , (3.6)
toto feseni lze také ekvivalentné zapsat jako
Fy
m/(267)° + (w2 =5

w? — A2
T, = sin | vt + arctan ) .
g 2)2 ( 2bry

14



3. MODEL ZEMETRESENI
Obecné feseni pro rovnici (3.5) v tomto pfipadé mé tedy tvar
r = cre % cos Vw2 — b2t + coe P sin Vw? — b2+
F 2 A2
0 sin <fyt + arctan d % i ) :
myf (207)? + (w? — 42)? g

Nyni hledejme frekvenci v pro maximéalni hodnotu amplitudy

+

Amplituda

R CH

Obrézek 3.1: Hodnoty amplitudy pro funkci (3.7)) pfi zméné frekvence . Volba parametri
Fy = 10000, w = 2,42, b =4,4-107%, m = 6200.

Po derivaci vyrazu pod odmocninou ziskdme

8b*y — 4w’y + 4% = 0.

Upravou na

Y427 —w? =0

zjistime, Ze maximalni vychylka nastava pro frekvenci

v =Vw? — 202
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3.2. MODEL VICEPATROVEHO DOMU

3.2. Model vicepatrového domu

vvvvvv

3.2.1. Zjednoduseny model bez piisobeni vnéjsi sily

Predpokladame, ze patra jsou propojena elasticky, tedy sila ptisobici mezi dvéma souse-
dicimi patry, patrem ¢ a ¢ + 1, je imérna vychylce z rovnovazné polohy a ptisobi proti
sméru této vychylky. To odpovida Hookovu zakonu ve tvaru

F = —ki(®iy1 —x5),

kde rozdilem (x;1 — z;) rozumime relativni vychylku patra ¢ + 1 viéi patru i. Konstanta
k; zavisi na tuhosti tramt mezi jednotlivymi patry. Také predpokladame podobnou reakci
mezi prvnim patrem a zemi. Tedy jako v piipadé jednopatrového domu, sila podle Hookova
zakona ma tvar

F = —]fol'.

Aplikovanim druhého Newtonova pohybového zakona F' = ma na kazdé patro dostaneme
soustavu linearnich rovnic

m1£,1/ = —kol’l + lﬁ (.TQ — 561)
mzl’g = —/{31 (xz — l’1> + ]{32 (133 — .732) (3 8)
Mph = —kp_1 (T — Tp_1) .

Konstanty m; vyjadiuji hmotnost jednotlivych pater.
Pro lepsi prehlednost budeme tyto soustavy zapisovat maticové. Oznacme

T
x=| "7
In
mi 0 0
0 mo 0
M = . ,
0 0 my,
ko + k1 —ky 0 - 0 0 0
—ki kit ke —ky ... 0 0 0
K = : : A : : :
0 0 0 ... —kpo knotk,1 —k,_
0 0 0 0 —kn_1 kn_1

kde jednotlivé ¢leny matice dostaneme jako nasobky prislusnych proménnych x; pro -ty
sloupec, tento tvar dostaneme po roznasobeni predeslé soustavy linearnich rovnic.
V maticovém zapisu tedy dostavame

MX" = ~KX. (3.9)

16



3. MODEL ZEMETRESENI

Po roznasobeni matici M1 zleva
X"=M"1 (-K) X,

kde matice M1 ma tvar

m;t 0 0
— 0 my' 0
0 0 m;!

Pii oznafeni —A = M~ (—K) dostavame soustavu line4rnich diferencidlnich rovnic dru-
hého fadu s konstantnimi koeficienty pro harmonicky netlumeny pohyb

X" = —AX, (3.10)
kde
ot _bog 00 0 0
Sk oktk ko 0 0
mo mo mo
A= : : : : :
kn—2 kn—2+kn—l kn—l
0 0 0 ... —==2 — o
0 0 ... 0 —Ema

Nyni hledejme feseni rovnice (3.10) ve tvaru
u = he*,

kde h je nenulovy ¢iselny vektor (obecné komplexni).
Po zderivovani a dosazeni do rovnice dostavame

a’he™ = —Ahe®.

Pak
Ah+ao’h=0

a po vytknuti vektoru h dostavame soustavu kvadratickych rovnic
(A+a’E)h =0,

kde E je jednotkova matice.
Aby tato rovnice méla nenulové feseni, je potfeba (diky poznatkim z linearni algebry),
aby matice (A + o’E) byla singularni. Tedy

Hodnoty A = —a? jsou vlastni ¢&sla matice A, které lze dopocitat z charakteristické
rovnice det(A + o?E)h = 0.

Pak FeSeni mé tvar
u; = hjeV At vy =g;e Vv At

Jednotlivé subdeterminanty matice A jsou vzdy kladné, tedy pfi aplikovani Sylvestrova
kritéria zjistime, Ze matice A je pozitivné definitni. Diky této skutec¢nosti vime, Ze vSechna
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3.2. MODEL VICEPATROVEHO DOMU

n—1
ki
charakteristicka ¢isla \; jsou kladna. Cely determinant matice A se pak rovna D,, = 5-—.
ITm
=1
Pokud navic matice A bude symetricka, tedy pokud m = m; = mg = --- = m,, pak

vSechna charakteristické ¢isla jsou realné. Tedy vSechny hodnoty «; jsou ryze imaginarni,
aj = z\/)\_] Hodnoty \/)\_] nazveme prirozend frekvence pater budovy. Diky Sturmové
vlastnosti pro tridiagonalni matice navic dokazeme odvodit, Ze vSechna vlastni ¢isla jsou
od sebe ostie oddélena. Pak feseni této soustavy budou ve tvaru

u; = 508 \/A\jt —sjsin/A\jt, Vv; = 8508/ Ajt +rjsin/ AT,

pro kazdé j = 1,2, ..., n. Vektory r; a s; dostaneme jako realnou a imaginarni ¢ast vlastniho
vektoru h;. Obecné feSeni je ve tvaru

X = Clul + CQUQ + 4 C’nun + Cn+lvl + On+2V2 + 4 OgnVn.

3.2.2. Zjednoduseny model za piisobeni vnéjsi sily

Pf1i zemétteseni na budovu piisobi sila, ktera ji vychyluje z rovnovazné polohy, tu popiseme
F = Fycos(vt). Aplikuje se vSak pouze na prvni patro a ne na celou budovu, proto
maticovy zapis ma tvar

kde F = M~1F,.
Nehomogenni soustava rovnic zjednoduseného modelu méa tedy tvar

X" =—-AX + Fcos~t. (3.11)

Tato SODR2 popisuje harmonicky pohyb n-patrové budovy.
Homogenni ¢ast rovnice (3.10) jiz méme vyfesenou. Déale vyfesime partikuldrni ¢ast rov-

nice (3.11)) pro dva ptipady
a) v # V )‘j7 v.]

V tomto ptipadé hledame partikularni feseni v tvaru
x, = P cosyt + Qsinvt.
Po dosazeni x za X" a x,, za x do rovnice (3.11)) dostavdme soustavu rovnic

—v?’P = —-AP+F
—7Q = -AQ,

Upravou ziskame
1

P=(A-+E)'F, Q=0

kde
det (A — 72E) # 0.
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3. MODEL ZEMETRESENI
Tedy vysledné partikuldrni feseni pro v # v\ je tvaru
x, = (A — 72E)_1 F cosvt.
Obecné feseni pro rovnici v tomto pripadé ma tedy tvar
x = Ciu; +Coug+- - -+Cou, +Cp 11 v +Cpova+- - '+C2nVn+(A - ’Y2E)_1 F cost,

kde
u; = rjcos /At —sjsin/A\jt, Vv, = sjcos/ At +1rysiny/Ajt.

v =\ kde X = Aj je jedno z vlastnich ¢isel matice A
Jelikoz homogenni rovnice ma feseni tvaru

x5, = P cos VA + Qsin VAL
partikularni feseni musi byt ve tvaru
x, = (P1 + Pat) cos VAL + (Qy + Qat) sin VAL,

Po dosazeni x;, za 2" a x, za x do rovnice (3.11]) dostdvame soustavu dvou rovnic

~A (P +Pyt) +2V/AQz = —A (P, + Pyt) + F
—2VAP3 — A (Q1 + Qat) = —A (Qq + Qat).

Upravou ziskdme

(A — \E) (P + Pat) = —2V/AQ + F
(A — AE) (Qq + Qat) = 2V\P5.

7 toho dostavame 4 rovnice:
(A—XE)P, =0

(

(A=XE)Q2=0 (2
(A—XE)P; = —2VAQ, + F (
(A —\E)Q: = 2VAP, (

Ozna¢me h vlastni vektor matice A k vlastnimu ¢islu .
Z rovnice (1) dostavame
P2 = ph, pE R.

Z rovnice (2)
Qz2=¢h, ¢eR
Poté z rovnice (4) vyplyva

(A — \E) Q: = 2vAph.

Pak mohou nastat dva pfipady. Bud p = 0 a Q; je vlastni vektor a nebo Q; je
zobecnény vlastni vektor. Pfedpokladame vsak, ze kazdé vlastni ¢islo neni nasobné.
Z toho plyne, ze Q1 = ¢1h, ¢1 € R a Py = 0. Z rovnice (3) vyplyva

(A — AE)P; = —2v/A¢h + F. (5)
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3.2. MODEL VICEPATROVEHO DOMU

20

Oznaéme —2v/\q = ¢*. Pokud P*, ¢ = ¢* je feSeni rovnice
(A - )ME)P" +hg" =F, (6)

pak

q

P, =P tph, q¢=-—
1 P q 2\/X

je feSenim rovnice (5) Vp; € R.
Abychom vyfesili rovnici (6), uvazujme soustavu

A—-—)E h P F
() (F)-(0) @
Ukazme nejprve, Ze tato soustava mé pravé jedno reSeni. Necht

0

() )-(1)

0

pak (A — AE) X + hz = 0, z toho opét dostavame x = 0, X = kh.
Dale hTX = 0, z toho hThk = 0, tedy k& = 0. Tedy

Tedy ( A 1_1T/\E I(; ) je regularni a soustava (7) mé pravé jedno feseni

P\ (A—-)E h\ '(F

T ) h™ 0 0 )"
Toto FeSeni splituje rovnici (6).
Tedy vysledné partikularni feseni pro v = V/\ je tvaru

x, = P cos VAt — ;]Wht sin v/t + prhcos VA + ¢1h sin \/Xt, p1,q1 € R.

Jako u jednopatrového modelu si mizeme vSimnout, ze amplitudu vychylky néaso-
bime ¢asem t. Tedy s rostoucim c¢asem bude vychylka alespon jednoho patra stou-
pat az do nekonec¢na. Tedy nasli jsme frekvenci, pii které nastava rezonance, pokud
q* # 0. D4 se dokazat, ze pro takovéto A a F je ¢* vzdy ruzné od 0.

Nyni pojdme uvazovat o presnéjsim modelu. Opét pfidame silu, ptisobici proti sméru
vychylky, abychom ziskali tlumeny harmonicky pohyb.
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3.2.3. Presnéjsi model bez piisobeni vnéjsi sily

Presnéjsiho modelu opét docilime pridanim sily odpovidajici odporu prostiedi do kazdé

rovnice. Jako v minulé kapitole sila ma tvar F' = —lz’. V maticovém zapisu tedy dosté-
vame
X" = -AX - 2BX’, (3.12)
kde 2B = ML,
L 0 ... O
0l ... O
0 0 ln
Matice B je tedy
!
ooV 0
B_ 0 3% 0
0 0 ST

Nyni hledejme feSeni rovnice (3.12)) ve tvaru
u = he*,

kde h je nenulovy ¢iselny vektor (obecné komplexni).
Po zderivovani a dosazeni do rovnice dostavame

a’he® = —Ahe® — 2aBhe®.

Pak
a’h +2aBh+Ah =0

a po vytknuti vektoru h dostavame soustavu kvadratickych rovnic
(aQE + 2aB + A) h=0.

Pokud déale budeme uvazovat pripad, kdy hmotnosti jednotlivych pater se sobé rovnaji
m=mp = my = --- = m, a také konstanty imeérnosti prostiedi | =1} =l = --- = [,,,
pak matici B miizeme prepsat na tvar B = Z%E. Soustava pak ma tvar

((a2+2ia) E+A) h=0.
m

Aby tato rovnice méla nenulové feSeni, je potfeba (diky poznatkim z linearni algebry),

aby matice ((a2 + 2%@) E + A) byla singularni. Hodnoty \; = —a;? — ajZ% jsou vlastni

¢isla matice A. Tedy

Pak feSeni mé tvar

21



3.2. MODEL VICEPATROVEHO DOMU

VsSechna charakteristickd ¢isla matice A jsou kladnéa, redlna a od sebe ostfe oddélena.
. . v /7 v/ v O v v A 2 .
Podobné jako v jednorozmérném pripadé miize nastat moznost, ze # > )\; a pak a; je
l
m2
tedy pouze ptripadem, kdy T% < Aj, V7. Hodnoty y/A; — 7;—22 nazveme prirozené frekvence
jednotlivych pater. Pak feSeni této soustavy budou ve tvaru

! 2 . 2

— e~ mt | r: Py g, o2
uj =¢ m' | rjeosy/Aj — o5t —sjsing /A — -5t

l 2 2

— e~ mt [ s R . gi o2

vi=e m'|8jco8/Aj — 5t +rysing /N — ot

Vektory r; a s; dostaneme jako redlnou a imaginérni ¢ast vlastniho vektoru h;. Obecné
feseni je ve tvaru

7’ 1 2 Id .7 7z v 7z v v vv/
realnd, ale hodnoty = byvaji tak malé, Ze redlné tato moznost nenastane. Zamétrime se

x=Cu +Coug + - + Cpuy, + Cr1 vy + Cpyova + - - + Oy vy,

3.2.4. Presnéjsi model za ptisobeni vnéjsi sily

Pti zemétteseni na budovu piisobi sila, ktera ji vychyluje z rovnovazné polohy, tu popiseme
F = Fycos(vt). Aplikuje se vSak pouze na prvni patro a ne na celou budovu, proto
maticovy zapis ma tvar

Fo

mi

0

F=1 .1,

0
kde F = M~ 1F,.
Finalni soustava rovnic ma tedy tvar

X" = —-AX — 2BX’ + F cos 7t. (3.13)

Tato SODR2 popisuje tlumeny harmonicky pohyb n-patrové budovy.
Opét uvazujme s pripadem, kdy hmotnosti jednotlivych pater a konstanty tmeérnosti
prostiedi se sob€ rovnaji, pak tedy B = Z%E. Jiz zminéné TeSeni homogenni ¢asti rovnice

ma tvar
Ly [? ) [?
xp=¢€ m | Pcos\[A\j — —t+Qsiny\/ A\ — —t|.
m m

!
2 : x Yo P ¥ ——=t (1
Diky tvaru rovnice (3.12) bude v naSem feseni vidy figurovat ¢len e~m’ (L > 0). Tento
¢len zaruci, ze se vysledné homogenni feSeni bude exponencialné blizit k nule.
Pokud F, bude konstantni, tak oproti zjednodusené rovnici (3.11)) muize nastat pouze
jeden pripad. Partikularni feSeni vzdy dostaneme ve tvaru souctu funkeci sinus a kosinus

x, = P cosyt + Qsin~t.

Dale hledejme partikulérni feSeni. Jestlize vypocitame prvni a druhou derivaci x,, a do-
sadime je do rovnice (3.12)), pak dostaneme soustavu dvou rovnic

—7*P = —-AP - 27LQ+F
—’Q=-AQ+2vLP
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3. MODEL ZEMETRESENI
Po tpravé dostavame
-1
P =(A—-+E) ((2—”)2 E+(A- 72E)2> F,
-1
Q= ((Z)E+(A-7E}) 2Pyl
Tedy vysledné partikularni feseni je tvaru
-1
= (A —+’E) (( m) E+(A- 7 E)2> F cosvyt+
+ ((M) + (A )2> 2Fy-L sint.
Diky identité (3.6 lze partikularni feSeni pfepsat do tvaru

p1cosyt + qq sinyt
Xp = P cosyt + Qsinyt = : =
Dn, €OS Yt 4 @y, SIn YL

\/msin (715 + arctan %) Aqsin (vt + ¢1)
msin <”yt -+ arctan Z—") Ansin (vt + ¢n)

D1 q1
P=| |, Q=] :
Pn dn

Tedy amplitudy zemétieseni jsou

Aj = Vpi® + 4

Maximum A; nalezneme vyfesenim

[diag (PPT + QQT);] =0.

J
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4. Aplikace na konkrétnim prikladu

Pro priklad vyuzijeme parametrii skutecné 3-patrové budovy. Stény tohoto domu jsou
postaven ze svisle dérovanych cihel Porotherm 30 AKU SYM, diky kterym je tuhost vSech

pater

N
k:k0:k1:k2:k3:4,5‘106—.

m
P¥i pouziti vice pilift (nebo nosnych stén) v jednom patie budeme celkovou tuhost uvazo-

j

vat jako soucet tuhosti jednotlivych pilita £ = Z k;. Konstanta j v tomto pripadé znaci
i=1

pocet pilifd v jednotlivych patrech. Tato konstanta predevsim zalezi na rozloze budovy.

V nasem piipadé budeme uvazovat 2 nosné stény, tedy j = 2. Tedy

N
E=9-10% —.
m

Zatizeni jednotlivych pater je
m=mj;=ms=ms=06,2-10° kg.

Déle potifebujeme konstantu imérnosti prostredi, pro vzduch ze bézného atmosférického
tlaku a normaélni teploty mé hodnotu

k
lvzduch = 5a 4- 10_5 g
S

Budeme uvazovat, ze tato hodnota je konstantni pro vSechny patra, pfi zméné nékolika
metra je pro vzduch zména [; zanedbatelna.
Pro hodnoty zemétteseni pouzijeme hodnotu frekvence

v=0,b Hz

jako nejcCastéji se vyskytujici se frekvence zemétfeseni. Amplitudu zemétfeseni zvolime
hodnotu pro stfedné silné zemétreseni

Fy =1000 N.

4.1. Zjednoduseny model za ptiisobeni vnéjsi sily
Z casti jiz vime, ze dany problém popiSeme soustavou

X" = —AX + F cos~t.

Tedy
2 -1 0
A=1452| -1 2 -1 |,
0 -1 1
0,1613 ¢
F= | 0,0000 | cos-.
0, 0000
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4. APLIKACE NA KONKRETNIM PRIKLADU

Nejdrive vypocitame vlastni ¢isla pro matici A, ty nabyvaji hodnot

0,2875
A=10%| 2,2572
4,7134

Z teorie jiz vime, ze prirozené frekvence jednotlivych pater ziskdme jako odmocninu z

jednotlivych vlastnich ¢isel matice A
16,9561

VA= | 47,5100 | H=.
68, 6539

Prevracenou hodnotou prirozengch frekvenci jednotlivych pater ziskame jejich periodu T

0, 0590
T=1 00210 | s.
0,0146

Uz na prvni pohled vidime, ze prirozend frekvence pater domu a frekvence zemétieseni
se sobé ani neblizi. Z teorie tedy necekdme pritomnost rezonance a budova by se tedy

neméla moc vychylit ze své rovnovazné polohy.

— 1. patro

%
3 T T
3. patro

tls] s

2 35 4, , 45
r pro zjednoduseny model

Obrazek 4.1: Vychylky jednotlivich pate
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4.1. ZJEDNODUSENY MODEL ZA PUSOBENI VNEJSI SILY

IS | | | | (S
aw I Lo f“'\ { i
OO A O N PO o |
| | ;w\” il“.‘ rom ‘|‘"‘.\':'a‘ “\” ll ” ".:M ﬁ W '”'M I .”" l I |
il | f\! L 1 J H'ﬂ» || J"""l\ i J""' ﬂ“
A B i IV T
VL ‘m‘u’:“'.*f i w A ‘H'l MDA ik
(T T || IR \h“]i‘ \I\ \‘ \I | 'f I JMH_: | ,I‘ |H\|\ ! 'u\‘-‘ \‘I
S 1AL At
R LA A
| | .. I | | U " ‘»‘ L'
5! | | ! ! I I | iv L s

Obrazek 4.2: Rychlostl Jednothvych pater pro ZJednoduseny model

Obrézky [4.1] a [£.2) popisuji feSeni prabéhu vychylek a rychlosti jednotlivych pater pro
zadany priklad. Z obrazku je dobfe vidét, ze vychylky budovy jsou v fadu 10~ m
Tedy vychylky jednotlivych pater budou opravdu malé a neméli by zptisobit zadné vétsi
skody. Velikost vychylek je zejména dana velkou hodnotou podilu % a velikosti amplitudy

zemétieseni F'.

Kdyby vsak frekvence zemétieseni byla stejna jako jedna z prirozenych frekvenci patra
budovy, pak by doslo k rezonanci a jednotlivé vychylky pater budovy by postupem casu

rostli pres vSechny meze.

Exm'J . T T T
ein] o
il A . ‘I‘. ‘\\I‘ [ ‘,‘ \'/\II\ ‘I‘f\‘l
f/‘\\ N \'p‘p T . \
AR AR AN AR AR
A /‘\\/\/\;f\ﬂ./ furw’tf'i.‘
ol VAN / A Y T T A O
A AYRY VNN Ny
YA \/; YRYRYRYRY
I YERVIRVIRY Y
2 A Y R e B A B \V/
Voo VY
| | | | \ ' : ‘ :
45 t[s] s

Obrazek 4 3 Vychylky Jednothvych pater pro ZJednoduseny model pri rezonanci
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4. APLIKACE NA KONKRETNIM PRIKLADU

01

m —— 1. patro
v [ s } —— 2 pao
3. patro

0.06 —
0.04 —

0.02 —

7.9 £\ VAN r'd

o A

\ / | | V] /| \ |
\ |/ | ] f | / /1 \

004 - | / | | || V| Hl
v i | |

006 - |/ i

-0.08 —

01 | | | | | | | | |

Obrazek 4.4: Rychlosti jednotlivych pater pro zjednoduseny model pti rezonanci
Obrézky [4.3] a [4.4] popisuji FeSeni priibéhu vychylek a rychlosti jednotlivych pater pro
pripad, kdy by frekvence zemétfeseni byla v = 16,9561 Hz.
4.2. Presnéjsi model za pusobeni vnéjsi sily
7 Casti jiz vime, ze dany problém popiSeme soustavou

X" = —-AX — 2BX’ + F cos7t.

Tedy
2 -1 0
A=1452 -1 2 -1 |,

0 -1 1

100

B=4,3548-10°( 0 1 0 |,

001
0,1613 .

F=| 0,0000 | cos-.

0, 0000 2

Nejdrive vypocitame vlastni ¢isla pro matici A, ty nabyvaji hodnot

0,2875
A=10° [ 2,2572
4,7134

. e , v v , . . ’ ’ ’ 2
Z teorie jiz vime, ze prirozené frekvence jednotlivych pater ziskame ze vzorce 4/ )\ — # ,
tedy

3 16, 9561
A——5 = | 47,5100 | H=.
m
68, 6539
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4.2. PRESNEJSI MODEL ZA PUSOBENI VNEJSI SILY
Také perioda T' ma stejné hodnoty jako u zjednoduseného modelu

0, 0590
T=1| 00210 | s
0,0146

Pokud porovname tyto hodnoty s hodnotami v/}, tak vidime, Ze se na prvnich étyfech
desetinnych mistech nelisi. Je to zptisobeno malou hodnotou konstantu timérnosti pro-
sttedi pro vzduch [,.4,., & v porovnani velkou hmotnosti patra budovy m. Tato zména
je dokonce tak malé, ze pfi feseni tohoto problému dostavame stejné hodnoty a stejné
prubéhy vychylek a rychlosti jednotlivych pater. Pro feseni tohoto problému je tedy vice
nez dostacujici fesit pouze pripad pro zjednoduseny problém.
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5. ZAVER

5. Zavér

Jeden z cili této prace bylo sestaveni systému diferencidlnich rovnic druhého radu,
které modeluji ucinky zemétfeseni na vicepatrovou budovu v horizontalnim sméru. To
bylo provedeno v kapitole 3. Nejdiive se odvodil pouze zjednoduseny model, ktery se dale
rozvijel, az jsme dostali obecnou podobu tohoto systému. Tento model jsme zacali pro
jednopatrovou budovu

Druhym cilem byla analyza téchto systémi a vypocet prirozenych frekvenci a period
budov vzhledem k jejich parametriim. Tato analyza byla provedena z ¢asti v kapitole ka-
pitole 3., dalsi ¢ast byla v kapitole 4. pfi samotném feseni na konkrétnim prikladu.

Ve ¢tvrté kapitole byl feSen konkrétnim piiklad. Resila se redlna 3-patrova budova.
Nejprve se hledali hodnoty prirozenych frekvenci jednotlivych pater, dale samotné feseni
vychylek a rychlosti jednotlivych pater. Pro nazornost se dale vytesil ptiklad, kdy se
pouzila jedna z prirozenych frekvenci jako frekvence zemétieseni. Vysledné feseni, podle
ocekavani, rezonovalo. Dale se fesil ten samy ptiklad, pouze pfesnéjsim modelem. Kvuli
hodnotam prostiedi se vsak ukézalo, ze vysledna Teseni se lisi tak malo, Ze to ani nelze
poznat. Tedy pro kontrolu vychylek budovy je zcela postacujici pouzit zjednoduseny mo-
del. Vypocty a obrazky v této kapitole byly provedeny v programu Matlab.

Vlastnim prinosem autora byla zejména analyza presnéjSiho modelu pro vicepatrovou
budovu, ktera v knihach neni nebo je mélo fesena.
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6. SEZNAM POUZITYCH ZKRATEK A SYMBOLU

6. Seznam pouzitych zkratek a
symbolu

ODRI1
ODRn
SODRI1
SODRn
a=2x"(t)
F

k

[

m

t

T

x (t)

v

A

obycejna diferencidlni rovnice 1-fadu

obycejna diferencialni rovnice n-radu

soustava obycejnych diferencidlnich rovnic 1-fadu
soustava obycejnych diferencialnich rovnic n-fadu
zrychleni

sila

tuhost

konstanta imérnosti prostredi

hmotnost

cas

perioda

vychylka

prirozena frekvence zemétreseni

koten charakteristického polynomu

31



	Úvod
	Matematický aparát
	ODR
	Soustava ODR1
	Soustava lineárních ODR1

	Metody rešení soustavy lineárních ODR1 s konstantními koeficienty
	Homogenní soustavy lineárních ODR1 s konstantními koeficienty
	Nehomogenní soustavy lineárních ODR1 s konstantními koeficienty


	Model zemetresení
	Model jednopatrového domu
	Zjednodušený model bez pusobení vnejší síly
	Zjednodušený model za pusobení vnejší síly
	Presnejší model bez pusobení vnejší síly
	Presnejší model za pusobení vnejší síly

	Model vícepatrového domu
	Zjednodušený model bez pusobení vnejší síly
	Zjednodušený model za pusobení vnejší síly
	Presnejší model bez pusobení vnejší síly
	Presnejší model za pusobení vnejší síly


	Aplikace na konkrétním príkladu
	Zjednodušený model za pusobení vnejší síly
	Presnejší model za pusobení vnejší síly

	Záver
	Seznam použitých zkratek a symbolu

