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Abstrakt

Tato prace se zabyva detekci otoceni a zmény métitka dvou podobnych obrazti pomoci fa-
zové korelace. Rozebran je potfebny matematicky zaklad jako Fourierova transformace a jeji
vlastnosti, ktery je demonstrovan na piikladech. Ziskany algoritmus byl pouzit k vytvoreni
demonstra¢niho programu.

Summary

This thesis deals with detection of rotation and scaling differences between two similar images
by using phase correlation. Necessary mathematical basis such as Fourier transform and its
properties is described and demonstrated on examples. Obtained algorithm was used to
create an illustrative application.
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L d
Uvod

Detekce transformaci obrazt uzitim fazové korelace dnes patii k nespolehlivéjsim a nejvice
rozsitenym metodam. Je vhodna vsude, kde je potfeba sesadit obrazy pozménéné posunem,
rotaci a zménou méritka. Pouziva se tam, kde v obrazech nezname presné polohy zadnych
referencnich bodi. Smyslem fazové korelace je porovnani vSech charakteristik obou obrazii
a nalezeni nejvétsi shody.

V nasi praci se zamérime na pouziti fazové korelace pri detekci otoceni a zmény meéritka.
Cilem prace neni zevrubna encyklopedie pouzitych matematickych aparati, ale rdamcové
intuitivni zasvéceni ctenare do problematiky registrace obrazi za vyuziti fazové korelace
s nazornymi priklady. Presto vSak zaéneme od nezbytného matematického zakladu, na kterém
postupné zacneme stavét cely algoritmus. Jeho funkcénost a limity ovérime v programovacim
prostredi Matlab.
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1 Fourierova transformace obrazu

1.1 Digitalni cernobily obraz

Soudobé metody porizovani digitalnich fotografii byvaji vesmés zalozeny na principu foto-
elektrického jevu. Zakladem digitalnich fotoaparatii jsou ¢ipy citlivé na dopadajici zareni ve
viditelném spektru. Podle poc¢tu dopadenych fotont se na ¢ipu uvolni adekvatni pocet elek-
tront, které posléze detekujeme. Tyto ¢ipy tvori obdélnikovou matici a ve vysledném obraze
odpovidaji jednotlivym pixeltim.

K potizeni barevné fotografie se dnes prevazné vyuziva technik zalozenych na vyuziti
filtrti, které k ¢ipu propusti vZdy jen jednu slozku viditelného spektra systému RGB!. ProtoZe
nasim cilem je vSsak pochopeni principu metod vedoucich k detekci obrazii pozménénych
rotaci a zménou méritka, vystacime si v praci pouze s cernobilymi obrazy.

Definice 1.1 (Digitalni Cernobily obraz) Méme R = {0,1,.... M — 1} x{0,1,.... N —
1},M,NeNaW ={0,1,..,w — 1},w € N. Funkci

fiR—>W

nazveme digitdlni cernobily obraz [2], M $irku obrazu a N viysku obrazu. Prvky R nazveme
pixely, hodnotu funkce f pro pixel (z,y) nazveme hodnotou pizelu. P¥irozené ¢islo w urcuje
rozsah moznych funkénich hodnot (bitovou hloubku) a standardné nabyva hodnot w = 2",
kde n € N je pocet bitt pouzitych pro ulozeni informace o hodnoté jednoho pixelu (intenzita
svétla, jas). Mluvime pak o n-bitovém obrazu.

Jinymi slovy digitdlni cernobily obraz f (déle jen obraz nebo snimek), se kterym pra-
cujeme, budeme chapat jako diskrétni funkci na néjaké vymezené oblasti zadanou tabulkou
funkénich hodnot. Bez ijmy na obecnosti se omezime vyhradné na ¢tvercové 8-bitové obrazy
o rozméru N x N. Funkce f tedy bude nabyvat hodnot celych ¢isel z intervalu (0, 255). Pri
vizualizaci bude hodnota 0 odpovidat ¢erné a 255 bilé.

1.2 Prostorova a frekvenc¢ni oblast

Ve vyse uvedené definici 1.1 jsme k popisu naseho obrazu vyuzili diskrétni funkci f, ktera jej
popisuje v prostorové oblasti, tj. f(x,y) udava zavislost jasu na dvou prostorovych sourad-
nicich x a y. V mnoha pripadech, véetné naseho reseného problému, je vyhodné popisovat
obraz ve frekvencni oblasti.

Reprezentace ve frekvencni oblasti je obecné slozenim nekonecné mnoha sinusovych sig-
nali, které maji riznou amplitudu a jsou rtzné fazové posunuté. Namisto funkce f pro-
ménnych z,y zavadime amplitudovou funkei F' prostorovych frekvenci &, 7 v horizontalnim
a vertikdlnim sméru obrazu. Zakladni jednotkou prostorové frekvence je m~! (pocet cykli na
jeden metr), ale z naseho pohledu vsak dava vétsi smysl uvazovat v rozmérech jednotlivych
pixelti px~!. V zavislosti na téchto frekvencich &, n pak uddvdme amplitudu a pocatecni fazi
jednotlivych harmonickych slozek. Pro intuitivni pochopeni frekvencéni oblasti a jeji souvis-
losti s pivodni prostorovou funkei slouzi nékolik nasledujicich ukazek diskrétnich funkei g
zadanych tabulkou funkénich hodnot o rozmeérech 50 x 50.

1Systém RGB je zalozen na aditivnim zptsobu michdni tif barev, které reflektuji citlivost tif typi éipki
(barevnych svétloc¢ivnych bunék lidského oka) na éervenou, zelenou a modrou barvu viditelného spektra.
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Priklad 1.2 Jako prvni priklad uvedme funkci
g(z,y) = 255 - cos(2m fz),

kde f je frekvence. Polozme f = 0,1 px~! (viz obrdzek 1.1 (a), (b)). Funkce g nabyva
riaznych hodnot v zavislosti na proménné z. Ve sméru osy y zustavaji funkéni hodnoty
neménné. Ve frekvencni oblasti pro amplitudovou zévislost (viz obréazek 1.1 (c), (d)) budou
dvé stejné velké nenulové hodnoty v bodech [—f,0] a [f,0] odpovidajici pravé frekvenci
¢ = £ f v horizontalnim sméru. Tyto hodnoty odpovidaji poloviné amplitudy dané funkce
s frekvenci f = 0,1 px~*

49 —
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Obrazek 1.1: Znazornéni funkce g(x,y) = 255 - cos(2m fx), kde f je frekvence, necht f =
0,1 px!

(a) Znazornéni g v prostorové oblasti po pfeskalovani na oblasti (0, N — 1) x (0, N — 1), kde
N =50, min g(z,y) = —255 odpovida jasu 0 a max g(z,y) = 255 jasu 255.

(b) Znazornéni g v prostorové oblasti na oblasti (0, N — 1) x (0, N — 1).

(c), (d) Znazornéni g pomoci zavislosti amplitud na frekvencich &, 7 ve frekvencéni oblasti
popsané funkci G.

Funkce g(z,y) = 255 - cos(2m fx) nabyva i zdpornych hodnot, coz pro popis obrazu neméa
valny smysl. Jeji zndzornéni v prostorové oblasti je mozné jen diky preskalovani ¢ernobilé
stupnice intenzity?. V nasledujicim p¥ikladu budeme uvaZovat funkei, kterd diky posunuti
nabyva pouze nezapornych hodnot.

2Cisté ¢ernd odpovidd hodnoté pixelu 0 a bild hodnoté 255.
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Priklad 1.3 Uvedme nyni funkci
g(x,y) = 255 + 255 - cos(27 fx))

s frekvenci f = 0,2 px~! (viz obrazek 1.2 (a)). Ta jiz nabyva pouze nezédpornych hodnot.
V amplitudové zavislosti na frekvencich (viz obrézek 1.2 (b)) ziskdme kromé bodu [—f, 0]
a [ f, 0] nenulovou hodnotu i pro pocatek [0, 0]. Mize za to konstantni hodnota , jasu“, kterou
jsme pricetli ke vSéem hodnotam pixelt. Stred ,,obrazu* ve frekvenc¢ni oblasti odpovida nu-
lovym prostorovym frekvencim, tj. konstantnim hodnotdm v ptivodnim obrazu (predstavuje
aritmeticky pramér jasovych hodnot pixel). Jejich intenzita (amplituda) je 255, stejné jako
amplituda sloZek s horizontalni frekvenci f = 0,2 px~!. ProtoZe se vSak funkce s touto frek-
venci v nasem grafu rovnomérné rozdéli na funkce postupujici zleva s frekvenci ¢ = 0,2 px—*
a funkce postupujici zprava s frekvenci ¢ = —0,2 px~!, bude jejich amplituda, resp. jas na
obrazku 1.2 (b) polovi¢ni.

49— 0,5

x =4 g

0 49 —0,5 0 0,5
(a) (b)
Obrazek 1.2: Znazornéni funkce g(x,y) = 255 + 255 - cos(2n fx), kde f je frekvence, necht
f=0,2px L
(a) Znazornéni g v prostorové oblasti na oblasti (0, N — 1) x (0, N — 1), kde N = 50.
(b) Znézornéni g pomoci zavislosti amplitud na frekvencich &, n ve frekvenéni oblasti.

Priklad 1.4 Uvazujme funkci
g(z,y) = 255+ 255 - cos[27 f (x + y)]

opét s frekvenci f = 0,2 px~' (viz obrazek 1.3 (a)). Amplitudova z4vislost na frekvencich
(viz obrazek 1.3 (b)) obsahuje, kromé bodu [0, 0], nenulové hodnoty i v bodech [—f, —f]

a [f, f].

Shriime tedy ziskané poznatky. Vidime, ze funkéni hodnota v pocatku amplitudového
grafu ve frekvencni oblasti (tedy v bodé [0,0]) vyjadiuje konstantni hodnoty v obrazu (tedy
s nulovymi prostorovymi frekvencemi). Cim déle potom jdeme od pocatku, tim vyssi frek-
vence (konkrétné jejich amplitudy) popisujeme. Fazové spektrum udava pocateéni faze jed-
notlivych harmonickych slozek opét v zavislosti na prostorovych frekvencich. Pokud bychom
pracovali s funkei sklddajici se z vice harmonickych funkei, prestdva byt znazornéni v pro-
storové oblasti prehledné, zatimco ve frekvencéni oblasti mame moznost rozpoznat jednotlivé
harmonické slozky, ze kterych je funkce slozena (konkrétné jejich amplitudy a poc¢atecni faze).
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Obrazek 1.3: Znazornéni funkce g(z,y) = 255 + 255 - cos[27 f(z + y)], kde f je frekvence,
necht f = 0,2 px L.

(a) Znazornéni g v prostorové oblasti na oblasti (0, N — 1) x (0, N — 1), kde N = 50.

(b) Znézornéni g pomoci zavislosti amplitud na frekvencich &, n ve frekvenéni oblasti.

1.3 Dvojrozmérna Fourierova transformace

K efektivnimu a vratnému prevodu mezi prostorovou a frekvencéni oblasti slouzi Fourie-
rova transformace. Redlnou funkci f prostorovych proménnych x a y prevede na komplexni
funkci F' proménnych & a 7. Definice 1.5 vymezuje prostor vSech pripustnych funkci, pro
které transformace existuje.

Definice 1.5 (£(R?)) Oznacme L(R?) [6] prostor vSech funkci R? — C, pro které existuje
integral

/ F ()| dady
RQ

a ma konecénou hodnotu.

Definice 1.6 (Fourierova transformace) Necht f € L(R?). Fourierova transformace [1]
funkce f je funkce F{f} = F : R*> — C definovana vztahem

F(&n) = / / fx,y)e v dzdy.

—0o0 —0O0

Ekvivalentnim oznacenim F', tj. Fourierovy transformace funkce f, je pojem Fourierovo
spektrum?, ktery budeme déle pro jeho jednoduchost pouzivat.

Definice 1.7 (inverzni Fourierova transformace) Mé&jme funkci G € L(R?). Inverzni
Fourierova transformace [1] funkce G je funkce F~1{G} = g : R? — C definovana vztahem

17T .
9(r.y) = / / G(& )" dzdy.

—0o0 —0O0

3Dalsf pouzivané oznadeni je napt. Fouriertiv obraz [12].
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Jak vyplyva z definice 1.6, Fourierovo spektrum F' je obecné komplexni funkce a zahrnuje
v sobé obé zavislosti jasu (amplitudy) i poc¢atecni faze na frekvenci. Definice 1.8 uvadi zptisob
jejich vyjadreni.

Definice 1.8 (amplitudové a fazové spektrum) Necht funkce f € £(R?) mé Fourierovo
spektrum F. Funkci A : R? — Ry definovanou vztahem

A&, n) = |F(& )] = \/[Re (F (&))" + [Im (F (&))"

nazveme amplitudové spektrum [12], [6] funkce f a funkci ®(€,n) : R? — (0, 27) definovanou
vztahy

Re(F(£,n)) = A(§, 1) cos ®(€, 1),

Im(F(§,n)) = A&, n) sin®(&,n)
nazveme fdzové spektrum [6] funkce f. Pokud A(&,n) = 0, potom ®(&,n) = 0.

Véta 1.9 vysvétluje periodicitu Fourierova (resp. amplitudového) spektra pro diskrétni
funkci g. Nazornéd ukéazka je uvedena na obrazku 1.4.

Véta 1.9 Necht jsou dany funkce gy, g2 na oblasti (0, N —1) x (0, N —1) funkénim predpisem
g1(x,y) = 255+ 255 - cos (2mx f1) ,

g2(x,y) = 255+ 255 - cos (2mx fo) ,
kde N € N a pro frekvence fi, fo plati

fa=m+ fi,
kde m € Z. Potom diskrétni obrazy vytvotené funkcemi ¢, go budou identické.

Diikaz. Plati
cos(2mx fy) = cos[2mx(m + f1)] = cos(2mazm + 2rx fi) = cos[2m(zm + x f1)].
Oznac¢me k = x - m. Protoze x € N a m € Z, tedy jisté i k € Z a plati
cos[2m(k + x)] = cos(27mx),
a tedy dostavame rovnost
cos[2m(xm + x f1)] = cos(2mx f1),

odkud
cos(2mx fy) = cos(2mx f1).
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Obrazek 1.4: Funkce ¢1(x,y) = 255+ 255 - cos(2mx f1), ga(z,y) = 255 + 255 - cos(27z f2), kde
frekvence f; = % a fo = % znazornéné v roviné xz pro y = 0, N = 50.

(a) Znazornéni spojitého pribéhu funkce g;.

(b) Znazornéni spojitého prubéhu funkce gs.

(¢) Znazornéni spojitého pribéhu funkei g1, go a bodi odpovidajicich souradnicim pixeli
v obrazu.

Priklad 1.10 Uvazujme obraz velikosti N x N, kde N € N, na kterém je bilé pismeno A
na ¢erném pozadi (viz obrazek 1.5 (a)) jako nasi vychozi funkci f. Funkce f je zadéna
diskrétné. Z véty 1.9 plyne, ze jeji amplitudové spektrum bude periodické s periodou T =1
v horizontalnim i vertikalnim sméru. Proto jej muzeme zobrazit jak na oblasti prostorovych
frekvenci (0, 1) x (0,1) (viz obrézek 1.5 (b)), tak na ndzorn&jsi i praktictéjsi oblasti (—3, 1) x
<—%, %> s vystfedénym pocatkem soufadnic prostorovych frekvenci (viz obrazek 1.5 (c)).
Jelikoz je Fourierovo (resp. amplitudové) spektrum charakteristické vysokym kontrastem
mezi funkénimi hodnotami okolo pocatku a hodnotami odpovidajicimi vyssim frekvencim,
je vhodné pracovat s logaritmem amplitudového spektra (viz obrézek 1.5 (d)), tj. pouzit
logaritmické spektrum A;(&,n) = In[l1 + A(&,n)].
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Obrazek 1.5: Priklad obrazu f a moznosti vizualizace jeho amplitudového spektra.
(a) Znazornéni f v prostorové oblasti.
(b) )
(c) Vystfedéné amplitudové spektrum A na intervalu (—3, 3
(d) Zlogaritmované amplitudové spektrum A;, tj. A;(&,n) =

S ohledem na velké mnoZstvi operaci N2, které je pro vypocet Fourierova spektra N x N
rozmérného obrazu potieba, se pouzivaji efektivni algoritmy tzv. rychlé Fourierovy transfor-
mace minimalizujici pocet nutnych aritmetickych operaci az na N log, N.

Grafické znazornéni dosud uvedenych prikladd bylo provedeno v softwaru Matlab. Soft-
ware dale vyuzivame k testovani metod registrace obrazi, které jsou v této préci teoreticky
zpracovany. Jeho soucasti je totiz i nastroj Image Processing Toolbox, obsahujici mnoho
funkci zalozenych pravé na v praci uvedenych postupech a teoretickych zavérech.

Obrazek do Matlabu nacteme piikazem imread, pripadné prevedeme na 8-bitovy obraz
prikazem uint8 a na Cernobily obraz piikazem rgb2gray. Na obrazku 1.5 (a) je uveden
priklad obrazu nacteného do Matlabu. Jeho Fourierovo spektrum ziskame prikazem fft2.
Vypoctem velikosti z néj dostaneme amplitudové spektrum prikazem abs, které jiz lezi ¢isté
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v redlném oboru, a proto jej miuzeme lehce zndzornit na obrazku 1.5 (b). Piikazem fftshift
amplitudové spektrum vystiedime (viz obrazek 1.5 (¢)) a prikaz log pouZijeme na preskalo-
vani spektra do logaritmickych souradnic pomoci pfirozeného logaritmu (viz obrazek 1.5 (d)).

Pomoci algoritmu rychlé Fourierovy transformace, v Matlabu definovanym ptikazem
fft2, uréime s vysokou presnosti amplitudové spektrum vsech v obraze pripustnych pro-
storovych frekvenci, fazové spektrum se vsak nejspise z divodu uspory vypocetniho casu
spo&ita piesné pouze pro frekvence s nezanedbatelnou amplitudou®.

Poté jdou ve spektru dobte vidét tii,,c¢ary” kolmé na hrany v ptivodnim obrazu. To je zpti-
sobeno tim, ze Fourierova transformace je citliva na prudké prechody (zmény jasu). Abychom
takovy ostry prechod aproximovali pomoci harmonickych funkei, potfebujeme k tomu inter-
ferenci harmonickych funkei vsech moznych frekvenci.

1.4 Vlastnosti Fourierovy transformace

V nize uvedené tabulce 1.1 jsou uvedeny stézejni vlastnosti Fourierovy transformace pro
potfeby této prace, které jsou pripadné pro nazornost demonstrovany na prikladech. Shr-
nutim téchto zakladnich transformacnich charakteristik dostaneme vétu 1.17, ktera rika,
jakym zpusobem se nam jednoduché transformacni operace obrazu, jako posunuti, otoc¢eni
a zména mdéiitka, projevi v piislusném Fourierové spektru obrazu®. Na zakladé porovnani
Fourierovych spekter dvou obrazi pak mtzeme tyto zmény a jejich odpovidajici transformace
detekovat a kvantifikovat.

Fourieruv par | f(z,y) F(&n)

Translace flz — 20,y — yo) F(&,n)e " (Eotny)

Zména méritka | f(az, ay) LER(E D

Rotace f(xcosh —ysinh,xsinfh + ycosh) | F(cosh —nsinb, £sinb + ncosb)

Tabulka 1.1: Zakladni vlastnosti Fourierovy transformace

Fourierovo spektrum urcuje ptuvodni prostorovou funkci jednoznacné (az na mnoziny
miry nula) [1], tzn. Fourierova transformace prifadi kazdé funkci f préavé jedno specifické
Fourierovo spektrum. Plati i analogické tvrzeni pro inverzni Fourierovu transformaci, proto
mizeme v daném kontextu mluvit o prostorové funkci a jejim Fourierové spektru. Tuto
dvojici nazveme Fourieruv pdr.

Véta 1.11 (o translaci) Necht funkce f; € L(R?) a F, je jeji Fourierovo spektrum, déle
necht je dana funkce f5 takova, ze

f2(x>y) = fl(x — 2o, Y _y0)>

4 Algoritmus rychlé Fourierovy transformace v Matlabu piifazuje hodnotu fize viem pfipustnym frekven-
cim. Funkéni hodnoty jsou nasledné prolozeny lomenou carou do spojité funkce. ,, Nespravné“ urcené faze
v puvodnim obraze nevyskytujicich se frekvenci nemaji pri dalsich operacich s obrazem nebo na pripadnou
opétovnou rekonstrukei obrazu zpétnou Fourierovou transformaci vliv, nebot jejich ptisobeni je eliminovano
takika nulovou amplitudou prislusné frekvence.

5Casto stad diky vlastnostem Fourierovy transformace porovnat pouze jednotlivé slozky Fourierovych
spekter obou obrazi, tj. amplitudova nebo fazova spektra.
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kde xg, 19 € R jsou pevné zvolena cisla. Necht F, je Fourierovo spektrum funkce f;. Potom
plati

Fy (67 77) = F (67 n)e—i(ﬁro—l—nyo)’
Ay (67 77) =4 (67 77)
Diikaz. Dikaz je prevzat z [6].
Bal&m) = / / file — zo,y — yo)e T dady =

—0o0 —0O0

s=xr—x9 x=S4+x9 dr=ds

t=y—yo y=t+y dy=dt

_ / / Fu(s, £)e-TEGTeo intrml gy —

—0o0 —0O0

(o oI o]

— / /fl(s,t)e_i(£s+£m°+"t+"y°)dardy:

—0o0 —0O0
(o oI o]

= / /fl(s’t)e—i(ﬁs-l—??t)e—i(ﬁro-f-??yo)dsdt:Fl(g’n)e—i(ﬁmo—f—nyo).

—0o0 —0O0

Necht A;, Ay jsou amplitudova spektra funkei f, fo. Potom

Ay(&,m) = |F1(& m)e Emotmwo)| = |y (&, n)| - e Emotmo)| = Ay (&,n) - 1 = Ai(&,n).
]

Translace obrazu nema na amplitudové spektrum vliv, amplitudova spektra funkci f;
a fy zlistanou identickd. Demonstrujme tuto vlastnost na nasledujicim prikladu.

Priklad 1.12 Zvolme jako funkci f; obraz 256 x 256, kde na ¢erném pozadi bude uprostred
bily obdélnik (viz obrézek 1.6 (a)). Funkci fy zvolime tak, ze bily obdélnik bude posunut
o xg = 40 px a yp = 0 px (viz obrazek 1.6 (b)). Na obrazku 1.6 (c¢) a (d) jsou zobrazena
amplitudova spektra funkci f; a fy. Je vidét, Ze jsou identickd, coz odpovida tvrzeni véty 1.11.

Véta 1.13 (o zméné méritka) Necht je dana funkce f; € L(R?) a F} je jeji Fourierovo
spektrum. Déle necht je dana funkce f5 takova, ze

f2(x> y) = fl(Oél’,Oéy),

kde o € RT je pevné zvolené ¢islo. F, je Fourierovo spektrum funkce f5 a necht A;, Ay jsou
amplitudova spektra funkei fi, fo. Potom plati

5 (&m) = LR (é ﬁ),

a’ a

042
1
A2(€>77) = ?Al (§> g) .
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Obrazek 1.6: K prikladu 1.12.
a) Referencni obraz f.

(
(b) Obraz fy(x,y) = fi(x — 40,y).
(¢), (d) Amplitudova spektra A, Ay obrazi fi, fo.

Diikaz. Dukaz je prevzat z [6].

F2(§7 77)

oo o0

— / / fQ(.’l'f, y)e—i(:tﬁ‘i‘yn)dl-dy — / / fl (041'7 ay)efi(:tﬁ—l—yn)dxdy _

—00 —00

S=ar I =

o0

o0 » t 1
:i?/ /fg(s,t)e—l(;§+an)dsdt:_Fl(é n
(0%

—00 —00

Ay(n) = [FaEm) = =

dor = 4

t=ay y==1 dy=4¢

1
a?

«

¥
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Pr1i zvétseni, resp. zmenseni obrazu dojde ke zméné rozlozeni celkového jasu obrazu do
vétsi, resp. mensi pixelové mrizky. Ve Fourierové spektru se tato operace projevi poklesem
amplitud a snizenim hodnot prostorovych frekvenci, resp. nartistem amplitud a frekvenci.
Pokusme se nyni tyto vlastnosti demonstrovat na nasledujicim ptikladu.

Priklad 1.14 Uvazujme obraz f; velikosti 256 x 256, kde na ¢erném pozadi bude bily kruh
(viz obrazek 1.7 (a)). Obraz fs na obrazku 1.7 (b) je zmensenim obrazu f; s koeficientem
a = 0,5 vepsanym opét do ¢erného ¢tverce velikosti 256 x 256. Na obrazku 1.7 (c), resp. (d)
je amplitudové spektrum obrazu fi, resp. fs.

) )

-0,5

()

Obrézek 1.7: K prikladu 1.14.

(a) Referencni obraz f;.

(b) Obraz fa(x,y) = f1(0,5-2,0,5 - y).

(c), (d) Amplitudova spektra Ay, Ay obrazu fi, fo.

Vé&ta 1.15 (o rotaci) Necht je dana funkce f; € £L(R?) a jeji Fourierovo spektrum Fy. Déle
necht je dana funkce f5 takova, ze

folz,y) = fi(zcos@ — ysinb, xsinh + y cos b),

23



kde 6 € (0,2m) je pevné zvolené ¢islo. Necht F; je Fourierovo spektrum funkce fy a Aq, As
jsou amplitudova spektra funkci fi, fo. Potom plati

Fy(&,m) = Fi(Ecos@ —nsind, Esinf + ncos ),
Ay(&,m) = A1(Ecos@ — nsind, Esinf + ncosb).
Diikaz. Dikaz je prevzat z [6].

By(e,n) = / / foli, y)e D ddy =

—0o0 —0O0
(o oI o]

B / / fi(zcos® — ysinf, xsinf + y cos B)e @M dzdy =

s=xcosf —ysinf x =scosf+tsinf J . cosf) sinf
= = ae
t=xsinf+ycosf y=—ssinf + tcosb

cosf sinf
= |det
—sinf cosf

—sinf cos6

/ / f1($> t)e—i[(s cos 0+t sin 0)&+(—s sin 8+t cos 0)n)] dsdt =

=1- / / fl (S, t)e—i[s(£cosO—nsin0)+t(§sin0+ncos€)]dsdt _

= Fi(£cosf —nsinf, Esinf 4 ncos ).
]

Rotace obrazu kolem jeho stfedu se promitne do stejné velké rotace amplitudového spek-
tra. Matlabovsky piikaz imrotate plivodni snimek natoci a vlozi jej do nového vétsitho
¢tvercového pixelového pole, rozmeéry bilého obdélniku vsak samoziejmeé zustavaji zachovany.
Tento nechtény efekt je v algoritmu kompenzovan vepsanim obou obrazii do ¢tverct o délce
strany N. Demonstrujme toto chovani amplitudovych spekter na nasledujicim prikladu.

Priklad 1.16 Zvolme opét jako funkei f; bily obdélnik na ¢erném pozadi o velikosti 256 x 256.
Obraz fy je otocenim obrazu f; o 30°. Oba obrazy vepisme do stejné velkého ctverce, takze
dostaneme upraveny obraz fi, resp. fo (viz obrazek 1.8 (a), resp. (b)). Zobrazena amplitudova
spektra (viz obrazek 1.8 (c), (d)) jsou pak vzajemné otocena o tihel 30°.

Véta 1.17 (o podobnosti) Necht je ddna funkce f; € L(R?*) a F; je jeji Fourieorovo
spektrum. Uvazujme funkci

fao(x,y) = fi(axcosd — aysin@ — xg, axsin @ + ay cos ),

kde 6 € (0,27),« € RT a g, yo € R jsou konstanty. Necht funkce F je Fourierovym spektrem
funkce fy a funkce Ay, Ay jsou amplitudovym spektrem funkei fi, fo. Potom plati

1
Fy(&,n) e i(6zotmyo) py <§ cosf — L sin®, 3 sin @ + - cos 9) :

T a? o o o o
1
Ax(€m) = A <§ cos ) — ﬁsin@,ésine—}— ﬁcos@).
o o o o o
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Obrézek 1.8: K prikladu 1.16.

(a) Referencni obraz f;.

(b) Obraz fa(x,y) = fi(x cos 30° — ysin 30°, z sin 30° + cos 30°).
(c), (d) Amplitudova spektra Ay, Ay obrazu fi, fo.

Diikaz. Princip dukazu je prevzat z [6]. Uvazujme funkce

folz,y) = filaxcos — aysind — zg, axsin b + ay cosd — o),
fa(z,y) = fi(axcos — aysin b, axsinf + ay cosb),
falz,y) = fi(zcos® — ysinb, xsinh + y cos b).

Pak s postupnym vyuzitim vét 1.11, 1.13, 1.15 dostaneme vztahy pro Fourierova spektra
funkci

Fy(€,) = Fy(€, n)e  Exotmo) —

= %F4 <£, ﬁ) e~ i€zo+nyo)
@ a’ o

1 .
= — e i(Ezotmo) <é cosf — Ui sin @, é sin @ + i cos 9) )

o? @ @ @ @

25



Analogicky pro amplitudova spektra dostaneme

1
__2A4<§,ﬁ> _
o a’ «
1
= =4 <§COSQ— ﬁsine,ésine—{— ECOSQ).
o o o o o
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2 Registrace obrazu uzitim fazové
korelace

Pod pojmem registrace obrazli rozumime nalezeni geometrickych transformaci mezi sou-
fadnicemi jednotlivych snimki. V nasem pripadé se zabyvame pouze detekci rotace a zmény
meéritka obrazu. K tomuto ucelu vyuzijeme pravé Fourierova spektra obou porovnavanych
obrazi, resp. jejich ¢asti a jejich vlastnosti uvedenych v predchozi kapitole.

2.1 Fazova korelacni funkce

Fazova korela¢ni funkce je nastroj, pomoci néhoz snadno detekujeme vzajemné posunuti
dvou obrazu v pripadé, Ze je to jedind transformace mezi témito dvéma obrazy. Definice
této funkce operuje s komplexné sdruzenymi spektry, které budeme znacit F*, tedy F* je
komplexné sdruzené Fourierovo spektrum ke spektru F'. Vlastnosti transformaci komplexné
sdruzenych funkci a Fourierovych spekter objasnuji nasledujici véty a dusledky:.

Véta 2.1 Necht je ddna funkce f € £(R?) a jeji Fourierovo spektrum F'. Fourierovo spektrum
funkce f* komplexné sdruzené k f je komplexné sdruzené Fourierovo spektrum F* k F
s opacné orientovanymi osami. Plati tedy

F{f (@, y)} = F* (=& —n).

Diikaz. Dikaz je prevzat z [10].

F{f*(@,y)} = / / F* ()o@ ddy = / / F* (@, )€ ddy =

. < /] f(a:,y)e—ﬂf(—ﬁ”y(—"”dxdy) = F*(£, )

nebot pro libovolné a € R plati

e = cosa+isina,
—ia .. ..
e ' =cosa+isin(—a) = cosa — isina,

a tedy . ( . )*
elCL — e—lCL .

O

Véta 2.2 Necht je ddna funkce f € L(R?) a F' € L(R?) je jeji Fourierovo spektrum. Necht f
je spojita. Potom inverzni Fourierova transformace komplexné sdruzeného Fourierova spek-
tra F* ke spektru F' je komplexné sdruzena funkce f* k funkci f s opacné orientovanymi
osami. Plati tedy

f_l{F*(€>77)} = f*(—l’, _y)'
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Diikaz. Dikaz je prevzat z [10].

FHP et = 0 [ [ Feneemag = o [ [ Fepecemaey -

—0o0 —O0 —0o0 —O0
*

17T |
= 1= / / F(& n)etorldedy | = f* (-2, —y).
472

O

Véta 2.3 Necht je dédna funkce f € L(R?) a F € L(R?) je jeji Fourierovo spektrum. Necht
f je spojita. Potom f je realna funkce, tedy

flz.y) = f(z.y), V(z,y) € R?
prave tehdy, kdyz
Diikaz. Dikaz je prevzat z [10].
(a) Necht f je realna funkce. Potom podle véty 2.1 plati
F&,n) = F{f(z,y)} = F{f(z,9)} = F* (=&, —n).
(b) Necht F(§,n) = F*(—=¢£,—n). Potom podle véty 2.2 plati
flay) =FHFEn)} = FH{F (=€ -n)} = f*(,y).
[
Dusledek 2.4 Necht f € £(R?) je realna funkce a F je jeji Fourierovo spektrum. Potom
Diikaz. Plyne z véty 2.1. O

Dusledek 2.5 Necht f € L(R?) je redlna spojitd funkce a F € L(R?) je jeji Fourierovo
spektrum. Dale necht G : R? — R je ohrani¢end funkce takova, Ze plati

Potom F~'{F(&,n)-G(&,n)} je redlnd funkce.
Diikaz. 7 véty 2.3 plyne, ze pokud je f realnd funkce, potom plati
Upravenim vyrazu dostaneme

Inverzni Fourierova transformace vyrazu existuje, protoze G je ohranicena. Opét podle
véty 2.3 je

(&, n) = F* (=&, —n)
realnd funkce. ]
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Definice 2.6 (fizova korelacni funkce) Necht jsou dany funkce fi, fo € L(R?) a Fy, F,
jsou jejich Fourierova spektra. Fdzovd korelacni funkce je funkce Py, s, : R* — C definovand

jako
|F1(€>77)F2(€>77)| .

Véta 2.7 (fazova korelacni funkce vzijemné posunutych funkci) Méjme funkci f; €
L(R?) a jeji Fourierovo spektrum F;. Uvazujme funkci fo takovou, Ze

PfoQ(:B,y) =F! {

f2(x>y) = fl(x —Z0,Y — y0)7

kde xg, yo € R jsou pevné zvolena ¢isla. Necht funkce F, je Fourierovym spektrem funkce fs.
Potom fazova korelacni funkce funkci fi, fo je Diracova d-funkce posunutd o (—zg, —yo), tedy

Pf17f2(x> y) = 6(1; + X0,y + yO)

Diikaz. Princip dikazu je prevzat z [6]. S vyuzitim véty 1.11 (o translaci) plati rovnost

Py, pplw,y) = F~! { Fi(6,n) - Fi (& m(e ey } _ F1 fellemmo)

|F1(&,m) - F1(& n) (e Emotmo))|
Podle [6] je Diracova d-funkce posunuta o (zg,yo) rovna
§(x —zo,y —yo) = F ! {e_i@m”"%)} )
Proto plati
Py, 1, (x,y) —F! {ei(ﬁro+nyo)} —F! {e—iﬁ(—ro)—in(—yo)} _ 5@ + 20,y + yo)-
[

V ptipadé obrazt urc¢enych diskrétni funkei f zadanou tabulkou funkénich hodnot dosta-
neme v Matlabu po aplikaci rychlé Fourierovy transformace diskrétni funkci F' opét vyjadre-
nou tabulkou funkénich hodnot stejnych rozméri, tentokrat vsak v zavislosti na prostorovych
frekvencich & a 7. Fourierova spektra F; nebo F; mohou v nékterych bodech nabyvat nulové
hodnoty. Pro takové pripady vsak fazova korela¢ni funkce podle vysSe uvedené definice 2.6
neni definovana. Nulovym hodnotam ve jmenovateli se potom vyhneme zavedenim semifa-
zové korela¢ni funkce (viz definice 2.8) s vyuzitim kladnych ¢isel p,q. Déle si ukdzeme, ze
pro nase ucely muzeme Fourierova spektra ve jmenovateli nahradit odpovidajicimi amplitu-
dovymi spektry snimkii.

Definice 2.8 (semifazova korela¢ni funkce) Necht jsou ddny funkce fi, fo € L(R?),
F1, Fy jsou jejich Fourierova spektra a necht p, g € Rt jsou libovolnd pevné zvolena kladnéd
¢isla. Semifdzova korelacni funkce je funkce Pff?fz : R? — C definovana vztahem

PA (0 0) — F1 Fi(&n) - F3(&n)
Prnlow) =7 {(|F1(€,77)|+p)-(|Fz(€,n)|+q)}'
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Véta 2.9 Necht jsou dany realné funkce fi, fo € L(R?), jejich Fourierova spektra F, F)
a amplitudova spektra A;, Ay. Dédle zvolime pevné p,q € RT. Potom semifdzova korelacni

funkce
P (o 0 — F1 Fi(&n) - F3(&n)
Prplwy)=F {<|A1<s,n>|+p>-<|A2<s,n>|+q>}'

funkci f1, fo s parametry p, ¢ je realna funkce.

Dikaz véty 2.9 je uveden v [6]. Vyuziva disledkt 2.4, 2.5 a vlastnost{ konvoluce.

Véta 2.7 udava mozny postup pro detekci vzajemného posunuti dvou obrazi reprezento-
vanych funkcemi fi, fo. Fazova korelacni funkce Py, r, nabyva nenulové hodnoty pouze v je-
diném bodé (—z¢, —yo). Po zjisténi tohoto vektoru tedy k sesazeni obou snimku staci posu-
nout druhy obraz o vektor (—xg, —yo). Protoze vSak funkce fi, fo obecné nabyvaji i nulovych
hodnot, pouzijeme semifazovou korelacnl funkci PP qf s kladnymi hodnotami konstant p, q.
Funkce Pp q . jiz nabyva nenulovych hodnot ve vice bodech. V bodé (—o, —yo) vSak bude
funkce nabyvat svého maxima. Misto hledani nenulové hodnoty fazové korelacnl funkce Py, ¢,
tak budeme hledat globdlni maximum semifdzové korelacni funkce P]’c’l’?fQ.

2.2 Polarni souradnice

Pokud chceme k detekci otoceni a zmény méritka obrazu pouzit fazovou korelaci, musime
predefinovat nasi tilohu na problém posunu obrazi. V pripadé rotace tak muzeme ucinit
celkem snadno. Pouzijeme znamou transformaci do polarnich souradnic.

Definice 2.10 (transformace do polarnich soufadnic) Necht f : R* — C. Funkci
fP:(0,00) x (0,27) — C(p, p) nazveme transformaci funkce f do polarnich soufadnic g, ¢,

jestlize p splnuje
o= \r*+y>?

a ¢ vyhovuje vztahtim
T = 0Cosy,

Yy = psine.

Priklad 2.11 Vezméme za funkce fi, fo stejné funkce jako v prikladu 1.16, ktery se zabyval
amplitudovymi spektry dvou vzajemné otocenych obrazi. Prevedme obrazy f1, fo (viz obréa-
zek 2.1 (a), (b)) do polarnich soutadnic na obrazy f7, f} (viz obrazek 2.1 (c), (d)). Je vidét,
ze jsme tim predefinovali problém rotace mezi fi, fo na tlohu vzajemného posunuti obrazi
17, 1Y ve sméru vertikaln{ osy .

Problém vsak nastane v pripadé, kdy obraz neni pozménén pouze rotaci, ale také translaci.
Ta se v polarnich souradnicich promitne zménami jak v ose ¢, tak v ose p. Mizeme vsSak do
polarnich souradnic misto ptivodnich funkei f1, fo prevést jejich amplitudova spektra A;, As.
Diky poznatku z véty 1.6 (o translaci) vime, Ze transformace typu translace nema na ampli-
tudové spektrum vliv. Pro nazornost poslouzi nasledujici priklad.
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Obrézek 2.1: K prikladu 2.11.
(a),(b) Funkce fi, fo v souradnicich z,y na oblasti N x N.
(c),(d) Funkce f?, fI v polarnich soufadnicich p, ¢.

Priklad 2.12 Méjme amplitudova spektra Aq, Ay funkci f; a fs, pricemz f, predstavuje
rotaci puvodni funkce f; o uhel §. Z véty 1.8 (o rotaci) vime, ze vzajemnd rotace funkci
f1, fo se projevi i rotaci jejich amplitudovych spekter, tedy

Ay(&,m) = A1(Ecos@ — nsinf, Esin @ + ncosb).
Prevedeme-li amplitudova spektra do polarnich souradnic, potom
Az(&,m) = Asx(0cos p, psing) = Aj(o, ¢),
odkud

Ab(o, ) = Ai[ocos pcosf — psinpsinf, pcos psin b + psin p cosf] =
= Ai[o(cos p cosf — sin psin b)), o(cos ¢ sin 6 + sin ¢ cos 0)].
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S vyuzitim goniometrickych vzorcii

cos(p + ) = cos p cosh — sin psin 6,
sin(p + 0) = cos psin 6 + sin 6 cos ¢,

dostaneme
AS(0, ) = Aqfocos(p + ), osin(p + )] = Af(0, ¢ +0).

Zména uhlu se tedy projevi jako posunuti v ose ¢.

2.3 Logaritmicko-polarni souradnice

Definice 2.13 (transformace do logaritmicko-polarnich souradnic) Necht f : R? — C.
Funkei f%7 : R x (0, 27r) — C(p, ¢) nazveme transformaci funkce f do logaritmicko-polarnich

souradnic, jestlize p splnuje
e? =%+ 92,

a ¢ vyhovuje vztahtim
x = e?cos p,

y = e?sin .
Transformace do logaritmicko-polarnich souradnic ndm umozni predefinovat na problém

posunuti nejenom ulohu rotace, ale také zmény méritka obrazu. Tuto vlastnost opét demon-
strujme na nésledujicim prikladu.

Priklad 2.14 Mé&jme funkce fi, fo (viz obrazek 2.2 (a), (b)), pricemz fo se lisi od funkce f;
rotaci o thel 6 a zménou métitka danou koeficientem «. Dale méjme jejich amplitudova
spektra Ay, Ay. Z véty 1.17 (o podobnosti) vime, Ze rotace a zména métitka funkei fi, fo se
projevi rotaci i zménou méritka jejich amplitudovych spekter, tedy plati

Ay (&,m) ! Al(écose—ﬁsin@,ésirﬁ—}—ﬁcos@).

T2 a a a
To samé bude platit i pro zlogaritmovand spektra A;;, Ajp (viz obrazek 2.2 (c),(d)). Pre-
vedeme logaritmy amplitudovych spekter do logaritmicko-polarnich souradnic (viz obré-
zek 2.2 (e),(f)) a opét s pomoci goniometrickych vzorci upravime na tvar
Ap(€,1) = Ap(ef cos p, e sin p) = A (0, ¢),
odkud

I 1 e? e? | . e? ) e? |
Ab(0,0) = ;All Ecosgocose — Esmgpsm@, Ecosgpsm@—{— Esmgpcos@ =

1 e’ e? |
= —An {— cos(p +0), —sin(p+0)| =
a a a

1 .
= ?A” [e2™ cos(p + 0),e2 ™ “sin(p + 0)] = AP(o—Ina,p +6).

Zména rotacniho thlu se projevi posunutim v ose ¢ a zména métitka posuvem v ose g.
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Obrézek 2.2: K prikladu 2.14.

(a), (b) Obraz f; a obraz f, pootoceny o tihel § = 40° a zvétseny s koeficientem o = 2.
(c), (d) Logaritmy amplitudovych spekter A;;, Aj;.
(e), (f) Logaritmy amplitudovych spekter A, A% v logaritmicko-poldrnich soufadnicich.
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Protoze pro amplitudova spektra realnych funkei f podle dtsledku 2.4 plati

A(€> 77) = A(_€> _77)7

staci pro prevod do logaritmickych souradnic pouzit pouze libovolné dva sousedici kvadranty
amplitudového spektra. Fakt, ze ma amplitudové spektrum periodu pouze m, znesnadnuje
spravné urceni rotacniho thlu. Naptiklad nevime, jestli je spravny tihel = & nebo 6 = %r.
Pro ovéreni, ktery thel je spravny, se nabizi moznost aplikace obou rotaci. Oba rotované
snimky porovname fazovou korelaci s referenénim snimkem. Spravnou rotaci uréime podle
vétsiho z obou maxim fazovych korelaci.

Pro zvyraznéni vyssich prostorovych frekvenci je vhodné pro fazovou korelaci pouzit opét

logaritmus z logaritmicko-polarniho spektra Aﬁp (t] Aﬁp =1In [1 + A% (p, gp)} ).

2.4 Window funkce

Fourierova transformace rozkladd signal (nas snimek) do rozvoje periodickych funkei, sa-
motny signal vsak periodicky byt nemusi. Snimek f o rozmérech M x N, kde M, N € N,
rozsifime na periodicky signél f, tedy

flx,y) = f(r mod M,y mod N), kdez,y€Z.

Obecné pak vzniknou body nespojitosti (pM,¢N), kde p, ¢ € Z. Jsou to krajni body na pre-
chodech snimkt. Vysoky kontrast prechodti miize zptisobit, Ze se tyto prechody ve Fourierové
transformaci projevi jako nejvyraznéjsi struktury, které mohou ovlivnit i polohu maxima fa-
zové korelacni funkce. Proto se vstupni obrazy vynéasobi tzv. window funkci, coz je jisty druh
vahové funkce, kterd ponechava hodnoty pixeli u stiedu obrazu a u okraji potom plynule
prechézi k nulovym hodnotdm (Cerné barve).

Window funkce miize mit rtizné zadefinovanou oblast ,, poklesu“. Napr. Gaussova window
funkce vyuziva exponencialy, Hanningova window funkce pouziva harmonickou funkci kosi-
nus. Rovnéz se nabizi vice moznosti tvaru nepozménéné oblasti. Mize mit napt. obdélnikovy
nebo kruhovy tvar.

Pro nase demonstracni ucely zvolime jednu konkrétni window funkci, kterou budeme
déle aplikovat. Uvedme proto napiiklad definici kruhové Hanningovy window funkce (viz
definice 2.15) a jeji zndzornéni na obrazku 2.3.

Definice 2.15 (kruhova Hanningova window funkce) Necht je ddna mnozina
B={(z,y); 2> +y* <r’}, reR{.

Necht o € R™ je pevné zvolené ¢islo a o(X, B) je vzdalenost bodu X = (z,y) od mnoziny B,
tedy plati
o(X,B)=inf{deR, d=9(X,Y), Y € B},

kde o(X,Y) je eukleidovska vzdalenost bodu X a Y. Funkci

1 pro o(X,B) =0
w(z,y) = %—I—%COS@ pro o(X,B) < o
0 pro o(X,B) > 0o

nazveme kruhovou Hanningovou window funkci.
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Obrazek 2.3: Kruhova Hanningova window funkce w.

(a) Znazornéni kruhové Hanningovy window funkce o rozmérech N x N, kde N = 800.

(b) Znézornéni prubéhu kruhové Hanningovy window funkce v roviné y = 0 po transformaci
funkce f presunem pocatku do bodu (z — Ly— %)

Obdélnikovy zptsob provedeni window funkce muze byt vhodny v pripadé, kdy mame
v obou porovnavanych obrazech néjakou vyraznou strukturu. Ta urcéité pomuze k jedno-
zna¢nému urcéeni maxima fazové korelacni funkce. Nachazi-li se vSak u jednoho ze snimki
v blizkosti rohu, aplikaci kruhové funkce bychom strukturu pri registraci potlacili.

Zameérime-li se na nasi konkrétni funkci kruhovou Hanningovu window funkci w uvede-
nou v definici 2.15, vidime, Ze v ni miizeme libovolné nastavovat dva parametry. Jednim
je polomér r mnoziny B a druhym o, ktery predstavuje délku pfechodné oblasti (oblast
s harmonickym prubéhem).

Vzdy nam pujde o zachovani co nejvétsiho poc¢tu informaci (ptivodnich hodnot pixel
obrazu), zaroven vSak potfebujeme vyhladit ostré hrany na okraji snimku. VepiSme proto
do obrazu s rozméry N x N kruznici, kterda bude mit polomér R = % Tento polomér bude
urcovat vzdalenost konce tlumici prechodné funkce s harmonickym pribéhem od stfedu
mnoziny B. Zavedeme novy parametr C' jako pomér ¢ a R nasledujicim zptisobem

o 20

“=R=W

tedy C' € (0,1). Tim mame jednozna¢né urc¢enou mnozinu B i délku pfechodné oblasti o.
Na obrazku 2.4 (a), resp. (b) je znazornéna funkce f, resp. funkce f - w.
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Obrazek 2.4: Aplikace kruhové Hanningovy window funkce.
(a) Ptavodni obraz f.

(b) Obraz f vynasobeny kruhovou Hanningovou window funkei w s parametrem C' =
obraz f - w.
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3 Registrace obrazt v softwarovém
prostredi Matlab

3.1 Popis algoritmu

Cilem této prace je predat ¢tenafi ucelenou predstavu o postupu pri detekci otoceni a zmény
meéritka obrazu a tento postup poté demonstrovat v softwarovém prostiedi Matlab. Pro
jednoduchost a ovéritelnost spravnosti vysledkl proto byly pouzity vzdy referen¢ni obraz f;
a obraz podobny fs vznikly oto¢enim a zménou méritka snimku referen¢niho. Timto odpada
nutnost eliminace Sumu vznikajiciho pri porizovani realnych snimki.

Transformace rotaci a zménou méritka obrazu nezachovava pixely referenéniho snimku.
Po aplikaci transformace se vytvori nova pixelova mrizka, jejiz hodnoty se prepocitaji z mrizky
puvodni. Metody pro detekci pouzité v této praci vSak pocitaji s diskrétnimi hodnotami.
Fakt, Ze jednotlivé pixely obou obrazii spolu presné nekoresponduji, se proto nutné projevi
jako jista forma Sumu v procesu detekce. Cely postup méa v prubéhu nékolik nastavitelnych
parametri, kterymi je mozné ovliviiovat miru vyznamnosti tohoto sumu. Optimalni nasta-
veni téchto parametri se vsSak lisi pro jednotlivé obrazy, coz znacné ztézuje automatizaci
celého procesu. V nasem pripadé budeme ménit pouze parametr C' pouzité window funkce.

Nyni pristupme k samotnému algoritmu zpétné detekujicimu zmény obrazu f; a fs:

1. Vynasobenim obrazu fi, fo window funkci w s parametrem C' dostaneme funkce fi,1, fuwo.
Vycentrovani obrazt do ¢tverci N x N, kde N je sudé ¢islo.
Vypocet Fourierovych spekter Fi, Fy, posléze amplitudovych spekter Ay, As.

Vypocet logaritmu amplitudovych spekter A;i, As.

SN

Transformace A;;, Ajo do logaritmicko-polarnich soutadnic a vypocet logaritmu z loga-
. . w1 alp gl
ritmicko-polarnich soufadnic A}, Ab.

6. Vypocet semifazové korelacni funkce PAp g’,Aﬁé’ upravenych amplitudovych spekter Ag’, Aﬁ’z’.

7. Nalezeni maxima semifdzové korelac¢ni funkce Pi}g
11’

a jeho polohy (In«, #).

lp
Al

1

8. Aplikace rotace —6 a zmény méritka a~' na podobny obraz fs.

9. Sesazeni referen¢niho obrazu f; a podobného obrazu fs.

Priklad 3.1 Jako referen¢ni snimek f; si zvolime vyfez z mapového portalu www.mapy.cz
o rozmérech 1024 x 1024 (viz obrazek 3.1 (a)). Pro nase demonstra¢ni potfeby a moz-
nost oveéreni presnosti a pouzitelnosti algoritmu vytvorime podobny obraz fy z referenéniho
snimku f;. Pomoci matlabovskych prikazti imrotate, resp. imresize jej pootoc¢ime o tihel
6, resp. zménime jeho velikost pomoci koeficientu « (viz obrazek 3.1 (b)).

Oba snimky f1, fo vynasobime kruhovou Hanningovou window funkci w, kterou jsme si
naprogramovali na zakladé definice 2.15 s parametrem C' = % Dostaneme funkce f,1, fue.
Nasledné najdeme nejvétsi rozmér N ze Sitek a vysek obou obrazii, pripadné tento rozmér
o 1 zvétsime, aby N bylo ve vysledku sudé ¢islo. Oba snimky vepiseme do ¢tverce N x N
(viz obrazek 3.1 (c), (d)).

37


http://www.mapy.cz

()

Obrazek 3.1: Znazornéni referencniho obrazu f;, podobného obrazu f, a aplikace window
funkce w.

(a), (b) Obraz f; a fo pootoceny o uhel § = 20° a zvétSen s koeficientem o = 1,4.

(c), (d) N a fX vyndsobené kruhovou Hanningovou window funkci s koeficientem C' =
a vycentrované do stejné velkych ¢tverci N x N.

1
3

Pifkazem fft2 ziskdme Fourierova spektra Iy, Fy obrazt fY a f2,. Vystiedime je diky
prikazu fftshift a pomoci abs dostaneme jejich amplitudova spektra A;, As. Pro zmenseni
kontrastu logaritmicky preskalujeme na A; = In(1 + Ay), Ajp = In(1 + Ay) (viz obrazek 3.2
(a), (b)).

Vsimnéte si vyrazného ¢tvercového obrysu ve spektru A na obrazku 3.2 (b). Ten je zpu-
soben ostrymi prechody ve snimku f2, na obrazku 3.1 (d), které zde ztistaly kviili natoceni
snimku i po vynéasobeni window funkci w. Na polohu maxima semifazové korelace tyto obrysy
nebudou mit vliv, protoZze u obrazu f2, se nam podafilo odpovidajici hrany eliminovat.

Funkce fi, fo, resp. fu1, fu2 jsou redlné, pro jejich amplitudova spektra tudiz plati

Staci tedy prevést napriklad pouze kladnou polovinu prostorovych frekvenci amplitudovych
spekter Ay, Ay do logaritmicko-polarnich soutadnic A”, A? (viz obrézek 3.2 (c), (d)). Pie-
vedli jsme tedy vytez % x N z amplitudového spektra do logaritmicko-polarnich souradnic
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Obrazek 3.2: Znazornéni amplitudovych spekter A, A; a jejich transformace do logaritmicko-
-polarnich souradnic.

(a), (b) Logaritmus z amplitudovych spekter A;;, Aj.

(c), (d) Logaritmus z logaritmicko-polarnich spekter.

s rozméry N x N. Tyto hodnoty jsou dilezité pro vysledné vyhodnoceni vysledki fazové
korelac¢ni funkce a pro prevod odchylek na odpovidajici tihel natoceni 6 a koeficient zmény
meéritka a.

Vypocditame logaritmy z logaritmicko-polarnich amplitudovych spekter pro dalsi zvyraz-
néni vétsich frekvenci, tj.

AP —In(1 + AP), AP = In(1 + AD).

7 téchto funkci Aﬁg a Aﬁg vypocitame jejich Fourierova, resp. amplitudova spektra, ktera

pouZijeme pii vypoctu semifdzové korelaéni funkce PP . koeficienty p,q volime blizké
11°°712

nule, napt. p = ¢ = 0,01.
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Obrazek 3.3: Maximum semifdzové korelac¢ni funkce v bodé (g, yo)

Najdeme maximum fazové korelacni funkce (zo, yo) (viz obrazek 3.3). Pfevedeme polohu
maxima (xo,yo) na thel 6 a koeficient zmény meétitka a néasledujicim zptisobem

g _ 180 (N
_N 2 Yo ),

2 (a-2)
a=e¢ N "7/

Zjisténi dhlu 6 je intuitivni. Do logaritmicko-polarnich soutadnic jsme prevadéli oblast
Y € <—§, §>, tj. 180° do osy ¢ s N pixely na délku. %0 tedy odpovida thlu natoceni na
1 px.

Objasnéni vztahu pro koeficient « uz tolik ziejmé neni. Do logaritmicko-polarnich sou-

fadnic jsme prevadéli pouze oblast o velikosti & x N. Transformované spektrum jsme ale

2
N
opét natahli do rozméra N x N. To vysvétluje ¢len TQ
Snimek f; natoc¢ime o thel —f piikazem imrotate, zménime jeho velikost koeficien-
tem — pomoci imresize a piikazem imshowpair sesadime a porovname s obrazem f; (viz

a
obréazek 3.4).
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Obrazek 3.4: Sesazeni a porovnani obrazu f; a transformovaného obrazu fs, kde je vidét, ze
se podarilo nalézt spravné parametry natoceni a zmény méritka obrazu fs.

3.2 Ovéreni presnosti a pouzitelnosti algoritmu

Pro orientacni ovéreni presnosti a limitti pouzitelnosti navrzeného algoritmu byl jako obraz
f1 pouzit vytez o velikosti 256 x 256 z portalu www.mapy.cz, resp. obraz fs o velikosti
512 x 512 (viz obrazek 3.5 (a), (b)). Byla zvolena testovaci skédla koeficientu zmény méritka
a z intervalu (0, 1;2) s krokem 0,05 a thlu pootoceni € z intervalu (—180° 180°) s krokem
5°. Poté byly k obraztim fi, resp. fo postupné vytvoreny podobné obrazy pomoci vsech
kombinaci transformaci nasi skaly. Na vzniklych dvojicich podobnych obrazt byl algoritmus
otestovan a byly zjiStény absolutni chyby |Aal a |Af| pro jednotlivé transformacni parametry
a, 0. Byl pouzit parametr window funkce C' = 0, 9.

Z vysledkii mizeme vycist, ze pti vétsich rozmérech porovnavanych obrazii dostavame
smysluplné vysledky i pro mensi koeficienty zmény meéritka a. Také samoziejmé zalezi na
natoceni obrazi. Pokud jsou obrazy fi, fo vzajemné natoceny o thel blizky 8 ~ +90°, spo-
lehlivost algoritmu je nizsi.

Konkrétné pro obraz f; o rozmeérech 256 x 256 lze z obrazu 3.5 (c) vidét, ze smysluplné
vysledky zjisténého hlu € dostaneme pro koeficienty o > 0, 5. S tthlem 6 ~ £90° vsak nejsou
diavéryhodné vysledky ani pro vyssi hodnoty a. Podobny trend vidime i pro odchylky |Ac|
na obrazku 3.5 (e).

U obrazu fs o rozmeérech 512 x 512 dojdeme k podobnym zavérim, nicméné spolehlivost
je znacné vysoka jiz pro koeficienty a > 0,3 a algoritmus si 1épe poradi i s thly 8 ~ +90°
(viz obrazek 3.5 (d), (f)).

Pro spolehlivé oblasti znazornéné na obrazku 3.5 (c), (d), (e), (f) tmavé modrou barvou
se presnost urceni koeficientu o pro zménu méritka pohybuje v fadu setin az tisicin, presnost
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Obrézek 3.5: Znazornéni vypocitanych odchylek od skutec¢nych transformacnich parametri «
a 0 v zavislosti na pocatecnich parametrech a velikosti obrazu.

(a) Obraz fi s rozlisenim 256 x 256 px.

(b) Obraz f, s rozliSenim 512 x 512 px.

(c), (d) Zavislost |Af| na skutecném « a 6 pro obraz fi, resp. fo.

(e), (f) Zavislost |Aca| na skutecném « a @ pro obraz fi, resp. fs.
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urceni uhlu otoceni 6 je v fadu desetin stupné. Spatné urcené pripady miuzeme vyzkouset
znovu s jinym parametrem C'.

3.3 Popis demonstracniho programu
Soucasti prace bylo i vytvoreni programu pro testovani presnosti a pouzitelnosti algoritmu

popsaného v kapitole 3.1 pro ritizné obrazy. Program je k praci prilozen a zde je uveden
strucny popis jeho rozhrani.

-+ Detekce pootoceni a zmény méfitka obrazu e B

5

Obraz 1 Obraz 2
Vstupni oblast Vytvofeni podobného obrazu
Pootogeni: ]
ZméEna méfitka: 1

Vytvof obraz 2

Obrézek 3.6: Program po spusténi

Program obsahuje ¢tyti ¢tvercové obrazové moduly. Po spusténi programu jsou viditelné
horni dva (viz obréazek 3.6). Ty jsou ur¢eny pro referen¢ni obraz fi, resp. podobny obraz fs.
Referen¢ni obraz f; je mozné vybrat, nahrat do programu a zobrazit v prvnim obrazovém
modulu. Dale je moznost zadat thel otoceni 6 a koeficient zmény meéritka a. Po zadani
a potvrzeni tlacitkem Vytvorit obraz 2 se ve vedlejsim modulu zobrazi vytvoreny podobny
obraz fy (viz obréazek 3.7). Stiskem tlacitka Vypocitat se spusti algoritmus pro registraci obou
vstupnich obraz popsany v kapitole 3.1. Je mozné ménit parametr C' window funkce w
aplikované na vstupni obrazy.

+] Detekce pootofeni a zmény méfitka obrazu =

=
] Y

Obraz 1

Vstupni oblast Vytvofeni podobného obrazu

Pootoceni: 30

Zména méfitka: 1.2

e Mytvobobrazz

Vypoéitat otoeni a zménu méFitka

Parametr window funkee C: 02
Vypoéitat

Detekované natoCeni:
Detekovand zména méfitka:

Obrazek 3.7: Vytvoreni podobného obrazu f,
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Ve zbylych dvou spodnich obrazovych modulech je pomoci nabidky Vistup mozné zob-
razit (viz obrazek 3.8):

o Obrazy fu1, fuz po vynasobeni window funkeci.
o Logaritmy amplitudovych spekter A;;, Aps.

« Logaritmy amplitudovych spekter A%, A’ v logaritmicko-poldrnich soufadnicich.
1> A2

o Semifdzovou korela¢ni funkeci PZ}‘,’, n
117712

a sesazeni obrazu f; a fy po aplikaci detekované

transformace (—In a, —6).

« Oddélené zobrazeni obou snimki po aplikaci detekované transformace (—In o, —6) na
podobny obraz fs.

4 Detekce pootodéeni a zmény méfitka obrazu = =
(=] x
Obraz 1 Obraz 2
Vstupni oblast Wytvoreni podobného obrazu
Pootoceni: 30
Zména méfitka: 12
Vytvof obraz 2

Vypo&itat otofeni a zménu méfitka

Parametr window funkce C: 0.2
Vypodiat

Detekované natofent 2878
Detekovana zména méfitka:  1.196

Vystupni oblast Zobrazeni vipoétd
- A
- ’ft._‘_ ~

A : ) Aplikace window funkce

() Amplitudova spektra

(") Logaritmicko-polarni spektra

() Semifazova korelace / Sesazeni

(@) Aplikace zpétné transformace

Obrézek 3.8: Zobrazeni vysledki v programu
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Cilem prace bylo zorientovat se v problematice registrace obrazi za vyuziti fazové korelace
a ziskané poznatky aplikovat pri vytvareni demonstra¢niho programu v Matlabu na registraci
podobnych obrazu lisicich se natocenim a zménou méritka.

V préci byl shrnut matematicky zaklad, a to od definice ¢ernobilého obrazu pres Fourie-
rovu transformaci a jeji vlastnosti az k samotné fazové korelaci. Na jednotlivych definicich
a vétach byl postupné vystaven cely algoritmus detekce. V pripadé, ze to bylo mozné, byly
uvedené poznatky demonstrovany na ptikladech s obréazky.

Ziskany algoritmus byl posléze implementovan do grafického rozhrani. Do tohoto rozhrani
je mozné nahréat libovolny obraz (podporované jsou formaty png, jpg, bmp), pootoéit jej
a zménit meéritko a nasledné otestovat funkcénost a presnost detekce transformace uzitim
fazové korelace, pripadné hledat vhodny parametr C' pouzité kruhové Hanningovy window
funkce. Rychlost programu je prijatelnd pro obrazky do velikosti 10 Mpx. Po potvrzeni je
mozné provést registraci i vétsich obrazl, vypocet vSak mize trvat v fadu desitek sekund az
minut. Obzvlasté casové a pamétové narocna je také vizualizace fazové korelacni funkce.

Do budoucna se nabizi rozsiteni o detekci translace, coz by umoznilo registraci realnych
obrazli. Pro préci s redlnymi snimky je vhodné algoritmus rozsitit také o vhodny filtr Sumu
(filtr dolni propusti) a zamezit vlivu aktudlnich svételnych podminek pii porizovani snimku
(filtr horni propusti). Rozhodné by se dalo zapracovat i na efektivité vypoctu napiiklad vyu-
zitim vlastnosti konvoluce pti vypoctu fazové korelace, ¢i pri aplikaci vyse uvedenych filtri.
Jelikoz je registrace redlnych obrazi dosti individudlni (zalezi na povaze objektu v obrazu,
rozdilu svételnych podminek pri pofizovani snimku i na mife Sumu), bylo by zZadouci uziva-
teli zpristupnit i vice nastavitelnych parametri vypoctu, jelikoz vhodné parametry se mohou
pro kazdé dva snimky dosti lisit.
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