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Uvod

Cielom diplomovej prace je navrhnutie vhodného modelu pre modelovanie
vztahu medzi realnou vysvetlovanou premennou a hustotou rozdelenia pravde-
podobnosti, popisujicej relativnu Struktiaru (funkcionalneho) statistického znaku
a jeho implementécia v Statistickom softvéri R. Funkcionélne tdaje a celkovo
funkcionélna analyza tdajov st novsie pojmy pri spracovani Statistickych udajov.
Funkcionalne tdaje predstavuju cely stiibor merani v case alebo v ramci nejakej
inej spojitej premennej. Stucastou diplomovej prace preto bude aj zoznamenie
sa so zékladmi funkcionalnej analyzy tudajov ako takej.

Préca je delena do Siestich kapitol, ktoré obsahuji niekolko podkapitol. V pr-
vej kapitole je kratky tivod do funkcionalnej analyzy udajov a predstaveny Hil-
bertov priestor, ktory budeme dalej v préaci pouzivat. Zaroven su v tejto kapitole
uvedené aj niektoré Statistiky pre tento typ tidajov. V druhej kapitole sa budeme
zaoberat aproximaciou funkcionédlnych tdajov. Predstavime B-splajnovi repre-
zentéciu a vyhladzovanie pomocou nej, ktortt budeme pouzivat v praktickej casti.
Nakol'ko v préaci nebudeme pracovat s funkcionalnymi tdajmi vo vSeobecnosti,
ale budeme pracovat s hustotami rozdelenia pravdepodobnosti, tak si v tretej
kapitole uvedieme nie¢o o tomto type pozorovania. Zaroven definujeme Bayesov
priestor, ktory predstavuje iny pohlad na hustoty funkcii ako na funkcionélne
udaje nestce len relativnu informaciu. Tento priestor je velmi dolezity, nakolko
pre takyto typ tdajov je podstatné respektovanie relativneho charakteru hustot.
V stvrtej kapitole je uvedend metoda hlavnych komponentov pre funkcionalne
udaje a Specidlne aj pre husoty. Piata kapitola predstavuje hlavnua cast celej dip-

lomovej prace, regresnii analyzu. Predstavime si tu rézne modely pre rozdielne



prediktory a nakoniec regresiu pre hustoty a vypoctové metddy. Posledné cast
zahfha implementaciu vSetkych teoreticky objasnenych metdéd na redlnom pri-
klade. V praktickej aplika¢nej ¢asti skiimame, ako vekova struktura populacie
(vyjadrend pomocou hustoty) ovplyviiuje pocetnost vyskytu daného druhu rako-
viny v stubore niekolkych skimanych Statov. Budeme modelovat vztah vyskytu
rakoviny prostaty na vekovej Struktire danej krajiny. Spracovanie udajov v celej
praci a prevedené jednotlivé analyzy st uskutocnené pomocou volne dostupného
Statistického softvéru R. V celej praci sme pouzili kniznice robCompositions,

compositions a fda [19].



Kapitola 1

Uvod do funkcionalnej analyzy

Nové typy tudajov si vyzaduju nové spodsoby ich analyzy. Hoci funkcionalne
udaje ako pojem je relativne novy, [I2] nové sposoby ich spracovania su vysled-
kom rasticej sofistikacie tychto tdajov v behavioralnych aj prirodnych vedach.
Technologia ziskavania idajov sa za posledné roky zdokonalila a umoznuje zis-
kavat udaje husto vzorkované v Case, priestore a inych suvislostiach. Tieto udaje
zvyCajne odrazaja vplyv urcéitych hladkych funkcii, o ktorych sa predpoklada,
7e tvoria pozorovania. Na takéto udaje sa mozu aplikovat klasické viacrozmerné
Statistické metody, nemozno z nich vSak vytazit dalsie informacie, ktoré vy-
plyvaji z priebehu spominanych funkcii. Metédy funkcionélnej analyzy tdajov
(FDA) umoznuju ziskat dalsie informécie obsiahnuté vo funkciach a ich deri-
vaciach, ktoré zvycajne nie st dostupné tradi¢nymi metdédami. Funkény tudaj
nepredstavuje samostatné pozorovanie, ale skor subor merani v ¢ase a priestore.
Vela vystupov z oblasti psycholégie a behavioralnych vied je tvoreny mnozi-
nou funkcionalnych tdajov. Napriklad psychobiologické funkcie, ktoré sa ¢asom
menia, ako st hladiny hormoénov v krvi, emédcie alebo pocet a intenzita depresiv-
nych epizod, st len niektoré z mnohych prikladov. Ludska komunikacia, vratane
hovoreného a posunkového jazyka, hudobné vystipenia a vnimania, s dalie do-
mény, ktoré sa v ¢ase menia. V pripade, Ze mame znazorneny zvukovy zaznam,
chceme kvantifikovat relativne tlohy zvukovych a obrazovych informacii, pri spro-
stredkovani emocionalnych a Strukturalnych aspektov hudby. Obdobne mézeme

za funkcionélne tdaje povazovat napriklad rastové krivky deti, priebehy teploty
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v danych oblastiach, alebo ¢o nés bude nasledne zaujimat v kontexte tejto prace,
vekové rozdelenie obyvatelstva vo vybranych statoch.
V tejto kapitole si uvedieme stru¢ny uvod do problematiky FDA a zaroven

si predstavime Hilbertov priestor, ktory bude podstatny pre dalsiu analyzu.

1.1. Hilbertové priestory

Pojem Hilbertov priestor zovSeobeciiuje pojem euklidovského priestoru na pries-
tory akejkol'vek, dokonca nekone¢nej dimenzie. Hilbertov priestor nam umoziuje
merat uhly a vzdialenosti medzi prvkami z linearnych priestorov nekone¢nej di-
menzie, ako napriklad v priestoroch nekonecénych funkcii. V tejto kapitole sme ¢er-
pali z [3], [L6] a [L7].

Uvedieme niektoré vlastnosti euklidovského priestoru, pre jednoduchost zo-

staneme v rovine R?2:

(z,y)
v

Obr. 1.1: Euklidovsky priestor R?
Operacie (+, ) pre vektory v = (z1,91) a vo = (T2, y2):
e Sucet dvoch vektorov: vi + vy = (z1 + X2, Y1 + Yo).
e Vynésobenie vektoru konstantou ¢: ¢- vy = (¢- z1,¢- 41).

Skalarny sucin (v, ve) = (21 - 22) + (Y1 - ¥2):

e Norma vektoru: ||vy|| = /(23 + 3?).

e Vzdialenost d(vy — vq) = \/($1 —22)? + (Y1 — y2)*.

11



e Uhol medzi v a vy: ¥(vy, ve) = arccos %

Euklidovsky priestor sa vyuZiva vo viacrozmernej Statistike, zatial ¢o pri fun-
kcionélnej analyze dat sa vyuziva Hilbertov priestor. Hilbertov priestor budeme
vyuzivat preto, lebo funkcionalne iidaje predstavuji body priestoru funkcii, ¢o je zné-

zornené na obrazku.

N

Obr. 1.1: Hilbertov priestor

V Hilbertovom priestore vieme vyuzit vela technik z linearnej algebry s vy-
uzitim skalarneho st¢inu a normy. Pre nésledné pouzitie si priblizime pojem li-

nearny priestor so skalarnym stcinom.

Definicia 1. Nech H je nepriazdna mnozina. Potom sa algebraickd struktira

(L, +, ) nazyva linearny priestor nad R, ak st na L definované:
1. operécia s¢itanie (), ktora priraduje kazdému z,y € L prvok (z+y) € L,

2. operacia nasobenie (-), ktora priraduje kazdému x € L a kazdému o € R

prvok (a-z) € L.
Pritom pre kazdé x,y,z € L a pre kazdé o, f € R plati:
s r+y=y+ux,
o r+(y+2)=(x+y) +z
e existuje 0 € L, ze pre kazdé x € L plati x + 0 = z,

e pre kazdé x € L existuje také (—z) € L, ze plati z + (—z) = 0,
12



ca-(z4+y) =a-r+a-y,
e (a-f)wx=a- (B ),
o .-z =u.

Majme linearny priestor H. Skaldrny stcin na tomto linedrnom priestore H
je symetricka, pozitivne definitna forma (-,-) : H x H — R, ktora vyhovuje

nasledujtucim vlastnostiam:
L. M4y, 2) = XNz, 2)+ (y,2) VAXER,Vx,y,z€ H,
2. (z,y) =(y,x) Vx,y€H,
3. (x,x) >0 VzeH,
4. (z,2) =0 < 2 =0.

Norma definovana pomocou skalarneho saéinu ||z|| = +/(z, =), je norma na tomto
priestore, nazyvame ju aj norma indukované skalarnym stucinom. Vdaka tomu
vieme zadefinovat ortogonalitu na priestore H. Dva vektory st v H ortogonalne,
ak plati (z,y) = 0. Skalarny sué¢in v tomto pripade indukuje normu a metriku,
obdobne ako v pripade euklidovského priestoru, ktory je najznamejsim prikla-
dom linedrneho priestoru so skaldrnym stuc¢inom. Nasledujtca definicia je ¢erpana

z [17].

Definicia 2. Normovanym linearnym priestorom rozumieme kazdy linearny
priestor X, ktory je vybaveny normou, ¢o je funkcional || - || : X — R, splaujtci

pre kazdé z,y € X a a € R podmienky:
e ||z|| > 0, pricom ||z|| = 0 prave ked = =0,
o [[A-z|l = [A]-[]z]],

o |lz+yll <|lzll +[lyl]

13



Linearny priestor so skaldrnym sic¢inom nazyvame tplnym, ak prislusny nor-
movany linearny priestor je tiplny. Uplny linedrny priestor so skalarnym stc¢inom

nazyvame Hilbertov priestor H. Nasledujica definicia je ¢erpana z [17].

Definicia 3. Nech H je Hilbertov priestor. O mnozine {z;,i € I} prvkov z H
hovorime, Ze je tplna, ak jediny prvok z € H, ktory je kolmy ku vsetkym prvkom

uvazovanej mnoziny, je nulovy prvok.

Mnozinu nenulovych prvkov {z;,7 € I} z Hilbertovho priestoru nazveme or-

togonalnu, ak pre prvky z tejto mnoziny plati:
\V/Z%]<Q3Z,SL’]>:O, Z,jE[

Ak naviac plati, ze norma pre kazdé i je rovnéa 1, potom tito mnozinu mozeme
nazvat ortonormalnu. Samozrejme kazdi ortogonalnu mnozinu vieme vel'mi jed-
noducho previest na ortonormélnu a to tak, ze kazdy prvok podelime prislusnou
normou.

Ortonormalnu bazu v Hilbertovom priestore rozumieme mnozinu

{e;,i € I} prvkov z H, ak:

1. vietky prvky bazy st navzajom kolmé a maju jednotkova dlzku, t.j. st or-

tonormalne,

2. linearny obal bazy je husty v H, to znamena Ze uzéaver linedrneho obalu

je rovny H.

Separabilnym Hilbertovym priestorom rozumieme Hilbertov priestor, na kto-
rom existuje najviac spoc¢itatelna mnozina prvkov e; taka, ze Tubovolny prvok z sa
da vyjadrit ako linedrna kombinacia x = ) ;c; cue;.

Vlastnosti:

e Na Hilbertovom priestore dokazeme zadefinovat pojem ortogonalna projek-

cia a najlepsia aproximacia.

e V kazdom Hilbertovom priestor H existuje ortonorméalna baza {u, }nen-

14



e Ak je H separabilny Hilbertov priestor, {u,},en je ortonormélna baza

a xr € H, potom

o

=Y (T, Up)Uy.

n=1

Nazyvame to aj bazové rozsirenie.

1.1.1. Priklady Hilbertovych priestorov

e Priestory R™: Priestory vSetkych n-tic, na ktorych je definovany skalarny

stucin dany vztahom

=1

tvori Hilbertov priestor konecnej dimenzie.

e Priestor [?: Priestory vietkych nekone¢nych postupnosti realnych &isiel

x = {x;},2,, ich sacet druhych mocnin absolttnych hodnot je konecny, t.j.

o0
3 mi* < oo,
=1

spolu so skaldarnym stc¢inom

=1

tvori Hilbertov priestor nekonec¢nej dimenzie.

e Priestor L?[a,b]: Uvazujeme priestor Lebesgueovsky meratelnych funkcif

z [a,b] — R, ktoré st integrovatelné s kvadratom na [a, b], t.j. integral

b
IRECIRE

existuje a je kone¢ny. Potom na tomto priestore funkcii je definovany ska-

larny sucin ako
b

(o902 = [ (gt

a

15



a tvori Hilbertov priestor nekonec¢nej dimenzie.

MoZeme povedat, Ze priestor L2[a,b] je priestor integrovatelnych funkeif,

na ktorom platia nasledujtce vlastnosti:

— Operacia (+,-):
- Sucet: (fi + f2)(t) = fi(t) + f2(t).
- Vynésobenie konstantou: (¢ - f)(t) = c- f(t).
— Skalarny saéin (f1, fo) = [;(fi(t) - fa(t))dt:
- Norma: [|f]|* = [7(f(t))*dt.
- Vadialenost: || fi — fo|* = [7(f1(t) — fo(1))%dt.

- Uhol medzi funkciami f; a fo: 9(f1, fo) = arccos H}JIN{;QH.

Tieto vlastnosti st velmi dolezité, pretoze napriklad dany skalarny sucin
nam umoziuje na Hilbertovych priestoroch uréit ortogonalitu (kolmost) jej

prvkov.
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1.2. Funkcionalne tdaje

Vyvoj telesnej vysky ¢loveka, ¢asovy priebeh tithrnu zréazok, vyvoj cien na trhu,
to je len niekol'ko udajov, ktoré berieme ako funkcionédlne udaje. Funkcionalne
udaje su teda entity, ktoré moézu byt popisané pomocou funkcie. Funkcionélna
analyza dat spracovava informécie o iidajoch, ktoré maju funkcionalny charakter.
Ciele funkcionalnej analyzy st rovnaké ako v kazdom odvetvi statistiky. Obsahuje

nasledujtce ciele:
e Reprezentovat udaje tak, aby nam pomohli v dalSej analyze.
e Zobrazit udaje tak, aby boli zvyraznené rozdelenie vlastnosti.
e Sledovat variabilitu v tdajoch.

e Porovnat dva alebo viac stiborov tdajov s ohladom na urc¢ité typy variécii,
kde dva stibory tidajov moézu obsahovat rozdielne siibory replikicii jednej

funkcie alebo rozdielne funkcie pre spolo¢ny sibor replikacii.

V nasledujtcej kapitole si uvedieme niekolko Statistik pre funkcionélne tdaje.
Néasledne si definujeme reprezentaciu pomocou B-splajnov, ktora je velmi vhodna

pre dalSie spracovanie udajov.

1.2.1. Stdhrnné Statistiky pre funkcionalne tdaje

Klasické suhrnné statistiky pre jednorozmerné tdaje vieme odvodit aj pre fun-
kcionalne. Jedny zo zakladnych Statistik s miery polohy, ktoré samozrejme exis-
tuju aj pre funkciondlne udaje. Miery polohy pre funkcionalne tdaje ndm po-
skytuju informéciu o tom, kde sa dané udaje v jednotlivych ¢asovych okamihoch
koncentruji. NajcastejSou pocitanou charakteristikou polohy je funkcionalny
aritmeticky priemer. Jeho hodnoty su silne ovplyviiované odlahlymi hodno-
tami, to znamené hodnotami, ktoré sa v ¢ase t lisia od ostatnych. Vyberovy fun-
kcionélny aritmeticky priemer pre nahodny vyber funkcii x1,...,xy rozumieme

funkciu premennej ¢ z nejakého intervalu [a,b] z L?*[a,b] a je dany nasledujicim

17



vztahom
1 N
0= §2u
Na urcenie miery rozptylenia hodnét okolo zistenej miery polohy nam slizia
charakteristiky ako rozptyl a smerodajné odchylka. Pri funkcionédlnom nahodnom
vybere z L*[a,b], vyberovy funkcionalny rozptyl definujeme ako funkciu s%(t)
s hodnotami
1 ZN: P2
N i=1
a vyberovi funkcionalnu smerodajnt odchylku ako odmocninu z vyberového rozp-

tylu

N
d®=J;Zuﬁ%w®P
i=1

Dalsou, velmi délezitou charakteristikou je kovarian¢na funkcia. Tato funkcia
umoziuje zistit zavislost medzi nameranymi hodnotami. Kovarian¢na funkcia za-
hriiuje zavislost jednotlivych hodnot naprie¢ roznym casovym okamihom, je teda
vhodné k urceniu kovariancie medzi nameranymi hodnotami. Vyberova kova-
rianéna funkcia medzi funkénymi hodnotami z;(t;) a z;(t2) v ¢ase t; a ty je dana

vztahom

v(ty,t2) Z{xz t) = @(t) Hai(tz) — z(t2)}-

Vo funkcionalnom pripade vieme vypocitat aj korela¢nt funkciu, ktora je lep-
Sie interpretovatelnejsia. Nadobtuda hodnoty len z intervalu [—1,1]. V pripade,
ak mame hodnotu 1 alebo —1, tak mame silni linedrnu zavislost medzi namera-
nymi hodnotami v ¢ase t; a to. Ak nadobuda hodnotu 0, Ziadna linedrna zéavislost
medzi nameranymi hodnotmai nie je. KedZe v ramci FDA je stibbor pozorovani zis-
kany meranim jednej veli¢iny v rovnakych jednotkéch, korelac¢na funkcia tu straca
na vyznamnosti. To nebude ale platit v pripade, kedy budeme chciet kvantifikovat
zavislost a silu linedrneho vztahu medzi dvomi réznymi (funkcionalnymi) velici-

nami, meranymi v roznych jednotkach. Korela¢na funkcia je dané nasledujicim
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vztahom
U(tl,tg) B ”U(tl,tg)
s2(t)) - s2(ty)  s(t1) - s(ta)’

’I"(tl7 tg) =

Ak mame dvojice pozorovanych funkcii (x;,y;), sposob, akym mézeme vyjad-
rit ich zavislost, je krizova kovarian¢né funkcia alebo krizova korela¢na funkcia.
Majme dvojrozmerny funkciondlny ndhodny vyber z L?[a,b] x L?[a,b]. Linearny
vztah napozorovanych dvojic funkeii (x1(t), y1(t)), ..., (xn(t), yn(t)), v Case

t1 a to, mozno urcit pomocou krizovej kovarianénej funkcie nasledovne

1 n
v(ty,ta) = N D [wi(ty) = Ta(t)][wi(t2) — 7i(t2)]-
=1
Podobne ich linedrny vztah vieme urcit aj pomocou krizovej korela¢nej fun-
kcie
v(t1,t2) vty o)

s2(t1) - 52(t)  Salta) - sy(t2)’

T(tl, tg) =

Interpretacia krizovej korelacnej funkcie je v podstate rovnaka, ako pri obycajnej

korela¢nej funkcii.
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Kapitola 2

Aproximacia funkecii

V tejto casti budeme pracovat s priestorom splajnov a ozrejmime si pojem
B-splajn, ktory v dalSej ¢asti budeme pouzivat na reprezentéiciu funkcionélnych
udajov. Splajn je Specidlna funkcia, ktord je po castiach polynémom. Za za-
kladatela teorie splajnov sa povazuje rumunsky matematik Isaac Jacob Schoen-
berg (¥21.4.1903 —121.2.1990), ktory pravdepodobne pouzil ako prvy slovo splajn
v spojeni s polynomialnou aproximéciou v roku 1946. V tejto praci sa budeme
zaoberat polynomickymi splajnami, konkrétne ich B-splajnovou reprezentéciou.
Polynomicky splajn je mozné skonstruovat viacerymi sposobmi. V nasom pripade
k zostrojeniu splajnu pouzijeme bazové funkcie, tzv. B-splajny.

Casto sa stretdvame s dost komplikovanym teoretickym explicitnym vyjad-
renim funkcie. Nakol'ko st zname jej hodnoty len v niektorych diskrétnych bo-
doch, je nasledne zlozité pouzivanie danej funkcie. Z tohto dévodu je vhodnejsie
najst jej jednoduchsiu verziu a touto verziou nahradit pévodny, komplikovanejsi
tvar funkcie. Je znamych niekolko metod aproximécie danej funkcie. Dolezité
st vlastnosti, ktoré vyzadujeme, aby funkcia splhala. Jedna z metod je inter-
polécia, kedy pozadujeme, aby vysvetlend funkcia priamo prechadzala danymi
diskrétnymi bodmi. Interpolacia polynémom je vhodné len v pripade mensieho
poctu vstupnych tdajov. V pripade rozsiahlejsieho siiboru tidajov moéze nastat
situacia, ze funkcia bude nevhodne oscilovat. V takomto pripade sa odporuca
vyuzit tzv. splajnovii interpoléciu, teda interpolaciu splajnom. Postup je taky,

ze lepime dokopy aspon dva polynémy, pricom od vysledného produktu vyzadu-
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jeme dosiahnutie urcitej hladkosti. Spominany postup predstavuje Giastkovy ciel
tejto prace s funkcionalnymi tidajmi.

S funkciondlnymi tidajmi sa stretavame ¢asto, ukazeme si, ako moézeme tento
typ udajov reprezentovat. Typické pozorovania funkcionalnych dat su diskrétne,
pricom je v nich zahrnuty Sum.

Funkcionalnymi tidajmi rozumieme pre dant funkciu n takych dvojic (f;i, ),

medzi ktorymi je nejaky funkcionalny vztah. Uvazujeme model:
flzl’(tl)—i-ﬁz, izl,...,n,

kde pripustame aj chyby v modeli, ktoré st vyjadrené pomocou hodnoty ¢; a fun-
kcia z(t;) vyjadruje jednotlivé zndme zaznamy. Predpokladame, ze funkcia x(t)
je hladké v zmysle existencie spojitych derivacii az do urc¢itého radu. Pozadujeme,
aby tato funkcia bola hladké, aby nemohli nastat viaceré skoky za sebou.

V zavislosti od predchadzajucich znalosti o chybe merania mézeme vykonavat
dva procesy ziskavania funkcii z nameranych hodnoét. Interpolacia je proces zis-
kavania funkcii z nameranych tdajov v pripade, Ze nase pozorovania neobsahuju
chybu. Aproximacia je proces ziskavania funkcii v pripade, Ze naSe pozorova-
nia obsahujt chybu, medzi tieto procesy patri aj vyhladzovanie. Vyhladzovanie
je proces, pri ktorom ziskame funkéni formu hladkejsiu ako skuto¢né pozorovania.
Tento sposob sa pouziva napriklad pri prevode diskrétnych tidajov na funkcie.

Ak sa zameriavame na interpolaciu alebo vyhladzovanie diskrétnych udajov,
tak postupujeme nasledovne. Najskor si zvolime priestor funkcii, ktorého dimenzia
je znama, nasledne si zvolime béazové funkcie (funkcie ktoré tvoria bazu daného
priestoru). Potom kazdu funkciu z tohoto priestoru modzeme vyjadrit ako linearnu
kombinaciu bazovych funkcii.

Systém bazovych funkcii je teda mnozina zndmych funkcii ¢y, ktoré st na sebe
matematicky nezavislé (napr. v zmysle priestoru L?[a, b]) a ktoré maju vlastnost,
ze mozeme Iubovolnu funkciu vyjadrit pomocou linearnej kombinécie dostato¢ne
velkého poctu K tychto bazovych funkcii. Pokial budeme chciet napriklad hla-

dat polyném stupna k, tak si mézeme vziat bazu priestoru vyjadreni pomocou
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bézovych funkcii v tvare monomialov,
Lt 2,63, ...tk

Dalsi, velmi znamy systém bazovych funkcii, je Fourierovy systém, ktorych baza
je periodicka. Pre nas najzaujimavejsSim systémom funkcii st bézové splajnové
systémy, B-splajny, ktoré vieme pouzit pre neperiodické aj periodické udaje.

B-splajny umoznuju zachytit aj zlozité priebehy v rozsiahlych datovych suboroch.

Funkciu z(t) vyjadrime ako linearnu kombinaciu bazovych funkeii,

K
x(t) =) crdr,
k=1
kde ¢y, st zname bazové funkcie a (cy, ..., cx)? je vektor neznamych koeficientov,

ktoré urcéuju jednozna¢ne nasu hladana fukciu z(¢). Pismenom K oznacujeme
dimenziu priestoru (rozmer), ktora je definovana ako poéet prvkov jeho Iubovolnej
bézy a znacime ju ako dim.

Podrobnejsie si teraz vysvetlime B-splajnova reprezentaciu a néasledne aj vy-
hladzovanie pomocou tychto splajnov. V tejto kapitole sme ¢erpali z [9], [8], [1]

a [14].

2.1. B-splajnova reprezentacia
Definacia ¢erpané z [8].
Definicia 4. Majme kone¢ny interval [a, b] a na nom siet g+ 2 bodov (tzv. uzlov)
ANia=X <A <...< Ay <Agp1 =0

Polynomickym splajnom stupna k s defektom d (k a d sa celé nezaporné ¢isla)

na sieti uzlov AX budeme rozumiet funkciu s (t) taku, ze:

1. sg(t) je na kazdom intervale [A;, Ai11],72 =0,..., g, polynémom stupia naj-

viac k.

22



2. sp(t) € C*Ya,b], t.j. funkcia s;(t) ma spojité derivicie az do radu k — 1

na [a,b].

Symbolom S£*[a, b] budeme oznacovat linedrny priestor polynomickych splajnov

stupia k > 0, definovanych na kone¢nom intervale [a, b] so sietou uzlov A\.

Uvazujme splajn si(t) z Definicie . Vieme ako vyzera siet uzlov, na ktorej
je definovany tento splajn a pozname jeho stupeii k. Dimenziu priestoru Soa, b]

ur¢ime pomocou vztahu
dimSita, 0] = (k+1)(g+1) —gk =g+ k+1,

kde (k41)(g+1) predstavuje pocet neznamych koeficientov polynému, t.j. mame
k+1 koeficientov na g+1 intervaloch, ktoré uréuja splajn si(t). Druh4 cast vyrazu
gk vyjadruje, ze v g vnutornych uzloch splajnu ma byt splnenych & podmienok

spojitosti, ¢im dojde k eliminacii niektorych neznédmych.

2.1.1. Definicia a zdkladné vlastnosti B-splajnov

V tejto praci budeme pouzivat B-splajnovi reprezentaciu, teda polynomicky
splajn budeme hladat pomocou tzv. B-splajnov, ktory umoziuje nasledujtci
sposob zostrojenia polynomického splajnu.

Definicia je prevzana z [1].

Definicia 5. Nech A\ je neklesajica postupnost uzlov splajnov. Ku kazdému
uzlu \;, ktory méa na sieti vpravo k € N susednych uzlov takych, ze A\; < A1k,

definujeme B-splajn (k + 1)-¢ho radu vztahom

Bf“(t) = Yire — yi)(t — 17)ﬁ-+1[yiayi+lv Uikl T ER.

Stupnom tohoto B-splajnu rozumieme ¢islo k.
Funkcia (¢ — z)% je tieZ znama ako kladna ¢ast mocniny. Ide o funkciu argu-

mentu ¢, v zavislosti na parametri x. Definujeme ju predpisom

k-1
(t— )i = (t—z)"lpre t>uz
0 pre t<cz
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Uvazujme siet uzlov A\ z Definicie [4] . Nasou tlohou je, pre néjdenie polyno-
mickych splajnov, zostrojit tol'ko linearne nezévislych B-splajnov, aké je dimenzia
prislusného priestoru. Bazu tvori g + k + 1 B-splajnov B;, ktoré ale na sieti uzlov
A\ nie sme schopni zostrojit tak, aby tvorili celi bazu daného priestoru funkcif
S&[a, b]. Z tohto dévodu musime rozsirit sief uzlov o tzv. pridané uzly. Tymto
sposobom dostaneme novu siet uzlov, ktora predstavuje neklesajucu postupnost.

Mozeme predpokladat Ze pridané uzly st na hranici, teda

Pridané uzly spliuji podmienku
A <A1 < < Ao Agrn S A < S Agheg

Takto vytvoreni siet uzlov nazyvame rozsirena siet uzlov a uzly

)‘—ka'~-7)\07 )‘g+17"'7)‘g+k+1

nazyvame rozsirujace uzly.
Teraz si uvedieme zakladné vlastnosti bazovych splajnov, ktoré si prevzaté

z 8]

1. Nosié: Nosicom B (t) je interval [\, \iyrr1] t.j. BFETH(t) = 0 pre
t & [N, Aigprn]-

2. Nezapornost: Pre B-splajn BF*!(t) plati

BFfY(#) >0

pre t € [\, Nitr+1). Rovnost nastéava vtedy, ked A\; = \jypi1.

3. Pret € [A\j,\jua], kde j =k —1,...,n+1—k, plati

SO BI(t) = 1.

B-splajny tvoria tzv. jednotkovy rozklad.
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4. B-splajn B¥(t) je na kazdom intervale [A;, Aiy1] prei =0,1,...,g— 1 po-
lynémom stupna najviac k. Pre jednoduché uzly A;, t.j. pre uzly, v ktorych

je defekt d = 1, plati
BiH(t) € CF Ay, Mg,

teda
Bt (t) € S

V tejto Gasti textu sme prevazne cerpali z [14]. Baza tohoto priestoru S
je tvorena postupnostou bazovych splajnov { BF(¢) }o__, a tento priestor je teda
rovny priestoru vietkych funkcif s (t), S2*[a, b]. Preto vieme kazdy splajn

si(t) € S a, b] pisat v tvare
sk(t) = > biBiIT(t),

kde b; st koeficienty splajnu s(t) vzhladom k baze {BF*'(t),i = —k,...,g}.
Kazdy splajn s(t) € Soa, b] je teda jednoznaéne uréeny vektorom B-splajnovych
koeficientov b = (b_y, ..., b,)".

V maticovom zapise moZeme pisat kazdy splajn sy (t) vztahom
sk(t) = Cpr1(t)b,

kde C11(t) je kolokacna matica a jej definicia je uvedena nasledovne.

Definicia ¢erpana z [9].

Definicia 6. Nech je dané t = (¢1,...,t,)" anech {BF™(t)}2__, je B-splajnova

baza z S&Ma, b]. Potom

BEN (ty) ... BEY(t)

Cra(t) = € Rk

kil ok
B (t,) - By (tn)
sa nazyva koloka¢na matica.
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Na rozsirenej sieti uzlov A\ je celkom problematické pracovat s presnym zne-
nim definicie bazovych splajnov [5(a to hlavne kvoli vypoctom pomernych diferen-
cii. Z tohoto dévodu sa pre pracu s nimi vyuzivaja rekurentné vztahy pre vypocet

hodnét bazovych splajnov. Nasledujica veta je prevzana z [§].

Veta 1. Pre bazové splajny platia nasledujice rekurentné vztahy

B?(t)z{l pre A\ <t< M\

0 inak
t— N\ by —t ,
BN (t) = — " BE(t) 4 LT BE (), i=—k,....9, k=12 ...
Ntk — A Aidk41 — Nig1
Uvazujme, ze mame [ € {1,..., k— 1}. Mozeme povedat, ze derivicia stupna

[ splajnu sy (t) € S&*a, b] je opiit splajn s,_(t) € S2[a,b] s rovnakymi uzlami.
Vyuzitim vlastnosti B-splajnov, mézeme derivaciu splajnu pisat v maticovom
zapise nasledovne

sV (t) = Cryr(t)b®,

kde b® € R9+*+1-1 je dany ako

b® = Dlle(l—l)
=D/L;---D;Lb
=Sb

kde b(® = b. Horn4 trojuholnikova matica S; = D/L; - - - D;L; € Rotkt1-lgtk+l

mé tplni riadkovi hodnost. Matica D; € RITFF173:97+17J je diagonalna matica

D, = (k+1—j)diag(d_+j,-..,dy)

di= " Yi=—k+j....g

L, — .. .. c Rg+k+1fj,g+k+27j



2.2. Vyhladzujici splajn

Majme udaje (t;, f;),a < t; < b, kde vahy jednotlivych pozorovani budeme
oznacovat ako w; > 0,7 =1,...,n,n > g+ 1 a mame dany parameter o > 0.
Naga tloha v tomto pripade znie, Ze pre [ € {1,...,k — 1} cheme najst splajn

sp(t) € S8 a, b], ktory by minimalizoval nasledujici vyraz

b n
() = [ 180 OPdw + a3 wilfs = su(t)]* (1)
@ i=1
Takyto splajn nazyvame vyhladzovaci splajn. Funkcional J;(s;) mozeme zapi-
sat v maticovej forme nasledovne

Ji(b) = b'Nyb + a[f — Ciyr (t)b]" W[f — Cjp1(t)b], (2)

kde t = (t1,...,tn)", £ =(f1,. .., fo)T, w=(wy,...,w,)" a W = diag(w).
Matica Ny = ST My,;S; je pozitivne semidefinitna matica, tj. pre kazdé z ne-

nulové plati z' Ny;z > 0, kde

k+1-1 +1-1 k+1-1 k+1-1
<Bfk+l 7Bflc+l > T <Bg 7Bfk+l >
Mkl — c Rg+k+1fl,g+k+1fl
k+1-1 k+1-1 k+1-1 k+1-1
(BIy By o (B B

b
<B£c+1fz’B;c+1fz> :/a Bf“’l(x)BfH’l(:c)da:

definujeme ako skalarny sucin B-splajnov v priestore L?([a, b]). Matica My, je po-
zitivne definitna, s ohladom k vlastnostiam BF'=!(¢) > 0,i= -k +1,...,g.
Celkovym nagim cielom je najst splajn si(t) € S&*, ktory bude minimalizovat
funkcional J;(sy). Kazdy splajn sy je jednoznac¢ne uréeny vektorom B-splajnovych
koeficientov b a mozeme teda funkcional prepisat do tvaru (2) a staci najst vektor
b, ktory bude jednozna¢ne urcovat rieSenie. Inymi slovami, rieSenie tejto tlohy

mozno rozumiet tak, ze hladame minimum funkcie J;(b). Nasou tlohou je najst
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minimum funkcie, teda chceme néjst bod podozrivy z extrému, ktory najdeme

tak, ze zderivujeme funkciu J;(b) podla b a polozime rovno 0,

~—

aJi(b
b7

=0, le{l,....k—1}.

Z posledného vztahu dostaneme systém linearnych rovnic, ktory budeme riesit

nasledovne:

[Ny + Cjyy (£) WC4 ()b = Cpyy (£) W

Kedze funkciu J;(b) vieme upravit na rydzo konvexnu kvadraticka funkciu (vid.
[1], str. 55) a jej hessian je vtedy pozitivne definitny, ¢o odpoveda vécsine situacii
v praxi, tak mame zaistenu existenciu jediného minima. RieSenim tejto stustavy

linedrnych rovnic je b* v tvare
b* = [ "Ny + C/,; (t)WCj1 (t)] ' CL,, (t)WHE.

Nakoniec vyhladzovaci splajn pre dané idaje je dany v tvare

g
si(t) = > b BIT(1),

i=—k

kde vektor b* = (b*,,...,b*)T.

’7g

28



Kapitola 3

Hustoty

Vo funkcionalnej analyze iidajov sa velmi ¢asto stretavame s pripadom, ked
pozorovanou funkciou je funkcia hustoty. Napriklad, ked uvazujeme realizécie ne-
jakej spojitej premennej, napriklad vysky dospelého ¢loveka (v cm). Tieto tdaje
mozno vykreslit pomocou histogramu, ktory mozeme aproximovat pomocou fun-
kcie hustoty rozdelenia pravdepodobnosti. V pripade funkcionalnej analyzy tato
hustota bude pre nas predstavovat jedno pozorovanie. Vo vSeobecnosti st fun-
kcie hustoty borelovsky meratelné funkcie, ktoré st nezaporné a obmedzené tak,
aby sa integrovali na jednotku. Pretoze sa jedna o nezaporné funkcie, ktorych
integral je rovny jednej (konecny), patria do priestoru L', ¢o je priestor vietkych
absolutne integrovatelnych funkcii na I € R. Symbolom I budeme oznacovat
interval [a,b]. Bohuzial, hustoty nam netvoria Struktiru linearneho priestoru,
pretoze napriklad pri stiéte dvoch hustét nemusime znovu dostat hustotu a tak
isto nasobenim hustoty nemusi znovu vyjst hustota. Hustoty teda moézeme vni-
mat ako Specidlny pripad funkcionalnych udajov, s obmedzujucou podmienkou
na hodnotu ich integralu.

Na hustoty sa samozrejme mdzeme pozerat aj konkrétne, na rozdiel od funkcii
v $tandartnom L? priestore hustoty majt dve vlastnosti, invariantnost na zmenu
mierky a relativnost mierky. Invariantnost na zmenu mierky znamena, Ze nie-
len reprezentacia hustot s jednotkovym integralom, ale aj akykolvek jej kladny
nasobok poskytuje rovnakt informéciu o relativnych prispevkoch mier borelov-

skych mnozin k miere celého nosica, typicky intervalu [a, b].
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Relativnost mierky si TahSie predstavime pomocou nasledujiceho prikladu.
Relativny narast hodnoty premennej (v tomto pripade miery borelovskej mno-
ziny) z 0,1 na 0,2 (2 nasobok) sa lii od narastu z 0,5 na 0,6, zatial ¢o absolutne
rozdiely st v oboch pripadoch rovnaké a to 0,1. Kvoli tymto vlastnostiam hustot
sa zd4, Ze Standardny priestor L? je nevhodny na ich zobrazenie. Napriklad stcet
dvoch hustdt podla geometrickej Struktury priestoru L? vedie k funkcii, ktora
uz nie je hustotou rozdelenia pravdepodobnosti. Tento problém je dobre zndmy
v kone¢nom dimenzionalnom priestore, kde stt zname osobitné techniky na spra-
covanie takzvanych kompozi¢nych tdajov. [6] Kompozi¢né udaje opisuju Casti
jedného celku. Zvycajne sa prezentuju ako vektory pomerov, percent, koncentra-
cii alebo frekvencii. KedZe proporcie st vyjadrené ako skuto¢né ¢isla, snazime
sa ich interpretovat alebo dokonca analyzovat ako skuto¢né viacrozmerné udaje.
Tieto techniky vychadzaja hlavne z geometrie zalozenej na Aitchisonovej geomet-
rii v simplexe, ktory spravne zahfiia povahu kompozi¢nych udajov. Na zvladnutie
tohoto druhu udajov, samozrejme v nekonecénej dimenzii (teda hustot), bola Ait-

chisonova geometria zovSeobecnend na takzvané Bayesové priestory.

3.1. Bayesov priestor

Motivacia zavedenia tedrie Bayesovho priestoru je zovSeobecnit Aitchisonova
geometriu pre konecéné kompozi¢né udaje na nekone¢ne rozmerné subory. V sku-
to¢nosti moze byt akakolvek hustota rozdelenia pravdepodobnosti f povaZovana
za kompozi¢ny vektor s nekonene mnoho castami. Ako sme si uz vyssie spo-
menuli, analyza stiborov pravdepodobnostnych funkcii hustét v obvyklom pries-
tore L? moze viest k zavadzajucim vysledkom. Namiesto toho mozu byt $peci-
fické vlastnosti hustot zachytené cez Bayesové priestory, ktoré sa pri vyrovnavani
s datovymi obmedzeniami spoliehaji na vhodnu struktaru Hilbertovho priestoru,
v naSom pripade na intervale I = [a, b].

Bayesov priestor B*(I) mé Struktiru separabilného Hilbertovho priestoru,
ktory umoziuje konstrukciu izometrického izomorfizmu medzi B*(I) a L*(I), kde

priestor L? je obmedzeny na I. Dve kladné funkcie f a g s rovnakym nosicom
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povazujeme za ekvivalentné, ak plati f = ¢ - ¢ pre kladni konstantu c. Pripo-
menme vlastnost invariantnosti na zmenu mierky funkcii hustoty. Z toho vyplyva,
ze hustoty v ramci triedy ekvivalencie poskytuji rovnaké relativne informaécie
alebo nest rovnaku relativnu informaciu o prispevku akejkolvek miery (¢i Spe-
cidlne pravdepodobnosti) z R na mieru celého nosi¢a. Pravdepodobnost daného
javu totiz nema vyznam sama o sebe, ale mala by sa porovnévat s pravdepodob-
nostou celého priestoru vzorky, krora je nastavena na 1, a mozeme ju rovnocenne
nastavit na ina pozitivnu konstantu c.

Bayesov priestor B2(I) pozostava z hustot f (ekvivalentnych tried hustot)
na nosic¢i I pre ktory je logaritmus Stvorcovo integrovatelny.

Tak isto aj v tomto preistore B?(I) dokdZzeme pracovat s operdciami s¢itanim
dvoch funkcii (hustoét) a vynasobenim hustoty konstantou. Majme dané dve in-
tegrovatelné funckie hustoty f,g € B?(I) a realne ¢islo ¢ € R. Operaciou f @ g

ozna¢ime perturbaciu a ¢ ® f mocninnu transforméciu. Definujeme ich pomocou

vztahov
L f@)e()
@9l = gy
fay
(CONW =Ty

Vysledné funkcie tychto operécii su tiez funkcie hustoty, aj ked normovanie na jed-
notkovy integral nie je z hladiska invariantnosti na zmenu meritka nutné. Ako
mozeme vidiet v [3], je dokazané, ze B?(I) spolu s operaciami (b, ®) je vektorovy
priestor. Neutralne prvky perturbécie a mocninnej transformacie s e(x) = %, kde
n=b—aal.

V tomto priestore je taktiez mozné vyjadrit rozdiel medzi dvomi hustotami

f,g € B*(I), ktory budeme znacit ako f © g a je dany vztahom:

(feg)t)=(fel(-1)og)),tel

Operaciu perturbacie & mozeme interpretovat aj ako bayesovsku aktualizaciu

informécii a operaciu © ako nejaké zruSenie informécie. Aby sme B?(I) mohli
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definovat ako Hilbertov priestor, musime este definovat skalarny sucin:
1 f(@), g(x) 2
fs =5 [ [mzSm TS avay, 1.9 B1),
9) 2n /et fly)  9(y) 0
kde n = b — a je dlzka intervalu I, ktory indukuje nasledujtcu normu:

Hﬂbzb%ﬂ#ﬁﬁg

Forma skalarneho stac¢inu napoveda, ze relativna informéacia v hustotéch je ob-

2

siahnuté v (logaritmickych) pomeroch medzi prvkami nosic¢a I. Ako sme si uz spo-
minali, funkcie hustoty moézeme povazovat za funkéné naprotivky ku kompozic-
nym tdajom, teda kladnym vektorom, ktoré nosia relativnu informéciu a su ria-
dené Aitchisonovou geometiou. Aby bolo umoznené ich Statistické spracovanie
pomocou Standardnych viacrozmernych metoéd v redlnom priestore, uprediost-
novanou stratégiou je ich vyjadrenie v tzv. clr koeficientoch (centrované lo-
garitimicke pomery) s ohladom na generovany systém, alebo v logaritmicko po-
merovych siradniciach s ohfadom na ortonormélnu bazu. Tieto stradnice, ktoré
tiez nazyvame izometrické logaritmicko pomerové sturadnice, tak isto ako clr ko-
eficienty, poskytuju izometriu medzi Aitchisonovou geometriou a redlnym eukli-
dovskym priestorom. Podobné stratégia sa pouziva tiez pre hustoty v Bayesovom
priestore. Izometricky izomorfizmus medzi B*(I) a L*(I) je reprezentovany po-

mocou clr transformacie, definovanej pre f € B?(I) ako

r(f)(a) = fulo) =In f(@) = = [0 F()dy )

Poznamenajme, Ze takato izometria umoznuje pocitat operacie a skalarny sucin
medzi prvkami v B?(I) z hladiska ich ndprotivkom v L?(I) medzi clr-transformaciami.

MobzZeme ich ratat nasledovne:
° cr(f @ g)(x) = fo(x) + g.(x),
o cr(co f)(z) =c- fo(z),
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b <f7 g>B - <fcvgc>2 = f[ fc(l')gc<l’)dl’

Z konstrukeie clr transformécie plynie nulovost integralu clr transformovanych

hustot,
/Iclr(f)(a:)d:r = /Ilnf(:v)dz—/li/llnf(y)dycw =0,

¢o je potrebné vziat do tvahy pri vypocte a analyze clr transformovanych hus-
tot. Pretoze clr priestor je jednozna¢ne podpriestorom L*(I), dalej ho moZeme

oznacovat ako L2(I). Inverzni clr transforméciu vieme ziskat pomocou vztahu

_ eXp(fc(ﬂf))
Jrexp(fe(y))dy’

clr[fe](x)

kde opéat, ako predtym, sa menovatel pouZiva len na dosiahnutie jednotkového
integralneho obmedzenia vyslednej hustoty. Takymto spdésobom nestratime rela-

tivnu informaciu, ktora je nesena pomocou funkcie hustoty.
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Kapitola 4

Metoda hlavnych komponentov

Jednym z problémov viacrozmernych tdajov je grafickd interpretacia. Rov-
nako moze nastat problém pri vyuziti niektorych viacrozmernych metéd, kedy
je ich interpretovatelnost limitované vysokou dimenzionalitou udajov. RieSenim
takejto situécie je metéda hlavnych komponentov (angl. principal compo-
nent analysis, PCA), ktord ndm umoziuje zhrnut podstatni informéciu z uda-
jov (rozptyl) do novych (skrytych, latentnych) premennych. Tieto premenné -
hlavné komponenty - budeme konstruovat tak, aby sme vycerpali ¢o najvicsiu
¢ast variability poévodnych tdajov. Variabilitu pritom budeme maximalizovat len
v triede linedrnych kombinécii pévodnych premennych.

Zékladnou tlohou PCA vo viacrozmernom pripade je popisat rozptyl mnoziny
korelovanych premennych x = (1, ..., z,)" pomocou novych nekorelovanych pre-
mennych y = (y1,...,y,)7, z ktorych kazda je linedrna kombinacia povodnych

premennych. Nové premenné budu mat klesajucu doélezitost v tom zmysle, Ze prva

premenné nam bude vyjadrovat najvacsiu cast variability:
. .. : e e st .
e Prva premenna vyjadruje najvacsiu cast variability (informaécii).

e Druha premennéa vyjadruje druht najvécsiu ¢ast variability za podmienky,

ze je nekorelovana s prvou premennou.

e Tretia premenné vyjadruje tretiu najvacsiu ¢ast variability za podmienky,

7e je nekorelovana s oboma predchadzajicimi premennymi.

34



o A tak dalej, az dosiahneme cielového po¢tu p novych premennych (hlavnych

komponentov).

Ku grafickej interpretécii vyuzivame casto len prvé dve hlavné komponenty.
Metoda hlavnych komponentov moze sluzit tiez ako pomocné metéda pri mnoz-
stve inych metod, ako je napriklad regresna analyza, kde méme jednu vysvet-
Tovani premennt, ale velké mnoZstvo vysvetlujucich premennych a malé mnoz-
stvo pozorovani. V tomto zmysle budeme met6du hlavnych komponentov vyuzi-
vat aj v tejto praci. Metoda hlavnych komponentov je odlisna pre viacrozmerné
a pre funkcionalne udaje. V tejto kapitole si na zaciatku ukédzeme PCA pre viac-
rozmerné udaje, nasledne PCA pre funkcionalne tidaje a nakoniec si zobrazime

Specalny pripad PCA pre hustoty.

4.1. PCA pre viacrozmerné udaje

V tejto podkapitole sme Cerpali z [4]. Predpokladom pre niektoré viacroz-
merné metoédy je viacrozmerné normalne rozdelenie. PCA za tejto podmienky
dosahuje optimélnych vysledkov, nie je to samozrejme nutnostou. Pre jednodu-
chost sa pri vyklade pridrzime teoretickej verzie PCA. Predpokladajme, Ze mame
nahodny vektor x = (z1,...,2,)7 z p-rozmerného normélneho rozdelenia s vek-
torom strednych hodndt g a s varianénou maticou X. Zaroven budeme predpo-
kladat, ze u = 0.

Prva premenna je linedrna kombinacia v, = &121 + 1222 + - - - + &1p2,. Volba
€ = (&1, ..,&,)7, ktoré by maximalizovalo rozptyl y1, by bola nekoneéno, preto
pridame obmedzujtcu podmienku (najéastejsie £€1&, = 1, t.j. stcet &tvorcov ko-
eficientov je jedna).

Rozptyl y; potom spocitame ako £ B¢, kde vektor &, hladame ako vlastny
vektor matice ¥ odpovedajici najvicsiemu vlastnému ¢islu tejto matice (vy-
chadza z vypo¢tu pomocou Lagrangeovych multiplikatorov). Vlastné &islo vypo-
¢itame z rovnice det(IX — X) = 0 a vlastny vektor &, je potom taky vektor,

pre ktory plati: &, = \&;.
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Druhé premennd y, = &a121 + 2022 + -+ + 2,7, sa vypocita analogicky
s dodato¢nou podmienkou £7¢, = 0 (nekorelovanost novych premennych).

Potom podobne pre kazda dalsiu premennt platia nasledujuce podmienky:
L 5?5] = ]-7
. £1€,=0,Vi<j.

Za uvedenej normujicej podmienky tiez plati, Ze rozptyl j-tej hlavnej kompo-
nenty je rovny j-temu najvicsSiemu vlastnému ¢islu A;. Stcet vSetkych A; potom

vyjadruje celkovu variabilitu v péovodnych tdajoch a pomer

vyjadruje prispevok j-tej komponenty k celkovej variabilite (st(3) znadi stopu

matice X). Nasledujuci vztah

P(m) — Zyl:l )\j
st(3X)

popisuje aku variabilitu vyjadruje prvych m premennych.

Pokial uvazujeme vyberova obdobu PCA, teda predpokladame na vstupe N
p-rozmernych vektorov x1, ..., Xy, uvazujeme este nasledujice pojmy. Stradnice
n objektov v priestore hlavnych komponentov nazyvame skére a pre i-ty objekt

ich ur¢ime ako
Yi1 = €i1FXz‘, s Yip = €ZX1‘~
Tieto skore vieme zapisat do matice W,,,;. Vlastné vektory £, ..., §, prislusné va-
rian¢nej matici ¥ nazyvame zataze, ktoré uréuju smery hlavnych komponentov,
¢o znamena, ze nam urcuju smery najvacsej variability v idajoch.
Pre vyberovi obdobu PCA este potrebujeme urcit odhad varian¢nej matice

3. Odhad matice ¥ ur¢ime ako vyberovi varianénd maticu V danu vztahom



Cim viac budu povodné premenné korelované, tym viac sa budu lisit hodnoty
rozptylu vyjadreného jednotlivymi komponentami. Teda pri silnej korelacii bude
treba menej premennych k vyjadreniu velkej ¢asti variability. Vac¢sinou sa vy-
zaduje okolo 80% variability v udajoch, toto ¢islo v8ak vyrazne zavisi na pocte

premennych, s ktorymi pracujeme.

4.2. PCA pre funkcionalne tdaje

V tejto podkapitole sme pouzivali literattaru [7] a [12]. Vo funkcionalnom kon-
texte dosiahneme rovnaky ciel pomocou analyzy funkcionalnych hlavnych kom-
ponentov, ktori budeme oznacovat ako FPCA.

Uvazujme nédhodnii vzorku funkcionalnych udajov X, ..., Xy v L*(I). Opét
oznaéme (z,y)s = [; x(t)y(t)dt skalarny stéin medzi dvoma prvkami z,y v L*(])
allz|la = (J; |(t)[2dt)2 normu prvku  z priestoru L2(I). V praci predpokladame
centrované vzorky (t.j. také, od ktorych sme odéitali hodnotu funkcionalneho
aritmetického priemeru) z dévodu l'ahsieho zéapisu.

Ako sme si uvideli pri PCA viacrozmernych tdajov, rovnako v pripade FPCA
nas na zaciatku zaujima zdroj najvacsej variability v idajoch. Hladame prvok &
v priestore L?(I) - tiez nazyvany ako prva funkcionélna hlavna komponenta (zn.

FPC). Tuto komponentu dostaneme maximalizaciou vyrazu
1 & )
i=1

cez vietky mozné £ € L*(I), za podmienky, ze ||¢]]2 = 1.

Zostavajice komponenty FPC {¢;};>2 by mali vysvetlit ¢o najviac zo zosta-
vajucej variability a chceme, aby komponenty boli na seba kolmé. To znamené,
ze budeme riesit tlohu (4) s pridanou podmienkou ortogonality (&;, &) = 0,7 < j.
Hodnoty FPC odpovedaja vlastnym funkciam kovarian¢ného operatora

V i L*(I) — L*(I), definovaného pre £ € L*(I) ako

1 N
‘/ﬁ = N Z(th)Zsz
=1
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alebo ekvivalente vieme zapisat aj nasledovne

Ve= [l tE@,

kde v : I x I — R je vyberova kovarian¢na funkcia

1 N
v(s,t) = Nle(s)xl(t), s,tel.
i=1

Nasledne mozno j-ta FPC §; a k nej prislusné skore
\I]ij:<Xi7§j>23 ’L:]_,,N
ziskat rieSenim nasledujicej rovnice

V& = pi&s (5)

kde p; oznacujeme j-te vlastné cislo, pre ktoré plati p; > p, > ---. Tak ako

aj v PCA viacrozmernych tdajov, vieme aj vo funkciondlnom pripade vyjadrit

Pj

P

podiel celkovej variability vysvetlenym pomocou FPC ¢;, a to vztahom

Na rieSenie rovnice (5) mézeme pouzit nickolko vypoétovych metod.

Jednym zo spdsobou ako redukovat rovnicu (5) na diskrétnu alebo maticovi
formu je vyjadrit kazdua funkciu X;,7 = 1,..., N ako linedrnu kombinaciu zné-
mych bazovych funkcii ¢5. Pocet pouzitych K bazovych funkcii zavisi od mnohych
hl'adisk: kol'ko diskrétnych vzorovych bodov n bolo v povodnych tdajoch, ¢i bola
urcitd uroven vyhladenia ulozena pomocou K < n, ako efektivne alebo vykonné
st bazové funkcie pri reprodukeii spravania péovodnych funkcii atd..

Predpokladajme, ze kazdu funkciu X; vieme zapisat pomocou bazovych fun-

keii ako
K
Xi(t) =) candu(t). (6)
k=1

Tuto rovnicu (6) vieme zapisat aj kompaktnejsie, definovanim vektorovej funkcie
X = (X1,...,Xn)" a vektorovej funkcie ¢ = (¢, ...,dx)". Potom mozeme
vyjadrit simultanne rozsirenie vSetkych N kriviek ako
X =Co,
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kde C = (¢;) € RME znadime ako maticu koeficientov. Pomocou maticového

zapisu mozeme zapisat vyberovi varianénu funkciu

v(s,t) = ;fgb(s)TCTCq’)(t), s,itel,

kde ¢(s)” znaci transpoziciu vektora funkcif ¢(s).

Definujme si symetricktt maticu W hodnosti K so zlozkami
Wy ky = /I¢k1¢k2 dt,

alebo maticovo W = [; o@! dt. Teraz predpokladajme, Ze vlastné funkcie € z rov-

nice (5) vieme vyjadrit ako

K
£(s) =D brox(s)
k=1
alebo maticovym zapisom ako

§(s) = ¢(s)"b.

Toto vyuzijeme v nasledujicom zépise
/1 v(s, E)dt = /I N=1¢(s)TCTCh(t)p(t) bdt = d(s)" N~ CTCWh,
Potom rovnicu (5) mézeme vyjadrit ako
o(s)" N"'CT'CWb = p¢(s)"b

a upravenim dostaneme

N-ICTCWb = pb.

Nesmieme zabudntt, ze plati ||£|| = 1, ¢o znamen4, Ze bTWb = 1 a podobne,
dve funkcie & a & st ortogonalne vtedy a len vtedy, ak prislusné vektory koefi-
cientov spliaji bTWhb, = 0. Na ziskanie poZadovanych hlavnych komponentov

. . 1 , L .
si zadefinujeme u = Wzb, ktoré dostaneme vyrieSenim rovnice

1 1 1
NWECTCWM = pu
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a z toho potom dopocitame b = WZu pre kazdy vlastny vektor.

Na rozdiel od viacrozmernej PCA, kde vécsinou plati p < n, t.j. pocet pre-
mennych je mensi ako pocet pozorovani, v FPCA je pocet funkénych hodndt
u kazdeho pozorovania rovny nekone¢nu. Na zaver eSte poznamenajme, Ze viac-
rozmerna PCA ¢asto vychadza z korelacnej matice z dovodu odstranenia vplyvu
rozdielnej mierky, pretoze v idajoch sa nam casto stéva, ze jednotlivé vlastnosti
st v roznych jednotkach. Namiesto toho vo funkcionélnej PCA mame sibor po-
zorovani meranim jednej veli¢iny v rovnakej jednotke, preto vzdy vychéddzame

z kovarianc¢nej funkcie.

4.3. SFPCA

Ako bolo v predchédzajicich kapitolach naznacené, ak uvazujeme ako fun-
kcie hustoty, tak sa ndm niektoré vlastnosti zmenia. Tak isto to bude v pripade
metody hlavnych komponentov. Ako funkcionalne kompozicie, hustoty rozdele-
nia pravdepodobnosti sa vyznac¢uji Specidlnymi vlastnostami, ako invariantnost
na zmenu mierky a vlastnosti relativnosti mierky, ktoré sme popisali v kapitole
3. Cielom tejto sekcie bude odvodit $pecialnu verziu FPCA pre funkcie hustoty,
budeme ju oznacovat ako SFPCA (z anglickeho Simplicial functional principal
component analysis). Budeme sa drzat rovnakej schémy ako pri FPCA, ale zaro-
vel si musime uvedomit, Ze sa budeme nachédzat v Bayesovom priestore B%([)
a budeme pouzivat Specialnu geometriu v tomto priestore.

Uvazujme X1, ..., Xy vzorku z priestoru B?(I) a ozna¢me si ako X1,..., Xy
prislusné centrované vzorky, pre ¢ = 1,..., N, tak, ze plati X; = X, © X,
kde X znaci vyberovy priemer X = % oY, X;. Uvazujme problém, Ze hla-
dame $pecidlne funkcionalne hlavné komponenty (zn. SFPC) v B%(I), tzn. prvky
{&}j>1,& € B*(I). Tieto prvky (komponenty) ziskame maximalizaciou vyrazu

N
X

=1

Xi,6)% (7)

cez vietky mozné ¢ € B?(I) za podmienky, ze ||¢]|p = 1 a (§;,&)p = 0,k < 7,
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kde podmienka ortogonality (£,&.)p = 0, pre k < j plati iba pre j > 2.

B?(I) je separabilny Hilbertov priestor (vid. kap. 1.1.), uloha (7) je teda
spravne sformulovana. Potom teda riesenie tlohy (7) existuje a je jedineéné. Ako
sme si spominali vyssie, budeme sa chciet drzat schémy z FPCA, teda j-ta SFPC
je rieSenim rovnice

VEi =N O,
kde ()A;,&;) odpoveda j-temu vlastnému péaru vyberového kovarianéného opera-

tora V : B%(I) — B*(I), definovaného pre £ € B?(I) ako

N
EB Xi, &) s

Aby sme mohli pouzivat vztah (7) v praxi, aplikujeme izometricky izomorfizmus
medzi B%(I) a L*(I), definovany prostrednictvom clr-transformacie (3), ktora

nam umoziuje prepisat tlohu (7) ako maximalizaciu tlohy

1 & )
— (cr(X;),cr(&))s
v &

s podmienkami ||clr(€)|]2 = 1 a (clr(§),clr(&x))2 = 0,k < j cez vSetky mozné
¢ € B*(I).
Pre j > 1 maximaliza¢nu tulohu (4) mo6zeme ekvivalentne prepisat ako hlada-
nie v € L3(I) ktory maximalizuje
1 i cr(X;), v)3 (8)
NiH
s podmienkami ||v||s = 1,(v, )2 = 0,k < j a [;v = 0, kde ortogonalne obme-
dzenie ma vyznam len pre j > 2 a obmedzenie na nulovy integral zodpoveda
vlastnostiam clr-transformovanych hustot.
Teraz si ukdzeme, ze maximalizaciu vyrazu (8) vieme vyriesit pomocou vlast-
nych funkcii {&;};51 vyberového kovarianéného operatora Vi, : L(1) — LE(I)
transformovanych vzoriek clr(Xy),...,cr(Xy), pre vietky £ € LZ(I) ako

Vark = 1 S {elr(X0), E)aclr(X,).

=1
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Prvé ¢o si musime uvedomit je, Ze vlastné funkcie {;};>1 budi rieSenim tulohy
(8), ak by sme ich mali bez podmienky na nulovy integral [; v = 0, pretoze v ta-
komto pripade by (8) bolo ekvivalentné s (4) (s podmienkou ortogonality pre
j > 2). Teda aby sme dokazali, ze v = §; maximalizuje tlohu (8), staci do-
kazat, Zze &; splha tiez obmedzenie [;&; = 0,¥j > 1. Na zakondenie tejto mys-
lienky si uvedomme, Ze vlastnost nulového integralu clr-transformovanych vzoriek

clr(Xy), ..., cr(Xy) implikuje, ze Vg, pripusta nulové vlastné ¢islo s prislusnou

1 .
b—a °

vlastnou funkciou &, :=

Viirko = leé \/bl__a [ /I clr(Xi)} clr(X,) = 0.

Pretoze vlastné funkcie {{;} prislusiace nenulovym vlastnym ¢islam {p;} s or-
togondlne s vlastnou funkciou &, ¢; musia spliat podmienku nulovosti integralu
[i&=0a(& &) =7= /=0

Kazdu vlastnd funkciu §; mozeme zapisat jedine¢nou linearnou kombinaciou
funkcii clr(X3), ..., cr(X,). Z toho dovodu podmienka nulovosti integrélu je spl-
nend, pretoze plati podla konstrukcie pre kazdu funkciu clr(X;),i = 1,..., N.
Teda tloha (7) moze byt preformulovana z hladiska clr-transformacii na tlohu
(8) a SFPC mozeme dostat transforméciou vlastnych funkeii {§;};>1 prislusnych

nenulovym vlastnym ¢éislam {p;};>1 z Vi, cez inverzn clr transforméciu,

& =cr (&) =pexp(§;), j>1.

Na vyratanie vlastnych funkcii §; vyuZzijeme zndmu metodu, ktora je zalozena
na B-splajnovom bazovom rozsireni (sekcia 2.2.1). Pomocou [9], méZeme uvazo-
vat pre clr(Xy),...,clr(Xy) a &, 7 > 1, B-splajnovi bazu spiujicu podmienku

nulového integralu, méZzeme ich teda zapisat nasledovne:

clr(X Z Cirdr(.)

) = 2_: birdr(.).
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Hl'adanie vlastnych funkeii §; prechadza rovnakym spésobom ako u FPCA na tlohu
hladania vlastnych vektorov b; = (bj;) rieSenim ststavy

1

NCTCMbj = pibj,

s rovnakymi argumentami ortogonality, ako boli predtym uvedené, sa podmienka
nulovosti integralu zachova v PCA algoritme a preto nie je nutné ju zavadzat.

Na vypocitanie SFPCA by sme mohli pouzit aj alternativne vypoctové pri-
stupy s ktorymi sa avSak v tejto praci nebudeme zaberat, ale mézeme ich néajst
v [2] a [11].

Pri vSetkych PCA, ¢i viacrozmernej, funkcionalnej alebo SFPCA, je dolezitym
nastrojom na interpretaciu graf skore pre dvojicu hlavnych komponentov, ktory
umozni urobit si predstavu o tdajovej Struktire (skupiny pozorovani v tdajoch,
odlahlé hodnoty).

Na urcenie vhodného poctu komponentov sa vyuziva tzv. scree diagram,
ktory zobrazuje podiely vysvetlenej variability jednotlivymi komponentami. Vy-
kreslime krivku, ktora prejde vSetkymi bodmi a najdeme najvacsi (najostrejsi)

zlom, ktory nam znaci poslednii uvazovanu komponentu.
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Kapitola 5

Regresna analyza

Regresna analyza je vhodné Statistickd metdda pre modelovanie linearneho
vztahu medzi zavislou premennou (vysvetlovana) a jednou alebo viacerymi ne-
zavislymi premennymi (prediktory). Pokial vysvetlovan& premenna alebo pre-
diktory maju funkcionélny charakter, musime uvazovat funkcionalnu regresnu
analyzu. Mnoho autorov sa zaoberé teoretickymi i praktickymi aspektami, spo-
jenymi s funkcionalnymi linedrnymi modelmi (|5, 12} [I5]). Téato praca sa bude
predovsetkym zameriavat na funkcionalnu regresiu, oblast FDA ktora si zasluzila
najvicsiu pozornost vo vyvoji metodologie.

V tejto kapitole bolo najviac ¢erpané z [12], [13], [16] a [I8].

5.1. Funkcionalny lineArny regresny model pre ska-
larnu vysvetlovant premennu s prediktorom

z priestoru L?

V tejto casti si predstavime regresiu v pripade skalarnej premennej y s neza-
vislou funkcionalnou premennou f(t¢) a absolatnym ¢lenom.

Uvazujme sadu N péarov (y1, f1), ..., (yn, fv), kdeyi, ..., yy je ndhodna vzorka
redlnej premennej y a fi,..., fy je funkcionalna vzorka funkcionalnej premenne;j
f v priestore L*(I).

Funkcionalny lineidrny model pre i-té pozorovanie y; s prediktorom f;
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vyjadrime vztahom

Y, = ﬁo+/]ﬁ1(t)fl(t)dt+€l = 50+<51(t), fi(t)>2‘|“6i, 7= 1, . 7]\/v, t e ], (9)
alebo v maticovom zapise, kde f(t) = (f1(t), ..., fn(t))T ako

Ynx1 = Inx1fBo + /If(t)le - Bi(t)dt + enxa, (10)

kde By € R a 81(t) € B*(I) st nezname regresné parametre a ¢ je vektor ndhod-
nych chyb modelu, s nulovou strednou hodnotou a kone¢nym rozptylom, takych
ze su nezavislé od prediktora.

Odhad regresnych parametrov 5, a (5, mozeme néjst minimalizaciou siuctu

stvorcovych chyb (angl. sum of squared errors)

N

SSE(Bo, B1) = Zl(yz — Bo— (fi, B1)2)*. (11)
Rovnicu (11) moézeme riesit dvomi réznymi metodami.
Prva je zalozena na bazovom rozsireni funkcionélnych premennych fi(¢), ..., fy(t)
a regresného parametru [(t). Druha je zaloZend na funkcionalnych hlavnych
komponentoch odvodenych z funkcionalnych pozorovani fi(t),..., fn(t).
Ukazeme si najskor prva metoédu. Predpokladajme, ze f; a 57 vieme vyjadrit

pomocou bazového rozsirenia,

Ky
fi(t) = Zcikqbk(t),i =1,....N
k=1

Bu(t) = Z b (t). (12)

kde {cip} a {by} st bazové koeficienty, a ¢(t) = {¢1(t),..., ok, (1)} a p(t) =
{i(t), ..., ¥k, (t)}* st zndme bazové systémy, pre ktoré plati K; > Kz. Rovnicu
(12) vieme vyjadrit aj v maticovom tvare ako f(t) = Ce(t) a Bi(t) = ¥(t)"b,
kde C € RV% s a b € R%#! je matica a vektor bazovych koeficientov a ¢,
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st vektory bazovych funkcii. Pokial model (10) nahradime maticovym zapisom

(12), zredukujeme model na viacrozmerny
YNx1 = XNX(Kg—i-l)B + €nxi, (13)
kde b = (Bo, b1, ..., bx,)T, X = [Lyx1; CMy ) a

(p1,01)2 ... {d1,VK;,)2

M¢>ﬂ/’ = € RKf’KB (14)

(G )e o (Ox, )

je matica skalarnych sucinov vSetkych parov bazovych funkcii {¢x} a {¢r}. Ta-
kyto systém je typicky tvoreny B-splajnovymi funkciami. V désledku toho je od-

had b uvedeny ako rieSenie nasledujicej rovnice
X"Xb = X"y,

a to ako
b= (X"X)"'X"y.

Potom odhad hodnét y je dany ako

Pretoze je k dispozicii len koneény pocet pozorovani na urcenie nekonecne roz-
merného parametra [, existuje nekoneény pocet rieseni, ktoré interpretuja rov-
nako riesenie minimaliza¢nej lohy (11). Na vyrieSenie tohoto problému je mozné
prijat stratégiu ponechania dimenzionality Kz z ; vzhladom na N. Toto roz-
hodne moéze redukovat rozptyl v odhadoch a pomaha zlepsit predikcie budtcich
pozorovani. Napriek tomu sa moze stat, ze pri malo rozmernom predpoklade
o parametrickom priestore by mohlo déjst k strate niektorych doélezitych zna-
kov ;. Ak by sme uvazovali bohatsi bazovy systém, pravdepodobne by to malo
za nasledok overfitting a nezmyselné odhady s va¢sim rozptylom, ¢o by spolu
viedlo k zlym predikciam. Z tohoto dévodu je mozné pouzit metodu, ktora pri
odhadovani modelu kombinuje bazu s va¢sim rozmerom s penalizédciou hrubosti,

zavedenou na parametri pri odhadovani modelu [12].
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Na odhadnutie modelu (9) pouzijeme druht metodu, ktora predstavuje alter-
nativu k pristupu s penalizaciou pouzitou na regresnych parametroch. Odhad-
neme model pomocou techniky funkcionalnych hlavnych komponentov. Tato me-
toda zahfia projektovanie centrovanych funkcionélnych pozorovani f;(t), . . ., f, (1),
ktoré ziskame ako f;(t) = fi(t)— f(t),i=1,...,N, kde f(t) = LN L), el
do menej rozmerného podpriestoru spojeného s prvymi K funkcionalnymi hlav-
nymi komponentami (FPC), zn. & (t),..., &k (t),t € 1.

Ked?ze FPC tvoria ortonormalnu bazu v L?(I), je jednoduché pouzivat tento
systém, ktory je rovnaky pre f;(t),i =1..., N a (;(t) ako moézeme zvolit v (12).

Potom mézeme pisat

K
ﬁ(t) = Zcikgk(t),i = 1...,N
k=1

Bi(t) = Z b (t), (18)

kde ¢ = (fi, &) a by, = (B, &2 st funkcionalne skore (projekcie f;(t) a By(t)
v smere & (t)).

Uvedomme si, ze poc¢itanie FPC na centrovanych tdajoch nebude mat vplyv
na parameter 3, (t), ale zmeni to intercept Sy (znaceny ako o).

Nasledujtuci model

Yi = Bo—i‘/] Bu(t)[fi(t)— f(t)]dt+e; = 504‘/1 Bi(t)-fi(t)dt+e;, i=1,...,N, (19)

Bo = Bo —/Iﬁl(t)-f(t)dt,t el,

reprezentuje rovnaky model ako (9), ked veli¢ina [; 8;(t) - f(t)dt je zahrnuta
v intercepte. Ak vyuZijeme béazové rozsirenie (18), mozeme model (19) prepisat
nasledovne

Ynx1 = XN><(K+1)B + ENx1; (20)
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kde b = (By, b1, ..., bx)T, X = [1nx1;C] a M, = I nasledkom vzajomnej orto-

normality §;,7 = 1,..., K. Odhad b je dany ako rieenie nasledujicej rovnice,
X"Xb = X"y,

a odhadované hodnoty y dosiahneme ako

Cislo K, pocet funkcionélnych hlavnych komponentov, ktoré z praktického hla-
diska urcuje hladkost (i, musime fixovat. Toto moéZzeme dokézat zahrnutim iba
niektorych prvych komponentov, ktoré reprezentuji vacsinu variability v fi, ..., fu,
alebo krizovou validaciou. Moézeme vybrat ¢islo K tak, Ze minimalizujeme krité-

rium krizovej validacie, definované ako
CV(K> - NZ(yZ _gi(_i’K))27 K = 17--‘7Kma:c7 (2]->

kde QZ(_i’K) oznacuje predikcie i-tej hodnoty premennej y pouzitim K FPC okrem
i-tého pozorovania (f;(t), ;) v odhade modelu (19).

Na najdenie vlastnych funkcii §; a prislusnych vlastnych ¢isiel \; kovarianc-
ného operéatora Vy v rovnici Vg = % SN fir9)2fi, ktora transformuje akykol-
vek prvok g € L?(I) na iny prvok v L%*(I), mdzeme pouZit metody zaloZené

na B-splajnovom bazovom rozsireni funkcionalnych pozorovani f(¢),i =1,..., N

a vlastnych funkcii §;(t),j =1..., K (vid. sekcia 2.2.1.).

5.2. Funkcionalny linearny regresny model pre ska-
larne vysvetlovanné premenné s prediktorom

s B? priestoru

V tejto Casti si rozoberieme problém funkcionalnej regresie s vysvetlujicou
premennou f(t), tvorent hustotou rozdelenia pravdepodobnosti. V tomto pripade

budeme pracovat s metodolégiou Bayesovych priestorov.

48



Uvazujme f1,. .., fx ako vzorku z funkcionélnej premennej f v B*(I) ayi, ..., yn
je vzorka realnej premennej y tak, ze dostaneme dvojice (y;, fi),i = 1,..., N. Fun-
kcionalny linedrny model pre i-té pozorovanie y; v zavislosti prediktoru f; mozeme

vyjadrit ako
= 6o+ (Bi(t), fi(t)p+e, t=1,....,N, tel, (22)

kde By € R a ((t) € B%*(I) st nezname regresné parametre a € je ndhodny
vektor s identicky rovnako rozdelenymi ndhodnymi chybami s nulovou strednou
hodnotou a koneénym rozptylom. Ak aplikujeme clr transforméciu (3), model

(22) prei=1,...,N at € I mdzeme ekvivalentne prepisat ako

= Lo + {clr(B1)(t), clr(f:)(t))2 + € = Po —1—/Icl'r’(51)(t) cclr(fi)(t)dt + €;, (23)

alebo v maticovom zapise

Ve = Inwifo + /I clr () () wxr - clr(B)()dt + ens, (24)

a odhady regresnych parametrov ziskame minimalizaciou kritéria SSE,

N N

SSE(Bo, B1) = > _(yi—Bo—(Bu(t), fi())5)* = D_(yi—Bo—{clr(Br)(t), clr(f:) (1))2)*.

i=1 i=1

SnaZime sa o minimalizaciu SSE v zmysle L? a ako sme mohli vidiet v predchadza-
jucej Casti, snazime sa minimalizovat tlohu vypoc¢tovymi metdédami, zaloZzenymi
na béazovom rozsireni oboch pozorovanych funkcii clr(f;),i = 1,..., N a regres-
ného parametru clr(f;). Uvedomme si, Ze v pripade bazového rozsirenia clr(f;)
a clr(py) v zmysle znamych bazovych systémov potrebujeme splnit aj obmedzenie

na nulovost integralu. To je

/clr(fZ /Zcmqﬁk t)ydt =0,i=1,...,N,

/ clr(B)(t / Z brtn() (25)
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s bazovymi koeficientami {c;.} a {bx}, a so znamimi bazovymi systémami
{61(t), ..., 0k, (t)} a {¢1(t),...,¥k,(t)}. Pritom je samozrejme potrebné byt
opatrny s podmienkami (25) pri odhadovani modelu (22), pretoZe toto obmedze-
nie moZe spdsobit singularitu modelu (22). Podmienka na nulovost integralu vy-
sledného splajnu sa totiz premietne do podmienky na odpovedajice B-splajnové
koeficienty [16].

Preto je potrebné predefinovat B-splajnovi bazu tak, aby bola formulované
priamo v priestore L3(I). Konkrétne, implementéciou vyhladzujicich splajnov
v takejto situécii sa venuje ¢lanok [I0] a v regresnom kontexte potom hlavne
¢lanok [I8]. Realizacia prislusného algoritmu, ktora sa principialne opiera o po-
znatky z kapitol 2.2, 4.2 a 5.1, je v komentovanej forme obsiahnuta v Prilohe
a na prilozenom CD nosi¢i.

Vysledny odhad funkcionélneho parametru 3 v priestore L3(I) ma nasledu-

juct tvar
K ~
cr(B)(t) = 3_ b€ (1),
j=1

a moze byt zapisany v B2(I) priestore pouZitim exponencialu, t.j.
K ~
Bit) = Db © G(b),
j=1

kde ¢; = exp(&;),7 = 1,..., N. Pre vicsinu tried linearnych regresnych modelov,
celkovu variabilitu y;, ktori mézeme vyjadrit ako celkovi sumu Stvorcov

TSS =N (y; — 9)% mozeme rozdelit na dve Casti. Na vysvetleny sicet stvorcov
ESS = SN (9:—1)? a rezidudlny sicet stvorcov RSS = SN | (y;—1:)%. V takomto
pripade vieme identifikovat percento vysvetlenej variability v idajoch, vysvetlenej
pomocou vysvetlovanych premennych v modeli a to prostrednictvom koeficientu
determinacie R?. Tento koeficient moéZzeme vypocitat pomocou nasledujiceho

vzorca,
ESS RSS

2
=22 - 22
" =755 TSS

(56)

Z praktického hladiska predstavuje koeficient determinécie silny néstroj, ktory
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sa pouziva na hodnotenie vhodnosti modelu na analyzované tdaje. Pozname-
najme vsak, ze z uvedenych pristupov plati koncept rozdelenia celkovej variability

len pre pristup vyuzivajici penalizicie zalozenej na SFPCA.
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Kapitola 6

Prakticka cast

V praktickej ¢asti diplomovej préce si uvedieme pripadovu stadiu, v ktorej vy-
uzijeme vsetky doposial popisané metody. Budeme analyzovat zavislost vekovej
struktury jednotlivych krajin sveta a vyskyt rakoviny. Vyuzivame realne funkeci-
onalne tdaje, kde funkcie st hustoty. Udaje pozostavaju z populaénej pyramidy
223 krajin z roku 2000.

Popula¢na pyramida je bezny sposob, ako reprezentovat spolo¢né rozdele-
nie pohlavia a veku Tudi Zzijucich v danej administrativnej jednotke (napriklad
v meste, regione alebo krajine). Sklada sa z paru funkcii hustot predstavujucich
vekové rozdelenie muzov a zien vynasobenych pomerom muzov a Zien. Potom
je sucet integralu oboch casti popula¢nej pyramidy rovny 1.

Pre kazdu krajinu mame v databéaze tabul'ku relativnej frekvencie cez pohlavie
a vek, diskretizovant v 17 intervaloch po piatich rokoch (posledny interval zod-
poveda Tudom starsim ako 80 rokov). Udaje boli extrahované z Medzinarodnej
databéazy (IDB), ktora vytvorilo Medzinarodné programové centrum, US Census
Bureau. IDB je pocitacova databanka, obsahujuca Statistické tabulky demogra-
fickych a socidlno-ekonomickych udajov za 227 krajin sveta (udaje za Styri krajiny
boli netplné). IDB je k dispozicii na adrese http: //www.census.gov/ipc/www /idb/
region.php.

Na obrazku 1 mézeme vidiet popula¢nt pyramidu, ktora reprezentuje vstupné
udaje. Na y-ovej osi je vek a znazornené su dané husoty, na lavej strane pre muzov

a na pravej pre zeny. Zaroven hrubou Ciernou ¢iarou moézeme vidiet priemernt
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hodnotu pre dané pohlavie.

Vek

Muzi Zeny

Obr. 1: Populacné pyramida

Pre nasledné pouzitie sme vstupné udaje upravili. V dalsich analyzach bu-
deme brat do tvahy len muzski populaciu a do tvahy sme vzali len 182 krajin.
V nasledujtcej tabulke st vstupné tdaje pre popula¢ni pyramidu:

Men.0-4 Men.5-9 Men.10-14 Men.15-19 Men.20-24 Men.25-29 Men.30-34 Men.35-39 Men.40-44 Men.45-49 Men.50-54 Men.55-59

0.016414047 0.013851561 0.012632067 0.010873153 0.009416685 0.008220106 0.006765727 0.005737437 0.004772340 0.003509601 0.003137978 0.002474548
0.009363974 0.009671520 0.010792529 0.010564254 0.009645341 0.007221198 0.005753093 0.005311268 0.006094039 0.005516637 0.004338135 0.003716669
0.011028981 0.011447483 0.011679177 0.012345564 0.010928714 0.009023977 0.007607009 0.006434295 0.005335842 0.004189672 0.003248844 0.002203034
0.012424295 0.013641393 0.013082343 0.009762986 0.008257629 0.006359189 0.005354647 0.005025623 0.005130445 0.004766480 0.004067668 0.003639646
0.005388653 0.005347715 0.005216145 0.005207374 0.005850621 0.007257926 0.009540517 0.010%00107 0.010354281 0.008581495 0.007523062 0.006011432
0.017306206 0.014166523 0.012297470 0.010270692 0.008816529 0.007694806 0.006613884 0.005993257 0.004708524 0.003715545 0.002540763 0.002300577
0.007649044 (0.008388237 0.009272055 0.009014945 0.008211474 0.009014945 0.009577374 0.009255986 0.008115057 0.006443837 0.004644062 0.003390648

0.009966196 0.010028466 0.008525086 0.007905349 0.007718539 0.008498399 0.009936544 0.010861701 0.009556992 0.006920887 0.003525679 0.001657573

W oW N WM AW N e

0.009099259 0.008872635 0.008950378 0.008613545 0.008881851 0.007%05076 0.006857442 0.006302445 0.006054873 0.005746702 0.005139194 0.004289932
10 0.005328250 0.006524371 0.010645029 0.010899376 0.008526353 0.006347159 0.006393564 0.007144893 0.008622927 0.006877874 0.004547421 0.002585088

-
=

0.006669411 0.007430332 0.007577973 0.007163442 0.006252041 0.005596508 0.007367868 0.008299144 0.008239520 0.007430332 0.005568115 0.004391411

-
N

0.006640977 0.007090678 0.007203259 0.007141029 0.006796481 0.007407865 0.007729279 0.007669351 0.007618416 0.006934038 0.006713245 0.005416592

-
w

0.005098576 0.005742914 0.005956820 0.005972904 0.006091779 0.006485222 0.008335421 0.009138243 0.008323108 0.006880770 0.006318586 0.005515323

-
=

0.008133593 0.009547789 0.011102114 0.010362766 0.008772331 0.007562791 0.008362740 0.007111293 0.007036997 0.005051127 0.003507266 0.001659140

-
n

0.009471299 0.010025655 0.009760789 0.009268324 0.008682024 0.008117020 0.008104376 0.007696429 0.006424006 0.005258062 0.004169980 0.003250269

-
)

0.009869637 0.010067383 0.009624968 0.008561892 0.007402228 0.008251714 0.009643859 0.010855016 0.012024735 0.011076833 0.006660299 0.003287035

-
~

0.011560626 0.010503320 0.012528670 0.014198509 0.010473901 0.008646259 0.007103357 0.005903585 0.005169161 0.004442099 0.003557250 0.002776019

-
@

0.006707712 0.007046821 0.007855911 0.007883387 0.007550062 0.008072825 0.008820456 0.008781412 0.008193574 0.007191430 0.005130035 0.003684650
19 0.004780297 0.0054396285 0.007421438 0.008365071 0.007680510 0.007547181 0.006963630 0.007310596 0.008207553 0.007029716 0.005859251 0.003445330

20 0.005612815 0.005900885 0.006233550 0.005977657 0.006259050 0.006347851 0.007212625 0.007929480 0.007835540 0.007268082 0.006754797 0.005780238

o

21 0.015108042 0.014217545 0.013044156 0.011374948 0.009452507 0.007517139 0.006873790 0.006099643 0.004532337 0.003510280 0.002647158 0.001923962

2

N

0.018557507 0.015674319 0.013388306 0.011069822 0.009272757 0.007795687 0.006147865 0.004502547 0.003315887 0.002381098 0.001895037 0.001529696
23 0.006006879 0.006535335 0.006400876 0.006366479 0.005772358 0.006044403 0.006963727 0.009121326 0.009349593 0.008214509 0.006873046 0.005728580
2
25 0.012971351 0.013082421 0.012467724 0.011522683 0.009555538 0.007863345 0.006061952 0.005186206 0.004674337 0.003976396 0.003277153 0.002576016

B

0.015312562 0.013664563 0.012268978 0.010666630 0.008734509 0.007873646 0.006940104 0.005901319 0.005036348 0.004267359 0.003427219 0.002741890

2

-]

0.006447300 0.005567568 0.008335864 0.007594867 0.007462337 0.007329252 0.008079280 0.009488678 0.009120197 0.008010467 0.006275723 0.004240503
27 0.013516068 0.013634546 0.013008285 0.012427101 0.010807852 0.008537159 0.006037586 0.004302201 0.003438B45 0.002825358 0.002200936 0.001767184
2

@

0.009178847 0.009651096 0.009734525 0.009975188 0.010009468 0.0085543B6 0.008122831 0.007236905 0.006121347 0.005092836 0.004120561 0.003170433
2

)

0.010262241 0.010616151 0.009921402 0.009135988 0.009249982 0.005353043 0.008978678 0.008878934 0.009163347 0.007281318 0.004656624 0.002797394
3

-]

0.004064589 0.004736439 0.006234680 0.007065689 0.007657239 0.007669967 0.006972845 0.006219617 0.006659042 0.006908447 0.007132554 0.006083158

Obr. 2: Ukézka dat
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Uvazujeme nasledovné krajiny:

Afganistan

Americkd Samoa

Arménsko
Azerbajdzan
Bangladés
Belgicko
Bhutén
Botswana
Bulharsko
Kambodza
Kapverdy
Chile
Komory
Kostarika
Kuba
Dansko
Ekvador

Rovnikovéd Guinea

Etiopia
Francuzsko
Gabon
Gruzinsko
Grécko
Guatemala
Guayana
Madarsko
Indonézia
Irsko
Jamajka
Kazachstan
Kirgizsko
Libanon
Libya
Macedénsko
Malajzia
Malta
Mauricius
Mongolsko
Mozambik
Holandsko
Nikaragua

Albansko
Angola
Australia
Bahamy
Barbados
Belize

Bolivia

Brazilia
Burkina Faso
Kamerun
Stredoafricka republika
Cina

Kongo Brazzaville
Pobrezie Slonoviny
Cyprus
Dzibutsko
Egypt

Eritrea

Fidzi
Francizska Guayana
Gambia
Nemecko
Guadelup
Guinea

Haiti

Island

Iran

Izrael

Japonsko

Kena

Laos

Lesotho
Lotyssko
Madagaskar
Maldivy
Martinik
Mexiko

Cierna Hora
Namibia

Nova Kaledoénia
Niger

o4

Alzirsko
Argentina
Raktsko
Bahrajn
Bielorusko
Benin

Bosna a Hercegovina
Brunej
Burundy
Kanada

Cad
Kolumbia
Kongo
Chorvétsko
Cesko
Dominikanska republika
Salvador
Estonsko
Finsko
Francizska Polynézia
Gaza Strip
Ghana
Guam
Guinea-Bissau
Honduras
India

Irak
Taliansko
Jordansko
Kuvajt

Litva

Libéria
Luxembursko
Malawi

Mali
Mauritania
Moldavsko
Maroko
Nepal

Novy Zéland
Nigéria



Severnd Korea Norsko Omén

Pakistan Panama Papua Nova Guinea
Paraguaj Peru Filipiny

Pol'sko Portugalsko Portoriko

Katar Reunion Rumunsko

Rusko Rwanda Svata Lucia

Samoa Sao Tome and Principe Saudski Arabia
Senegal Srbsko Sierra Leone
Singapur Slovensko Slovinsko

Solmon Ostrovy Somalsko Juzna Afrika

Juzné Korea Spanielsko Sri Lanka

Sudan Surinam Svédsko

Svajéiarsko Syria Tadzikistan
Tanzania Thajsko Togo

Trinidad a Tobago Tunisko Turecko
Turkménsko Uganda Ukrajina

Spojené arabské emiraty Velka Britania Spojené staty americké
Uruguaj Uzbekistan Vanuatu

Venezuela Vietnam Jemen

Zambia Zimbabwe

Hlavnym cielom tejto ¢asti bude funkcionélna regresia. Na zaciatku si uve-

dieme na jednom ilustrativnom priklade postup, ktory budeme aplikovat. Chceme
zistit zavislost medzi vekovou struktirou daného statu a vyskytom rakoviny pros-
taty. Z tohto dévodu sme tidaje obmedzili len na muzov. Premennu vyskyt rako-
viny sme uvazovali len pre 182 krajin. Udaje pre jednotlivé zavislé premenné boli
extrahované zo stranky Cancer Today, ktora spolupracuje s asociaciou National
Agency for Research on Cancer, ktord robi vyskumy pod World Health Orga-
nization, mozno najst na adrese https://gco.iarc.fr/today/online-analysis-table.
Stranka Cancer Today poskytuje subor tidajov na skiimanie imrtnosti a prevalen-
cie 36 Specifickych typov rakoviny v 185 krajinach alebo teritoriach sveta v roku
2018, podla pohlavia a vekovej skupiny, ako sucast projektu GLOBOCAN.
Prvy krok, ktory spravime, bude pouzitie diskrétnej verzie clr transformacie
na dané funkcie hustot. Nasledne s touto transforméaciou budeme pracovat v dal-

Sej analyze. Ukazku clr transformacie moézeme vidiet na nasledujicom obréazku.
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[0,5) [5,10) [10,15) [15,20) [20,25) [25,30) [30,35) [35,40) [40,45)
1.537602417 1.367862858 1.275703505 1.12576165 0.98194804 (0.84604803 0.651334645 -0.20666966 0.302301675
0.758698077 0.791013788 0.900682440 0.87930434 0.78830330 (0.49884917 0.271565927 0.19165891 0.329139384
1.072695840 1.1099359276 1.129976908 1.18546620 0.37041585 0.87205454 0.701239455 0.53381167 0.346616094
1103665316  1.197120259 1.155274944 0.86260978 0.69514899 (0.43391234 0.261976268 0.19856091 0.219203886
1.683456840 0.790126140 1.341785225 1.16168608 1.00901993 0.87293723 0.721562751 0.62302668 0.381766158
0.623609833  0.598395435 0.607112617 0.56875282 0.59942683 (0.48292194 0.340751337 0.25635450 -0.476866927
0.155117350 0.357639046 0.B47187519 0.87080004 0.62525622 0.33010811 0.337386355 0.44849233 0.636519082
0.239866538  0.305388410 0.321141009 0.31246433 0.26301242 -0.34399746 0.391623032 0.38383944 0.377175921

-0.009967116 0.105038346 0.145608381 0.14830484 0.16801176 0.23059765 0.481585624 (0.57353973 0.480107342
0.693684168 0.853991008 0.311669759 0.93590059 0.76928396 (0.67246097 0.721467523 0.55936548 0.548862915
0.791600128 0.848481368 0.821707298 0.76993663 0.70458874 0.63729715 0.635738223 0.58409052 0.403375971
0.861930788 0.B81768506 0.836828269 0.71978891 0.57424875 (.68288865 0.838789053 0.95709499 1.059433492
1.093690177 0.997776561 1.174104781 1.29922212 0.99437171 0.80321190 -0.086494528 0.42164496 0.288795556
0.382980575 0.432299259 0.5409883908 0.54448030 0.50127844 (0.56822615 0.656796235 0.65235988 0.583072854
0.027119424 0.166689155 0.466989584 -0.10646561 050130270 0.4837908B6 0.403326252 0.45194155 0.567671573

Obrazok tabulky adajov po clr transformécii

V dalsom kroku analyzy budeme clr transformované proporcie vyhladzovat
pouzitim systému vyhladzovacich B-splajnov s nosi¢om I, ktoré budu splhat
podmienku nulovosti integralu. Pre tento pripad sme zmenili pre vek interval
na [0,90], z ktorého pri vyhladzovani budeme vychadzat. Jednotlivé intervaly,

na ktorych budeme vyhladzovat buda nasledovné:
[0,5),[5,10),[10, 15), [15, 20), [20, 25), [25, 30), [30, 35), [35, 40), [40, 45), [45, 50),

50, 55), [55, 60), [60, 65), [65, 70), [70, 75), [75, 80), [80, 90).

Vyhladzovanie budeme uskuto¢iovat pomocou kubického vyhladzovacieho splajnu
(k = 3) na nosi¢i I = [0,90] a mame zvolenych 6 neekvidistantnych uzlov
Do = 2.5, A = 15,0 = 30, A3 = 49, \s = 68, \s = 87}. Krajné uzly sme zvolili
2,5;87] a nie [0,90] pretoze sme chceli zmiernit odstrelenie splajnov na koncoch
intervalu.

Vysledny splajn najdeme minimalizaciou funkcionalu

b

Ti(se) = (1— a)/ 52 (@)2de + oS wilfi — sk(@)2, a € (0,1).

a i=1
Vektor vah w; sme nastavili ako vektor jednotiek a vyhladzovaci parameter
a na hodnotu 0,5. Na nasledujucich niekolkych obrazkoch si ukdzeme ako sa
nam podarilo vyhladit jednotlivé pozorovanie pre dany $tat. Nakol'ko mame 182
krajin, tak si uvedieme len grafy pre niekol'ko krajin, kde na osi x mame vek a na

osi y hodnoty clr hustot.
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Na obrazku 5 moézeme vidiet vyhladené hustoty pre vSetky krajiny s prislus-
nym vyhladzovacim splajnom v L2(I) priestore a na obrazku 6 vyhladené clr

transformované hustoty v B? priestore. Vertikalne preruSované ¢iary vyznacuji

(a) Spojené staty americké

(¢) Vietnam

pozicie jednotlivych uzlov.

o7

1.0
0.5
0.0
-0.5
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(b) Uzbekistan

(d) Zimbabwe

Obr. 4: Vyhladzovanie clr transformovanych tdajov pomocou B-splajnov.
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Obr. 5: Vyhladené funkcie hustot pomocou vyhladzujiceho splajnu v LZ(I) priestore.
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Obr. 6: Vysledné vyhladené clr transformované funkcie hustot v B? priestore.

Ako bolo spomenuté na zaciatku praktickej ¢asti, v praci budeme uvazovat re-
alnu zavisli kompozi¢nt premenni a to vyskyt rakoviny prostaty v danej krajine.
Hodnota tejto premennej presne vyjadruje hrubt mieru (pocet novych pripadov
v roku 2018, ktoré sa vyskytnu v konkrétnej populacii za rok), vyjadrena ako

pocet pripadov na 100000 obyvatelov populacie. Pre kazda krajinu méame hod-
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notu vyskytu rakoviny prostaty, na ktori pouzijeme logaritmicka transformaciu
a budeme tato premenni znacit ako yi, ..., Yiss.

Teraz, pre modelovanie zavislosti pocetnosti vyskytu rakoviny prostaty y;
na vekovej Struktury populacie f;(z), uvazujeme regresny model v nasledujicom

tvare
vi = Po+ (bi(x), filx))p+e&, i=1,...,182, zel,

kde By € R a 8, € B?(I) st nezname regresné parametre, ktoré budeme chciet
odhadnit a ¢; st chyby modelu. KedZe dané hustoty sme upravili pomocou clr

transformécii hustot, tak model moézeme upravit nasledovne:
yi = o+ /I clr(B1) (@) - clr(f)(x)de + €.

Dalej sme vyuzili pristup vyjadrenia kompozi¢nych splajnov pomocou B-
splajnovej bazy, kde dalej budeme vyuzivat SFPC. O spravnom vybere poctu
komponentov sa modzeme rozhodnut vdaka koeficientu determinacie. Rozne po-

¢ty komponentov a prislusné koeficienty determinacie s uvedené v nasledujtce;j

tabulke:

Pocet komponentov | Hodnota R?
K=3 0,6280411
K=4 0,6299921
K=5 0,6303666
K=6 0,6335434

Tabulka 6.1: Hodnota koeficientu determinécie pre rozny pocet komponentov

Je zrejmé, ze pridavanim poctu komponentov sa nam hodnota koeficientu
determinacie vyrazne nezvysila, ¢o znamené, ze pridanim komponentov sa ndm
prediktivna schopnost regresného modelu ovela nezvysi. Z hodnoty koeficientu de-
terminacie vyplyva najvhodnejsie K = 3, vyssi pocet komponentov by nam mohol
viest k neziadicemu zahrnutiu sumu do odhadu regresného koeficientu. Dalsi spo-
sob na stanovenie po¢tu SFPC je pomocou krizovej validacie (leave-one-out cross
validation). Cislo K chceme vybrat tak, ze minimalizujeme kritérium krizovej va-

lidacie C'V (K). Krizova validacu robime tak, Ze idaje rozdelime do disjunktnych
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podmnozin rovnakej velkosti. Kazd4 podmnoZina je pouZita prave raz pre tes-
tovanie modelu vzniknutého zo zostévajucich udajov. Kritérium C'V(K) potom
vyberame to najmensie. Overili sme, Ze minimum dostaneme pre K = 3. Tento
pocet aj budeme uvazovat, naviac prvé tri komponenty spolu zachytia skoro 94%
vysvetlenej variability v tidajoch.

Pretoze vysledné odhady regresnych parametrov su vo forme clr transformo-
vynych funkcii hustot, st nasledne vratené naspit do origindlneho priestoru B2.
Z tohoto dovodu ich aj v tomto priestore moézeme interpretovat nasledovne: vys-
Sie hodnoty hustot, ktoré odpovedaji jednotlivym rozdeleniam veku v danom
State indikuju vacsi vplyv rozdelenia veku na vyskyt rakoviny prostaty a naopak.
Budeme vsak uvazovat aj clr hustotu regresného parametra, pretoze v tomto
pripade moézeme povedat, ze jeho kladné hodnoty prispievaji k rastu hodnét
vyskytu rakoviny. Naopak zaporné funkéné hodnoty maja opacny efekt. Vdaka
tomu mozeme povedat, priblizne od ktorého roku zacina prispevok k nérastu
vyskytu rakoviny (oproti jeho priemernej hodnoty, reprezentovanej absolutnym
¢lenom), samozrejme s uvazenim vplyvu vekovej struktiry populacie. Na obrazku

7 mozeme vidiet odhad regresného parametru 3; v priestore B2

0.0130 4
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Obr. 7: Odhad regresného parametra ;.
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Obr. 8: Odhad regresného parametra .

Z tohoto obrazku mozeme zhodnotit, tak ako sa da predpokladat, Ze vzhla-
dom k hustote populacie sa nam vyskyt rakoviny prostaty takymto sposobom
zvySuje, ale s tym, Ze berieme do uvahy vekovu Struktiaru obyvatelstva. AvSak
je este potrebné si uvedomit, Ze pri odhade y-ovej hodnoty vlastne berieme ska-
larny sucin dvoch clr hustot, takze integrujeme potom tieto clr hustoty. Zaroven
moézeme zhodnotit, Ze vyskyt tohoto typu rakoviny rozhodne prevlada u star-
Sej populacie muzov. Co je v8ak velmi zaujimavé, ze k vacSiemu vyskytu tohoto
druhu rakoviny dochédza medzi 35. a 45. rokom - samozrejme relativne vzhladom
k vyskytu rakoviny u mladsich vekovych roénikov. Tieto vysledky st pravdepo-
dobne ovplyvnené tym, ze parameter bol skimany na vzorke 182 krajin. Nie
vSetky skiimané krajiny maji rovnaké podmienky pre zivot, ani rovnaku tro-
ven zdravotnej starostlivosti. Preto v nasledujtcej analyze sa budeme zameriavat
zvlast na krajiny Eurépy a krajiny z Afriky. Chceme zistit, ¢i néarast, ktory sme
evidovali z vysledkov dochadza medzi 35. a 45. rokom, nie je spésobeny krajinami
z Afriky, resp. krajinami s menej rozvinutou zdravotnickou starostlivostou.

Prvi analyzu prevedieme na europskych krajinach. Postupujeme rovnako ako
pri rakovine prostaty, preto postup uz nebudeme blizsie komentovat. Znova pouzi-
jeme tri komponenty, ktoré vysvetluju vacsiu ¢ast variability péovodnych adajov.

Na obrazku 9 mozeme vidiet odhad regresného parametra 3; v priestore L?.
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Obr. 9: Odhad regresného parametra ;.

Z obrazku mozno posudit, ze v europskych krajinach hodnoty parametra sys-
tematicky rastu priblizne od 35. roku a kladnych hodnét dosiahnu az od 55. roku,
¢o znamené ze mladsia generacia muzov touto rakovinou zrejme nie je zasadnejsie
zasiahnuta. Nasledujticou analyzou sa pozrieme teda, ¢i by tento narast mohol
byt sposobeny krajinami v Afrike, resp. vSeobecnejsie krajinami s nizSiou trov-
nou zdravotnej starostlivosti. Na obrazku 10 moézeme vidiet odhad regresného

parametra [3; pre africké krajiny.

0.04

0.02

0.00

hustoty)

=-0.02

clr

-0.04
-0.06

T T | | 1
0 20 40 60 80

t
Obr. 10: Odhad regresného parametra (1.
Obrazok 10 potvrdzuje nasu teériu, kedze mozeme na nom vidiet efekt do-
minantnejSicho vyskytu rakoviny (vzhladom k vekovej strukture) od 20. roku

62



az po 50. rok. Tento vysledok moéze byt spojeny s faktom, Ze pohlavné dospieva-
nie v Afrike je rychlejsie ako v inych krajindch. Zaroven nam to poméaha vysvetlit
narast krivky na obrazku 8. v obdobi od 35. roku po 45. rok.

V dalej analyze sa budeme zaoberat eSte roznymi druhmi rakoviny, kde opat
budeme sledovat spominani zavislost. Budeme sledovat rakovinu pltc, pecene
a nakoniec hrubého ¢reva. Udaje pre tieto premenné boli Gerpané z rovnakého
zdroja ako rakovina prostaty. Navyse, v niektorych pripadoch si tieto vysledky
porovname medzi pohlaviami a budeme uvazovat 3 aj 4 komponenty, aby sme
mohli zaznamenat rozdiel.

Dal$im typom rakoviny, ktorou sa budeme zaoberat, bude rakovina plic
u muzskej populacie. Na zaciatku analyzy budeme pouzivat prvé tri hlavné kom-
ponenty, ktoré vysvetluji spolu 93,08% variability. Neskor sa pozrieme ako sa zme-
nia vysledky, ked pouZijeme prvé Styri hlavné komponenty, ktoré zachytavaju
spolu 96,08% vysvetlenej variability. Na nasledujtucich obrazkoch mézeme vidiet
odhad regresného parametra (31, v pripade Styroch a v pripade troch komponen-

tov.
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Obr. 11: Odhad regresného parametra (51 pre tri hlavné komponenty.
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Obr. 12: Odhad regresného parametra (31 pre styri hlavné komponenty.

Koeficienty determinacie sa v tychto dvoch pripadoch velmi nemenia. V pri-
pade troch hlavnych komponentov je R? = 71,14% a v pripade $tyroch kompo-
nentov je R? = 71,92%. V tomto pripade sa javi lepsia varianta s tromi hlavnymi
komponentami, kedze aj graf pre odhad regresného parametra je lepSie inter-
pretovatelnejsi, v pripade Styroch hlavnych komponentov sme zjavne do odhadu
regresného parametra zahrnuli aj neziaduci sum. V tomto pripade mézeme vidiet,
ako aj v predchadzajicom pripade, nérast krivky v obdobi medzi 30-tym a 45-
tym rokom. Tento narast je zrejme spdsobeny, tak ako aj pri rakovine prostaty,
nevyspelymi krajinami.

Dalsim typom rakoviny, ktoru zanalyzujeme, je rakovina pecene. V tomto pri-
pade vysledky porovname aj medzi pohlaviami. Na zaciatku sa pozrieme na sku-
pinu muzov. Rozhodli sme sa analyzovat vysledky len pre tri hlavné kompo-
nenty kvoli akceptovatelnej hodnote koeficientu determinécie a sticasne dosta-
to¢nej hodnote vysvetlenej variability (93,08%). Na obrazku 13. teda uvazujeme

odhad regresného parametra §; pre tri hlavné komponenty.
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Obr. 13: Odhad regresného parametra (31, na y-ovej osi st hodnoty hustét a x-ovej osi vek.

Mozeme konstatovat, ze funkéné hodnoty od 40-teho roku prispievaja k rastu
hodnot vyskytu rakoviny a to pomerne monotonne aj vzhladom k vekovej struk-
ture populacie. Koeficient determinécie je v tomto pripade rovny 24,36%.

Nésledne sa pozrieme aké su vysledky rakoviny pecene pre skupinu zien.
Na obrézku 14 mézeme vidiet graf odhadu regresného parametru ; pre tri hlavné

komponenty.
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Obr. 14: Odhad regresného parametra (31, na y-ovej osi st hodnoty hustdét a x-ovej osi vek.

V porovnani s vysledkom u muzov mozno zhodnotit, ze zéavislost rakoviny
pecene na vekovej Struktire je viac markantné u zien ako u muzov. V odhade 3,
pre Zeny mozno pozorovat aj pokles, u muzov pokles nendjdeme.

Ako posledny priklad si uvedieme rakovinu hrubého ¢reva. Na zaciatku bu-
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deme uvazovat skupinu muzov a pri tomto type rakoviny budeme uvazovat len

prvé tri hlavné komponenty, kedZe pri zmene na Styri komponenty zmena koefi-

cientu determinécie nebola velmi vyrazna.
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Obr. 15: Odhad regresného parametra 31, na y-ovej osi si hodnoty hustét a x-ovej osi vek.

Na obrazku 15 moézeme vidiet krivku regresného parametru v preistore L? pre
tri hlavné komponenty. Koeficient dereminacie v tomto pripade vysiel 81,97%.

Na obrazku 16 si zobrazime ten isty druh rakoviny pre skupinu zien.
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Obr. 16: Odhad regresného parametra 1, na y-ovej osi st hodnoty hustét a x-ovej osi vek.

V porovnani s muzskou populéciou mozno vidiet rozdiel, aviak nie tak velmi

evidentny ako pri rakovine pec¢ene. V tomto pripade koeficient determinécie vysiel
78,02%.
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Na zéver mdzeme zhodnotit, Ze rakovina je rozhodne zavisla od vekovej Struk-
tary populacie. Pri skiimani réznych druhov rakovin nam vzdy vySiel velmi po-
dobny vysledok, reflektujici okrem vSeobecne vyssieho narastu vyskytu rakoviny
s vekom tiez vekovu strukturu populacie ako takej. Vsetky vysledky v tejto praci
boli konzultované v Komplexnom onkologickom centre v Nemocnici Komarno.
Aj podla toho je zrejmé, Ze pre hlbSie zavery z uskutocnenej analyzy by bolo

treba skumat aj dalsie stvislosti vyskytu jednotlivych druhov rakovin.
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Zaver

V diplomovej praci sme sa zaoberali regresnou analyzou s hustotou ako vy-
svetlujacou premennou. Ukazalo sa, Ze aby sa tato regresia dala nejako relevan-
tne vyriesit, je potrebné vyuzit metodiku Bayesovych priestorov. Dolezitti ilohu
pri tejto analyze tiez hrala vhodna vol'ba aproximécie funkcii pomocou splajnov.
To bolo nasledne demonstrované na redlnom priklade. Vysledky ndm ukazali,
ze zavislost medzi vekovou Strukturou populédcie a niektorymi typmi rakoviny
naozaj existuje.

Pri statistickom spracovani funkcionalnych tidajov som bola velmi prekvapena
roznou metodikou a geometrickymi vlastnostami takychto idajov, ktoré neboli
vzdy lahko pochopitelné. AvSak toto Statistické odvetvie mi pride velmi zauji-
mavé a hlavne velmi prinosné pre moje studium, kedZe som pocas tejto prace
zistila, v akych réznych odvetviach sa da funkcionalna analyza vyuzit. Najtazsia
Cast z celej prace sa velmi tazko urcuje, kedze s problematikou funkcionélnej
analyzy som sa stretla prvykrat. Problematika funkcionédlnej analyzy bola pre
mia zo zaciatku zlozitd a mala som problém spréavne pochopit niektoré tvrdenia.
Na tomto mieste by som chcela eSte raz podakovat svojmu vedicemu, ktory mi
poméhal previest touto novou problematikou a pomohol mi pri spravnom pocho-
peni jednotlivych casti.

Za prinos povazujem asi vSetko ¢o sa tohoto odvetvia tyka kedZe si mys-
lim Ze v budtcnosti vyuzijem skoro vSetko z tejto problematiky. Verim, zZe moja
praca bude prinosna aj pre ostatnych zaujemcov o danu problematiku. Kedze
k funkcionalnej analyze existuje velmi vela literatury v angli¢tine a mélo v ¢es-

kom alebo slovenskom jazyku, verim Ze vela zaujemcov oceni aj takyto rychly
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prehlad cez $tatistické spracovanie hustot a pomoze im zorientovat sa v danej

problematike.
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Prilohy

Ukazka kédu - odhad parametru v regresii s husto-
tou ako vysvetl'ujicou premennou

# Pouzité kniZnice:

library (robCompositions)

library(compositions)

library(fda)

library(scatterplot3d)

# Nacitanie populacnej pyramidy:

data <- read.csv2("data.csv",header=FALSE)

# Numericka integréacia:

trapzc <- function(passo,y)

{

int<-passo*(0.5%y[1]+sum(y[2: (length(y)-1)]) +0.5%y[length(y)])
return (int)

}

# Spatna transformacia z L? do B2:

clr2density <- function(z, z_step, clr)

{

if (is.fd(clr))
return(exp(eval.fd(z,clr))/trapzc(z_step,exp(eval.fd(z,clr))))
if (1is.fd(clr))

return(exp(clr)/trapzc(z_step,exp(clr)))

}

# Nazvy krajin:

states = read.csv2("data.csv" ,header=FALSE) [,1]

# Vek v intervale [0,90]:

age_parnition = c(seq(0,80,by=5),90) #cisla od 0 po 90 po 5
age_cut = c() #zostavenie vekovych intervalov

for(i in 1:(length(age_parnition)-1)) age_cut[i] = paste("[",
age_parnition[i],",",age_parnition[i+1], ")",sep=)

n_class = length(age_parnition)-1
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t_mid = c(O

for (i in 1:n_class){t_mid[i]=(age_parnition[i+1]+
age_parnition[i])/2}

t_mid #stredy intervalov

# Dizky podintervalov

dlzky = diff(age_parnition)

# Rozdelenie populalnej pyramidy podla pohlavia

muzi = as.matrix(datal,c(18:2)])

# KonStantny sucet

muzi_norm = constSum(muzi)

# Hustoty

dens_men = muzi_norm/dlzky

# Clr transformédcia pre hustoty:

1.dens_men = cenLR(dens_men)$x.clr

# Nastavenia pre vyhladzovanie

knots=c(2.5,15,seq(30,87,1=4)) #uzly

w = rep(1,17) #vahy

k=4

der = 2

alfa = 0.5 #vyhladzovaci parameter

ch =1

# Vyhladenie splajnami pre jednotlivé Staty

z_coef = NULL

J=:c0O

for (i in 1:length(states)){

spline = SmoothingSplineO(knots=knots, t=t_mid, f=1.dens_men[i,],

w=w, k=k, der=der, alfa=alfa, ch=ch)
abline(v=knots,col="gray",lty=2)

z_coef = cbind(z_coef,spline[[2]]) #z-koeficienty
J[i] = spline[[1]]

}

sum(J) #hodnota funkciondlu ktord chceme minimalizovat

# ZB-splajnova béaza

Z = ZsplineBasis(knots=knots,k)

Zco= Z$CO

# Clr hustoty

data.l=Zco*%(z_coef)

t.fine = seq(knots[1],max(knots),1=1000) #sekvencia bodov
od prvého po posledny uzol

t.step=diff(t.fine[1:2]) #krok pri sekvencii bodov

# Graf clr hustdt

N=182

matplot(t.fine,data.l,
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lty=1:N, type="1",las=1,cex.lab=1.2,cex.axis=1.2,
ylim=c(-5,5),ylab="clr(hustoty)",xlab=, col="darkblue")

# Vyjadrenie kompozicnych splajnov pomocou B-splajnovej baze:
bazeB = create.bspline.basis(range(knots) ,nbasis = dim(z_coef) [1]+1,
norder=k,breaks=knots)

b_coef =Z$D%%Z$K%%(z_coef) #b-koeficienty

data.fd = fd(b_coef, bazeB) #definujeme si funkciondlny data objekt
# Vyuzijeme SFPCA a skoére na zredukovanie velkého poltu iddajov
ncom=3 #nastavenie pocltu komponentov

pcafd = pca.fd(data.fd,ncom, centerfns = T) #funkciondlna PCA
score=pcafd$scores #skore

mean=pcafd$meanfd #stredné hodnoty

expVar = pcafd$values[1:5]/sum(pcafd$values)*100

#vysvetlend variabilita 5 komponentami

# REGRESIA

# Nacitanie vysvetlovanej premennej vyskyt rakoviny prostaty:
druhapremenna = read.csv2("druhaprem.csv",header=FALSE,

dec = ",",sep =)

druhapremennal = druhapremennal,-1]
druhapremenna_names=as.character(read.csv2("druhaprem.csv",
header=FALSE,dec = ",",sep = )[,1])

# Logaritmicka transformécia

1.response=log(druhapremennal)

# Matica planu vytvorend zo skérov SFPCA

X = as.matrix(cbind(rep(1,n),score))

# Metdda najmenSich Stvorcov na odhad regresnych parametrov
MNC = solve (t(X)%%X) %kt (X)%has.vector (1.response)

# Odhad regresného parametru [y

BETAO=MNC[1,]

# Odhad regresného parametru [

BETA1=MNC[-1,]

# Odhady (3(t)

odhad.l = 0

odhad.b = c(Q

for (j in 1:ncom)

{

odhad.l = odhad.l + BETA1[jl*eval.fd(t.fine, pcafd$harmonics[j,])
}

odhad.b = clr2density(t.fine, t.step, odhad.l)

# Graf pre odhady 3; v L?: y osa clr hustoty

matplot(t.fine, (odhad.l),type="1",col="darkblue",lty=1,las=1,
ylab="clr(hustoty)",xlab="t")

abline (h=0,col="red")
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# Graf pre odhady (3; v B%: y osa hustoty

matplot(t.fine, (odhad.b),type="1",col="darkblue",lty=1,las=1,
xlab="t")

# Koeficient determindcie na vyjadrenie linearneho vztahu:
haty=X%%MNC #hat matica

rezidua=1.response-haty #rezidua
SS_tot=1.response-mean(l.response) #(y_i- str.hodnota)
SS_reg=haty-mean(l.response) #(odhady hodnot y_i- str. hodnota)
SS_TOT=sum(SS_tot?) #celkova suma $tvorcov

SS_rez=sum(rezidua®) #rezidudlny stGiet Stvorcov
SS_REG=sum(SS_reg?) #vysvetlenj silet Ztvorcov
R2=1-(SS_rez/SS_TOT) #koeficient determinécie
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Ukazka druhej premennej - typy rakoviny muzi

Krajiny Prostata | Plica | Pecen | Hrubé ¢revo
Afganistan 1.60 4 2.1 2.6
Albania 44.50 64.7 17.9 15.2
Algeria 12.20 154 1.5 13.7
American.Samoa 38.20 33.3 13.7 23.5
Angola 13.40 1.6 2.5 2.5
Argentina 53.00 32.5 6.2 39
Armenia 46.10 82.2 19.1 26.6
Australia 148.10 58.7 14 78.1
Austria 130.40 68.5 17.5 58.9
Azerbaijan 5.80 24.8 3.9 13.5
Bahamas 102.30 12.8 5.1 30.7
Bahrain 3.90 5.8 2 7.3
Bangladesh 2.70 11 2.8 3.8
Barbados 220.40 22.6 5.1 86.1
Belarus 76.60 82.5 7.2 63.7
Belgium 132.60 109.4 | 11.2 92.7
Belize 36.30 10 7.4 5.8
Benin 22.90 0.54 4.1 4.8
Bhutan 0.69 5.5 6.5 5.3
Bolivia 29.00 10 54 5.5
Bosnia.and.Herzegovina | 54.50 1119 | 171 60.8
Botswana 6.20 3.9 3.9 3
Brazil 82.00 18.5 7.1 23.9
Brunei 15.20 25.1 14.3 37.6
Bulgaria 124.40 98.2 11 79.6
Burkina.Faso 7.00 1.7 8 2.5
Burundi 13.70 1.1 4.9 3.5
Cambodia 2.40 12.8 21.3 8
Cameroon 17.90 1.4 5.9 3.6
Canada 116.80 68.1 14.2 71.1
Cape.Verde 33.00 9.4 8.7 3.3
Central. African.Republic | 14.10 1.5 4.5 3.3
Chad 7.50 0.81 3.6 2.8
Chile 72.90 24 9.7 33.3
China 13.60 70.8 40 41.5
Colombia 52.30 13.4 4.9 18.1
Comoros 12.60 0.24 4.3 1.9
Congo..Brazzaville. 18.70 1.6 5.4 3
Congo..Kinshasa. 13.60 1.5 5.8 3.9
Costa.Rica 73.90 12.5 10 22.6
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Cote.d.Ivoire
Croatia

Cuba

Cyprus
Czech.Republic
Denmark
Djibouti
Dominican.Republic
Ecuador

Egypt
El.Salvador
Equatorial. Guinea
Eritrea

Estonia

Ethiopia

Fiji

Finland

France
French.Guiana
French.Polynesia
Gabon
Gambia.The.Republic
Gaza.Strip.and.West.Bank
Georgia
Germany

Ghana

Greece
Guadeloupe
Guam
Guatemala
Guinea
Guinea.Bissau
Guyana

Haiti

Honduras
Hungary

Iceland

India

Indonesia

Iran

Iraq

Ireland

Israel

19.70
116.80
91.70
126.20
176.50
163.00
4.50
98.10
39.40
6.20
47.60
13.30
3.60
203.80
3.20
42.60
170.40
202.50
73.20
83.20
18.10
3.10
7.50
33.50
154.50
14.50
117.80
384.10
93.60
25.20
13.80
8.30
29.60
36.40
16.10
119.50
104.40
3.70
8.50
14.60
2.80
208.80
69.70

1.6
105.7
72.2
66.4
80.5
84.7
2.1
14.2
7.2
8.5
7.1
2.7
1.6
95.1

7.3
59.7
100.4
22.1
64.6
6.9
2.7
12.1
25.8
97.9
0.99
143.4
26

68
2.6
2.1
1.3
3.5

4.6
140.3
47.8
6.9
16.7
114
7.9
68.6
36.9

5.6
20.4
8.7
8.6
13
14.9
2.3
7.4
2.7
36.8
6.9
4.7
1.9
10
1.4
11.5
12.7
26.1
124
15.8
3.3
22.9
1.2
12.6
15.3
13.7
20.4
10.6
29.8
10.1
14.8
8.9
2.5
6.4
6.4
16.7
7.1
2.7
10.6
4.8
1.4
11.5
4.8

2.6
97.2
31.5
26.8
86.9
103.6
4.1
13.5
10.7
2.3
8.9
3.3
3.7
67.9
4.1
9.3
66.8
80.5
22.1
18.6
4.4
0.84
10.2
17.7
76.5
4.5
75.8
42.8
25
4.3
1.2
3.2
3.8
7.4
6.1
132.6
04.3
5.2
14.2
13.7
3.8
73.5
31.8
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Italy
Jamaica
Japan
Jordan
Kazakhstan
Kenya
Kuwait
Kyrgyzstan
Laos

Latvia
Lebanon
Lesotho
Liberia
Libya
Lithuania
Luxembourg
Macedonia
Madagascar
Malawi
Malaysia
Maldives
Mali

Malta
Martinique
Mauritiania
Mauritius
Mexico
Moldova
Mongolia
Montenegro
Morocco
Mozambique
Namibia
Nepal
Netherlands

New.Caledonia

New.Zealand
Nicaraqua
Niger
Nigeria
Korea.North
Norway
Oman

151.60
90.80
113.80
7.90
10.60
11.30
9.20
4.30
2.00
155.70
49.20
12.60
15.30
9.70
117.20
134.10
67.70
13.40
5.50
10.90
5.90
5.60
135.00
329.60
8.80
28.20
38.50
43.00
2.20
63.40
22.30
11.10
16.40
0.87
149.40
120.70
163.70
34.40
1.50
13.20
3.50
202.60
4.50

93.1
27.3
127.9
19
39.6
1.5
4.6
17.6
18.1
98
37.1
3.2
1.8
18.2
95.6
72.1
87.2
0.7
0.87
20.7
12.7
1.9
65.9
30.3
1.9
25

68.3
23.8
101.5
32.3
0.86
2.9
11.8
76.5
78.8
47.4

0.33
0.78
o4.7
62.2

30.2
3.8
37.8

7.3

3.7
8.8
20.5
7.1
4.4
3.7
10.1

12.1
16.2
11.6
4.5
1.8
8.8
8.7
4.6
6.9
14.3
9.7
5.7
2.3
27.8
84.2
10.6
1.4
4.5
2.5
1.2
7.3
17.7
16.5
10.4
5.2
3.1
30.6
9.2
2.8

93.1
26.4
133.1
9.2
15.6
4.5
8.1
5.7
9.4
82.9
254
2.5
1.8
9.5
67.8
597.3
49.6
2.8
1.8
20.2
11.9

82.9
63.4
3.1
24.9
12
64.1
4.3
37
12.3
1.9

3.6
100.1
41.9
77.1
8.1
2.7
3.6
26.1
93.6
8.2
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Pakistan
Panama
Papua.New.Guinea
Paraguay
Peru
Philippines
Poland
Portugal
Puerto.Rico
Qatar
Reunion
Romania
Russia
Rwanda
Saint.Lucia
Samoa

Sao.Tome.and.Principe

Saudi.Arabia
Senegal
Serbia
Sierra.Leone
Singapore
Slovakia
Slovenia
Solomon.Islands
Somalia
South.Africa
Korea.South
Spain
Sri.Lanka
Sudan
Suriname
Sweden
Switzerland
Syria
Tajikistan
Tanzania
Thailand
Togo
Trinidad.and.Tobago
Tunisia
Turkey
Turkmenistan

4.40
65.70
15.10
38.00
46.70
13.60
83.70
135.70
159.70
3.60
95.90
63.60
59.90
11.50
91.00
38.20
12.50
3.20
12.00
74.30
10.20
117.80
89.20
170.10
13.60
5.10
44.20
64.80
139.40
5.30
4.50
62.10
211.60
160.10
12.30
1.20
14.90
19.20
7.80
89.60
14.20
42.90
3.30

7.7
11.6
8.7
17
9.6
22.6
97.8
82.1
26.2

51.7
90.4
72.3
1.8
18.2
33.3
9.6
3.6
1.6
125.4
1.5
75.4
91.4
96.7
5.7
1.7
19.6
75.2
89.8
10.6
1.6
25.6
39.4
07.4
16.8
4.6
0.38
45.9
1.4
28.7
30
72.8
114

2.6
2.5
9.9
3.3
6.8
12.8
8.4
20.2
14.3
1.8
13.6
23.5
8.9
7.9
3.4
13.7
6.7
3.5
8.4
10.7
6.5
34.9
12.6
20.9
10.1
1.7
2.5
47.6
21.9
4.7
2.8
8.8
12.8
15.7
2.2
3.6

48.3
5.2
2.3
2.8
6.9
6.1

3.5
20.2
10.3
13.3
13.9
16.4
76.2
125.3
35.7

43.5
68.5
49.5
2.8
18.2
23.5
2.9
12.5
2.8
88.2
2.7
69.7
102.8
125.8
3.8
3.9
12.5
102.1
99.9
7.3
3.6
17.9
67.4
61.3
9.4
3.6
3.4
26.7
3.8
28.3
14.7
28.6
4.7
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Uganda

Ukraine
United.Arab.Emirates
United.Kingdom
United.States
Uruguay
Uzbekistan
Vanuatu
Venezuela,
Vietnam

Yemen

Zambia
Zimbabwe

9.50
54.60
3.70
171.60
131.50
90.10
2.80
15.40
46.20
8.30
0.81
14.10
15.80

1.4
66.7
2.1
82.2
1)
69.1
10.3
8.4
18.3
35
1.8
1.3
2.2

2.3
4.9
0.9
14.7
16.9
6.8
4.9
15.4

41

2.8
1.2
3.9

95
6.4
80.8
50
68.7

2.8
13.8
15.9
4.4
1.9
4.6
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Ukazka druhej premennej - typy rakoviny zeny

Krajiny Hrubé ¢revo | Pecen
Afganistan 1.8 1.4
Albania 12.2 11.7
Algeria 12.6 1.2
American.Samoa 13.6 2.1
Angola 2.3 1.3
Argentina 31.4 4.3
Armenia 40.1 13.6
Australia 65.5 5.7
Austria 42.4 8.3
Azerbaijan 9 3.9
Bahamas 27 2
Bahrain 8.4 1.7
Bangladesh 2.9 0.94
Barbados 67.6 4.7
Belarus 56.9 4.7
Belgium 70.1 6.3
Belize 6.8 2.6
Benin 2.8 1.1
Bhutan 1.8 1.8
Bolivia 5.2 6.7
Bosnia.and.Herzegovina | 43.3 14.4
Botswana 1.5 1.9
Brazil 25.2 4.8
Brunei 26.6 2.8
Bulgaria 52 )
Burkina.Faso 3.4 5.1
Burundi 4 2.3
Cambodia 8.1 10.3
Cameroon 3.4 1.9
Canada 62.2 6.9
Cape.Verde 7.6 7.2
Central. African.Republic | 3 1.9
Chad 2.6 1.6
Chile 31.7 7.7
China 31.5 14.5
Colombia 18.9 4.3
Comoros 2.4 2.7
Congo..Brazzaville. 2.6 2.3
Congo..Kinshasa. 4.6 2.8
Costa.Rica 22.9 7.2
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Cote.d.Ivoire
Croatia

Cuba

Cyprus
Czech.Republic
Denmark
Djibouti
Dominican.Republic
Ecuador

Egypt
El.Salvador
Equatorial. Guinea
Eritrea

Estonia

Ethiopia

Fiji

Finland

France
French.Guiana
French.Polynesia
Gabon
Gambia.The.Republic
Gaza.Strip.and.West.Bank
Georgia
Germany

Ghana

Greece
Guadeloupe
Guam
Guatemala
Guinea
Guinea.Bissau
Guyana

Haiti

Honduras
Hungary

Iceland

India

Indonesia

Iran

Iraq

Ireland

Israel

3.3
66.6
42.3
29.1
61.1
90.5
4.3
13.9
13.3
5.6
12.2
2.7
3.6
75.8
4.7
9.6
57.5
64
15.2
14.2
3.5
0.18
9.6
15.4
64.7
3.9
55.9
39
20.8

3.2
0.4
9.7
6.1
92.4
45.2
3.1
8.2
10.4
3.2
50.2
27.8

3.4
10.6
9.9

7.1
6.4
1.7
0.8
2.9
14.1

1.7
1.6
6.1
1.6
5.1
7.2
6.8
2.1
7.8

6.8
0.64
7.1
6.4

9.2

7.3
10.7
9.4
4.3
2.6
9.5
2.1
6.2
1.8
14
3.2
3.7
1.3
3.6
3.2
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Italy
Jamaica
Japan
Jordan
Kazakhstan
Kenya
Kuwait
Kyrgyzstan
Laos

Latvia
Lebanon
Lesotho
Liberia
Libya
Lithuania
Luxembourg
Macedonia
Madagascar
Malawi
Malaysia
Maldives
Mali

Malta
Martinique
Mauritiania
Mauritius
Mexico
Moldova
Mongolia
Montenegro
Morocco
Mozambique
Namibia
Nepal
Netherlands
New.Caledonia
New.Zealand
Nicaraqua
Niger
Nigeria
Korea.North
Norway
Oman

73.7
39.3
100.6
13.2
17.5
4.6
8.8
5.8
9.3
78.1
22.7
1.7
2.5
114
60.2
52.1
45.9
3.5
1.9
18
5.7
5.6
56.7
49

20.6
10.8
44.2

29.8
10.5
1.8
3.7

4.7
30.2
65.8
12
2.5
3.2
25.2
88.9
6.5

11.8
3.5
18.6
1.8
4.9
2.3
1.8
6.1
9.3
8.5
3.1
2.3
6.9
2.9
9.5
7.5
6.1
24
1.3
3.1
2.6
1.7
3.3
6.7
4.4
4.2
0.8
14.9
99.7

3.4
1.3
0.7
4.4
9.4
5.4
7.6
1.7
2.1
14.4
3.2
1.7
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Pakistan
Panama
Papua.New.Guinea
Paraguay
Peru
Philippines
Poland
Portugal
Puerto.Rico
Qatar
Reunion
Romania
Russia
Rwanda
Saint.Lucia
Samoa

Sao.Tome.and.Principe

Saudi.Arabia
Senegal
Serbia
Sierra.Leone
Singapore
Slovakia
Slovenia
Solomon.Islands
Somalia
South.Africa
Korea.South
Spain
Sri.Lanka
Sudan
Suriname
Sweden
Switzerland
Syria
Tajikistan
Tanzania
Thailand
Togo
Trinidad.and.Tobago
Tunisia
Turkey
Turkmenistan

17.3
5.9
12.6
14.5
13
53.2
76.9
444
6.2
35.8
45.3
49.7
7.6
21.8
13.6
1.9
8.1
3.7
53
2.9
75.4
67.8
65.5
4.2

11.7
63.4
61
6.5
3.1
15.2
61.2
48.3
11.3
2.2
5.3
24
3.7
27.3
13.7
204
4.8

1.7
6.5
7.4
1.9
7.4
5.3
5.2
7.4
5.3
0.74
5.9
12.1
2.7

1.1
2.1
0.95
1.6
4.9

4.1
12.9
6.3
7.3
2.9
1.6
3.2
16.9

2.7
1.7
3.2
6.7
6.5

2.4
1.3
19.7
2.6
4.3
3.3
3.8
3.6
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Uganda

Ukraine
United.Arab.Emirates
United.Kingdom
United.States
Uruguay
Uzbekistan
Vanuatu
Venezuela,
Vietnam

Yemen

Zambia
Zimbabwe

3.1
46.9
8.4
63.3
45
62.5
2.5
4.3
13.9
14.6

2.2
4.7

2.9
3.3
1.3
8.3
6.5
2.5
4.1
4.3
3.4
11.8
1.5
0.97
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