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UVOD

Tématem této diplomové prace jsou ,Heuristické strategie pfi feSeni uloh
z matematiky na 1. stupni ZS“.

Jako dospéli lidé bychom méli byt schopni efektivnd fesit problémy. Reseni
problému je vSak dovednost, kterou musime rozvijet jiz od raného détstvi, samoziejmé
v situacich pfimétenych véku. Vyznamnou roli ve formovani ditéte hraje Skola. Neméla by
tedy zapominat na potfebu vychovavat schopné a samostatné jedince, ktefi se po vstupu do
zivotni reality neztrati. A taky ze nezapomind. Jednim z cili zakladniho vzdélavani je
,podnécovat zdky k tvorivému mysleni, logickému uvazovani a k Feseni problémii . (MSMT,
2021, s. 8) Zalezi vsak, jakym zpiisobem bude tento cil napliiovan.

Pravé zde nachdzime vyznam heuristiky. Jeji pfistupy a strategie vzbuzuji pfirozenou
zvidavost zakd a vedou je k aktivnimu a samostatnému objevovani. Atraktivni matematické
ulohy je vtahnou do tématu a umozni jim hlubsi pochopeni dané problematiky. Heuristika
klade daraz na aplikaci znalosti pfi feSeni problémd, rozvoj logického mysleni a tvofivosti.
Ackoli se v ramci zvoleného tématu budeme pohybovat v oblasti matematickych problému,
rozvijené schopnosti jsou vyuzitelné v mnoha dalSich, nematematickych situacich.

Potencial heuristickych strategii mé& motivoval k rozhodnuti v€novat se tomuto
tématu vice do hloubky. Cilem této prace je analyzovat, jakym zpasobem Z4ci 5. tiidy ZS
fesi matematické problémy, zda k feSeni vyuziji heuristické strategie, ptipadné které, a jak
jsou pii svém pocinani uspéSni. Prace ma dale identifikovat, zda existuje statisticky
vyznamny rozdil v Gispésnosti chlapcl a divek pii feSeni nestandardnich matematickych
uloh.

Diplomova prace se déli na dvé Casti — teoretickou a praktickou. Teoretickou Cast
tvori pét kapitol. V prvni kapitole se budeme vénovat Skolnimu kurikulu, zejména
Ramcovému vzdelavacimu programu pro zékladni vzdélavani (RVP ZV). Zaméfime se na
Casti uzce souvisejici s heuristickymi pfistupy pfi vyuce matematiky, nebot vSechny
vyukové metody musi napliiovat vystupy a pozadavky kurikula. Ve druhé kapitole
vysvétlime zakladni pojmy nezbytné pro orientaci v problematice heuristickych strategii. Ve
tfeti kapitole se budeme vénovat heuristické metodé a jeji pozici v systému vyukovych
metod. PopiSeme principy a zasady zafazovani této metody do vyuky. Ctvrta kapitola
pojednava o heuristickych strategiich a vysvétluje jejich podstatu. Kazda strategie je

doplnéna o feSeny priklad, ktery ¢tenafi vice priblizi aplikaci daného zpiisobu feseni. Jelikoz



je tato diplomova prace zaméfena na matematiku 1. stupné, vybrali jsme pouze ty strategie,
které povazujeme za vyuzitelné zaky 1. — 5. tfidy. V posledni kapitole teoretické Casti
zminime vyhody a nevyhody heuristické metody a jejich strategii, dotkneme se také
odbornych vyzkumd, které prob&hly nejen v Cesku, ale i v zahrani&i.

Prakticka Cast je zaméfena na analyzu dat vyzkumného Setfeni, kterého se zicastnilo
5 uciteld matematiky a 89 zakl, a to jak béznych, tak i nadanych tiid. Zvolili jsme smiSeny
design vyzkumu, vyzkumnymi nastroji jsou interview s uciteli matematiky zuacastnénych
tfid, didakticky test a zavére¢ny dotaznik pro zaky. Vyzkumné otazky zodpovime pomoci
analyzy dat a testu dobré shody chi-kvadrat. Posledni kapitolu budeme vénovat shrnuti
dosazenych vysledku.



I. TEORETICKA CAST



1. Matematika na 1. stupni ZS

Nestandardni matematické ulohy, jejichz feseni je pfedmétem heuristiky, jsou soucasti
vyuky matematiky jiz na 1. stupni ZS. Ta se stejné jako na dalsich stupnich vzdélani Fidi
zdvaznymi dokumenty platnymi pro vSechny skoly v Ceské republice, tzv. Ramcovymi
vzdélavacimi programy. Tyto kurikularni dokumenty pro vzdélavani zakd od 3 do 19 let
vychazeji ze zakona €. 561/2004 Sb., o predskolnim, zakladnim, stfednim, vy$§im odborném
a jiném vzdélavani (skolsky zakon). Dale pak z Narodniho programu rozvoje vzdélavani v CR,
tzv. Bilé knihy, coz je vladni projekt, ktery obsahuje myslenkova vychodiska, obecné intence
a rozvojové programy uréujici vyvoj eské soustavy vzdélavani. (MSMT, 2021)

Mame 2 arovné kurikularnich dokumenti — statni a Skolni (Obr. 1). Statni uroven
predstavuji Ramcové vzdélavaci programy (RVP). Ty jsou vytvoreny zvlast pro predskolni,
zakladni, zakladni umélecké, stfedni odborné vzdé€lani, pro gymnazia, jazykové Skoly i pro
specialni vzdelavani a udavaji zavazny ramec vzdelavani v téchto obdobich. Obsahuji cile
a formy vyuky, jeji délku a povinny obsah, podminky prabéhu a ukonceni vzdélani. Soucasti
jsou také pravidla pro vyuku zaka se specialnimi vzdélavacimi potiebami.

Skolni Grovei kurikularnich dokument( piedstavuje Skolni vzd&lavaci program (SVP),
ktery si zpracovava kazda Skola zvlast podle piislusného RVP tak, aby byly oba dokumenty
v souladu. Pro 1. stupeti ZS je tedy zavazny Ramcovy vzd&lavaci program pro zakladni

vzd&lavani (dale jen RVP ZV). (MSMT, 2021)

RAMCOVE VZDELAVACI PROGRAMY

STATNI’ predskolni zakladni stiedni ostatni
U ROVE ﬂ vzdélavani vzdélavani vzdélavani vzdélavani

—> RVP G —»
RWPPV || RvPZV RVP GSP RVP ZUV
- RVP JS
RVP ZSS
|—A | Rwpsov |

k4 h 4 A 4 A 4

SKOLNI ~ SKOLNI VZDELAVACI PROGRAMY ZPRACOVANE PODLE RVP
UROVEN  SKOLNI VZDELAVACI PROGRAMY, PRO NEZ NEBYL VYDAN RVP

Obrazek 1: Systém kurikuldarnich dokumentii ﬂ\/ISMT, 2021, 5. 5)



1.1 Ramcovy vzdélavaci program pro zakladni vzdélavani

RVP ZV je zavazny kurikularni dokument, ze kterého vychazi vzdélavani ve vSech
zékladnich $kolach v CR. Obsahuje obecné vzdélavaci cile, klicové kompetence, jez by si Zaci
méli osvojit, uCivo a o¢ekavané vystupy ve forme védomosti a dovednosti, kterymi by zaci méli
po absolvovani jednotlivych etap vzd&lani disponovat. Skoly pak v souladu s nim vytvareji
SVP piesné na miru dle svého zaméfeni a profilace. Podle tohoto dokumentu je v praxi
realizovana vyuka.

RVP ZV je rozdélen na nékolik ¢asti. Zaméfime se zde pouze na body, které piimo
souviseji s tématem diplomové prace.

Jednim z obecnych cili zakladniho vzdélavani je ,,podnécovat Zaky k tvorivému
mysleni, logickému uvazovani a k Fesent problémii . (MSMT, 2021, s. 8) Tento cil je realizovan
prostfednictvim rozvijeni kli¢ovych kompetenci. Ty predstavuji souhrn védomosti, dovednosti,
postoju a hodnot nezbytnych pro osobni rozvoj jedince a jeho dobré uplatnéni ve spole¢nosti.
V soucasné podobé RVP ZV mluvime o sedmi klicovych kompetencich, které jsou rozvijeny
jizna 1. stupni ZS.

Vzhledem k tématu diplomové prace je pro nas zasadni kompetence k feSeni problému,
jelikoz pravé problémy jsou predmétem heuristiky. Dovolime si zde predlozit plné znéni
nékolika bodu:

,, Zdk vyhleddvda informace vhodné k reseni problému, nachdzi jejich shodné, podobné

a odlisné znaky, vyuzZiva ziskané védomosti a dovednosti k objevovdni riuznych variant
reSent, nenecha se odradit pripadnym nezdarem a vytrvale hledd konecné reseni problému.

Zadk samostatné resi problémy; voli vhodné zpiisoby FeSeni; uziva pri reseni problémii
logické, matematické a empirické postupy.

Zdk ovéruje prakticky sprdavnost reSeni problémii a osvédcené postupy aplikuje pri
reSeni obdobnych nebo novych problémovych situaci, sleduje viastni pokrok pri zdolavdni
problémii.“ (MSMT, 2021, s. 11)

Jednotlivé klicové kompetence se vzajemné prolinaji, tudiz i dalSi z nich obsahuji
znalosti a dovednosti potfebné k uplatnéni heuristiky. Kompetence k uceni klade diraz na
organizaci vlastniho samostatného uceni, rozvoj kritického mysSleni, ziskavani informaci,
propojovani znalosti a jejich aplikaci v bézném zivoté. Kompetence socialni a personalni zase
cili na rozvoj schopnosti efektivni spoluprace ve skupiné pii feSeni ukolu a na kvalitu

mezilidské komunikace.
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Nelze opomenout digitalni kompetence, které byly do RVP ZV ptidany az v roce 2021.
Vénuji se praci s digitdlnimi technologiemi, praci s daty, jejich vyhledavani a kritickému
posouzeni jejich relevantnosti. Kladou dliraz na vyuzivani digitalnich zafizeni pro zefektivnéni
vlastni prace. Nachazeji vyznam také pfi aplikaci heuristickych strategii, zejména strategie
systematického experimentovani. (M§MT, 2021, s. 13)

RVP ZV je dokument, ktery je soustavné aktualizovan v reakci na rozvoj a potieby
spoleCnosti. V soucasné dob& probihaji dalsi revize, které pfinesou mimo jiné pojem
gramotnost vcetné jeho presné definice. Gramotnost je chépana jako schopnost aplikovat
ziskané védomosti v bézném zivoté, piicemz jeji uroven lze kvalitativné méfit. Budou
stanoveny dvé zakladni gramotnosti — Ctenafskéd a matematicka. Ty maji slouzit jako zéklad pro
rozvoj oborovych gramotnosti.

Dalsi novinkou, kterou hlavni revize RVP pfinaseji, je zavedeni kulturnich kompetenci
zaméfenych na rozvoj tvorivosti zakt. Ta se ma projevit nejen v uméni, ale také pii reSeni
probléma.

Dle revidovaného ZVP ZV budou moci Skoly ucit od zafi 2024. O rok pozdé&ji se
dokument stane zavaznym pro 1. a 6. roénik ZS. (MSMT, 2022b)

1.2 Vzdélavaci oblast Matematika a jeji aplikace

Vzdélavaci oblast Matematika a jeji aplikace je charakteristicka predev§im aktivnimi
¢innostmi, které se uplatiluji pfi praci s matematickymi objekty a aplikaci matematickych
dovednosti v situacich, do kterych se dostavame v bézném zivoté. Dochazi tak k rozvoji
matematické gramotnosti a matematického mysleni.

Vzdélavaci oblast Matematika a jeji aplikace je na 1. stupni ZS rozélenéna do &yt
tematickych okruht, pfi¢emz kazdy z nich obsahuje ocekavané vystupy, kterych by mél zak na
konci 1. vzdélavaciho obdobi (1. — 3. rocnik) a 2. vzdélavaciho obdobi (4. — 5. rocnik)

dosahnout, a také ucivo, které se k tematickému okruhu vztahuje. Témito okruhy jsou:

Cislo a pocetni operace,
e zavislosti, vztahy a prace s daty,
e geometrie v roving a prostoru,

e nestandardni aplikacni tlohy a problémy.
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Vzhledem k zaméteni této diplomové prace je pro nas stézejni posledni okruh, tedy
Nestandardni aplikacni iilohy a problémy, jejichz feSeni vyzaduje logické mysleni. Prave ty
jsou totiz predmétem heuristiky a jejich metod. Jednd se o okruh, jehoz ulohy by mély
prostupovat vSemi ostatnimi, nebot' rozviji schopnost feSit problémy nejen ve Skole, ale
i vbéznych zivotnich situacich. U¢i zdky formulovat problém a pracovat s udaji, posiluje
zakovu viru ve vlastni kvality v oblasti logického uvazovani a zvysuje pravdépodobnost
Gspé&sného podchyceni zaka, ktefi v matematice Casto selhavaji. (MSMT, 2021)

Je to vSak jediny tematicky okruh, jehoz vystup je definovan az pro 2. vzdélavaci
obdobi, zatimco vSechny ostatni jsou opatieny vystupy pro obé obdobi. Zminénym vystupem
je, ze: ,, Zdk 1esi jednoduché praktické slovni ulohy a problémy, jejichz reSent je do znacné miry
nezavislé na obvyklych postupech a algoritmech Skolské matematiky “. (MSMT, 2021, s. 34)

Ucivem tohoto tematického okruhu jsou slovni ulohy, ¢iselné a obrazové rady, magické

Ctverce a prostorova predstavivost.

Cilové zaméteni vzdelavaci oblasti Matematika a jeji aplikace se orientuje na rozvijeni
klicovych kompetenci matematickymi prostiedky. Vyzdvihneme ty cile, které tizce souviseji
s heuristikou. Vzdé¢lavani v této oblasti vede zaka k:

-, rozvijeni kombinatorického a logického mySleni, ke kritickému usuzovdni
a srozumitelné a vécné argumentaci prostrednictvim reSeni matematickych
problémii

- provddeni rozboru problému a planu 7eSeni, odhadovani vysledkii, volbé
spravného postupu k vyreSeni problému a vyhodnocovani spravnosti vysledku
vzhledem k podminkam ilohy nebo problému

- poznani moznosti matematiky a skutecnosti, ze k vysledku Ize dospét riiznymi

zpiisoby . (MSMT, 2021, s. 31)

12



2.  Vymezeni zikladnich pojmi

Tato diplomova prace je sméfovana k feSeni tloh z matematiky pomoci heuristiky

a jejich strategii, proto je nasnadé objasnit si zakladni pojmy vztahujici se k této problematice.

2.1 Heuristika

Je Siroce rozsiten pribeh, datovany do obdobi kolem 3. stoleti pt. n. 1., o starofeckém
matematikovi a fyzikovi Archimedovi, ktery dostal od syrakuského krale Hierona II. za kol
zjistit, zda je jeho koruna vyrobena pouze ze zlata, €i jej jeho zlatnik o8idil a Cast zlata nahradil
levnéjsimi kovy. Archimedes dlouze premyslel. Pii navstéveé verejnych lazni si pov§iml, ze
vyska hladiny v kadi stoupa a klesa v zavislosti na jeho ponoteni. Diky tomu dostal zasadni
napad a okamzité, jeSté nahy, vybéhl smérem ke kralovskému paléaci a kiicel: , Heuréka!*
(Nasel jsem! Objevil jsem!). Odtud pochazi nejen dnes obecné znamy Archimediav zakon
o vztlaku, ale také celosvetove uzivané slovo heuréka, které v mnoha zemich zazni jako zvoléani
pii nahlém a neCekaném objevu. Od tohoto puvodem feckého slova heuréka je pak odvozena
heuristika. (Kralova, 2007)

Polya (2016, s.114) rozlifuje pojmy heuristika a moderni heuristika. Rika, Ze
,heuristika, nebo také heuretika nebo ,,ars inveniendi“ byl ndzev jistého oboru vyzkumu, ne
zcela presné popsaného, ndlezejiciho k logice, filozofii nebo psychologii, casto jen nacrtmutého,
zridkakdy popsaného detailné a dnes témér zapomenutého. Cilem heuristiky bylo studovat
metody a zdsady objevovdani a vynalézani.“ Adjektivam heuristicky* pak lze prelozit jako
,,slouzici objevovani®.

Moderni heuristika se pak dle Polyi (2016, s. 131) ,,snazi pochopit proces reseni uloh,
obzvilasté pak typické mentalni operace, které jsou vtomto procesu uzitecné. Za zaklad
heuristiky povazuje zkuSenosti, a to ziskané jak vlastnim feSenim rozlicnych uloh, tak
i pozorovanim Cinnosti a mentalnich operaci jinych fesitela aloh.

V pojeti Zeliny (1990, s. 66-67) je heuristika ,, metoda tviirciho reSeni problému “, pro
niz je , charakteristickd specifikace typovych cinnosti, které se uplatiuji pri objevovani,
vynalézdni, tvorenti a specifikovani norem a postupii .

Profesor Kopka (1999) oznacuje heuristiku za uméni objevu a povazuje ji za védni

odvétvi, jez se zabyva metodami a postupy, jak objevovat.
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Dle Maiiaka a Svece (2003, s. 113) je heuristika ,,véda zkoumayici tviirci mysleni, také
heuristicka cinnost, tj. zpuisob FeSeni problému*. Vychazi z faktu, ze pro €loveka je pfirozené
poznavat své okoli a zkoumat jej, snazit se mu porozumet a ziskat takové dovednosti, které mu
umozni napliiovat vlastni potreby.

Jiz z prvni definice heuristiky je zfejmé, ze objevy a vynalezy prostupuji vSemi oblastmi
védy. Pro tcely této prace se zaméfime na heuristiku pfi feSeni uloh v matematice.

Lidé se setkavali s problémovymi tlohami a fesili je jiz ve starovéku. Vyznamny fecky
matematik Pappus, ktery zil pfiblizné ve 3. stoleti pf. n. 1., se v jedné ze svych knih Collectiones
zabyval oblasti studia pojmenovanou analyomenos, coz se preklada jako ,,uméni fesit tlohy*
nebo také , heuristika“. Navazuje zde na Euklidovy Elementy a vysvétluje proces analyzy
a syntézy. V 17. stol. se systém heuristiky pokusil popsat matematik a filozof René Descartes,
ktery 1i¢i své nadSeni pro samostatné objevovani ve védé, pricemz v tomto vlastnim objevném
pocinani zacal nachazet uzivani jistych pravidel. Dalsi vyznamnou osobnosti popisujici
heuristiku je Bernard Bolzano, logik a matematik 19. stoleti. Ten si pro své pojednani o tématu
heuristiky v knize Wissenschaftslehre kladl za cil vlastnimi silami jasné popsat pravidla
a vyzkumné postupy uspesnych lidi, ktefi si téchto faktorti determinujicich jejich zdar asto ani
nejsou védomi. (Polya, 2016)

Problematika heuristiky tedy byla v minulosti zkoumana, ale tivahy vzdélanci o ni
zustaly vzdy jen v uzkém okruhu védcu, jez se ji zabyvali. Tuto izolaci prolomil az matematik
mad’arského ptivodu George Polya, pravem oznaCovan za otce heuristiky, se svou knihou How
to Solve It — A New Aspect of Mathematical Method. Prostifednictvim této knihy dovedl
zprostiedkovat heuristiku nejen védciim, ale také ucitelim matematiky ¢i dokonce samotnym
studentim a vyznamné tak pfispél k nardastu zajmu o tento obor. (Kopka, 1999) Knihu napsal
velmi ¢tivym a dobfe srozumitelnym jazykem, tudiz 1 ¢tenafi bez matematickych znalosti na
védecké urovni jsou schopni pojmout jeji obsah a Cerpat z né€j ve své ucitelské ¢i studijni praxi.

Na Polyu pak navazuji dal$i matematici, jako jsou profesor Jan Kopka ¢i Miron Zelina.

2.2 Uloha &i problém

V publikacich autort, ktefi se zaméfuji na problematiku heuristiky a jejiho vyuziti ve
vyuce, se setkavame s ruznym oznaCenim predmétu zkoumani. Objevuji se pojmy uloha,
problém, problémova situace. Podivejme se tedy, jakym zpisobem na né matematikové

nahlizeji.
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Pélya (2016) mluvi o ulohach. Rozlisuje 2 typy uloh:
1. uloha néco najit,
2. uloha néco dokdzat.

,»Uloha néco najit“ nam vzdy piedklada 3 parametry — udaje, podminky a neznamou.
Cilem fesitele tohoto typu uloh je nalézt urcity objekt, ktery predstavuje neznamou. V ptipade
algebraickych uloh je neznamou cislo, v geometrickych tlohach hledame obrazek. U logickych
hadanek mdze byt hledanym objektem slovo. Udaje jsou veskeré informace, které jsou nam
predlozeny jako vychozi bod. Podminky pak urcuji vztahy mezi Gdaji a neznamou.

Pro lepsi nazornost uvazujeme konstrukéni geometrickou tlohu, ktera nam déava za ukol
sestrojit trojuhelnik ABC s délkami stran a, b, c. Neznamou zde predstavuje trojuhelnik, udaje
jsou ti1 délky a, b, ¢ a podminkou je, aby vysledny trojuhelnik mél strany o délce pravé a, b, c.

Reitel ,,ilohy néco dokdzat* ma za tkol nezpochybniteln& uréit, zda je predlozené
tvrzeni za vSech okolnosti pravdivé ¢i nikoli. Cilem je tedy jasné dokazat, ze je hypotéza
pravdiva, nebo naopak nepravdiva. Tyto ulohy nam ptedkladaji dva parametry — predpoklady
a zavér véty, kterou mame verifikovat & vyvratit. Pro zaky na 1. stupni ZS je vzhledem
k jejich dosud nabytym znalostem pfili§ naro¢né provést Uplny matematicky dukaz (napf.
formou rovnice, kdy pomoci vhodnych matematickych uprav ziskame stejnou hodnotu na jeji
levé i na pravé stran€), proto je béznou praxi nalezeni netplného dikazu. Ten ziskame
dosazenim nékolika nahodnych hodnot, pfi¢emz dana véta je stale pravdiva.

Polya zmiiuje také rutinni tlohy, coz jsou stale se opakujici ulohy, které vyzaduji pouhé
dosazeni do vzorce bez nutnosti aktivniho prfemysleni. Tento typ tloh v matematice povazuje

za vhodny, v zadném piipadé¢ vSak nesmi byt jediny.

Kopka (2007) operuje s pojmem ,,matematicky problém*. Navazuje na amerického
didaktika matematiky Jeremyho Kilpatricka (1989), ktery povazuje matematicky problém za
situaci, kdy pfima cesta k feSeni je zablokovana a k jejimu nalezeni uzivame matematické
pojmy a principy. Problém v pojeti profesora Kopky ma 3 hlavni slozky — vychozi situaci, cil
a cestu vedouci od vychozi situace k cili. Vychozi situace predklada informace ¢i tdaje a vztahy
mezi nimi. Cil je feSeni, kterého chce fesitel dosahnout, a cesta je zpusob, jak se dostat k cili.
Cesta muze byt pro fesitele znama, nebo ji naopak musi teprve nalézt. Toto je také urcujicim
faktorem, dle kterého Kopka dé€li problémy do kategorii:

1. Cviceni ¢i rutinni problémy — vychozi situace i cil jsou jasné stanoveny a cesta

je znama. Jestlize zak 5. tfidy jiz ovlada déleni vicecifernym cislem a ucitel mu
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zada konkrétni ptiklad déleni vicecifernym cislem k vyfeSeni, zadal mu rutinni
problém.

2. Uloha & nerutinni problém, nebo také skuteény problém — vychozi situace
i cil jsou jasné stanoveny, avSak cestu musi feSitel sam teprve nalézt. Naptiklad
provedeni dikazu véty, ktery zaci nikdy nevidéli, je pro né nerutinnim
problémem, skutecnym problémem. Pravé tato kategorie uloh je predmétem
heuristického badani.

Mezi rutinnim a nerutinnim problémem je velmi nejasna hranice, ktera je zavisla na
znalostech zaka. Uloha, ktera je pro matematicky zdatn&jsiho zaka jiz rutinni, maZe byt pro
jiného nerutinni. U zaka samotného dochazi v prubéhu studia k posunu, kdy se pro n€j nerutinni
ulohy stavaji ulohami rutinnimi.

Kopka se zaméiuje také na kategorii matematického zkoumani, kdy je presné stanovena
vychozi situace, ale cil je zadan nepfesn€ nebo neni zadan vibec, tudiz cesta k nému je také

neznama.

Gahér a Marko (2017) vidi zna¢ny rozdil mezi pojmy ,,aloha“ a ,,problém® v z&vislosti
na postupu feeni. Uloha neboli zadani je piipad, kdy zname konkrétni algoritmus a jeho
pfesnym nasledovanim se dobereme pozadovaného vysledku. Je podobna schématu, ktery
fegitel jiz dobfe zna. Ulohu zde plnime &i vykondvame, nebot tato &innost probiha bez nutnosti
rozhodovani.

Problémem je v tomto pojeti situace, ktera neexistuje sama o sobé&, ale musi se za ni
skryvat subjekt, ktery se s danym problémem potyka. Subjekt mé problém, kdyz se nachazi
v urcitém vychozim bodé A, chce se dostat do cilového bodu B, ale nezna postup, jak piekonat
prekazku, ktera mezi body A a B stoji. Stézejni vlastnosti problému je feSitelova motivace, a to
nejen k tvofeni hypotéz, ale i k dosazeni cile. Takova situace nevyzaduje pouhé plnéni, ale
zahajeni procesu feseni, které vyzaduje zapojeni mysleni a hledani novych postupt k dosazeni
cile. Problém se mize skladat z mensich celkd, které pro nas predstavuji Glohy.

Pfi urceni, zda se jedna o problémovou ¢i bezproblémovou situaci se Gahér a Marko
shoduji s pfedchozimi autory. Rozdil urCuje urover znalosti feSitele a jeho schopnost vytvorit
si 0 problému spravnou predstavu. Tento faktor se méni, proto ziskavanim novych zkuSenosti

a seznamovanim se s novymi algoritmy feSeni se z problémovych situaci stanou ulohy.

Matiak a Svec (2003) v souvislosti s heuristikou mluvi o problému. Vychazi z faktu,

ze v bézném zivoté fesime problémy neustale, at’ uz jsou banalni ¢i vyzaduji notnou davku
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premysleni. Ve Skolnim prostfedi mé problém své vyznacené hranice, je to navozena situace,
kdy zak nezna jasny algoritmus feSeni a pomoci svych aktualnich znalosti ji nedovede vyfesit.
Problém je v tomto pojeti kombinaci situace obtizné, nejasné a nové. Postupnym objevovanim
hledame odpovédi na otazky, pomoci kterych problém fesime.

Princip problému vychazi z pfirozené potieby clovéka poznavat okolni svét, orientovat
se v ném a chapat jevy, které ve svété pozorujeme. Jist€ dobfe zname velmi Cetné otazky malych
déti zacinajici slovem ,,pro¢” (pro€ je trava zelena, pro¢ ve dne sviti Slunce a v noci Mésic,
proC v zime snézi, ...). Objevovani a hledani odpovédi na otazky, tudiz feSeni problémd, je tedy

pfirozeny proces, ktery zapocal jiz pii naSem narozeni a dal jej rozvijime i ve star§im véku.

FrantiSek Kufina (2011) vidi rozdil mezi cvi¢enim, ilohou a problémem. Pro splnéni
cvieni nam stadi pouha znalost postupu, ktery piimo vyplyva z textu tlohy. Uloha uz vyzaduje
kombinaci nékolika algoritmi, které musime vhodné urcit a pouzit k feseni. Dovednost fesit
cviceni aulohy je dle autora otazka matematické gramotnosti zaka, které by mél na urcité arovni
dosahnout po ukonceni pfislu§né etapy vzdélani. Problém neni feSitelny rutinnimi algoritmy,
ale k jeho feseni je nutny tvorivy pfistup, diky kterému najdeme svou vlastni, originalni cestu

k cili.

Z uvedeného vyplyva, Ze terminologie v tomto ohledu neni jednotna. Pro ucely této
diplomové prace budeme povazovat pojmy uloha, problém a problémova situace za synonyma,
a to ve vyznamu nestandardnich uloh, kdy nezname algoritmus vedouci k feseni, ale musime

jej hledat vlastnimi cestami. Praveé tyto ulohy jsou predmétem zkoumani heuristiky.

2.3  Tvorivost

Jak vyplyva z RVP ZV, velky diraz je kladen na rozvoj tvorivosti zaka. Tvorivost je
prostfedkem seberealizace, diky tvofivosti dovedeme nalézat nova feSeni problému, se kterymi
se setkavame, vytvafime nové originalni dilo. S tvofivosti se neodmysliteln€ poji aktivita
a samostatnost. Aktivitou ve Skolnim prostiedi rozumime intenzivni ¢innost zaka at’ uz vlivem
vnitiniho z4jmu nebo védomého Gsili. Samostatnost pak vnimame jako ,, ucebni aktivitu Zdkii,
pri niz zZaci ziskavaji poznatky a dovednosti viastnim usilim, relativné bez cizi pomoci, a to
hlavné reSenim problémi ““. (Manak, 1998, s. 41) Tyto dva faktory jsou jakymsi predstupném

tvorivosti, nebot’ bez samostatnosti nemizeme tvofit a bez aktivity nemizeme byt samostatni.
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Muzeme tedy tvrdit, Ze k tvofivosti dojdeme postupnym nasledovanim krokd aktivita =
samostatnost = tvofivost.

Tvotivost se vyznacuje dvéma vlastnostmi, kterymi jsou novost a uzitecnost. Je
pravdépodobné, ze zak na 1. stupni nevytvoii néco naprosto nového z pohledu spolecnosti, ale
muze vytvorit néco nového ze subjektivniho hlediska, néco nového pro zaka samotného nebo
jeho vrstevniky. (Pecina, 2008)

Napriklad pro studenty stfedni Skoly je naprosto rutinni zalezitosti vypocitat obvod
obdélnika pomoci vzorce 0 = 2a + 2b. Zaci v nizsich roénicich 1. stupné ZS tento vzorec jesté
neznaji. Jestlize si v§ak uvédomi, ze obvod obdélnika ziskaji sectenim vSech jeho stran, vzorec
sami vytvori. Vyrazné tak pfispéji k rozsifeni svych znalosti a k rozvoji vlastnich dovednosti.
Vytvoreny vzorec je tedy z pohledu zaka novy 1 uzitecny. Slovy profesora Kopky (2007, s. 9):
1 Zdci a studenti vSech stupiit Skol maji moznost poznat tviirci aspekt matematiky, pokud se
s nimi matematika ,,dobre déla*“.“ Heuristickd metoda svym pfistupem provadi zdky vSemi

ttemi jevy od aktivity az k tvofivosti.
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3. Heuristicka metoda v systému vyukovych metod

Pro lepsi pochopeni heuristické metody je nasnad€ definovat, co to vlastné metoda je.
Metoda vychazi zteckého slova ,methodos”, coz v piekladu znamena cesta, postup. Ve
Skolnim prostfedi mluvime o vyukové (vyucCovaci) metod€, kterou chapeme jako ucelné
stanoveny model usporadani Cinnosti ucitele a zaka tak, aby doslo k optimalnimu osvojeni u¢iva
a dosazeni vychovné-vzdélavacich cilt. (Skalkova, 2007)

Existuje mnoho piistupu ke klasifikaci vyukovych metod dle riznych faktord. Abychom
1épe porozuméli postaveni heuristiky v systému metod, uvedeme si zde pojeti Maiidka a Svece

(2003), kteti rozlisili vyukové metody na metody klasické a aktivizujici.

Klasické vyukové metody déli na:
1. metody slovni

Tyto metody jsou zalozeny na percepci a porozumeéni feci, jez je zakladem mysleni,
a osvojeni novych poznatka. Zakladnim prvkem je slovo mluvené ¢i psané. Mluvena forma
probihd v podobé monologické, tj. takové, kdy ucitel vyklada latku a zaci jej pasivné
poslouchaji, nebo dialogické, kdy se zaci aktivné zapojuji do ucebniho procesu formou sdileni
mySslenek, a to jak mezi ucitelem a zdkem, tak 1 mezi zaky navzajem. Patii zde vypravéni,
vysvétlovani, prednaska, dialog, rozhovor. Psand forma je uskuteCiovana v podobé prace

s ucebnici, knihou ¢i jinym textovym materidlem, nebo vypracovanim pisemné prace.

2. metody nazorné-demonstracni

Tyto metody vychazeji z didaktické zasady nazornosti, znamé jiz od dob
J. A. Komenského. Zaci se dostavaji do kontaktu s piedméty a jevy, které jsou jim piimo
pfedvadény ¢i zobrazeny. Rozviji tak vlastni pfedstavy, konkretizuji abstraktni pojmy
a propojuji Skolni ucivo s redlnymi zivotnimi skute¢nostmi.

Mezi tyto metody fadime predvadéni a pozorovani realnych predméti a jeva,
predvadéni ¢innosti, pokusti a modeld. Dale pak praci s obrazem, a to bud’ statickym ve formé
fotografii a schémat, nebo dynamickym v podobé projekce filmu ¢i videi. Pozorovani byva
spojeno s otazkami ¢i tkoly, které zaky aktivizuji a sméfuji jejich pozornost zadoucim smérem.
Zatazujeme zde také instruktaz. Nazorné-demonstracni metody jsou dopliiovany slovnimi

metodami, kdy je pfedvadény predmét doprovazen napt. popisem.
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3. metody dovednostné-praktické
Zakladem téchto metod je pifima Cinnost zakt vedouci krozvoji jejich
psychomotorickych a motorickych dovednosti. Jedna se o vytvareni dovednosti, napodobovani,
manipulovani, laborovani, experimentovani. Soucasti jsou také produkéni metody realizované
formou fyzické prace, pficemz vystupem je zakav vytvoreny produkt, vytvor nebo vykon. Tyto
metody se nejCastéji uplatiuji ve vychovnych predmétech (vytvarna vychova, pracovni

¢innosti, hudebni vychova, télesna vychova).

Za aktivizujici (v n€kterych publikacich inovativni, napt. Zormanova, 2012) vyukové
metody jsou povazovany takoveé postupy, pro které je charakteristické aktivni zapojeni zaka do
vychovné-vzdélavaciho procesu s dirazem na mySleni a feSeni problému. (Jankovcova,
Koudela, Pricha, 1989) K poznani dochazi na zakladé zakova samostatného objevovani,
vyhledavani a zpracovani informaci. Akcent je kladen na rozvoj zakovy tvofivosti, nezavislosti
a formovani zakovy osobnosti.

Do této kategorie dle Manaka (2003) fadime diskusni, situacni, inscenac¢ni metody,
didaktické hry a také metody heuristické a problémové, kterymi se z divodu zaméfeni této
prace budeme vénovat podrobnéji v pristi podkapitole.

Diskusni metody navazuji na klasickou metodu didaktického rozhovoru a jsou
zalozeny na komunikaci jak mezi uCitelem a zaky, tak i zadky navzajem. Kazdy ucastnik diskuse
ma moznost vyjadfit vlastni nazor na urcity problém vychazejici z vlastni zkusenosti, podavat
pro n¢j své argumenty a reagovat na argumenty ostatnich. Touto cestou pak tfida spolecné
dochazi k odpovédi na diskutovany problém.

Situa¢ni metody rozviji schopnost zakl vyporadat se s konkrétnimi realnymi
situacemi, které je mohou potkat v bézném zivoté. Problémovy ptipad je doplnén o situacni
kontext, jsou jasn& dany okolnosti a vztahy a feseni pfipadu neni zfejmé. Zaci se tak musi na
zaklad€ predlozenych a vyhledanych informaci rozhodnout a navrhnout postup feseni dané
situace. V nasledné diskusi zaci vyberou nejlepsi z vymyslenych navrhii. Do této skupiny
metod fadime metodu rozboru situace, feSeni konfliktni situace, metodu incidentu
a dynamickou situa¢ni metodu.

Inscenacni metody spocivaji v hrani roli. Hlavnim smyslem této metody je zakovo
socialni ugeni ve vytvofenych modelovych situacich. Zaci jsou sami herci a dramaticky
ztvartiuji ur€ity typ ¢loveéka, zobrazuji realnou situaci ze zivota nebo kombinaci obou variant.
Inscenace muze byt strukturovana, tedy postavena na piedem vytvofeném scénaii, nebo

nestrukturovana, kdy je urCena pouze situace a zaci jsou nuceni improvizovat. Zaci tak
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prostfednictvim vlastniho prozitku a jednani prohlubuji nabyté znalosti, svou schopnost
empatie, porozuméni chovani druhych, rozviji komunikativni, emocionalni a socialni
dovednosti, uci se vhodné reagovat v konkrétnich situacich.

Didakticka hra vychazi z faktu, Ze hra je jednou z hlavnich a pfirozenych €innosti déti.
Hra je dobrovolna aktivita, kterd nema specialni ucel, ale cilem je samotna ¢innost. Didakticky
rozmér nabyva ve chvili, kdy je hrou sledovan vychovné-vzdélavaci cil, nejcastéji upevnéni
uciva, a to idealné tak, aby si zak ani neuvédomil, ze se uci. Ma motivacni naboj, vzbuzuje
zajem a spontannost zakt. Rozviji jejich kooperaci, cit pro fair-play, zdravou miru soutézivosti,

Zaci jsou nuceni vyuzivat své nabyté znalosti a dovednosti a vlastni zkuSenosti.

3.1 Heuristicka metoda

Jak jsme jiz predeslali, problémova a heuristickd metoda je zafazena mezi aktivizacni
metody. Ne&ktefi autofi povazuji problémovou metodu za metodu vyuzivajici heuristicky
princip, jini ji vnimaji jako ,nejefektivnéjsi a nejpropracovanéjsi heuristickou vyukovou
strategii “. (Manak, Svec, 2003, s. 114) V sougasnosti spole¢nost klade ¢im dal vétsi naroky na
Skolu a jeji ulohu vychovavat zaky k aktivni a tvofivé ¢innosti. Vyuka heuristickymi metodami
je soucasti moderni koncepce vyuky, ktera se od té tradi¢ni velmi lisi. V tradicnim pojeti je
ucitel bran jako vSevédouci, své znalosti zakim sdéluje a zak je pasivné pfijima. V heuristickém
pojeti je praveé zak tim aktivnim Cinitelem. Ucitel vede zaky k samostatné Cinnosti, k patrani,
ma zde roli poradce a zejména v zacatcich zakovo objevovani fidi a usmérnuje. Klade zakiim
problémové otazky, predklada atraktivni pfipady a problémové situace, které vzbudi pozornost
zaki. (Matik, Svec, 2003)

Rozvoj schopnosti zaku fesit ulohy je bezesporu jednim z cilt uCitele matematiky. Jsou
totiz obrazem situaci, se kterymi se zaci setkavaji v bézném zivoté a maji byt pfipraveni je
uspesné a efektivné vytesit. Polya (2016) oznacuje feSeni uloh jako praktickou dovednost,
kterou se zaci musi naucit, stejné jako plavani ¢i lyzovani, a kazdou takovou dovednost
ziskavame napodobovanim a cvikem. Chceme-li se naucit plavat, nejprve pozorujeme plavce,
jejich pohyby rukou a nohou a drzeni hlavy. Nasledné¢ pohyby sami napodobujeme
a opakovanym cvi¢enim se nauCime plavat. S feSenim matematickych uloh je to analogicky
stejné. Pozorovanim jinych lidi, jak fesi tlohy a jakym zptisobem u toho premysli, a naslednym

napodobovanim jejich pocindni se nakonec naucime fesit ulohy samostatné.
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Heuristicka metoda patii k narocn€jS§im zpusobum vyuky. Obzvlasteé pro zacinajici
ucitele muze byt tézkym tkolem fidit vyuku tak, aby z ni zaci vytézili maximalni potencial.
Pro efektivitu takto vedené vyuky je nutné, aby ucitel heuristickou metodu dobte znal a dokéazal
ji vhodné realizovat. K tomu je nezbytné dodrzovani urcitych zasad, které se tykaji zaka, ucitele
i problémové ulohy. (Petty, 2013)

Zakladem tvorivého procesu pii feseni problému je zajisténi vhodnych podminek. Zaci
by se méli pohybovat v pratelském prostiedi zalozeném na vzajemném respektu. Je dilezité,
aby ucitel znal své zaky, mél s nimi dobry vztah a vzbuzoval v nich védomi, Ze mohou beze
strachu vyjadfit své myslenky. V takovém prostfedi se zaci mnohem ochotnéji a aktivnéji
zapojuji do diskuse a jsou ochotni projevit i nazory, které jsou nécim odli§né ¢i nové. Teprve
kdyz se zaci neboji prednést neobvyklé napady, mohou nalézat nova feSeni problému. (Pecina,
2008)

Ucitel by mél disponovat vhodnymi osobnimi vlastnostmi 1 profesnimi dovednostmi.
Jestlize chce vést zaky k feSeni problému, musi toho byt sam schopen. Sam by se mél
projevovat tvoiive, inspirativn€ a byt pro zaky vzorem. Z profesniho hlediska musi ovladat
predmét, ktery vyucuje, v naSem piipade€ se jedna o matematiku. Jestlize chce u zaku rozvijet
mentalni operace potfebné k uspésnému feSeni uloh, musi jim poskytnout pfilezitost
k napodobé€ a cviceni — dat jim dostatecné mnozstvi pfilezitosti fesit ulohy ¢i pozorovat, jak
ulohu fesi ucitel. Kdyz ucitel fesi ulohu pred tfidou, mél by sam sobé nahlas klast otazky, které
jej vedou k teSeni. Jde o stejné otazky, které ucitel klade zak(im pfi feseni ulohy, kdyz potiebuji
pomoct & postréit. Zaci si tak postupnym opakovanim n&které otazky zvnitini a také se naudi,
jak ucinné klast dalsi otazky a vyuzivat napovédy, které tyto otazky nabizeji. (Polya, 2016)

Volba vhodné problémové ulohy je velmi naro¢na, ale o to vice dulezita. Kritéria
problémové tlohy zformuloval Pecina (2008, s. 43):

o Problémova iloha musi byt v logické ndvaznosti s dosavadnimi poznatky Zdku.
Jak fika Polya (2016), je t€zké vyftesit ulohu, kdyz vime o problematice malo,
ale je to nemozné, nevime-li o ni nic. Zaci musi disponovat znalostmi
a dovednostmi potfebnymi k vyfeseni problému.

o Musi byt primérend jejich moznostem. Uloha by pro zaky méla byt adekvatnd
narocna. Prili§ jednoduché ukoly nezaujmou jejich pozornost a prili§ te€zké je
naopak odradi a zaci se tak do ulohy ani nepusti. Problém musi mit motivacni
charakter.

o  Musi mit povahu nového poznatku. Kazdy vyteseny problém by mél zaka

posunout o néco dal. At uz tim, ze ziska vysledek, novy poznatek, nebo
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nalezenim cesty, urcitého postupu, ktery k feSeni vedl. Nabyté znalosti vyuzije
pfi feSeni dalSich problémd, které je vyzaduji. (Kalhous, Obst a kol., 2009)

o  Musi u zZdka vyvolat chut pozndvat. Problém ma pozitivné zapiisobit na vnitini
motivaci zaka. Problém musi byt zajimavy, atraktivni a blizky prostiedi, ve
kterém se zak pohybuje. Ukazalo se, ze zak, ktery jen stézi dovede vyftesit urcity
problém, je GispéSny v feSeni stejne tézkého ukolu, ktery se vztahuje k prostredi,
ve kterém zije. (Kopka, 2013)

Ucitel musi mit na zfeteli, Ze zaci nejsou na stejné intelektové urovni, néktefi se
s problémem vypotadaji rychleji nez ostatni. Pro tyto zaky by mél mit v zaloze ukoly, které
dale pomohou zakovi prohloubit praveé objevené.

V prubéhu vyuky musi ucitel dobfe odhadnout vhodnou miru fizeni. Neexistuje obecné
predepsana mira. Kazda tfida je jina a kazdy zak v ni ma trochu odli§nou urovent matematickych
dovednosti. Kdyz ucitel ucebni ¢innost fidi piilis, zaci ziskavaji pocit, Ze nemaji prostor fesit
problém samostatne. Jestlize vSak zaktim chybi dostate¢né vedeni, za¢nou v uloze tapat, coz
vede k demotivaci a nechuti feSit matematické problémy. Ucitel tedy musi bedlivé sledovat
kazdého zaka, pruzné reagovat na jeho dotazy a potreby a ve spravny ¢as podat pomocnou ruku
napt. ve formé otazek, které zaky nasméruji k feSeni. V kazdém pfipadé je nutné dat zakovi
dostate¢ny asovy prostor k samostatnému mysleni. Zaci si mohou vzajemné sdilet své postupy
feSeni a tim se utvrzovat v myslence, ze vzdy existuje vice feSeni problému nez jen jedno. Na
konci vyuky by nemélo chybét shrnuti toho, co se zaci dozvédéli. (Petty, 2013)

Na nékterych skolach, kde se vyucuje predevsim tradi¢nimi metodami vyuky, mohou
mit zaci z pocatku problém nastavit svou mysl na vlastni objevovani poznatki a heuristicka
metoda pro né mdZe byt naroéna. Mafak a Svec (2003) proto doporuduji zadit metodou
fizeného objevovani, ktera zahrnuje hlubsi a Castéjsi zasahy ucitele, a postupné se propracovat
k samostatnému objevovani.

Proces objevovani neni dileZity jen pro ziskani novych poznatkd a zkugenosti. Zak by
zejména mél zakusit radost z objevovani a tim ziskat motivaci k poznavani a objevovani

v celozivotni praxi.
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3.2 Faze reseni uloh

Polya (2016) rozliSuje ctyfi kroky, kterymi kazdy fteSitel na cesté k feSeni ulohy
prochazi. Jsou jimi:
1. porozumeéni uloze,
2. navrZeni planu resent,
3. realizace planu,
4

. pohled zpét.

Jako pomocného pravodce jednotlivymi fazemi autor podava seznam otazek, ktery
oznacuje jako ,,Seznam®. Jednotlivé otazky jsou pravé podle téchto fazi rozdéleny. Nize se
s nékterymi z nich setkame. Jedna se o pomocné otazky, hledanim odpovédi se posouvame krok
po kroku k uspésnému teseni. Davaji piilezitost podivat se na ulohu z jiného pohledu a nabadaji
nas hledat nepfimé cesty, kudy bychom mohli obejit pfili§ obtiznou piekazku. (Pdlya, 2016)

Zakladem uspésného zdolani ulohy je dané uiloze porozumét, protoze kdyz nevime, co
se po nas pozaduje, nelze tomu vyhovét. Hledame odpovédi na otazky: ,,Co je zde nezndama?
Jaké jsou udaje? Jaké jsou podminky? “ (Polya, 2016, s. XX) Uvazujeme, zda jsou podminky
dostacujici ¢i nedostacujici pro nalezeni neznamé, zda jim lze vyhovét ¢i zda si neprotifeci.
V této fazi je nasnadé nakreslit si obrazek pro nazornou vizualizaci ulohy a zvolit k nému
vhodné a jednoznacné oznaceni tak, aby nam bylo v porozumeéni tloze ndpomocné.

Jakmile jsme tloze porozuméli, hledame zpusob, jak ulohu vyfesit, tedy navrhneme
plan FeSeni. Abychom mohli plan sestavit, hledame souvislosti mezi udaji a nezndmou. Chytry
napad ve smyslu nahlého pokroku smérem k feSeni mizeme dostat hned, ale vétsinou se k nému
musime dostat postupn€. Vyuzivame k tomu mnoha cest, na které nas mohou navadét otazky
a napovedy ze Seznamu. Zakladem je vSak alesponi zakladni znalost tématu, nebot’ , je téZké se
dopracovat k dobré myslence, pokud vime mdlo o daném tématu. A je to zhola nemozné, pokud
o ném nevime nic. Dobré myslenky jsou zalozZeny na predchozich zkuSenostech a predchozich
znalostech.” (Pdlya, 2016, s. 10-11)

Polytuv ,,Seznam“ napovida otazkami: . Zndte néjakou pribuznou/podobnou iilohu? [ ... |
Tady je uloha pribuzna té vasi, ktera jiz byla vyreSena. MiiZete ji vyuzit? MiiZete vyuzit jeji
vysledek? Miizete vyuZit jeji metodu? Uméli byste zavést néjaky pomocny prvek, abyste takové
vyuziti umoznili?“ (Polya, 2016, s. XX) Jako prvni tedy v nasi paméti hledame jiz diive

vyteSenou pfibuznou ulohu, ktera ma idealné stejnou ¢i podobnou neznamou, nebo jiz diive
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dokazanou veétu, ktera se k neznamé vaze. Jestlize takovou ulohu ¢i vétu nenalezneme,
zaméfime se stejnym zptsobem na udaje ¢i podminky. Ani to se vSak nemusi podafit. Pokusime
se tedy ulohu né&jak pozmeénit, preformulovat. Tato transformace nas mize odvést k né&jaké
pomocné uloze, ktera je odlisna od té ptuvodni, ale tfeba budeme moci vyuzit jeji vysledek
k feSeni zadané ulohy. Na zavér této faze by se mél fesitel ohlédnout, zda pouzil vS§echny udaje
a zda jeho navrh feSeni napliiuje vSechny podminky vymezené v zadani.

Jakmile jsme sestavili plan feseni, je Cas na jeho realizaci. Ta je podstatné jednodussi,
hlavnim predpokladem je trpelivost. Zkoumame vSechny detaily, dokud si nejsme jisti, ze je
uloha vyfeSena spravné a muzeme tak kladné odpoveédét na Polyovy otazky se ,,Seznamu“:
,, Vidite jasné, Ze tento krok je spravny? Umite dokdzat, Ze je spravny? “ (Polya, 2016, s. XXI)
Kontrolujeme korektnost kazdého kroku, a to bud’ intuitivné vhledem, nebo formalné dikazem.
Zakam mladsiho $kolniho v&ku bude jisté bliz§i intuitivni kontrola, kdy se fesitel soustiedi na
urcity detail tak dlouho, dokud je o jeho spravnosti skutecné presvédcen.

V zavéru faze realizace planu ziskdvame kompletni feSeni ulohy. Neméli bychom vsak
¢innost ukoncit, ale naopak ohlédnout se zpét. Pii opétovné kontrole vysledku a kroku, jez
k nému vedly, si upeviiujeme zptsob, jakym jsme postupovali, nabyté znalosti a také rozvijime
nasi schopnost fesit lohy. Zvlasté u naro¢néjSich uloh existuje vyssi pravdépodobnost, Ze jsme
udélali chybu, proto bychom se mé&li pokusit najit jesté 1 jiné feSeni. ,,Seznam* nam klade otazky
typu: ,, Umite stejny vysledek ziskat jinak? Vidite to na prvni pohled? Umite pouZit vysledek
nebo metodu na vyreseni jiné ulohy? “ (Polya, 2016, s. XXI) Ucime se tak, ze neexistuje pouze
jedna cesta ke spravnému vysledku. Dalsi moznosti, jak té€zit z vyfeSené ulohy, je hledat
souvislosti s jinymi ulohami, pfi jejichz feSeni bychom mohli aplikovat pravé vyuzity postup ¢i

pouzit vysledek jiz zdolané ulohy.

Matiak a Svec (2003) uvadi pét fazi feseni problému:
1. identifikace problému, tj. jeho postiZeni, nalezeni a vymezeni,
2. analyza problémové situace, proniknuti do struktury problému, odliseni
znamych a potrebnych, dosud nezndamych informaci,
3. wtvdreni hypotéz, domnének, navrhy resent,

4. verifikace hypotéz, vilastni FeSeni problému,

Prvni faze identifikace problému je pro zaky pocatecni bod, ktery jim vSak Casto déla

potize, protoze ackoli ¢tou zadani slovo po slové€, maji Casto problém pochopit jej jako celek,
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o co vném jde a co se po nich vlastné chce. Ucitelova role je zde pomoci Zakim problém
rozpoznat a vyjadrit.

Ve fazi analyzy problémové situace se zak snazi problém pochopit, jasné definovat cil
a uchopit a strukturovat zadané tidaje. Prehledné rozfadi udaje znamé a chybégjici, pro ziskani
fesSeni podstatné a nepodstatné a také urci, které tidaje je nutné doplnit ¢i odhadnout.

Po rozboru predlozenych faktd by zak mél vytvorit hypotézu. Tento krok je pro
heuristickou metodu feSeni naprosto zasadni a odlisuje ji tak od algoritmické cesty, ktera slepe
nasleduje jasné dany sled kroku, ktery jsme si zapamatovali. Uplatiuje se zde heuristické
uvazovani, jakozto hledani postupt feSeni problému raznymi zpasoby prace s daty a hledanim
souvislosti mezi nimi.

Cetnost vytvofenych hypotéz odraZi tzv. Guilfordovo pravidlo (Obr. 2), které tvrdi, ze
v ¢asovém useku 12-16 minut je pocet navrzenych hypotéz stile konstantni, a hypotézy
dokonce postupné nabiraji na kvalité, zatimco pocet odpovedi vychazejicich z pamétnich spoja

rapidné klesa.

pocet
mo?nych
odpovedi

A

pocet
hypotéz

pocet
pamétovych
odpovédf{

B

Obrazek 2: Guilfordovo pravidlo (Maridk, Svec 2003, s. 117)

Aby se hypotéza stala pravdivou, nesmi chybét verifikace hypotézy, tedy objektivni
ovéfeni jeji spravnosti v praxi. V tomto procesu je zapotiebi kritického a logického mysleni.
Mohou nastat tfi ptipady. Prvnim z nich je, ze je hypotéza uspésné ovefena a stava se tak
platnou. Druhou moznosti je odlozeni verifikace kvtli nutnosti doplnit schazejici informace.

Posledni variantou je zamitnuti hypotézy, coz by zdka nemélo vést k pocitu vlastniho selhani,
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fazim a postup zkousi znovu. Navrat k pfedchozim kroktim slouZi také jako zpétna vazba.

3.3 Hrozny problémi dle Jana Kopky

Profesor Kopka v mnoha svych publikacich mluvi o hroznech probléma. Touto
myslenkou navazuje na slova Polyi: ,,Dobré ulohy a houby urcitého druhu maji néco
spolecného — rostou ve shlucich. Kdyz jsme nasli jednu, méli bychom se poohlédnout kolem.
Moame velkou Sanci, Ze jsou docela blizko néjaké dalsi. “ (Polya, 2016, s. 67) Jinymi slovy, nase
badani bychom nem¢li ukoncit ziskanim vysledku matematického problému, ale z kazdého
uspeéchu bychom méli Cerpat co nejvice. Pracovat s vysledkem ulohy, jejimi podminkami ¢i
s metodou jejiho feSeni a vyuzit tak cely potencial daného tématu.

Metoda tvoteni hrozna problémi spociva ve vytvareni souboru vzajemné piibuznych
matematickych uloh. U¢itel ur¢i jeden vhodny zakladni problém, ktery spolecné s zaky vyfesi.
Zaci musi mit dostatek prostoru poradné pochopit problém i metodu, ktera vede k jeho feseni.
Poté nastava Cas pokusit se vytvorit problém podobny tomu, jenz tfida praveé vyftesila, tedy
tvorit hrozen problému. Jedna se o problém, pii kterém zaci vyuziji znalosti a zkuSenosti nabyté
feSenim zakladniho problému. Muze to byt uloha, ve které jsou pouze zménény zadané Ciselné
hodnoty, miize tam byt pozménéna jedna ¢i vice podminek, pozdéji se méni dokonce i obsah
problému. Prvni nové vzniklé problémy se od zakladniho problému li§i jen minimalnég, i metoda
feseni je uplné nebo téméf beze zmény. Cim vice pibuznych problémd uditel s zaky vytvaii,
tim vice zaci pronikaji do dané problematiky a nalézaji odlisnéjsi problémy. Metoda feSeni
v navaznosti na novy problém také Casto vyzaduje obmény. Touto posloupnosti zak nakonec
dovede vyfesit problém, se kterym by si pred vyfeSenim predchozich problému nebyl schopen
poradit.

Po urcité dob€ pozorovani zaci sami za¢nou vymyslet vlastni modifikace problému
a vytvaret tak hrozny problému. Je to pro né€ velkym motiva¢nim faktorem.

Vychozim bodem je tedy zakladni problém. Pomoci néj vytvaiime podobné problémy,

které spolecné€ s nim tvoii hrozen problému. (Kopka, 1999)
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4. Heuristické strategie

Matematika je povazovana za védu ryze deduktivni, tedy védu, kterd vychazi
z dokazanych axiomu a s jejich pomoci odvozuje a oduvodiiuje platnost dalSich matematickych
tvrzeni. Deduktivni metoda v matematice spo¢iva v provadéni dikazi, které jsou pro
matematickou spravnost nezbytné. V kontrastu k matematice stoji pfirodni védy, jejichz hlavni
¢innosti je opakované vykonavani experimentt, diky kterym odhaluji obecné zakonitosti, jez
povazuji za pravdivé. Tento zpusob oznaCujeme jako induktivni, tedy objevovaci.

Matematika navzdory svému pojeti vSak zdaleka nepouziva jen dedukci. Aby
matematici mohli urcitou vétu dokazat, musi ji nejdiive objevit, a to lze pomoci pozorovani,
porovnavani a experimentovani, coz jsou nastroje indukce. Na zakladé pozorovani téchto
experimentt a zobecnénim jejich vysledkt vyslovi hypotézu. Teprve tehdy prichazi na fadu
presny dukaz, ktery tvrzeni potvrdi nebo vyvrati. Z toho vyplyva, Ze matematika je ve své
vyzkumné praxi védou experimentalné induktivni a dedukci tuto Cinnost zavr§uje. Nejprve tedy
prostiednictvim pokusa a neuplné indukce dojde k objevu a poté je jeho pravdivost deduktivne
dokéazéana. (Kopka, 1999)

Nepletme si ale indukci s matematickou indukci. Matematicka indukce je jedna
z dokazovacich metod, tedy metoda deduktivni, kterd s indukci (objevovanim) nemé kromé
nazvu zadnou logickou spojitost. Jedna se o technicky vyraz pro zpusob ,,dikazu od nk n + 1«
¢i ,,prechod k dalsimu ¢islu“. Dikaz v podobé rovnice, ktera je platna pro vSechny Ciselné
hodnoty o 1 vétsi nez predchozi, pficemz dokazované tvrzeni pro n = 1 plati. (Pdlya, 2016)

Jak zde miizeme vidét, matematika se jako védni obor neustale vyviji a prostfednictvim
heuristické neboli objevné metody a jejich strategii zaci mohou na vlastni kiizi poznat, jak
vznika. Zaci si sami vyzkouseji matematické objevovani, byt uz dané véty dokazal nékdo pred
nimi. Pochopi, Ze tento pfedmét neni o pameétném memorovani izolovanych poucek a vét, ale
ze jedna s druhou souvisi a navazuji na sebe. Takové poznani ma pozitivni vliv na motivaci
zaka k feSeni problému v matematice.

Pod pojem heuristické strategie mizeme shrnout Cinnosti, které se uplatiiuji v procesu
matematického zkoumani a pfi feSeni problémui. Patii mezi né pozorovani, experimentovani,
porovnavani atd. Zak se ma ve $kole nauéit fesit matematické problémy. K této dovednosti je
velmi uziteCny trénink vySe uvedenych charakteristickych Cinnosti, které se pifi feSeni

matematickych problému Casto vyuzivaji. Kopka (2013) tyto Cinnosti neboli heuristické
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strategie vnima jako ,, ndstroje, které nam pomdhaji pri hleddani cesty k cili “ ¢ ,.cinnosti, které
matematik déld, kdyz iesi nerutinni problémy ¢i zkoumd “. (Kopka, 1999)

Tyto strategie jsou uzce spjaty s heuristickym uvazovanim. Jedna se o uvazovani, jez
nelze povazovat za konec¢né a presné, nebot’ nebylo ovéreno ditkazem. Jsou to pouze vérohodné,
experimentalni, provizorni tvahy, avSak nezbytné pro hledani feSeni problému. Heuristické
uvazovani slouzi k ziskani presného ditkazu, nebot’ obsahuje jeho zarodky. Dokud vsak presny

dikaz nemame, musi nam stacit tento vé€rohodny, nikoli vSak jisty odhad. (Polya, 2016)

Prti feseni problému pomoci heuristickych strategii se miizeme vydat tfemi cestami. Jsou
jimi:

e aritmeticka cesta neboli numericka cesta — hleda feSeni pomoci Cisel, nezavadi
neznamou,

e algebraicka cesta neboli sestaveni rovnice nebo soustavy rovnic s jednou nebo
vice neznamymi — vyzaduje abstraktni mySleni a znalost algebry, proto je
vhodna az na 2. stupeti ZS,

e geometricka cesta neboli grafické znazornéni — zahrnuje v sob¢ ilustracni
obrazek, tesitelsky obrazek a vyuziti grafu funkce.

(Ptibyl, OndruSova, 2014; Kopka, 2013)

Dle Eisenmanna (2017) nejsou vSechny heuristické strategie na stejné irovni obtiznosti.
Nekteré strategie mohou zaci diky svym dosavadnim zkuSenostem uzivat spontanné bez
predchoziho nacviku, nebot’ jsou velmi jednoduché a intuitivni. Jiné strategie jsou naopak
slozitéjsi na pochopeni a aplikaci pfi feSeni problému.

Heuristickych strategii je velké mnozstvi. Vzhledem k zaméfeni diplomové prace jsme

vybrali ty, které povazujeme za vyuzitelné na 1. stupni ZS:

e pokus-omyl,

e pokus-ovéfeni-korekce,

e systematické experimentovani,
e grafické znazornéni,

e analogie,

e zavedeni pomocného prvku,

e cesta zpét.
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4.1 Pokus-omyl

Heuristicka strategie pokus-omyl je nejjednodussi a nejspontannéjsi metoda ze vsech.
Jiz v prvni tiidé Z§ ji zaci vyuZivaji naprosto intuitivné a bez potieby jakéhokoli predchoziho
predstaveni. Strategie spoCiva v provadéni pokust, pii¢emz zkouSime libovolné moznosti,
dosazujeme nahodné vybrané hodnoty a doufame, ze se nam podaii ziskat spravny vysledek.
Nasledujici pokus neni nijak ovlivnén vysledkem pokusu pfedchoziho. Jestlize v dalSim pokusu
zohlednime vysledek jiz provedeného pokusu, mluvime o strategii pokus-ovéteni-korekce,
ktera je popsana v piisti podkapitole. Nahodné experimentovani vSak muze byt velmi
zdlouhavé a ne vzdy nas dovede k zadanému vysledku.

Tato metoda ve Skolské matematice neni pfili§ procviovana, spise ji zaci vyuzivaji,
kdyz je nenapada lepsi postup. Navzdory tomu je metoda hojn€ vyuzivana techniky a védci
ptirodnich véd a diky ni vzniklo za pomoci kvalitni vypocetni techniky mnoho technologickych

vynalezt. (Kopka, 2013)

4.2  Pokus-ovéreni-korekce

Jak vyplyva zpredchoziho odstavce, strategie pokus-ovefeni-korekce nebo také
odhad-ovéfeni-oprava vychazi z metody pokus-omyl, ale s tim rozdilem, ze kazdy pokus v fadé
je ovlivnén predchozim experimentem. V uvodu odhadneme feSeni problému. Odhad
provadime na zaklad€ naSich pfedchozich znalosti a zkuSenosti. Nasledné provedeme pokus
a ovéfime, zda vysledek odpovida pozadavkiim zadani ¢i nikoli. Jestlize ano, mame hotovo.
Druhé varianta, tedy neuspéch, je vSak Castéjsi a vyzaduje novy pokus. Vstupni hodnoty jsou
pak ovlivnény vysledkem predchoziho pokusu tak, abychom se ke spravnému vysledku
pfriblizili. Tento proces opakujeme, dokud neziskame spravné feSeni matematického problému.

Zejména pii aritmetickych tilohach je napomocné zaznamenavani jednotlivych pokust
do tabulky. Jeji nazornost nam usnadni objeveni ptipadné zakonitosti, ktera muze urychlit

proces hledani feseni. (Kopka, 2013)

ReSeny problém 1:
Maminka md za tyden narozeniny. EliSka se rozhodla, Ze ji koupi ddrek za 10 korun. Zatim
nema nasetieno nic, ale tatinek ji kazdy den dava 2 koruny kapesného. Stihne Lliska naSetrit

dostatek penéz, aby mamince koupila ddrek vcas? Kolik dni bude Setrit?
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K vyieseni problému musime doplnit piiklad 2 - [ | = 10 (uvazujme, Ze Zaci jesté neumi délit).
Cislo v obdélniku udava pocet dni, které bude Eliska Setiit na darek. Tento piiklad také
pouzijeme pro demonstraci rozdilu mezi strategiemi pokus-omyl a pokus-ovéfeni-korekce. Pti
pouziti strategie pokus-omyl zaci do obdélniku dosazuji nahodna Ccisla, ovéfi spravnost
vypoctem a v pripadé chybného dosazeni zkouseji dalSi ndhodnéa c¢isla. Pokud vSak po
provedeni prvniho pokusu, napf. po doplnéni ¢isla 2, pochopi, ze €islo na pravé stran€ rovnice

vvvvv

pokus-ovéreni-korekce.

Reseni piikladu pomoci strategie pokus-ovéteni-korekce by mohlo vypadat nasledovng:

1. pokus: 2 dny 2:2=4 4<10 zvySit pocet dni
2. pokus: 4 dny 2:4=28 8<10 zvySit pocet dni
3. pokus: 6 dni 2:-6=12 12 > 10 snizit pocet dni
4. pokus: 5 dni 2-5=10 10 =10 spravne feseni

Odpovéd’: Eliska stihne koupit mamince darek véas, bude na néj Setfit 5 dni.

4.3 Systematické experimentovani

Systematické experimentovani je strategie, ktera spociva v systematickém realizovani
pokust, béhem kterych se fesitel postupné piiblizuje k poZzadovanému vysledku. Vychazime
z jistoty, ze feSeni ulohy se nachazi v fetézci vysledki, ktery systematickym provadénim
pokust vytvorime.

Jako vychozi bod si zvolime konkrétni vstupni hodnotu, kterou v kazdém dalSim
experimentu nepatrné zménime tak, abychom se ve vzniklé posloupnosti vysledki dostali az
k tomu spravnému, jez vyhovuje zadani ulohy. Béhem experimentovani mizeme vycerpat
vSechny vstupni hodnoty zuvazované mnoziny potencialnich vysledki a prozkoumat tak
vSechna mozna feSeni, nebo odhadnout hodnotu, ktera by mohla vyhovovat feSeni problému,
od ni se odrazit jako od vychoziho bodu a dale pokracovat systematicky. Zkoumame tedy pouze
urcitou podmnozinu moznych feseni, tudiz poCet experimentt je mensi. Tato varianta je vhodna
pouze v piipadé, kdy je jisté, ze feSeni je pouze jedno, tedy po jeho nalezeni jiz neni nutné

provéfit ostatni varianty. Napfiklad jestlize ve vysledcich experimentli vypozorujeme jejich
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pravidelné stoupajici hodnoty, miZzeme po nalezeni spravného feSeni ukonCit proces
a oduvodnit to argumentem, Ze hledana hodnota se vzhledem ke stoupajici tendenci v dalSich
pokusech jiz nemuze opakovat. (Eisenmann, Ptibyl, 2013)

Pro tuto strategii je typické uzivani tabulek a schémat, do kterych jsou jednotlivé
moznosti systematicky a prehledné zaznamenavany. Takto usporfdadana data umoziuji
pozorovani pfipadnych zakonitosti ¢i posloupnosti a nasledné hledani odpovidajiciho vzorce,
kterym lze zakonitost vyjadrit. Objeveni zakonitosti vede také k vysloveni hypotéz, které
mohou byt dale ovéfovany. Diky sledovani pravidelnosti, napfiklad zjistime-li, ze vysledek
nasledujiciho experimentu je vzdy o 2 vyssi nez toho predchoziho, muzeme lépe odhadnout,
jak daleko se nachazi hledané feseni. (Kopka, 2013)

Pro vyssi efektivitu tohoto feSitelského procesu se hojné€ vyuziva vypocetni technika,
zejména tabulkové procesory typu Microsoft Excel. Uziti informacénich technologii vyrazné
zkrati dobu experimentovani, obzvlasté kdyz je mnozina potencialnich feSeni velka. Uzivatel
do tabulky vlozi pouze vstupni hodnoty a pozadovanou operaci a nasledné zkouma vysledky.
Oproti ru¢nimu vypoctu je tento zpisob vyrazné rychlejsi. Uziti pocitace v ramci této strategie
je oznaCovano jako uziti tzv. hrubé sily ve smyslu , vycerpavani jednotlivych moznosti
z mnoziny vSech potencialnich vysledkii “. (Eisenmann, Pfibyl, 2013, s. 85)

Strategii systematického experimentovani si ukazeme na stejném problému, jako

v predchozim pfipadé.

ReSeny problém 1:
Maminka md za tyden narozeniny. ElisSka se rozhodla, Ze ji koupi darek za 10 korun. Zatim
nema nasetieno nic, ale tatinek ji kazdy den dava 2 koruny kapesného. Stihne Lliska naSetrit

dostatek penéz, aby mamince koupila ddrek vcas? Kolik dni bude Setrit?

Pro lepsi prehlednost vytvofime tabulku (Tab. 1). Prvni sloupec vyjadiuje pocet dni,
kdy Eliska Setfi. Ve druhém sloupci pocCet dni vynasobime dvéma, protoze kazdy den ziska
2 koruny. V poslednim sloupci vyhodnotime, zda se EliSce za dany pocet dni podafilo ziskat

pottebnych 10 korun, ¢i nikoli.

32



Tabulka 1: ReSeny problém 1 - systematické experimentovani

NaSetrené NaSetrila
Pocet dni
penize dostatek?
1 2 ne
2 4 ne
3 6 ne
4 8 ne
5 10 ano

V tab. 1 jasné vidime, ze poCet nasetfenych korun se s kazdym dnem zvysSuje o 2. Neni

tedy nutné v systematickém experimentovani pokracovat.

Odpovéd’: Eliska stihne koupit mamince darek véas, bude na néj Setfit 5 dni.

44  Grafické znazornéni

Grafické znazornéni neboli geometrickd cesta spociva v nakresleni nacrtku. Ten je
velmi dulezity pro vytvoreni nazorné predstavy, diky které je pro nas podstatné jednodussi
problém pochopit a zformulovat. Obzvla§té pro zaky na 1. stupni ZS je zasadni konkretizovat
problém, nebot’ schopnost fesit problémy pouze pomoci abstraktniho mysleni dovedou zaci az
na 2. stupni ZS. Slovy Kopky (2013, s. 27): ,, Vhodny obrdzek je mnohdy lepsi ne tisic slov. *

Polya (2016) doporucuje nacrtnuti obrazku v prvni fazi feSeni vsech problémd, a to
nejen téch geometrickych. Grafické znazornéni si u velmi jednoduchych geometrickych tloh
staCi jen predstavit, ale jakmile zadani obsahuje vice podminek a my potifebujeme zkoumat
detaily, nakresleni obrazku ndm vyrazné usnadni praci. Vidime totiz vSechny podminky tlohy
najednou a miazeme tak 1épe pozorovat vzajemné souvislosti mezi prvky.

Pfi znazormiovani vychazime z prfedpokladu, ze problém je feSitelny a je tedy mozné
vyhovét vSem zadanym podminkam. Tento predpoklad vSak nebereme jako jistou véc, to l1ze az
po ziskani finalniho feSeni. Obrazek mazeme nakreslit jednoduse rukou, mél by vsak spliiovat
zakladni tvary, napt. pfimka by meéla byt pfiblizné rovna apod. M¢l by byt dostatecné obecny,
nemély by z n¢&j vyplyvat vlastnosti, které nejsou pravdivé, napt. jestlize 2 primky nejsou

rovnobézné, nemély by tak byt znazornény. V nacrtku miizeme pro lepsi orientaci uzivat rizné
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typy a tloustky Car ¢i vice barev. Do obrazku zaznamename nejen udaje, ale také vlastni ivahy,
poznamky, ke kterym se muzeme pozdé&ji vratit. Obzvlasté u slozitéjsich ¢i rozvétvenych
problémi nam zaznaCené poznamky pripomenou prubéh nasich Gvah, vypozorované detaily
a uSetfi nas tak ztraty dalezitych predchozich myslenek. (Pdlya, 2016)

S obrazky se poji oznaCeni jejich prvkd. Obrazky a symboly uzce souvisi
s matematickym myslenim a jejich uziti mizeme vnimat jako pteklad z bézného jazyka do
jazyka matematického. Volba vhodného oznaceni nam muze pomoci k lepSimu porozumeéni
uloze, nebot’ musime premyslet nad kazdym z jejich prvki zvlast'.

Vhodné zvolené oznafeni musi mit urcité kvality. Mezi né patii zejména vystiznost
a jednoznacnost. Bylo by pro nas velmi matouci, kdybychom stejnym symbolem oznacili
v ramci jednoho problému rizné objekty, proto kazdy z nich musi mit vlastni symbol. Znaky
by mély byt také snadno zapamatovatelné, aby nam jejich podoba piimo evokovala pftislusné
objekty a obracené. Prvky Casto oznacujeme prvnim pismenem jejich ndzvu, napt. pata kolmice
se bézné oznacuje pismenem P. Jestlize bychom v8ak narazili na dva objekty, které se bézné
popisuji stejnym symbolem, je nutné vytvoftit alternativni znak. Objekty ve vzajemné relaci se
vyplati popisovat souvisejicimi znaky, napt. chceme-li vyjadfit souvislost mezi vrcholem
trojuhelnika, jeho protéjsi stranou a thlem pfi tomto vrcholu, pouzivame oznaceni 4, a, a, tedy
stejna pismena ruznych abeced. Méli bychom se také vyhnout oznaCeni, které ma druhy,
a dokonce tradi¢ni vyznam. Jestlize napt. chceme oznacit uhel kruhové vysece, vyhneme se
symbolu 7, které by se nam pletlo s Ludolfovym ¢islem ©. Takovéto pevné zakotvené symboly
je vhodné spojovat pouze s jejich tradicnim vyznamem. Stalé oznaceni také piinasi vyhody pti
rozpominani se na nase znalosti nabyté v konkrétnim tvaru. (Polya, 2016)

Negeometrické problémy mizeme znazornit pomoci diagramu ¢i grafii, které vlastné
maji geometrickou podstatu, tudiz i tyto problémy mohou byt snadnéji feSitelné, pokud
vytvotime obrazek. (Polya, 2016)

Obrazek muze byt ilustracni nebo fesitelsky. Dalsi variantou je vyuziti grafu funkce, ta
je viak pouzitelna az na 2. stupni ZS.

Ilustracni obrazek nam umozni vhled do problému a jeho lepsi uchopeni, vyznac¢ime
v ném, co je dano a co chceme ziskat. MiZzeme z n¢j vycist udaje, které ze zadani nejsou na
prvni pohled patrné. Samotnym nacrtkem vSak neziskame feseni daného problému a je nutné
pokracovat v jeho hledani dal§imi vypodty & jinymi strategiemi. Casto jej pouZivame pii feseni

geometrickych uloh.
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Druhou variantou je feSitelsky obrazek, jehoz samotnym vytvorenim a Casto také
manipulaci s nim (napf. dokreslenim pomocnych prvki) nas napadne finalni vysledek ulohy.
(Novotna a kol., 2014)

Strategii budeme demonstrovat opét na problému 1, vytvorime fesitelsky obrazek.

ReSeny problém 1:
Maminka md za tyden narozeniny. ElisSka se rozhodla, Ze ji koupi darek za 10 korun. Zatim
nema nasetieno nic, ale tatinek ji kazdy den dava 2 koruny kapesného. Stihne Lliska naSetrit

dostatek penéz, aby mamince koupila ddrek vcas? Kolik dni bude Setrit?

Nakreslime si 10 minci, které Eliska potfebuje ziskat. Poté kazdé dvé koruny

zakrouzkujeme (Obr. 3). PocCet krouzki nam pak uda pocet dni, které bude Eliska Setfit.

Obrazek 3: ReSeni problému 1: grafické zndzornéni

Odpovéd’: Eliska stihne koupit mamince darek vc¢as, bude na néj Setfit 5 dni.

4.5 Analogie

Analogie predstavuje urcity druh podobnosti mezi dvéma objekty. V mnoha oblastech
zivota 1 védy panuje predpoklad, ze v podobnych situacich najdeme podobné vztahy mezi jejimi
ucastniky. Vyzkumy v mediciné hojné€ vyuzivaji analogii mezi Clovékem a zvifaty, kdyz
zkoumaji ucinky nového léku. Stejné tak i v matematice muzeme najit obrovské mnozstvi
analogii. (Kopka, 2013) Ucitel matematiky Casto vede zaky k tomu, aby vyuzivali dovednosti
a znalosti ziskané v ramci urcitého tématu 1 u tématu nového, aby je aplikovali v jiné situaci.
(Novotna, Eisenmann, Pribyl, 2015a)

Strategie analogie vychazi z predpokladu, ze pokud jsou objekty podobné, pak jsou

v urcitém ohledu vzajemné shodné a shoduji se tak 1 ve vztazich mezi n€kterymi jejich castmi.
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Pro ptiklad uvedeme analogii mezi obdélnikem a kvadrem. Vztah mezi stranami obdélniku je
podobny vztahu mezi st€énami kvadru. VSimnéme si, ze kazda strana obdélnika je rovnobézna
praveé sjednou dalsi stranou a k ostatnim je kolma, stejné tak jako kazda sténa kvadru je
rovnobézna s praveé jednou dalsi sténou a k ostatnim je kolma. Oznacime-li stranu obdélnika
a sténu kvadru spoleénym nazvem, napf. ,hrani¢ni prvek® utvaru, pak si muzeme dovolit
vyslovit shrnujici tvrzeni, ze kazdy hrani¢ni prvek je rovnobézny s praveé jednim hranicnim
prvkem a k ostatnim je kolmy. (Polya, 2016)

Strategii velmi dobfe vyuzijeme v piipad¢, kdy si nedovedeme poradit s feSenim naseho
problému, ale zname jednodussi analogicky problém, ktery umime vyfesit. Znalosti o jednom
objektu mazeme pievést na druhy analogicky objekt. Jestlize ziskame feSeni analogického
problému, pak mame vzor k nasledovani — mizeme vyuzit vysledek analogického problému,
postup jeho feSeni ¢i oboji k vyfeseni pivodniho problému. (Polya, 2016)

Jako ptiklad uvedeme situaci, kdy se Zzaci jiz seznamili s ndsobenim Cislem 2
a samostatn€ jiz vyfesili dostatené mnozstvi slovnich uloh. Jejich souc¢asnym ukolem je

odvodit nasobeni Cislem 3 prostfednictvim nasledujici tlohy:

ReSeny problém 2:
Milan ma 4 lizatka. Katka ma 3krat vice lizatek nez Milan. Kolik lizatek ma Katka?

Zaci v naSem piipad jiz znaji princip této ulohy. Slovo ,krat“ udava, 7e se jedna
o piipad nasobeni. Zaci ale jesté neznaji nasobeni &islem 3.

Znaji vSak velmi podobnou ulohu, kterou vyfeSit umi. Analogicka tloha muze znit
takto:

Milan ma 4 lizatka. Katka ma 2krdt vice lizatek nez Milan. Kolik lizatek ma Katka?

Zaci védi, 7e v piipadé nasobeni &slem 2 se jedna o opakované séitini. ReSeni
analogické ulohy je jednoduché:

44+4=8

Cislo 4 secetli dvakrat. Metoda opakovaného sGitani zakim poslouzi jako vzor
k nasledovani, ktery jim pomuze vyfeSit originalni problém. Analogickym postupem tedy
pfictou cislo 4 trikrat:

4+4+4=12

Odpovéd: Katka ma 12 lizatek.
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Pomoci analogie zaci nejenze vytesili matematickou ulohu, ale také odvodili nasobeni
Cislem 3, které vyuziji pfi feSeni dalSich matematickych problému.
Ackoli je analogie zakladni fesitelskou strategii pro zaky na 1. stupni ZS, vyzkumna

cast o ni pojednavat nebude, nebot” predlozené ulohy v didaktickém testu na ni necili.

4.6 Zavedeni pomocného prvku

Neékteré matematické problémy je obtizné vyiesit samy o sobé a je vyhodné do nich
vlozit novy, tzv. pomocny prvek. Strategie zavedeni pomocného prvku je ve Skolské
matematice ¢asto vyuzivana, aniz by si to sami feSitelé uvédomovali. Jedna se o objekt, ktery
se v originalni podobé& ulohy nevyskytuje, ale my jej do ni zavedeme s cilem usnadnit nalezeni
feSeni. (Ptibyl, Ondrusova, 2014) Pomocny prvek muze mit riznou podobu. U geometrickych
problému maji své vyuziti pomocné piimky a body, v algebraickych strukturach si mazeme
pomoci zavedenim pomocné neznamée, pii feSeni Uloh mizeme zavést pomocné Cislo Ci
pomocnou vétu, kterou se snazime dokézat. (Polya, 2016)

V nékterych ptipadech se pomocny prvek v uloze jiz vyskytuje, avSak neni explicitné
vyjadien v zadani. Jedna se Casto o objekty, které jsou samoziejmou soucasti jinych objekti,
napft. thlopficka obdélniku. Tyto prvky jsou oznacovany jako skryté (pomocné) prvky. (Pribyl,
Ondrusova, 2014)

Pro zavedeni pomocného prvku je dilezité mit divod. Jednim z dobrych divoda je
zavedeni takového prvku, ktery pretvori puvodni tlohu do konkrétni podoby tak, abychom
k jejimu vyfeseni mohli vyuzit znalost jiz vyfeSené pribuzné ulohy. Pfibuzna tloha nam muize
poskytnout vhled do té ptivodni nebo piimo jeji feSeni. Pomocny prvek ptisobi jako most mezi
ptavodni tlohou a tou pomocnou. Polya (2016) ptimo definuje pojem pomocna tloha, a to ve
smyslu takové ulohy, jejiz vysledek ¢i metodu muzeme pouzit k feSeni aktualniho
matematického problému. Vytvofeni pomocné ulohy piirovnava k vyuziti klicky, kterou
obejdeme prekazku, jez neni zdolatelna pfimou cestou.

Jak jsme jiz predestreli, v ramci geometrickych uloh Casto zavadime pomocny prvek

v podobé¢ piimek, usecek, bodu. Ukazme si to na nasledujicim piikladu:

Reseny problém 3:
Vypocitejte obsah rovinného obrazce, jehoZ hranici tvori vyznacené kruznicové oblouky

(vybarven Sedé). Udaje na obrdazku 4 jsou uddany v centimetrech. (Malag, 1981)
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Obrazek 4: Zadani FeSeného problému 3

Tento problém ma samoziejmé vice zpusobu feSeni. Mohli bychom dojit k feSeni
pomoci vzorcu pro obsah kruhu a Ctverce. Pouzijeme-li vSak strategii zavedeni pomocného
prvku, usetfime si mnoho vypoctu.

Nase feSeni bude zahrnovat praci s obrazkem v zadani. Do n¢j nakreslime dvé tsecky,
kterymi Sedy utvar rozd€lime na tii Casti (Obr. 5). Pomyslnym pfemisténim téchto Casti
dokazeme, ze obsah naseho utvaru je stejny jako obsah obdélniku se stranami o délce 6 a 12

centimetru.

G 12
Obrazek 5: ReSeni problému 3 — zavedeni pomocného prviu (Pribyl, Ondrusovd, 2014)
V tuto chvili ndm zbyva jen provést vypocet obsahu obdélniku: S = 6+ 12 = 72cm?.
Obsah rovinného obrazce je tedy 72cm?. (Ptibyl, Ondrusova, 2014)

Tento zplsob feSeni ukazuje, ze ac to na prvni pohled nemusi byt zfejmé, k vyfesSeni

problému je potiebné znat pouze vzorec pro vypodet obdélniku, tedy ucivo 1. stupné ZS.
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47 Cesta zpét

Cesta zpét neboli strategie pracovat pozpatku je v matematice hojné€ vyuzivana metoda
jiz na 1. stupni ZS. Metoda vychazi z pfedpokladu, Ze co mame najit jsme jiz nasli a co mame
dokazat jiz plati (4loha je feSitelnd). Mame zadany pocatecni stav, zname koncovy stav a jdeme
od konce smérem k pocatku. Pfemyslime od konec¢ného vysledku smérem k predchozim
krokim. Uvazujeme tedy, jaky krok je predstupném koncového stavu a v tomto premysleni
pokracujeme pti hledani dalsiho kroku, ktery pfedchazel tomu, na ktery jsme prave prisli. Takto
postupujeme, dokud se nedostaneme do pocatecniho stavu problému. Jednotlivymi kroky tak
nalezneme konkrétni fetézec operaci. Ten je vSak fazen opacné, nez je skuteCny postup fesent,
a proto jej musime cely obratit. Posledni krok fetézce bude ve vysledku prvnim a prvni krok
bude poslednim. Timto ziskame feSeni problému, at uz se jedna o dikaz véty Ci nalezeni
neznamé. Obraceni toku mySlenek je obecné naro¢né, proto tento princip musi ucitel zakiim
dobfte vysvétlit. (Polya, 2016)

Historie této strategie saha az do doby pred Kristem, kdy fecky matematik Pappus
z Alexandrie popsal metodu analyzy a syntézy. V ramci analyzy (feSeni odzadu) postupoval od
koncového bodu problému k pocatku, ktery zname, k bodu, ktery je vhodny pro zacatek
syntézy. Syntéza (postupné zdivodiiovani) je pfesnym opakem analyzy. Vychazi v bodé, kde
analyza skoncila a jde po jednotlivych krocich analyzy az k jejimu vychozimu bodu, tedy ke
koncovému stavu. (Polya, 2016)

Strategie cesta zpét se velmi Casto vyuziva pii konstrukéni geometrii. Jestlize mame za
ukol sestrojit trojuhelnik, zatneme rozborem. Predpokladame, ze trojuhelnik existuje a lze jej
sestrojit. Uvazujeme, jak bychom mohli jednotlivé Casti sestrojit, nase myslenky se ubiraji od
kone¢ného utvaru k zadanym udajum. Snazime se najit kroky, které musime ucinit, aby se nam
podarilo utvar zkonstruovat. Nasledné narysovani trojuhelnika pak predstavuje vyfeseni
problému a postupuje od zadani ke konecnému vysledku. (Kopka, 2013)

Heuristicka strategie cesta zpét je velmi efektivni pfi feseni uloh, u kterych se nam
vyplati pouzit inverzni operace k operacim uvedenym v zadani. Na jedné z nich pfedvedeme

vyuziti strategie cesta zpét.
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ReSeny problém 4:

Pavel a Jirka hrali kulicky. Pavel mél na zacatku nékolik kulicek a pri hie vyhral 7 kulicek. Pak
mél pravé tolik kulicek jako Jirka. Dohromady méli 24 kulicek. Kolik kulicek mél Pavel na
zacatku hry? (Blazkova, Matouskova, Variurova, 2009b, s. 60)

Pii feSeni cestou zpét musime zacit od konecného stavu. Ten je zadan tak, ze Pavel
a Jirka maji dohromady 24 kuli¢ek a oba jich maji stejn&. Cislo 24 tedy vydélime 2, abychom
ziskali pocet kulicek, které ma na konci hry kazdy z nich.
24 +2 =12
Kazdy z nich ma na konci hry 12 kulicek. Jelikoz vime, ze Pavel vyhral 7 kulicek,
musime na cesté zpé&t tyto kulicky od Pavlova kone¢ného stavu odecist, abychom se dostali
k pocatecnimu stavu hry. Pouzijeme tedy inverzni operaci ke s¢itani.
12-7=5
Na zavér provedeme kontrolu cestou vpred, zda jsme si pii cesté zpét poCinali spravné.
547=12
12-2 =24

Odpoveéd': Pavel mél na zacatku hry 5 kulicek.
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S.  Vyhody a nevyhody heuristické metody

Stejné jako vSechny metody, ma i ta heuristicka své prednosti a uskali. Uvedeme si zde

nékteré z nich.

5.1  Vyhody

Jednou z nepopiratelnych vyhod vyuky heuristickou metodou je rozvoj logického
a kritického mysleni, tvofivosti zakG a podpory jejich piirozené zvidavosti. Zaci se udi
rozpoznat problémy, vytvaret vlastni hypotézy, klast otazky, hledat na né odpovédi, odhalovat
razné zpusoby feSeni problému. Uvédomuji si, Ze existuje vice cest k feSeni jednoho problému,
hledaji je a porovnavaji jejich efektivitu.

Pti feSeni problému zaci vychazeji ze svych dosavadnich znalosti a zkuSenosti a nové
poznatky s nimi logicky propojuji na zakladé vlastniho pochopeni. Zak tedy nepiijima nové
informace izolovang, bez kontextu, ale na zakladé svého vlastniho pochopeni je zacleiuje do
svého osobniho systému védomosti, které na sebe vzajemné navazuji. Tim dochézi k jejich
hlubsSimu osvojeni a dlouhodobé&jsimu uchovani. Tato metoda vede k pochopeni faktd, ne
k jejich pouhému mechanickému memorovani. Takto ziskana fakta zak dokaze mnohem lépe
aplikovat pfi feSeni problému jak ve skole, tak i v bézném zivoté. Heuristika vyzaduje mysleni
vyssiho fadu. (Petty, 2013) V Bloomoveé taxonomii kognitivnich cilG aroven osvojeni dosahuje
roviny aplikace. (Kalhous, Obst a kol., 2009)

Reseni zajimavého a atraktivniho matematického problému zaujme Zakovu pozornost,
aktivizuje ho a je pro né&j zabavna. Aktivni u€eni a radost z toho, ze na néco pfisel sam, mu
dodava vnitini motivaci, ktera je velmi dilezita pro celozivotni proces uceni. Naopak ptipadny
neuspéch se zak uci brat jako vyzvu. UCeni povazuje za Cinnost, kterou vykonava on sam, ne
za néco, co na ném vykonéava nékdo zvenci. (Petty, 2013)

Vyznam heuristické metody spociva nejen v rozvoji znalosti, ale i dovednosti a navyka.
Dochazi k rozvoji samostatnosti a kreativity zaka, uci se formulovat vlastni myslenky, sdilet je
s ostatnimi a reagovat na argumenty druhych, organizovat svou praci a piebirat za ni
odpovédnost. UCi se rozpoznat a feSit problémy, aplikovat své znalosti pfi jejich feSeni,
pracovat s daty (vyhledavani, shromazd’ovani, tfidéni), hodnotit vysledky. Timto jsou rozvijeny

klicové kompetence, zejména kompetence k feSeni problému.
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Petty (2013) vidi nejvétsi pfinos této metody praveé v ziskani dovednosti, které jsou
v procesu uceni pomoci objevovani rozvijeny. Tvrdi, ze ,, vétSinu fakti, které jsme se kdy
v Zivoté naucili, jsme v prubéhu casu zase zapomnéli — pamatujeme si jen ty, které opakované
uzivame. (...) Naproti tomu dovednosti, které jsme pri uceni téchto védomosti uzivali, obvykle
zustavaji s nami, protoze je uzivame skoro kazdy den. “ (Petty, 2013, s. 313)

Kalhous (Kalhous, Obst a kol., 2009) vidi pozitivum heuristicky vedené vyuky v tom,
ze ucitel ma moznost pozorovat kvality zakud, jako je jejich pohotovost, pruznost, originalita ¢i
schopnost vymyslet netradi¢ni feSeni.

Pecina (2008) zminuje, Ze feSeni problému jako vytrvaly proces, ktery vyzaduje
trpélivost pii zdolavani obtizi. CviCeni trpélivosti zakl povazujeme za ptinosny faktor.

Tato metoda prinasi vyhody i uciteli. Probouzi v ném tvofivost, zabraiiuje tomu, aby
zaplul do stereotypu a podnécuje jej k dal§imu sebevzdélavani a rozvoji, protoze jestlize chce

zaky naucit tvofivému mysSleni a dovednosti fesit problémy, musi to sam uplatriovat.

5.2 Nevyhody

Maiiak a Svec (2003) vidi limity heuristické metody zejména v jeji Easové naro&nosti.
Proces objevovani vyzaduje urcité mnozstvi ¢asu a ve Skolnim vyucovani jej neni dostatek pro
vSechna témata. Na néktera témata je navic nesnadné, ¢i dokonce nemozné metodu aplikovat.
Jedna se o témata, ktera jsou zalozena na faktech, jsou pfilis slozita na to, aby na pozadovanou
informaci zaci pfisli sami, nebo je téma zcela nové a zaci nemaji opérny bod, ze kterého by pfi
feSeni problémua mohli vychazet. Autofi zmifiuji také vysoké naroky na znalosti a dovednosti
zaku pfi feSeni problému, nékterym zakim se proto nepodafi uspét.

Tato metoda je velmi narocna na pfipravu ucitele, nebot’ je nutné, aby Cinnost diukladné
promyslel, naplanoval a vhodné realizoval. Velmi dilezita je znalost zaku tiidy, ve které vyuka
probiha, a schopnost odhadnout vhodnou miru fizeni ¢innosti konkrétnich zakt. Ucitel musi
zvolit vhodnou problémovou ulohu, ktera bude pro zaky atraktivni a adekvatné narocna. Prilis
jednoducha tloha zaka nezaujme, pfilis slozita zase odradi, protoze v ni nebude schopen uspét.
Pro rychlej$i zaky musi mit ucitel pfipraveny ukoly, které budou dale rozvijet jeho poznani.
Béhem vyuky vhodnym zpusobem klade zaktiim otazky, reaguje na individualni potieby zakd.
Obzvlasté zacinajici ucitelé mohou mit potize objevitelskou cCinnost dobfe promyslet ¢i
zorganizovat. Tyto situace vedou kritiky k vytkdm, ze metoda nechava zaky objevovat

nepravdiva zjisténi a zaci jsou pak zmateni. Petty (2013) vSak argumentuje pravé tim, ze
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problém neni v metodé jako takové, ale jeji nespravné realizaci ¢i nevhodné volbé metody

vzhledem k cili, ktery chce ucitel naplnit.

Z uvedeného vyplyva, ze heuristickd metoda je ve Skolni praxi minimalné ze zacatku
narocna jak pro zaky, tak 1 pro ucitele. Proto je dobré cvicit heuristické aktivity prostfednictvim
metody fizeného objevovani, ktera se vyznacuje vyss§i mirou fizeni ze strany ucitele, dale pak
metodu fizené diskuse, u které ma ucitel predem pripravené otazky i zavéry. Metoda
odrazového mustku je také napomocna pii nacviku té€chto objevitelskych Cinnosti, zaklada se
na predlozeni zajimavé informace se zamérem motivovat zaky. Ucitel tak krok za krokem
smetuje zaky v jejich Cinnosti od fizené aktivity pfes samostatnost az k tvotivosti. ,, Postupné
vedeni zdka k optimdlnimu rozvoji jeho heuristickych aktivit a tvorivych potenci predstavuje

¢

zdkladni edukacni orientaci kazdého pedagoga a vztahuje se na veSkery edukacni proces.
(Maiak, Svec, 2003, s. 114)

Mnozi odbornici a pedagogové se shoduji, ze heuristicka metoda je efektivni zptisob
vyuky, ale neni samospasitelnd. Je proto nezbytné kombinovat ji s dal§imi vyukovymi

metodami.

5.3 Relevantni vyzkumy

V minulych letech probéhlo nékolik vyzkum tykajicich se heuristiky, jejiho zaclenéni
do vyucovaciho procesu, efektivity jejich heuristickych strategii pfi feseni matematickych
problému, pouzivani téchto strategii zaky, jejich vliv na rozvoj schopnosti zaktu apod. Tyto

vyzkumy byly realizovany jak v Ceské republice, tak i v zahraniéi. Uvedeme zde nékteré z nich.

5.3.1 Ceské vyzkumy

V CR provadéli vyzkumy uzivani heuristickych strategii pii feseni uloh z matematiky
kolegové z Univerzity J. E. Purkyné v Usti nad Labem. Respondenty vétsiny vyzkumd jsou
7aci 2. stupné ZS & studenti SS, to vak nepovazujeme za piekazku. Predpokladame, ze
ptinosy, jez heuristické strategie skytaji, plati 1 pro zaky 1. stupné.

Biehovsky se svymi kolegy provedl vlednu 2013 vyzkum s nazvem , Heuristické

strategie pii feSeni problému zaky ve véku 11-12 let™ (Heuristic Strategies in Problem Solving
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of 11-12-Year-Old Pupils). Experimentu se zucastnilo 354 zaka, ktefi méli za ukol vyporadat
se s péti nestandardnimi matematickymi ulohami. Cilem bylo zjistit, jaké strategie zaci pouziji
pfi feSeni téchto uloh a kterym se naopak vyhybaji, 1 kdyz by pro dany problém byly vhodné.
Autofti se zaméfili na feSitelské strategie analogie, grafické znazornéni, pokus-oprava-korekce
a zavedeni pomocného prvku.

Z vyzkumu vyplynulo, ze zaci vesmés vybrali a vyuzili strategii, ktera je pro dany
problém typickd. Hojné pouzivali strategii grafického zndzornéni, ktera podporuje vizualni
predstavivost a méla by tak byt ve Skole procviCovana a rozvijena. U ulohy na nalezeni lichych
Cinitelti zadaného soucinu zaci uspésné uzivali metody pokus-ovéreni-oprava (ispésnost 83 %)
a systematické experimentovani (Uspésnost dokonce 90 %). Autofi zastavaji nazor, ze
rozvijenim t&chto strategii maji Zaci vétsi $anci uspét pii feseni dalsich typt problémd. Uspésné
byla vyuzita i strategie cesta zpét, jez méla u prislusné ulohy uspesnost 83 %. Ukazalo se, ze
zaci méli potize u ulohy, kde meli najit vSechna mozna teSeni. Experimentovali, ale neznali
zpusob, jak zjistit, zda vycerpali vSechny moznosti. Posledni, dobrovolna uloha o zjisténi
obsahu draka (Ctyfuhelniku) ukazala, ze analogie a zavedeni pomocného prvku jsou strategie,

které zakiim nejsou vlastni. (Bfehovsky a kol., 2013)

O rok pozd&ji stejna skupina akademikd provedla tiimési¢ni experiment ,ReSeni
problému ve skolni matematice na zaklade heuristickych strategii“ (Problem Solving in School
Mathematics Based on Heuristic Strategies). Jeho ukolem bylo zjistit, zda je mozné za tuto
kratkou dobu zlepsit schopnost zaku fesit nestandardni matematické tlohy pomoci vybranych
heuristickych strategii, pfipadn€ kterych. Vyzkumu se Gcastnilo 38 zaka dvou nizsich stiednich
Skol (13 let) a 11 studentd dvou gymnazii (18 let). Sledované heuristické strategie jsou
rozdéleny pro dané vékové skupiny. Vzhledem k zaméteni diplomové prace se budeme zabyvat
pouze mladsi vékovou kategorii. U zakt ve véku 13 let byly sledovany tyto strategie: analogie,
pokus-ovéreni-korekce, systematické experimentovani a cesta zpét.

Béhem tii mésict ulitelé zadavali zakiim problémy efektivne feSitelné pomoci danych
strategii. S jejich vyuzitim zéaci Casto dospéli k feSeni rychleji a bez nutnosti vynalozit vétsi
usili, nez kdyby $li pfimou cestou. Své zptusoby feSeni mezi sebou zaci sdileli a na pobidnuti
ucitele hledali dalsi moznosti feSeni.

Na pocatku 1 konci experimentu zaci absolvovali test obsahujici Ctyfi az pét
problémovych uloh. Limit k vyplnéni byl 40 min., povolenymi pomtckami byly kalkulacky

a pocitace.
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Vysledek vyzkumu v kategorii zakt ve véku 13 let ukazal, zZe tfi mésice je piili§ kratka
doba na vyrazné zlepSeni schopnosti feSit matematické problémy pomoci strategie analogie.
Strategie systematické experimentovani, pokus-ovéreni-korekce a cesta zpét vSak u zaku
zapasobila. Cetnost jejich vyuzivani se zvysila o 30 %, a to s vysokou usp&snosti dosazeni
spravného fesen.

Vyzkum byl doplnén o rozhovory s vyucujicimi zakt zapojenych do experimentu.
Zaznamenali velmi pozitivni vliv vyuZivani heuristickych strategii pii feSeni uloh. Zaci se
nevzdavali pfi feSeni tloh, do kterych by se dfive viibec nepustili, zacali byt aktivnéjsi ve vyuce,
o danych problémech diskutovali a hledali vice moznych feSeni, své postupy komentovali

a zdtvodnovali. (Novotna a kol., 2014)

Na popsany experiment navazuje vyzkum ,,Vliv heuristickych strategii na postoj zaku
k feSeni problémt*“ (Impact of Heuristic Strategies on Pupils’ Attitudes to Problem Solving).
Zameéfuje se vSak zejména na heuristické strategie zavedeni pomocného prvku a vynechani
podminky. Testuje zaky ve véku 12—-18 let a zkouma, zda jsou zaci schopni dosahnout pokroku
v feSeni matematickych tloh pomoci téchto dvou strategii b€hem ¢tyt mésict. Druhou otazkou
je, zda Casté uzivani pomérné jednoduché strategie systematického experimentovani skyta jen
vyhody ¢i je v né€em rizikové.

Zaci pred experimentem a na jeho konci absolvovali test obsahujici &tyfi matematické
ulohy feSitelné pomoci danych heuristickych strategii. V prub€hu ¢tyf meésica ucitelé svym
74kam zadavali problémové tlohy (tii tydng). Zak, ktery dospél k feseni nejrychleji, sdilel svij
postup se spoluzaky, vysvétlil jim svou strategii. Nasledovalo sdileni strategii dalSich
uspésnych fesiteld. V piipadé absence spravného feseni pfislo na fadu feseni ucitele, které bylo
nasledné aplikovano na dalsi tloze za ucelem zjistit, zda zaci postupu porozumeli.

Z vysledka experimentu celkoveé vyplyva, ze schopnost fesit matematické problémy se
béhem daného obdobi zlepsila. Experimentalni strategie a strategie zavedeni pomocného prvku
je mozné naucit zaky pouzivat jiz béhem nékolika mésicu, na strategii vynechani podminky je
vSak potteba vice ¢asu. U zavedeni pomocného prvku byl nejvyraznéjsi fakt, ze si zaci zacali
dokreslovat pomocné prvky do nacrtkt i pfi feSeni béznych tloh.

Znalost a osvojeni systematického experimentovani muze svadét k jeho pfilis ¢astému
pouzivani na ukor jednodussich pocetnich operaci. Na druhou stranu vSak vede zaky k lep§imu
odhadu vychozi hodnoty.

Co se tyCe zmény postoje k feSeni problémovych matematickych uloh, pfiblizné

u poloviny zakt zainteresovanych v experimentu doslo k pozitivnimu posunu. Zaci vynakladaji
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veétsi usili v nalezeni postupu feSeni. Zacali své postupy komentovat a zdivodiovat, jejich
vyjadiovaci schopnosti ohledn€ vlastnich myslenek a nazort se zlep$ily. (Novotna, Eisenmann,

Piibyl, 2015b)

Na strategii analogie se zaméfil vyzkum , Analogie — pfitel nebo d’abel pii feSeni
matematickych uloh? (Analogy — a Friend od Fiend When Solving Math Problems?). Béhem
roku a pul byli zaci ve véku 12—18 let opakované vystavovani aloham, které lze fesit pomoci
analogie. Analogii se za tu dobu naucila efektivné pouzivat jedna tietina respondentd, a to
nejcasteji tak, ze k feSeni pivodni ulohy pouzila analogickou ulohu s vyhodnéjsimi Cisly (Ci
jinymi objekty). Ukazalo se také, ze u zaku, ktefi si uspésné osvojili metodu analogie, vzrostl
index inteligence. Ucitelé zapojeni do vyzkumu povazuji analogii za prospéSnou pii feSeni

problému i v jinych pfedmétech. (Novotna, Eisenmann, Ptibyl, 2015a)

Vyzkumny experiment ,,Volba heuristickych strategii v zavislosti na véku* se zabyva
rozlozenim volby heuristickych strategii pfi feSeni uloh z matematiky zakt riznych vékovych
skupin, konkrétné 7akd 6. a 8. ro¢niku ZS a studentd 1. a 3. roéniku SS rtiznych typa. Jedna se
celkem o 584 respondenti, kterym byly zadany tfi uUlohy feSitelné pomoci relativné
jednoduchych  heuristickych  strategii  (Systematické  experimentovani =  SE;
Pokus-ovéreni-korekce = POK; Cesta zpét = CZ; Zavedeni pomocného prvku = ZPP
u geometrickych loh). Ulohy jsou variovany pro dané vékové skupiny, li§i se viak pouze
slozitosti pocetnich operaci (Ciselnych hodnot), princip ulohy zistava stejny. Vyzkumné otazky
hledaji odpoveéd’ na Cetnost pouziti vytipovanych strategii, vliv véku na jejich volbu, uspésnost
vyteseni uloh s vyuzitim heuristickych strategii a také vliv véku na rozhodnuti ulohu nechat
bez feseni.

Z vyzkumu vyplyva, ze v souboru uloh byly vyuzity vSechny Ctyfi vytipované
heuristické strategie. Co se tyCe vlivu véku na volbu strategii, na POK a ZPP vliv nem4 a CZ
se ukazala byt velmi Casto spontanné zvolenou strategii. Zaci jsou pii feeni jedné z uloh
pomoci heuristickych strategii vyrazné uspésnéjsi nez pii aplikaci pfimého zpasobu. Vliv véku
na rozhodnuti ulohu nechat bez feseni se projevil pouze u jedné ulohy, kde se pocet takto
rozhodnutych zaka s vékem zvySoval. Plati také, Ze pocet uspésné vytesenych tloh se s vékem
nezvysuje.

Na zékladé provedeného experimentu lze tvrdit, ze vék nemé vliv na volbu
heuristickych strategii. Naopak ¢im vétSim mnozstvim matematickych znalosti zak disponuje,

tim Castéji pouziva naucené algoritmy pro vypocet uloh. (Eisenmann a kol., 2017)

46



5.3.2 Zahrani¢ni vyzkumy

Vroce 2002 byl v Japonsku proveden vyzkum ,Hodnoceni strategii studentd pii
nalezeni nékolika metod feSeni (Students’ Evaluation of Their Strategies When They Find
Several Solution Methods). Vyzkum pracoval/ s 12 japonskymi zéky 6. tfidy, ktefi se jiz od
2. tiidy ucili vyuzivat strategie feSeni problému. Mezi mini byli rovnomérné zastoupeni zaci
podprimeérni, praimeérni i nadprimérni dle vysledka testu. V predeslych letech se zaci seznamili
se sedmi strategiemi. Vyzkumnym nastrojem byl zvolen rozhovor s zaky, béhem néhoz méli
vytesit dvé problémové ulohy alespon dvéma zpusoby a nasledné urcit, ktery ze svych
zvolenych zpusobu je lepsi, ptipadné jestli si mysli, ze se dana metoda da zlepsit.

Prvni uloha byla zaméfena na spole¢nou praci. Druha tloha ukladala zaktm urcit, kolik
rovnostrannych trojuhelnikd je potfeba na poskladani velkého trojuhelniku o sedmi Grovnich.
S obéma typy uloh se zaci jiz setkali a dovedou k jejich feSeni vyuzZit rizné jim znamé strategie.

Béhem rozhovoru zaci uvadéli davody pro zvoleni dané strategie a podali vysvétleni
feseni ulohy. Odpovidali na otazky, kterou z metod povazuji za lepsi a pro¢ a zda si mysli, ze
je mozné metodu jesté zlepsit. Posledni otazka sméfovala na zakav nazor na metodu, ktera je
pfi feSeni ulohy dobra.

Vsem zakiim se podafilo najit alesponi jedno feSeni na kazdou ulohu a vétSina z nich
nasla i feSeni druhé. Ne vSechna feSeni vSak byla spravna. Svij vybér heuristické strategie zaci
zdtvodnovali tim, ze jim zprostfedkovala odpovéd rychle nebo efektivné, Ze je jednoduché
danou strategii pouZit, nebo Ze je jednoduché ji pochopit. Zaci obecné nevolili, ktera metoda je
lepsi. Co se tyCe navrha na zlepSeni jimi pouzité metody, Zaci je ve vétsin€ pripadi vibec
neméli. Ve dvou pripadech uvedli, ze lepsi by byla jina metoda, na kterou diive nepfisli. To
bylo Casto zptisobeno absenci dovednosti k jejimu pouziti.

Zaci obecné volili mezi lepsi metodou z matematického hlediska (efektivita vypoétd) &
z hlediska praktického (jednodussi pouZiti & snazsi pochopeni). Casto volili feSeni pomoci
tabulky, pokusu-omylu a grafickych nakrest.. Zaci oznacovali za lepsi metodu rozdilné strategie
vzhledem k jejich subjektivnimu vnimani. Casto viak §lo o strategie, které je snadné pochopit,
vysvétlit dal§im spoluzakim a jednoduse aplikovat. Velky vliv na vybér metody a oznacCeni té
lepsi mél zaklv zpiisob mysleni a chapani vztaht mezi jednotlivymi heuristickymi strategiemi.

(Ishida, 2002)
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Nasledujici nedavny vyzkum s nazvem ,,Heuristika matematického feSeni problému
pouzivana studenty ve tfidé College Algebra“ (Mathematical Problem-Solving Heuristics Used
by Students in College Algebra Class) je sice z prostiedi vysoké skoly, avSak predklada dikaz
toho, jaké negativni dopady ma absence nestandardnich uloh a jejich feSeni ve Skolské
matematice. Vyzkum byl proveden v roce 2021 v Indonésii a zaméfuje se na heuristické
strategie vyuzivané studenty prvniho roéniku VS, ktefi se zamé&fuji na studium matematiky.

Celkem 29 respondenti mélo za ukol vyfeSit dvé nestandardni matematické ulohy.
Z této skupiny bylo poté nahodné€ vybrano Sest studentl, ktefi absolvovali rozhovor.
Nasledovala podrobna analyza postupt feSeni matematickych problému. Cilem vyzkumu bylo
zjistit, jakou heuristickou strategii studenti bézné pouzivaji k feSeni matematickych problému
a jak moc studenti heuristické metody znaji a vyuzivaji je pii feSeni problému.

Z vyzkumu vyplynulo, Ze vétSina ucastnikii ma tendenci pouzivat heuristické strategie,
se kterymi se setkali jiz dfive, v tomto pfipade se objevilo sestaveni rovnice. Néktefi studenti
vSak nedovedli timto zptisobem problém vyfesit, protoze se jim nepodafilo sestavit rovnici
spravné, nebo nebyli schopni sestavenou rovnici vypocitat. Vypovedi nekterych studentt
prozradily, Ze na stfedni Skole zpravidla nefesili tlohy bez piedlozeni konkrétniho vypocetniho
vzorce k fesSeni. Neznalost prislusného vzorce je proto pfi¢inou neuspéchu pfi feseni ulohy.
Nebyli zvykli ani na fakt, Ze uloha miZze mit vice feSeni ¢i zpisobu, jak se k feSeni dostat. Ze
situace vyplyva, ze studenti neumi pouzivat kritické mysleni a heuristiku. To poukazuje na
problém, ze v oCich mnoha studentd je matematika pouhé biflovani vzorci a jedinych
spravnych postupt vedoucich k jednomu spravnému feseni.

Druhou nejcastéjsi heuristickou strategii byl pokus-ovéreni-korekce, kterou studenti
aplikovali na tlohy, které pro né byly nové. Tato strategie se totiz da pouzivat velmi intuitivng,
jiné strategie vyzaduji dlouhodobé procvicovani.

Vyzkum poukazuje na potiebu zavadét problémové ulohy do bézné Skolni praxe.
Studenti se potfebuji s témito tkoly setkavat a ucit se je fesit. MEli by si uvédomit, ze neexistuje
jen jeden spravny zpusob feSeni, ale je mnoho cest, jak k feSeni dojit, a je vhodné je mezi sebou
porovnavat. Neni taky vzdy pravdou, ze vysledné feSeni je jen jedno. To vSe vede k rozvoji

kritického mysleni, které je velmi dilezité v bézném zivote. (Safarini, Nurashari, Lie, 2021)
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II. PRAKTICKA CAST
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6. Vyzkumna cast prace

V praktické casti se budeme vénovat dovednosti zaku feSit matematické problémy.
Provedeme vyzkum, jehoz cilem bude zjistit, zda zaci dovedou vyfeSit nestandardni
matematické ulohy, jaky zplsob feSeni zvoli a jak jsou pii pouziti danych strategii Gspesni.
Vzhledem k tématu diplomové prace se v ramci analyzy zakovskych feSeni zaméfime na
heuristické strategie vyuZitelné na 1. stupni ZS, tj. pokus-ovéfeni-korekce, systematické
experimentovani, grafické znazornéni, zavedeni pomocného prvku a cesta zpét. Strategii
pokus-omyl zahrneme do kategorie pokus-ovéreni-korekce, nebot’ tyto metody jsou si velmi
podobné a vzhledem k pouzitym vyzkumnym nastrojim nelze ur€it, zda zak pii provadeéni
pokust vychazi zpokusi predchozich ¢i experimentoval Cist¢ nahodné. Vyzkum také

identifikuje, zda jsou chlapci a dévcata pii feSeni tloh stejné uspésni.

6.1 Vyzkumné otazky

Na zakladé hlavniho vyzkumného cile jsme stanovili nasledujici vyzkumné otazky:

VO1: Pouzivaji zaci heuristické strategie pfi feSeni nestandardnich matematickych
uloh?

VO2: Jak jsou zaci Uspésni pii feSeni tloh pomoci jednotlivych heuristickych strategii
a pfi vyuziti jinych zpisobt feseni?

VOs: Existuje statisticky vyznamny rozdil v uspéSnosti chlapci a divek pii feSeni

nestandardnich matematickych tloh?

6.2 Vyzkumny vzorek

Vyzkum byl zaméfen na Zaky 5. roniku ZS. Zu&astnilo se jej celkem 89 respondenti
z péti tfid. V ramci snahy o maximalni rozmanitost zaka jsme vybirali tfidy rizného typu i
umisténi na vesnici €i ve meéste. Do vyzkumného Setfeni se zapojily tyto tiidy:
A. ZS8 Triice, 5. tiida (16 zak®) — vesnice, b&zna tfida

B. FZS Tererovo nam., Olomouc, 5. B (21 zak{l) — mé&sto, b&zna tiida
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C. FzS Halkova, Olomouc, 5. B (20 z4kd) — mésto, b&zn4 tiida

D. FZS Halkova, Olomouc, 5. C (9 zaka) — mésto, nadani zaci

E. ZS Kiidlovicka, Brno, 5. B (23 zakt) — mésto, vybérova tiida Svéta vzdélani,
jez sdruzuje talentované zaky na =zakladé piijimacich zkousek; tfida
disponuje rozsifenou vyukou (hodiny logiky), matematika je vyuCovana

Hejného metodou

Zastoupeni byli tedy Zaci v matematice slab$i, prumérmi i nadani. SlabSimi zaky
rozumime zaky béznych tiid, ktefi ve Skolské matematice nezazivaji mnoho taspéchu, ¢i zaky
s potfebou podpurnych opatieni. Mezi prumérné zaky fadime ty, ktefi jsou ve Skolské
matematice  Uspesni. Jako  nadané chapeme  zaky, ktefi ~ byli  takto
diagnostikovani pedagogicko-psychologickou poradnou (zaci tfidy 5. C na FZS Halkova) &i
uspeésné prosli talentovymi zkouskami zaméfenymi na logické mysleni a geometrickou
predstavivost. To je piipad zakd tiidy 5. B na ZS Kidlovicka.

Mezi zaCastnénymi bylo 33 divek a 55 chlapca. Jeden respondent pohlavi neuvedl.
Jednotlivé tfidy budou v dalsi kapitole obsahujici vyhodnoceni dat oznaCovany dle uvedeného

poradi jako tfida A, tfida B, tfida C, tfida D a tfida E.

6.3 Vyzkumné nastroje

Povaha predmétu zkoumani nas piivedla k volbé smiSeného designu vyzkumu. Ten se
vyznaduje tim, e kombinuje kvalitativni a kvantitativni metody. (Stch, 2014) Prvky t&chto
metod kombinuje jak v roviné formulace vyzkumnych otazek, tak 1 v roviné sbéru dat, jejich
analyzy a interpretace. (VIckova, 2011) Oba pfistupy jsou provadény soucasné a vzajemné se
dopliiuji, coz nam otevira Sirsi a komplexnéjsi pohled na danou problematiku.

Vramci vyzkumu jsme se zabyvali zejména analyzou feSitelskych strategii zaku.
Stézejnim vyzkumnym nastrojem jsme stanovili didakticky test. Pro uplnost ziskanych dat jsme
tento nastroj doplnili o interview s uciteli matematiky zucastnénych tfid a zavéreCnym
reflexivnim dotaznikem pro zédky. Tyto metody ndm umoznily podivat se na zkoumanou
problematiku ofima zucastnénych uciteld i zaku.

Timto jsme pribéh vyzkumu rozdélili do tii na sebe navazujicich fazi, kterymi jsou:

1. interview s uciteli matematiky zicastnénych tiid (Pfiloha 1),
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2. didakticky test (Pfiloha 2),
3. dotaznik pro zaky (Pfiloha 3).

6.3.1 Interview s uciteli matematiky

Uvodni fazi vyzkumného Setfeni tvoii strukturované interview s utiteli matematiky
zucastnénych tiid. Chraska (2007, s. 182) popisyje strukturované interview jako metodu, pfi
niz ,, tazatel postupuje podle predem pripraveného textu, jsou presné urceny formulace otdzek
i jejich poradi“. Cilem této faze je ziskat povédomi o schopnostech a dovednostech zakt
jednotlivych tiid feSit matematické problémy. Zjistit, do jaké miry jsou ve tiidé uplatiiovany
heuristické principy, zda se zaci ve Skole jiz setkali s nami vytipovanymi strategiemi a zda jsou
zvykli fesit nestandardni matematické ulohy. VSechny tyto faktory maji vliv na schopnost zaka
fesit pfedlozené ukoly.

Na zacatku byli ucitelé seznameni s didaktickym testem. Po pfecteni zadani
jednotlivych uloh rozhodovali, zda jsou tlohy dle jejich nazoru pro zaky obtizné ¢i nikoli. Dalsi
dotazy smeéfovaly na vlastni zkuSenost uciteld s heuristickymi principy a feSitelskymi
strategiemi a intenzitu jejich zafazovani do vyuky matematiky. Ucitelé také odpovidali na

Cetnost zafazovani nestandardnich matematickych uloh do vyuky.

6.3.2 Didakticky test

Nejdulezitejsi cast vyzkumu predstavuje didakticky test. Cilem didaktického testu je
zjistit, zda jsou zaci schopni vytesit nestandardni matematické ulohy, a analyzovat postup jejich
feSeni. Zvlastni pozornost je vénovana pouziti heuristickych strategii a také uspésnosti zaku pti
feSeni uloh pomoci téchto strategii. Didakticky test dale zkouma, zda jsou chlapci a divky
v feSeni stejn€ uspesni, nebo v jejich uspesnosti existuje statisticky vyznamny rozdil.

Didakticky test se sklada ze tii testovych polozek — dvé nestandardni matematické tilohy
a jedna dobrovolna bonusova tloha. VSechny jsou koncipovany jako oteviené Siroké ulohy. Jak
jiz bylo feCeno, prosttedkem vyhodnoceni vysledkd je analyza jednotlivych postupt
zakovskych tfeseni. Ta je mozna pouze v piipad¢, ze zaci kromé finalnich odpovédi také popisi
jednotlivé kroky svého pocinani pti feSeni uloh. Nizky pocet uloh byl zvolen prave proto, aby
zaci méli dostatek ¢asu svij postup feSeni zaznamenat.

Jednotlivé testové ulohy byly vybrany tak, aby byly fesitelné zaky 5. roéniku ZS
a k jejich feSeni byly dobie vyuzitelné nami vytipované heuristické strategie. Tyto lohy nemaji

pouze jeden , spravny“ postup feSeni, ale vysledek lze nalézt vice zpusoby s vyuzitim téchto
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strategii ¢1 jejich kombinaci. Cely soubor uloh umoziiuje vyuzit kazdou z vybranych strategii.
Pouziti nékterych heuristickych strategii je vice intuitivni, pouziti jinych o néco méné.

Sbér dat zakd probihal jednu vyudovaci hodinu. Zaci méli na vyplnéni didaktického
testu limit 40 minut, zavérecnému dotazniku pak vénovali poslednich 5 minut vyucovaci

hodiny. K dispozici m¢li pouze psaci potieby a pravitko.

Nyni si zde predstavime jednotlivé tlohy a ukazeme si jejich feseni pomoci vhodnych
heuristickych strategii. Pro ziskani kompletniho pfehledu nékteré ulohy doplnime jesté o dalsi

variantu mozného feseni pro piipad, Ze by se objevila v feSeni respondentt.

Uloha 1: Kravy a slepice
Na statku jsou krdvy a slepice. Dohromady maji 20 hlav a 68 nohou. Kolik

je na statku krav?

Tato uloha je typickym piikladem diofantovské ulohy. Vyznacuje se tim, ze jeji feSeni
1ze ziskat pomoci algebraické rovnice s celo¢iselnymi koeficienty, pficemz feseni mohou také
nabyvat pouze celocCiselnych hodnot. V naSem piipadé se jedna o jeden z nejjednodussich typu,
a to linearni diofantovskou rovnici o dvou neznamych. Ta je definovana jako rovnice ve tvaru
ax + bx = c, ptiCemz a,b,c € Z ataké neznamé x,y € Z. (Habala, 2019)

Tuto tlohu jsme vybrali pro velké mnozstvi strategii, které 1ze pfi jejim feSeni aplikovat.
Jsou to pokus-ovéreni-korekce, systematické experimentovani a grafické znazornéni.
Predpokladame, Ze se u respondentd objevi vSechny vyjmenované postupy. Dalsi variantou je
sestaveni rovnice. Tuto moznost v§ak povazujeme za velmi nepravdépodobnou, nebot’ rovnice

jsou ucivem az 2. stupne ZS.

ReSeni alohy 1: Pokus-ovéFeni-korekce
Ze zadani vime, ze na statku je dohromady 20 hlav, tedy 20 zvifat. Kazda krava ma
4 nohy, kazda slepice ma 2 nohy. Provedeme tedy pokus. Nahodné¢ zvolime pocet krav a pocet

slepic tak, aby jich bylo dohromady 20, a vypocitame, kolik maji dohromady nohou.

Pokus 1: 10 krav a 10 slepic
104+ 10-2 =40+ 20 =60
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Zjistili jsme, ze 10 krav a 10 slepic ma dohromady 60 nohou. To je méné nez 68,

proto v dal§im pokusu zvySime pocet krav a snizime pocet slepic.

Pokus 2: 13 krav a 7 slepic
13-44+7-2=52+14 =66
Pozorujeme, ze jsme se dostali podstatné blize k pozadovanému poctu 68 nohou,

ale jesté to nestaci. Zkusime proto pridat jesté jednu kravu.

Pokus 3: 14 krav a 6 slepic
14-44+6-2=56+12 =68
Opakovanim pokusi se nam podafilo vyhovét vSem podminkam a dojit

k vysledku. Nezbyva nez napsat vyslednou odpovéd’: Na statku je 14 krav.

ReSeni ulohy 1: Systematické experimentovani

Tato strategie spociva v systematickém provadéni pokust, pricemz kazdy dalsi pokus
se od predchoziho li§i o nejmensi moznou hodnotu. Stejné jako u predchozi strategie si
uvédomime, ze 20 hlav znamena 20 zvirat, pficemz kazda krava ma 4 nohy a kazda slepice ma
2 nohy. Zacneme piipadem, kdy je na statku 1 krava a 19 slepic. V kazdém dalsim pokusu
ptidame jednu kravu a ubereme jednu slepici. Pro ptfehlednost si vytvofime tabulku (Tab. 2),

do které budeme hodnoty i vysledky zapisovat.

Tabulka 2: ReSeni tilohy 1 - systematické experimentovani

Pocet krav | Pocet slepic Pocet nohou | Jsou spinény
dohromady | podminky?
1 19 42 ne
2 18 44 ne
3 17 46 ne
4 16 48 ne
5 15 50 ne
6 14 52 ne
7 13 54 ne
8 12 56 ne
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9 11 58 ne
10 10 60 ne
11 9 62 ne
12 8 64 ne
13 7 66 ne
14 6 68 ano

Systematickym experimentovanim jsme nalezli pocet krav a pocet slepic, které vyhovuji
podmince, ze na statku je dohromady 20 hlav a 68 nohou. Odpovéd tedy stejné jako v prvnim

ptipadé¢ zni: Na statku je 14 krav.

ReSeni alohy 1: Grafické znazornéni

Pro vyfteSeni ulohy vytvofime fesitelsky obrazek. Na zac¢atku zobrazime 20 hlav, tedy
20 zvitat, které nam udava zadani. Uvédomime si, ze kazda krava ma 4 nohy a kazda slepice
ma 2 nohy. Muzeme tvrdit, Ze ob€ zvifata maji alespori 2 nohy. Nakreslime tedy ke kazdé hlavé
jeden par nohou (Obr. 6) a spoCitame, kolik nohou budeme jesté muset doplnit, abychom ziskali

pozadovany pocet.
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Obrazek 6. Spolecné znaky krav a slepic

Spocitali jsme, ze v ptipad€, ze by vSechna zvifata méla pouze dvé nohy (jednalo by se
tady o slepice), maji dohromady pouze 40 nohou. Nyni budeme k hlavam ptidavat jednotlivé

pary nohou, dokud neziskame soucet 68 nohou (Obr. 7).
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Obrazek 7: Reseni tilohy 1 - grafické zndzornéni

Z obrazku nyni jasné urCime, ze na statku se nachazi 14 krav a 6 slepic. Odpoved tedy

opét zni: Na statku je 14 krav.

ReSeni alohy 1: Rovnice

Piestoze je velmi nepravdépodobné, Ze se Feeni pomoci rovnice na 1. stupni ZS objevi,
kratce nastinime i tento postup feseni.

Zavedeme dvé neznamé, tj. x a y. Nezndmou x oznaime pocet krav a neznamou y
oznacime pocet slepic. Jestlize celkovy pocet zvitat je 20 a dohromady maji 68 nohou, pak plati
tyto dvé rovnice:

x+y=20
4x + 2y = 68

VyfteSenim této soustavy rovnic ziskdme pro nezndmou x hodnotu 14 a pro neznamou y
hodnotu 6. Z toho tedy vyplyva, Ze pro splnéni podminek musi byt na statku 14 krav a 6 slepic.
Odpoveéd je stejna jako u predchozich fesitelskych postupt.

Uloha 2: Drak
Ondra se rozhodl vyrobit draka. Narysoval ho na papir presné tak, jak vidi§
na obrazku (Obr. 8). PriSel za nim tatinek a vekl, Ze drak poleti jen v pFipadeé,
pokud bude mit obsah alespoii 250 cn?. Poleti Ondritv drak? Zdirvodni.
(volné dle Novotna, Eisenmann, Pribyl, 2015b, s. 21)
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20 cm

10 cm

20 cm

Obrazek 8: Zadani wlohy 2

Tuto ulohu jsme vybrali pro jeji geometricky charakter. Jeji feSeni vyzaduje praci
s pfilozenym obrazkem a geometrickou predstavivost, coz muize zaujmout zaky, které
predchozi typ ulohy pfili§ neoslovil. Pfi tvorbé ulohy jsme se inspirovali tlohou, ktera byla
pouzita ve vyzkumu pani profesorky Novotné, jez se také tyka vyuzivani heuristickych strategii.
(Novotna, Eisenmann, Pfibyl, 2015b) Originalni tloha byla koncipovéana pro zaky ve véku 12
let. Nasi ulohu jsme v z4jmu jejiho zjednoduseni doplnili o zadani v podobé problému a také
o0 obrys papiru, na kterém je drak narysovan.

Zaci 5. roéniku ZS jesté neznaji vzorec pro vypolet obsahu deltoidu, tj. S = %ef ,
pfiCemz proménné e a f jsou uhlopficky deltoidu. K nalezeni feSeni si vSak vystaci se
znalostmi, kterymi disponuji. Opét zde mizeme nalézt vice zptuisobu feSeni uplatnitelnych na
1. stupni ZS. Nejefektivngjsi heuristickou strategii pro feSeni tohoto problému je strategie
zavedeni pomocného prvku, a to dokonce nékolika sméry mysleni. Ackoli zéci jesté neznaji
vzorec pro vypocet obsahu trojuhelniku, jeden z uvazovanych sméri je piivede k jeho
spontannimu odvozeni ze vzorce pro vypodet obsahu &tverce a obdélniku. Uvaha s vyuzitim
geometrické predstavivosti nam pomuze nejen pii feSeni ulohy se zavedenim pomocného
prvku. Mize byt také hlavnim nastrojem feseni.

Pred zahajenim samotného procesu feSeni provedeme analyzu zadani. Ondriv tatinek
tvrdi, ze drak poleti jen v piipadé, ze jeho obsah bude alespori 250 cm?. Z toho vyplyva, ze
jestlize bude mit obsah 250 cm? nebo vice, poleti. V opaéném piipadé nevzlétne. Nasim cilem

tedy bude zjistit obsah draka.
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ReSeni alohy 2: Zavedeni pomocného prvku — piesun &asti draka

Jelikoz nezname vzorec pro vypocet obsahu deltoidu jako celku, rozdélime jej na ¢asti
pomoci jeho uhlopficek tak, jak vidime na obr. 9a. Nyni vidime, ze atvar tvoii dvé dvojice
shodnych trojahelniki. Pfemisténim dvou trojuhelnikii zpiisobem naznaCenym na obr. 9b

ziskame obdélnik o velikosti stran 10 cm a 30 cm (Obr. 9c¢).

20 cm

/ 10 cm

\ 20 cm

A

a) b) c)

Obrazek 9: ReSenti tillohy 2 - zavedeni pomocného prvku s presunem cdsti draka

Pouzijeme vzorec pro obsah obdélniku:

S=a'b
S=10-30
S =300 cm?

Odpovéd: Ondruv drak poleti, protoze jeho obsah ¢ini 300 cm?, tedy vice nez

250 cm?.

ReSeni ulohy 2: Zavedeni pomocného prvku — polovina ¢tverce a obdélniku

Dalsi zptisob, jak dojit k feseni ulohy, vede také cestou zavedeni pomocného prvku, ale
ukazeme si jiny smér toku myslenek zakt nez v predchozim piipade.

Stejné jako v pfedchozim pripadé do Ondrova rysu pifiddme 2 pomocné prvky —

uhlopticky deltoidu (Obr. 9a). Tentokrat v§ak uz s obrazkem nebudeme dale manipulovat.
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Zaméfime se na fakt, ze thlopficky rozdé€lily cely obrazek na 2 shodné ¢tverce o délce stran
10 cm a 2 shodné obdélniky s délkami stran 10 cm a 20 cm. Pouzijeme vzorce na vypocet

obsahu Ctverce Sy a obdeniku S,:

Sé:a'a Soza'b
Si=10-10 S, =10-20
S¢ = 100 cm? S, = 200 cm?

Obrazek ukazuje, ze vybarvena cast tvoii vzdy polovinu ¢tverce a polovinu obdélniku.

Proto ziskané hodnoty vydélime dvéma:
15:=100 =2 =8, =200 + 2
~S: = 50 cm? =S, =100 cm?

Ziskali jsme obsah poloviny ¢tverce a poloviny obdélniku. Jejich souctem ziskame
obsah jedné poloviny deltoidu. Pro vypocet obsahu celého deltoidu S musime tedy tento soucet
jeste vynasobit dvéma:

S=(50+100)-2
S =300 cm?

Odpovéd: Ondruv drak poleti, protoze jeho obsah ¢ini 300 cm?, tedy vice nez

250 cm?.

74k 2. stupné ZS by pro vypodet jistd vyuzil nauéeny vzorec pro vypocet trojuhelniku

avg

S =

. Nebylo by to nic obtizného, uvazime-li, ze u pravouhlého trojuhelniku je jeho vyska

. . , b e : y ., ,
shodna s jeho odvésnou, tedy plati vzorec S = aT , pfiCemz a a b jsou odvésny trojuhelniku.

Zaci 5. roéniku ZS s nejvétsi pravdépodobnosti jesté tento vzorec neznaji, ale i pres to se k jeho
podobé mohou popsanym logickym uvazovanim pfi feSeni této ulohy dopracovat, odvodit jej,

aniz by to bylo jejich hlavnim cilem.

Reseni tlohy 2: Uvaha
Ulohu muzZeme vyfeSit i bez zavedeni pomocného prvku. Sta¢i nam geometricka
predstavivost. Byt se tento zpusob feSeni nevyskytuje v nasem seznamu heuristickych strategii,

uvedeme jej zde, nebot’ se domnivame, Ze se objevi i u zaku.
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Ze zadani vyplyva, ze Ondra bude svého draka jisté¢ vystfihovat. Pracujme tedy
s odstiizky. Poskladame-li odsttizky papiru k sobé€, zjistime, ze z nich dovedeme slozit plné

stejného draka (Obr. 10).

20 cm

10 cm

20 cm

Obrazek 10: Z odstrizkii Ize posklddat stejného draka

Jsou-li drak a odstfizky papiru stejné, pak maji i stejny obsah. Z toho vyplyva, ze

vypocitame-li obsah celého papiru a vydélime jej dvéma, ziskdme obsah draka:

S=a-b-+2
§=20-30-+2
S$=600-+2
S =300 cm?

Odpovéd: Ondruv drak poleti, protoze jeho obsah ¢ini 300 cm?, tedy vice nez
250 cm?.

Bonusova tloha: Havrani
Na dvou stromech sedélo 17 havrani. JestliZe 7 prvniho preletéli na druhy strom
3 havrani a z druhého stromu odletélo celkem 5 havranu, ziistalo na prvnim
stromé dvakrdt vic havranii neZ na druhém. Kolik havranit bylo puvodné na

kaZdém stromé? (Blazkova, Matouskova, Vanurova, 2009b)
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Tuto tlohu jsme zvolili jako bonusovou. Vybrali jsme ji z toho divodu, Ze ji lze opét
fesit pomoci mnoha heuristickych strategii, a to zejména strategii cesta zpét, ktera neni vhodna
pro fteSeni predchozich tloh. DalSimi vhodnymi feSitelskymi strategiemi jsou
pokus-ovéieni-korekce, systematické experimentovani ¢i grafické znazornéni. Reseni této

ulohy pomoci jednotlivych strategii si nasledné popiseme.

ReSeni bonusové tlohy: Cesta zpét

Heuristicka strategie cesta zpét se vyznacuje tim, ze vychazime ze znamého koncového
bodu a jdeme smérem k neznamému pocatku. Koncovy bod pro nas predstavuje 2 stromy,
pficemz na prvnim stromé sedi dvojnasobek havranti nez na stromé druhém. Nasim cilem je
dostat se k pocateCnimu stavu, tedy pocCtu havrana sedicich na jednotlivych stromech pied tim,
nez se dali do pohybu, pficemz havrant na obou stromech je dohromady 17. Pro lepsi nazornost

vytvorime nacrtek zobrazujici pohyb havrana (Obr. 11).

celkem 17 havrant

/\

3 havrani 5 havrant

>

1. strom g 2. strom g

Obrazek 11: Ndcrtek zobrazujici pohyb havranii

Mame tedy 17 havranid. Pét z nich odletélo uplné pry¢. Tudiz na konci sedélo na obou
stromech 17 — 5 = 12 havrant. JelikoZz na prvni stromé je dvakrat vice havrant nez na druhém,
rozdélime Cislo 12 tak, aby platil pomeér 2 : 1, tedy dva dily poctu havrani patfily na 1. strom
a jeden dil po¢tu havrand patiil na 2. strom. Cislo 12 proto vydélime tiemi.

12+3=4

Na druhém stromé tedy v kone¢ném stavu sedi 4 havrani a na prvnim stromé& sedi
dvojnasobek, tudiz 8 havrant. Nyni budeme postupovat od konce zadani nazpatek, budeme
sledovat prelety havrani a postupné se dostaneme az k pocateCni situaci. Situaci mizeme

sledovat na nacrtku (Obr. 11), pfiCemz pfi nasi cesté zpét otoCime smér Sipek.
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Z druhého stromu odletélo 5 havrani. Abychom je dostali zpét na své misto, pouzijeme
inverzni operaci k od¢itani a téchto 5 havrant pfi¢teme k havranim na druhém stromé, tedy
4 + 5 =9. Na prvnim strom¢ nyni mame 8 havranii, na druhém stromé 9 havrant.

Postoupime-li dale na cest¢ zpét zadanim, narazime na 3 havrany, kteti pielétli
z prvniho stromu na druhy. Abychom je opét dostali na sva pivodni mista, odeCteme 3 havrany
z druhého stromu a pficteme je ke stromu prvnimu. Na prvnim stromé tedy bude 8 + 3 = 11
havrana a na druhém stromé bude 9 — 3 = 6 havrand. Souctem vyslednych Cisel se ujistime,
Ze nam po cesté zadny havran neunikl. 11 + 6 = 17 havrant. Timto jsme splnili i posledni
podminku.

Pro kontrolu miizeme projit cestu od pocatecniho stavu ke konecnému:

1. strom 11 — 3 = 8 havrand

2. strom 6 + 3 — 5 = 4 havrani

Zkouska nam vysla, mizeme se tedy presunout k odpoveédi.

Odpovéd: Puvodné bylo na 1. stromé 11 havranu a na 2. stromé 6 havranu.

ReSeni bonusové tlohy: Pokus-ovéfeni-korekce

Dal§i a moznd tou nejintuitivn€j§i variantou postupu feSeni je strategie
pokus-ovéteni-korekce. Ta spoCiva v naSem piipadé v provadéni pokusi s odhadnutim
pocate¢niho poctu havrant na jednotlivych stromech.

Na zacatku libovolné zvolime pocet havran(i na prvnim a druhém stromé tak, aby jejich
soucet byl 17. Poté od prvniho stromu odecteme 3 havrany, ktefi preletéli na druhy strom.
K druhému stromu tyto 3 havrany pfi¢teme, a jesté od n€j odecteme 5 havranu, ktefi z druhého
stromu odletéli pryC. Nasledné zkontrolujeme, zda vysledny pocet havrant na jednotlivych
stromech vyhovuje podmince, ktera udava, Ze na prvnim stromé je dvakrat vice havranti nez na
druhém.

Pokus 1: Prvni strom — 8 havrand, druhy strom — 9 havrant

1. strom 8—-3=5
2. strom 94+3-5=7
Vime, Ze Cislo 5 zcela jisté neni dvojnasobkem ¢isla 7. V dal§im experimentu proto

zvysime pocCet havranii na 1. stromé a snizime jej na druhém stromé.
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Pokus 2: Prvni strom — 10 havrant, druhy strom — 7 havrana
10-3=7
7+3-5=5

1. strom
2. strom
Jsme jiz znateln€ blize splnéni dané podminky, ale jesté splnéna neni. Zkusime zvysit

pocet havrant na 1. stromé jesté o jednoho havrana.

Pokus 3: Prvni strom — 11 havrant, druhy strom — 6 havrant
11-3=8
6+3—-5=4

1. strom

2. strom

Na prvnim stromé je v tomto piipadé 8 havrani a na druhém stromé jsou 4 havrani,

pticemz Cislo 8 je dvojnasobkem c¢isla 4. Podminka je splnéna a my jsme ziskali feSeni této
ulohy.

Odpovéd: Puvodné bylo na 1. stromé 11 havranu a na 2. stromé 6 havranu.

ReSeni bonusové ulohy: Systematické experimentovani
Podoba bude

pokus-ovéreni-korekce. Tentokrat v§ak zacneme krajni pocatecni hodnotou, tj. 16 havrani na

jednotlivych  experimentt stejna  jako v pfipadé strategie

prvnim strome¢ a 1 havran na druhém stromé. V kazdém dalSim experimentu pfesuneme jednoho
havrana z prvniho stromu na druhy. Pro prehlednost vytvofime tabulku (Tab. 3), do které

budeme jednotlivé hodnoty zapisovat. Vypocty budou vzhledem k zadani probihat timto

zpusobem:
1. strom Pivodni pocet havrani — 3 = konecny pocet havrant
2. strom Plivodni pocet havranii + 3 — 5 = konecny pocet havrant

Tabulka 3: ReSeni bonusové ilohy — systematické experimentovdni

Puavodni pocet

havranu na

Puavodni pocet

havranu na

Konecny pocet

havranu na

Konecny pocet

havranu na

Je spInéna

1. stromé 2. stromé 1. stromé 2. stromé podminka?
16 1 13 1 ”
15 2 12 0 ”
14 3 11 I ”
. 4 10 2 e
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12 5 9 3 ne
11 6 8 4 ano

Systematickym provadénim pokust jsme dosli k situaci, ktera spliiuje v§echny zadané
podminky.

Odpovéd: Puvodné bylo na 1. stromé 11 havranu a na 2. stromé 6 havranu.

Reseni bonusové ulohy: Grafické znazornéni
Nakreslime si fesitelsky obrazek, ve kterém budeme dle potieb Skrtat, dokreslovat
a seskupovat kolecka oznacujici jednotlivé havrany. ZaCneme tim, Ze nakreslime vSech

17 havranti dohromady, aniz bychom urcili, na kterém stromé se nachazeji (Obr. 12).

000000000000 OO00OO0

Obrazek 12: 17 havrami bez urcent jejich polohy

Nasledné ze skupiny oddé€lime 5 havrant, ktefi odletéli pryc¢, a zbylé havrany rozdélime

na 3 stejn€ pocetné skupiny (Obr. 13).

0000000000000 O0OO0

Obrazek 13: Rozdéleni havranii do skupin

Vime, Ze na 1. stromé€ ma byt dvakrat vice havrani nez na druhém stromé. Proto
2 skupiny spojime dohromady a oznacime je jako prvni strom, tfeti skupinu oznacime jako

druhy strom (Obr. 14).

0000 0000
0000

Obrazek 14: Rozdéleni havrami na 1. a 2. strom
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Nyni za¢neme Skrtat a dokreslovat havrany podle toho, jak prelétaji ¢i odlétaji.
Abychom havrany dostali na jejich pivodni mista, musime smér jejich letu otocit. Tedy
5 havrant, ktefi z druhého stromu odletéli, na n€j dokreslime. Naopak Skrtneme 3 havrany,
ktefi na druhy strom pfieletéli z prvniho stromu a dokreslime je praveé na prvni strom (Obr. 15).
Pak budou vsichni havrani na svych pivodnich mistech a my jen spocitame, kolik kolecek

mame na kazdém stromeé nakreslenych.

00000

0000 wJolofe

0000 0000
OO0 O

Obrazek 15: ReSeni bonusové ulohy — grafické zndzornéni

Odpovéd: Puvodné bylo na 1. stromé 11 havranu a na 2. stromé 6 havranu.

6.3.3 Dotaznik pro zaky

Za ucelem ziskat co nejkomplexnéjs§i vzorek vyzkumnych dat jsme jako doplikovy
nastroj zvolili dotaznik pro zaky. Jeho cilem je identifikovat postoj zakli k matematice
a nestandardnim matematickym uloham. Slouzi také jako sebehodnoceni zakti. Dotaznik
obsahuje vétsinou polytomické polozky s vybérem odpovédi.

Uvodni otazka sméfuje na pohlavi ditéte. Dali otazky zjistuji, zda zaky feseni uloh
v didaktickém testu bavilo. Tato informace je pro nds cenna pro porovnani s dal§i polozkou
dotazniku, ktera se pta, zda zaky bavi matematika obecné. Zjistuje také, do jaké miry maji zaci
zkuSenost s feSenim tohoto typu uloh, pfipadné zda se s nimi dosud nesetkali.

Druha cast dotazniku se zaméiuje na sebehodnoceni zaka. Na tiistuptiové skale urcuji,
jak pro né byly jednotlivé ulohy obtizné. Tyto otazky také slouzi jako pomoc pii analyze
zakovskych feseni uloh. Napi. pokud zak uvede, Ze si s ulohou viibec nevédél rady, bude to pro

nas signalem, ze se nejspise pokusil své feSeni tipnout ¢i odhadnout.
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7. Prezentace vysledkiu vyzkumného Setieni

V této kapitole se budeme vénovat interpretaci vysledkli na zakladé sesbiranych dat.
Jelikoz 1ze predpokladat, ze zpusob feSeni nadanych zakt a zaka béznych tiid se lisi, rozdélili
jsme respondenty do dvou skupin.

1. Zaci b&znych tid:

e tiida A — ZS Trsice

e tfida B — FZS Tererovo nam., 5. B

e tfida C — FZS Halkova, 5. B

2. Zéaci nadani:

e tfida D - FZS Halkova, 5. C

e tiida E—ZS Kiidlovicks, 5. B (Oficialné nelze mluvit o tiidé nadanych zakd,
nebot mnozi znich nenavstivili pedagogicko-psychologickou poradnu,
ktera by provedla pfislusnou diagnostiku. Talentové piijimaci zkousky vSak
zaruCuji, ze do tfidy nastoupili pouze vysoce inteligentni zaci. Z tohoto
divodu jsme si tuto tiidu dovolili zaradit do skupiny nadanych zaka. Ve tiidé

je matematika vyucovana Hejného metodou.)

Nekteré poznatky se vztahuji na cely vyzkumny vzorek bez ohledu na rozdéleni do
skupin, jiné jsou charakteristické pro konkrétni skupinu. Zpozorovali jsme také skutecnost, ze
se v nékterych tfidach objevil zpusob feseni, ktery se v dané tfidé opakoval, ale nikde jinde

jsme se s nim nesetkali.

7.1 Vyhodnoceni interview s uciteli

Interview vzdy probéhlo pred vyucovaci hodinou, ve které zaci absolvovali didakticky
test. Dotazovano bylo 5 uciteli matematiky zucastnénych tfid. Ucitelé vyucuji matematiku
v téchto tiidach pfevazné 1. az 2. rokem, jediné tiidu E vede stejny vyucujici jiz 5 let.

Co se tyCe posouzeni obtiznosti uloh pro zaky, vétsina ucitela se priklanéla k nazoru, ze
uloha 1 v didaktickém testu bude pro zaky spiSe jednoducha, naopak ulohu 2 jednohlasné
povazovali za obtiznou. Ttidni ucitelka tfidy C uvedla, ze s vypoctem obsahu budou mit jeji
zaci zcela jist€ problém. U otazky tykajici se obtiznosti ulohy 3 se nazory ucitelt rozchazely.
Dva ucitelé vidéli ulohu jako spiSe jednoduchou, ostatni se pfiklan€li k opacné varianté.

Rozhodujici neni ani fakt, zda se jedna o zaky nadané ¢i bézné. U nadanych vsak dle jejich
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vyucuyjici hrozi ve vztahu ke vSem zadanym tloham riziko, ze zaci mohou povazovat ulohy za
jednoduché a nebudou jim tudiz vénovat potfebnou pozornost. To mé za nasledek zbrklost pti
praci, prehlédnuti dilezitych pasazi zadani a numerické chyby.

Velky rozdil mezi skupinami jsme zaznamenali v pfistupu k vedeni vyuky matematiky.
Ucitelé obou tfid nadanych zakd uvedli, Ze nestandardni matematické tilohy zakiim zadavaji
3-4 dny v tydnu, kdezto v béznych tfidach se zaci s témito ulohami setkavaji méné nez jednou
za tyden. Pani ucitelka tfidy D dodala, ze mé4 v u€ebné na uréeném miste soubor logickych tloh,
hadanek a lustének pro rychliky, ktefi by se nudili, zatim co zbytek tfidy jesté pracuje.

Stim se pravdépodobné poji to, jak Casto jsou pii vyuce v jednotlivych tfidach
uplatiiovany heuristické ptistupy. Nadani zaci se s nimi dle vypovédi setkavaji Casto, zaci
béznych tfid jen zfidka. Pani uitelka tfidy B tyto pfistupy uplatiiuje obcas.

Nyni se dostavame k heuristickym strategiim. VSichni ucitelé jednoznacné znaji a ve
vyuce uplatiiuji strategii pokus-ovéreni-korekce a grafické znazornéni. Mély by tedy byt zakiim
blizké. Vyucujici nadanych zaka uvedli, Ze zaky vedou k uzivani i vSech ostatnich strategii.
Podobnou odpovéd nam dala také pani ucitelka bézné tfidy B, ktera ve vyuce vynechava
z uvedenych pouze strategii analogie. To nam dodava vyhlidky, ze se pfi analyze didaktickych
testd setkame se vS§emi vytipovanymi zpusoby feSeni. Ucitelé tiid A a C strategie systematické

experimentovani, cesta zpét, zavedeni pomocného prvku a analogie do vyuky nezavadéji.

7.2 Vyhodnoceni didaktického testu

Kazdy test jsme podrobili dikladné analyze zpusobu feSeni zakt u jednotlivych tloh.
Nasledné jsme tyto metody feSeni rozdé€lili do vhodnych kategorii podle pouzité heuristické
strategie a dalSich jevt, které se v testech opakovaly. Interpretaci dat jsme provedli dle dvou
parametri: nadani zak( a pohlavi. K interpretaci dle nadani jsme vyuzili nami vytvorené
skupiny zakt béznych tfid (tfidy A, B, C) a zaka nadanych (tfidy D a E).

Jednotlivé tlohy budou v této podkapitole vyhodnoceny zvlast. U kazdé ulohy se
nejprve zaméfime na zéky béznych trid. Jaké tesitelské strategie vyuzili, do jaké miry byli ve
svém snazeni uspé$ni a kolik znich se do feSeni vibec nepustilo. Za nefeSenou ulohu
povazujeme takovou, u které zaci nechali pouze bilé misto ¢i jasn€ vyjadfili, ze si s ulohou
vubec nevédi rady. Stejnym zpisobem se budeme vénovat vysledkim druhé skupiny, tedy
nadanych zak(. Ukazeme si také néktera zajimava zakovska feSeni a zminime, jak si stoji
vSichni zaci dohromady jako jeden celek. V zavéru kazdé ulohy se budeme zabyvat ¢astymi

chybami, které se v testech vyskytly.
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Pii interpretaci vysledka dle pohlavi se zaméfime pouze na Gspésnost divek a chlapctu
pii feSeni nestandardnich matematickych uloh. Nasim cilem v této oblasti je zjistit, zda mezi
jejich uspésnosti existuje statisticky vyznamny rozdil.

Prestoze vSichni zaci dostali instrukci, at’ zapisi své mySlenkové procesy pfi feSeni uloh,
nékolik zakt tak neucinilo a napsalo jen vysledek. V téchto pifipadech jsme mohli do

vyhodnoceni promitnout pouze jejich uspésnost, nikoli vSak postup feseni.

Vyhodnoceni alohy 1: Kravy a slepice

ZAci b&nych tiid

Pfi analyze této ulohy jsme se zaméfili na pouziti heuristickych strategii
pokus-ovéteni-korekce (P-O-K), systematické experimentovani (SE) a grafické znazornéni
(GZ) v podobé tesitelského obrazku. Objevily se samoziejmeé dalsi zpusoby feSeni zaku, které
do téchto kategorii nelze zatadit. Ulohu 1 dovedlo vyiesit celkem 25 % zakd b&znych tid.
V grafu 1 mazeme pozorovat Cetnost vyuziti jednotlivych feSitelskych strategii zaka vcetné

uspesnosti pfi jejich aplikaci.

Graf 1: Uloha I - Fesitelské strategie Zdkii béznych trid

Uloha 1 - Fesitelské strategie 74k( béznych tiid
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Celkovy pocet zaki béznych tiid, ktefi ulohu fesili pomoci vytipovanych heuristickych
strategii, ¢ini 39 % s uspésnosti 59 %.

Strategii P-O-K vyuzilo 25 % zaku, pficemz 64 % z nich doslo ke spravnému vysledku.
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Méné castou experimentalni strategii bylo SE. které vyuzilo sice jen 7 % zaka,
avsak 75 % téchto fesiteld tlohu vyfesilo spravné. Nikdo z téchto zaka k zapisu nevyuzil
tabulku.

Objevilo se také nékolik feSeni pomoci strategie GZ ve formé teSitelského obrazku.
Uspé&snych viak bylo pouze 25 % z nich.

V mnoha piipadech si zaci s tkolem nevédéli rady, a tak zvolili feseni aritmetickou
cestou, kdy hledali vztahy mezi zadanymi ¢iselnymi udaji a vytvareli rizné piiklady. Toto se
tykalo 35 % zaka. Casto se objevoval piiklad 68 + 4 = 17. Cislo 68 je celkovy poget nohou,
Cislo 4 pocet nohou 1 kravy. Vysledkem tohoto postupu byla odpoved’: ,,Na statku je 17 krav.*
Zaci viak v tomto piipadé jiz nehledéli na podminku, 7e vzhledem k poétu hlav se na statku
nachazi 20 zvitat. Nikdo v této kategorii neziskal spravny vysledek.

Dalsi skupinu fesiteld s Cetnosti 12 % tvoti zaci, ktefi si jednoduse tipnuli vysledek. Na
papife se vét§inou objevil pouze vysledek bez jakychkoli vypodtl. Zaci nejéastéji rozdélili
pocet zvifat na statku napul, tudiz odpoveéd’ znéla: , Na statku je 10 krav a 10 slepic.” S touto
strategii také nikdo neuspél.

Jak jsme jiz zminovali, né€ktefi zaci nepopsali sviij postup feSeni, tudiz nelze urcit
strategii, kterou pii feSeni problému pouzili. Té€chto zaka bylo 7 %, piicemz 25 % z nich
doséahlo uspéchu.

Posledni kategorii tvoti 7 % zaku, ktefi se do feSeni ulohy vibec nepustili. Divodem je
dle naseho minéni skuteCnost, ze netusili, jak se s ulohou vyporadat. Neékteti zaci se pokusili
alespori napsat zapis, ale tim jejich pocinani skoncilo.

Opomeneme-li zaky, u kterych nelze urcit feSitelskou strategii, pak zuvedeného
vyplyva, ze zéaci béznych tfid byli pfi feSeni ulohy 1 uspéSnymi feSiteli pouze pifi pouziti

heuristickych strategii. Jiné feSitelské strategie téchto zaka se setkaly s nezdarem.

Nadani zaci

Postup analyzy didaktickych testi probihal stejné jako v predchozim piipadé, kategorie
se také nemeéni. Ke spravnému feseni ulohy 2 dospé€lo celkem 66 % nadanych zakd. Graf 2
ukazuje Cetnost vyuziti jednotlivych strategii pfi feSeni ulohy 1 nadanymi zaky a jejich

uspeésnost.
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Graf 2: Uloha I - Fesitelské strategie nadanych Zdkii

Uloha 1 - Fesitelské strategie nadanych 73k
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Neékterou z heuristickych strategii pii feSeni ulohy vyuzilo celkem 69 % nadanych zaku,
coz je podstatng vyssi procento nez u zakd b&znych tiid. Uspésnymi fesiteli se pfitom stalo
82 % z nich.

Nejcasteji zvolenou heuristickou strategii se ukazala byt strategie P-O-K, kterou pouzilo
44 % nadanych zakl, pficemz 79 % z nich v opakovanych pokusech uspélo. Néktefi provedli
mnoho pokust, nez se dostali k zavéru, jinym se podafilo odhadnout spravny pocet krav
napoprve.

Mén¢ Casto zaci vyuzivali strategii SE, pfi jeji aplikaci v§ak byli velmi uspésni. Z 22 %
zakt ulohu spravné vyftesilo az 86 %. Pouze v jednom pfipade zakyné zapisovala experimenty
do tabulky.

Jeden zak zvolil postup feSeni geometrickou cestou, kterou dale doplnil aritmetickym
vypoctem (Obr. 16). Nejprve graficky znazornil spolecné znaky krav a slepic, kterymi jsou
1 hlava a 2 nohy. Poté pokracoval vypoctem — zjistil, kolik nohou mu zbude, jestlize by na
statku byly pouze slepice. Vyslednych 28 nohou pak vydé¢lil dvéma, tedy parem nohou, které
ma krava oproti slepicim navic. Jelikoz méli zaci instrukei, ze maji co nejlépe popsat postup
svého feseni, pfidal tento zak k vypoctu také usmévny popisek. Domnivame se, ze jim chtél

vyjadfit, ze kazdé zvife ma min. 2 nohy. Nicméné tlohu vytesil spravné.
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1. Na statku jsou kravy a sleplce Dohromady maji 20 hlav a 68 nohou. Kolik je

na statku krav?
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Obrazek 16: Zdkovské feseni uilohy 1 - GZ + aritmetickd cesta

Reseni aritmetickou cestou si vybralo 25 % zakd, z nichz 25 % dospélo ke spravnému
feSeni. Tito uspésni feSitelé nehledali naslepo vztahy mezi zadanymi Cisly jako ostatni, ale
zvolili algoritmus, ktery dle naseho minéni jiz znali. Jedna se o zaky ze tfidy E, ktefi se
s diofantovskymi tlohami setkavaji v hodinach logiky jiz od 2. tfidy. Prvni z nich vyfesil ulohu
totoznym postupem jako zak, jehoz feSeni vidime na obr. 16, pouze s tim rozdilem, ze vynechal
fazi kresleni obrazku. Druhy uspésny fesitel zvolil vlastni algoritmus, ktery miizeme vidét na

br. 17. Pocet vSech nohou (68) vydélil Cislem 4, jez vyjadiuje pocet nohou jedné kravy.
Vysledny podil (17) odecetl od celkového poctu zvitat (20) na statku a ziskany rozdil (3) dale
odecetl od podilu prvniho piikladu (17). Timto zptsobem se dostal k po¢tu 14 krav, jehoz

spravnost ovéfil zkouskou. Tento algoritmus je funkéni pro vSechny hodnoty zadanych dat

Na statku jsou kravy a slepice. Dohromady maji 20 hlav a 68 nohou. Kolik je

na statku krav?
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Obrazek 17: Zdkovské reSent tilohy 1 - aritmetickad cesta

Pouze 1 zak (3 %) se pokusil vyfesit ulohu tipem, bohuzel bez uspéchu. Posledni zak

ze zacastnénych ulohu vytesil spravné, nelze vSak urcit, jakou fesitelskou metodu pouzil
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Nutno vyzdvihnout, ze mezi nadanymi se nenaSel nikdo, kdo by nechal ulohu bez
povSimnuti. VSichni nadani zaci se o jeji zvladnuti alesponi pokusili, coz povazujeme za velmi
pozitivni jev.

Celkove tuto ulohu vyfesilo 66 % nadanych zaka, pticemz 85 % z nich ji fesilo pomoci
heuristickych strategii.

Jestlize bychom se méli podivat na celkovou uspésnost vSech zakt, dojdeme k Cislu
39 %, pticemz 35 % zakl k feSeni pouzilo jednu z heuristickych strategii. Rozdil 4 % tvorii zaci

s uspéSnym aritmetickym feSenim a zaci, jejichz metoda feSeni je neznama.

Casté chyby

Podivejme se nyni na chyby, které se v feSeni zakt opakovaly. Nejcastéjsi chybou bylo
opomenuti & prehlédnuti nékteré z podminek v zadani. Zakam sedély nohy, ale zapomnéli na
to, ze 20 pritomnych hlav vyzaduje 20 zvifat. To se tyka nejcastéji vySe popsaného prikladu
feSeni aritmetickou cestou, kdy zaci pocCet vSech nohou vydélili ¢tyfmi a odpoveédéli, ze na
statku je 17 krav. Tim vycerpali pocet vSech nohou na statku, ale 3 hlavy jim schazely. Setkavali
jsme se také s odpoveéd’'mi typu: ,, Na statku je 56 krav. “ ,, Na statku je 20 krav a jedna slepice
bez hlavy.“ , Na statku je 18 slepic a 8 krav.* ,, 13 krav, 3 slepice. “ ,,Na statku je 1360 krav.
Tyto odpovédi byly nejcastéji vysledkem aritmetické cesty feseni.

Nektefi zaci se pii feSeni vydali spravnou cestou, ale vysledek jim unikl vinou

numerické chyby, a to jak u zaki béznych tfid, tak i nadanych.

Vyhodnoceni tlohy 2: Drak

ZAci b&nych tiid

Tato uloha dala zaktim béznych tfid vyrazné zabrat. Dovedlo ji vyfesit pouze 5 % z nich.
Potvrdila se tedy predpoveéd tfidnich uciteld, ze uloha bude pro zaky spiSe naro¢na, ne-li
dokonce rozhodné narocna. Pii analyze této tlohy jsme se zaméfili na vyskyt heuristické
strategie zavedeni pomocného prvku (ZPP) a také na feSeni pomoci uvahy s vyuzitim
geometrické predstavivosti. Dalsi kategorii tvofi zaci, ktefi se vydali aritmetickou cestou
a pokusili se najit urcité vztahy mezi zadanymi Ciselnymi udaji. Kategorie ,,jiné* obsahuje dalsi,
mén¢ frekventované postupy fesSeni zaka. Nechybi ani skupina zaku, ktefi se do feSeni vibec
nepustili. Cetnost zvolenych fesitelskych strategii v&etné jejich usp&3nosti si miZeme

prohlédnout v grafu 3.
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Graf 3: Uloha 2 - Fesitelské strategie Zdkii béznych trid
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Na prvni pohled vidime, ze naSe diive odhadnuté strategie feSeni byly jediné, které zaky
dovedly ke spravnému feseni.

Z heuristickych strategii zde ma zastoupeni zavedeni pomocného prvku, které se
objevilo v 7 % piipadd, spravnou odpovéd’ napsalo pouze 25 % z nich. Usp&snost b&znych zakl
s pouzitim heuristické strategie jsou tedy pouze 2 %.

Druhou aspésné pouzitou fesitelskou strategii bylo feSeni pomoci tvahy, kterou zvolily
sice jen 4 % déti, avSak vSechny uspély.

Velmi Casto (37 %) sli zaci aritmetickou cestou feseni, zkouseli nejriizn€jsi vztahy mezi
délkami jednotlivych prvki obrazku, nedovedli vSak nalézt ty spravné. Mnozi spocitali obvod
papiru, a povazovali jej za obsah draka. Tento pfipad je specificky pro zaky béznych trid.
U nadanych zakt se naopak opakované objevoval vysledek roven obsahu celého papiru véetné
draka. Nicméné nikdo z zakt béznych tfid nedovedl ziskat vysledek touto cestou feseni.

Do kategorie ,,jiné* spadaji mén¢ Casto se opakujici postupy, které vedly do slepé ulicky.
Setkali jsme se s zaky, ktefi pravitkem zméfili redlné délky stran draka a pokouseli se tak
spocitat jeho obsah, jini se pokusili ulohu vyfesit originalni odpovédi. Neodpustime si nékolik
z nich zde predlozit:

,ZDrak nemiize litat, protoze ted nefoukd. No smiila.*

,Ondrutv drak nepoleti, protoze Sance na to, Ze chytim spravnou odpovéd je 50/50, jinak
opravdu nevim. Ale ddm Ondrovi tip, aby se podival na internet a treba by si nasel lepsi model

anebo by si mohl néjaky koupit.“

73



Ackoli jsou tyto odpovedi velmi néapadité, bohuzel jsme je nemohli uznat, tudiz tato
kategorie také zustava bez uspéchu.

Posledni a nejpocetnéjsi skupinu tvoii zaci, ktefi se do feseni tlohy vibec nepustili.
Cetnost této skupiny je celych 40 % déti. U n&kterych bylo z kreseb plnych emoci ziejmé, ze
netusili, jak na to.

Shrneme-li vysledky ulohy 2 u zaka béznych tfid, uspésni byli pouze ti, ktefi zavedli
pomocny prvek (2 % zakt) ¢i uvahou dosli k zavéru, Ze drak ma stejny obsah jako zbytek

papiru.

Nadani Zaci

Nadani Zaci byli v této oblasti vyrazné usp&sn&jsi. Ulohu dokéazalo spravng vyiesit 41 %
zakl a bylo by jich jesté o néco vice, nebyt jejich zbrklosti ¢i nepozornosti pfi analyze zadani.
Nékolik zaka totiz dospélo ke spravnému numerickému vysledku, tedy obsahu draka, avSak
odpovéd” vyhodnotilo chybné. Kategorie zvolenych postupt feSeni jsou stejné jako u zaku
b&znych tiid. Cetnost volby jednotlivych fesitelskych strategii vEetné usp&$nosti pii feseni

ulohy mizeme vidét v grafu 4.

Graf 4: Uloha 2 — fesitelské strategie nadanych zdkii
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Stejné jako v pripadé zaka béznych tfid muzeme pozorovat, ze UspéSnymi feSiteli se
stali pouze zaci, ktefi zvolili nami vytipované fesitelské strategie.
Heuristickou strategii, tedy zavedeni pomocného prvku, zvolilo 63 % zaku, pficemz

pfesné polovina znich uspéla. Uspésnost nadanych zakt pii feSeni této ulohy pomoci
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heuristické strategie je celkem 31 %. Zde si dovolime rozliSit 2 varianty feSeni s vyuzitim
zavedeni pomocného prvku, které jsme uvedli v podkapitole 6.3.2 Didakticky test, a to feSeni
pomoci piesunu ¢asti draka a feSeni cestou vedouci pies vypocet poloviny ¢tverct a obdélnikd.

Prvni variantu zvolil pouze jeden zak a spravného feSeni dosahl. Ostatni zaci se vydali
druhou moznou cestou, piicemz ke spravné odpoveédi doslo 75 % z nich. V nékolika ptipadech
zaci do obrazku nijak nezasahli, nic do néj nezakreslili, avSak z vypocti je zietelné, ze pomocny
prvek zavedli pomyslné. Tyto pripady také fadime do kategorie zavedeni pomocného prvku.

Jeden z téchto pfipadd ukazuje obr. 18.

2. Ondra se rozhodl vyrobit draka. Narysoval ho na papir pfesné tak, jak vidis
na obréazku. PfiSel za nim tatinek a fekl, Ze drak poleti jen v pfipadé, pokud bude
mit obsah alespoti 250 cm?. Poleti Ondriv drak? Zdiivodni.

N 70 M/fg:mw(z/
p20-200°" 100245 5g/”” L0/

10100 A0 Ren”

10cm

20cm

Obrazek 18: Zdkovské reSent tilohy 2 - pomysiné zavedeni pomocného prviku

Vsichni zaci, ktefi ulohu fesili pomoci uvahy, dosli ke spravné odpovédi. Jedna se 0 9 %
74kd. V jejich postupech se objevily dva sméry mysleni. Cast 74k uréila plochu draka jako
polovinu obsahu papiru, tedy vyuzila ndmi dfive popsany postup. Jeden zak ale manipuloval
s odstiizky stejné, jako kdyz jsme presouvali ¢asti draka, a poskladal z nich obdélnik s délkami

stran 10 cm a 30 cm (Obr. 19).
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Obrazek 19: Zdkovské reSent tilohy 2 - presun odstiizkii

Stejn€ jako u zaka béznych tfid, i zde jsme se setkali s aritmetickym zptsobem feseni,
ktery zvolilo 13 % zaka. Jak jsme jiz predeslali, zaci Casto namisto obsahu draka vypocitali
obsah celého papiru. Nikdo z téchto zaki nedosel ke spravnému zdivodnéni své odpovedi.

Uspé&snych nebylo ani dal§ich 13 % zakd, ktefi zvolili jiné zptisoby feseni. Opét jsme se
setkali s zaky, ktefi se pokusili dojit k vysledku méfenim skute¢nych délek stran draka pomoci
pravitka. Nemizeme opomenout ani originalni odpovedi, které se v testech objevily. Obzvlaste
jedna z nich stoji za zminku. Na otazku ,,Poleti Ondruv drak?* zak odpovedél:

,,Ne, protoze neni vystiihnuty a nemd provdzek. :)*

Ackoli je tato odpoved’ naprosto logicka, nelze ji z naseho pohledu uznat jako spravnou.

Co se tyCe absence zakova feSeni u této ulohy, je na rozdil od zaka béznych tfid velmi
nizka. Jedna se v tomto pripadé o jediného zaka.

Zaméfime-li se na uspésnost vSech zakl bez rozdila, ke spravnému vysledku doslo
18 % zaka. 12 % ulohu vyftesilo pomoci heuristické strategie zavedeni pomocného prvku, 6 %

zvolilo feSeni tivahou s vyuzitim geometrické predstavivosti.

Casté chyby

Nejéast&jsimi chybami byla nespravna volba vzorce. Zaci béznych tiid &asto vypogitali
obvod papiru, nadani zaci naopak jeho obsah. Numerické chyby se objevily pouze u nadanych
zakt. Velmi nas zaujalo, Ze se u nadanych zaku opakoval piipad, kdy vypocitali spravny obsah

draka, tedy 300 cm?, ale do odpovédi napsali, ze drak nevzlétne. Tuto chybovost pficitame
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zbrklosti zakt pii Cteni zadani, kterou predpokladala tfidni ulitelka nadané tiidy, ci

nedostate¢né rozvinuté Ctenaiské gramotnosti zaka.

Vyhodnoceni bonusové dlohy: Havrani

ZAci b&nych tiid

Pfi analyze bonusové ulohy jsme meéli moznost setkat se s nekolika pouzitymi
heuristickymi strategiemi, kterymi jsou cesta zpét (CZ), pokus-ovéfeni-korekce (P-O-K)
a grafické znazornéni (GZ) v podobé fesitelského obrazku. Zvlast jsme rozlisili nakresleni
ilustracniho obrazku, ktery zakim pomohl 1épe znazornit matematicky problém. K jeho feseni
vSak vyuzili jinou strategii. Mnozi u nakresleni obrazku skoncili, nebot’ si dal nevédéli rady.
Kategorie ,,jiné” opét zahrnuje méné Casté metody reSeni. Nechybi ani zak, ktery sice ulohu
uspeésné vytesil, ale ze zapisu nebylo mozné urcit, jakym zptusobem k vysledku dospél.

Bonusovou ulohu dovedlo vyfesit celkem 11 % zaka béznych tiid. Graf 5 ukazuje miru
vyuziti jednotlivych feSitelskych strategii zaky a jejich uspeésnost pii feSeni ulohy. Jelikoz se
jedna o bonusovou ulohu, jejiz feSeni bylo dobrovolné, nebereme zde v potaz pocet zaku, kteti

ulohu nechali nefeSenou.

Graf 5: Bonusova uloha — reSitelské strategie Zakit béZnych tiid
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Budeme-li za heuristické strategie povazovat CZ, P-O-K a GZ, dojdeme k cislu 28 %,

coz je mnozstvi zaku, ktefi pro své feseni pouzili alespon jednu z téchto strategii. Ne vSichni

vSak byli uspésni. Ke spravnému vysledku se dopracovalo pouze 31 % z nich.
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Heuristickou strategii CZ zvolily pouze 4 % zakt, nicméné vSichni dospéli ke
spravnému zaveéru, jejich aspésnost tedy ¢ini 100 %.

Strategii P-O-K pouzilo 14 % zaku s uspésnosti 25 %. Tito zaci odhadli ptivodni pocet
havrand na obou stromech a poté zkouseli, zda pocty vyhovuji podminkam.

Resitelsky obrazek (GZ) se pokusilo vytvofit 12 % déti, z nichZ pouze jeden zak ziskal
feSeni vyhovujici vSem zadanym podminkam. Jeden z zakia se rozhodl zkombinovat strategie
P-O-K a GZ, bohuzel netispésné.

V kategorii ,,jiné“ jsou zahrnuti zaci, ktefi si vysledek pouze tipli, tzn. nenapsali nic
jiného nez vysledek. Dalsi z nich se pokusili dojit k vysledku aritmetickou cestou, nebo
nakreslili pouze ilustraci. Nejvétsi podil tvori zaci, ktefi zadani alohy bud’ viibec nepochopili,
nebo jej pochopili chybné. Chyby v analyze zadani vice rozebereme nize v &asti ,,Casté chyby*.
Kazdopadné zadny z téchto postupt feseni zaky nedovedl k cili.

Napfti¢ vSemi kategoriemi se objevuji ilustracni obrazky, které je nutné kombinovat
s dalsi metodou feSeni, nebot' obrazky samy o sob& ulohu nevyfesi. Vyskytly se v 18 %
zakovskych reseni. Ke spravnému vysledku obrazek pomohl 30 % z nich.

Posledni z zak bonusovou ulohu vyfesil spravné, avSak nelze urcit, kterou metodu
feSeni pouzil.

Opomeneme-li zaka, jehoz zptsob feSeni nezname, miazeme si dovolit tvrdit, Zze mezi
zaky béznych tiid ke spravnému feSeni bonusové tlohy dospéli pouze ti, kdo vyuzili nékterou

z vytipovanych heuristickych strategii.

Nadani Zaci

Analyza didaktickych testd nadanych zaka probihala stejnym zptsobem jako u zakt
béznych tiid, kategorie jsou totozné. Celkem 34 % nadanych zakad dovedlo spravné vyfesit
bonusovou ulohu s vyuZitim riznych heuristickych strategii. Cetnost jednotlivych zvolenych

resitelskych strategii vCetné uspésnosti pii jejich aplikaci zobrazuje graf 6.
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Graf 6: Bonusova uloha — reSitelské strategie nadanych Zaku

Bonusova uloha - fesSitelské strategie nadanych zaki
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Nékterou z heuristickych strategii ¢i jejich kombinaci zvolilo 44 % nadanych zaku,
z nichz 64 % tuto ulohu vyftesilo spravng.

Nejuspesnéjsi strategii se ukazala byt heuristicka strategie CZ, kterou zvolilo sice jen
22 % zaku, ale s vysokou uspésnosti 86 %.

O néco méné uspeésnéjsi strategii je P-O-K, kterou pouzilo 25 % déti s uspesnosti 50 %.
Jeden zak zvolil kombinaci strategii P-O-K a CZ. Nejdfive se zaméfil na odhad konecného
stavu, tedy situace, kdy na 1. strom¢ sedé€lo 2krat vice havrand nez na 2. stromé, a poté Sel
cestou zpét k pocateCnimu stavu. V jeho piipadé se kombinace vyplatila, nebot’ tlohu vyftesil
spravng.

Ani jeden zak nezvolil geometrickou cestu, avSak az 53 % zaka si pomohlo k feSeni
nakreslenim ilustracniho obrazku. Ilustrace se svou propracovanosti velmi lisily. Na obrazku
21 divka nakreslila podrobny nacrt situace, ale nevédéla, jak ulohu fesit dale. Na druhou stranu
obrazek 20 ukazuje feSeni chlapce, jehoz nakres je velmi minimalisticky, avSak dostatecné
nazorny k tomu, aby se po Sipkach vracel az k poc¢ate€nimu stavu, kterého chtél dosahnout.
Kazdopadné nacrtnuti nazorné ilustrace pomohlo ke zdarnému feseni ulohy 35 % zakt z téch,

kteti jej vyuzili.
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Obrazek 20: Minimalisticka ilustrace bonusové  Obrdzek 21: Detailni ilustrace bonusové
ulohy s uspésnym reSenim ulohy

Kategorie ,,jiné* zahrnuje zaky, ktefi si zkusili tipnout vysledek nebo nakreslili ilustraci
a tim jejich feSeni konc¢i. Velmi nas zaujalo, ze pomérné dost zakt se pokusilo ulohu vyfesit
sestavenim rovnic. Ty vSak v drtivé vétSiné nebyly sestaveny spravné a zaci je nedovedli
vytesit. Oproti zakim béznych tfid jsme se u nadanych zaku setkali s nepochopenim tlohy jen
minimalné€. Nechybély vsak pfipady, kdy nebylo mozné urcit feSitelskou metodu zaku. Tato
situace nastala u 13 % déti, pficemz polovina z nich ulohu vyfesila spravng.

Nebudeme-li brat v potaz zaky, u kterych nelze urcit postup feseni, pak z vysledku
vyplyva, ze jedinymi uspéSnymi fesiteli jsou ti, ktefi k feSeni vyuzili heuristickou strategii CZ
nebo P-O-K. Jedna se o0 28 % nadanych zaku. Jiné strategie feSeni se nesetkaly s uspéchem.

Celkova uspésnost vSech zakt dohromady je 19 %. PocCet zaku, ktefi pouzili nékterou
z heuristickych strategii je 16 %. Rozdil 3 % mezi t€émito skupinami je zpisoben usp&snymi

fesiteli, u nichz nebylo mozné urcit fesitelskou strategii.

Casté chyby

Nejcast€jsim problémem, zejména u béznych zakl, bylo chybné pochopeni ulohy, a to
dvéma zpusoby. Mnoho zakl ze zadani vyvodilo, ze 17 havran nebylo na obou stromech
dohromady, ale na kazdém z nich. Pocitali tedy celkem s 34 havrany, tudiz nemohli vyhovét
dalSim podminkam zadani. Druhym, méné frekventovanym, kamenem urazu byl odlet
5 havrant z druhého stromu. Nektefi zaci pochopili, ze tito havrani namisto aplného odletu
pouze preletéli na 1. strom. Z toho davodu také nebyli schopni vyhovét pozadavkam ulohy.

Mén¢ Casto se objevovaly numerické chyby.
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Vyhodnoceni uspésnosti divek a chlapcu

Jednim z naSich cili bylo zjistit, zda jsou chlapci a divky pfi feSeni matematickych
problému stejné tspésni, nebo mezi jejich Gspésnosti existuje statisticky vyznamny rozdil. Pro
tyto ucely jsme pouzili test dobré shody chi-kvadrat, ktery ,, ovéruje, zda cetnosti, které byly
ziskdny mérenim v pedagogické realité, se odlisuji od teoretickych cCetnosti “. (Chraska, 2007,
s. 71) Teoretickou Cetnosti je v naSem piipadé predpoklad, ze procento uspé$nych chlapcti bude
stejné jako procento uspéSnych divek. Tento test vyznamnosti nam ukaze, zda je predpoklad
pravdivy. Faktor uspé$nosti budeme zkoumat na celém vyzkumném vzorku, tedy bez ohledu
na nadani zakd. Hladinu vyznamnosti jsme zvolili 0, 05. Tab. 4 ukazuje vypocet testového

kritéria.

Tabulka 4: Uspésnost v FeSeni matematickych problémii chlapcii a dévéat

, Pozorovana | Ocekavana
it cetnost P cetnost O D (P-0)* (P-0)/0
chlapci 33,333 23,232 10,101 102,030 4,392
divky 13,131 23,232 -10,101 102,030 4,392
Y 46,465 > 46,465 2 8,783

Kriticka hodnota pro prvni stupeni volnosti je stanovena na hodnotu 3,841. Zjisténé
testové kritérium ma hodnotu 8,783. Testové kritérium v naSem piipadé presahlo kritickou
hodnotu. MuZzeme tedy tvrdit, Ze mezi feSitelskou uspéSnosti chlapci a dévcat existuje
statisticky vyznamny rozdil, a to ve prospéch chlapct. Chlapci se ukazali byt usp€snéjsimi
resiteli nestandardnich matematickych uloh nez divky.

Vzhledem k predchozimu rozdéleni zakt na bézné a nadané vyvstava otazka, zda prece
jen jedna ze skupin vyrazn€ neovlivnila vysledek spole¢ného testu dobré shody chi-kvadrat.
Testové kritérium vSak prekrocilo kritickou hodnotu u obou skupin. Chlapci jsou tedy

uspesné)§imi tesiteli 1 v jednotlivych kategoriich.
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7.3  Vyhodnoceni dotazniku pro zaky

Pti analyze dotaznik( jsme se zaméfili na vztah zakt k matematice, jejich zkusSenost
s matematickymi problémy a zalibu v feSeni nestandardnich tloh predlozenych v didaktickém
testu.

Zaci odpovidali na otazku, zda je bavi matematika. Vybirali z odpovédi na &tyEstuptioveé
Skale. Pti analyze jsme tuto Skalu rozdélili na dva protipoly. Vysledky zobrazuje graf 7. Z néj
vyplyva, ze pozitivni vztah k matematice maji 2/3 dotazovanych zakd, zatimco 1/3 zaku
matematika nebavi. Navzdory nasemu ocekavani se neprojevil rozdil ve vnimani matematiky

zaky béznych tfid a zdky nadanymi. Z4jem o matematiku je v obou skupinach velmi podobny.

Graf 7: Vztah Zdkii k matematice Graf 8: Zaliba v Fesent predlozenych NU

Vztah zak( k matematice Zaliba v feSeni predlozenych
nestandardnich uloh

&«

m pozitivni = negativni = se zalibou = bez zaliby

V navaznosti na zajem zaki o matematiku jsme zjiSt'ovali, zda je bavilo fesit predloZzené
nestandardni matematické ulohy. Své odpoveédi zaci zaznamenavali stejnym zpusobem jako
v predchozi otazce. Zjisténé Cetnosti udava graf 8. Vice nez polovinu respondentt tyto ulohy
nebavilo fesit. 43 % dotazovanych vSak ano. Ocekavali jsme, Ze nadani zaci budou vice
zainteresovani do feSeni matematickych problému nez zaci béznych tfid. K tomuto predpokladu
nas vedl fakt, ze v téchto tfidach se zaci s matematickymi problémy setkéavaji ¢astéji a jsou lépe
obeznameni s heuristickymi strategiemi. Vyplyva to také zinterview s tfidnimi uciteli
nadanych. Nicméné tento predpoklad se nepotvrdil. Rozdil v odpovédich mezi obéma
kategoriemi zaku je vSak jest€ mensi nez u predchozi otazky, tedy téméf mizivy.

Hledali jsme souvislost mezi vztahem zak(i k matematice a jejich zalibou v feseni
matematickych problémi. U jednotlivych zakt jsme porovnali odpovédi na piedchozi dvé
otazky a vytvorili 3 kategorie odpovédi. Do prvni kategorie jsme zaradili zaky, ktefi v dotazniku

uvedli pozitivné§i vztah k feSeni pfedlozenych uloh nez k matematice samotné. Ve druhé
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kategorii jsou zaci, jejichz odpovéd’ na dané otazky byla stejna. Tteti kategorie zahrnuje zaky,
kteti vyjadfili bliz§i vztah k matematice nez k feSeni nestandardnich wloh. Procentualni

zastoupeni jednotlivych skupin zaka ukazuje graf 9.

Graf 9: Vztah mezi zalibou v matematice a zdlibou v reSeni predloZenych nestandardnich iiloh

Vztah mezi zdlibou v matematice a v feSeni predloZenych
nestandardnich uloh

18%

= fedeni NU je zdbavnéjsi neZ matematika = stejna Groveri = matematika je zabavnéjsi ne feseni NU

Ukazalo se, ze 18 % zakl upfednostiiuje feSeni matematickych problémi pred
matematikou samotnou, 38 % zak(i mezi nimi nerozliSuje a 44 % zak(i ma radé&ji matematiku
jako takovou nez feSeni nestandardnich uloh. Ani zde se neobjevil vyrazny rozdil mezi

nadanymi zaky a zaky béznych tiid.

Zamétime-li se na to, do jaké miry se zaci s podobnymi ulohami dosud setkali, hodnoty
nadanych 74k a zakd b&znych tiid se li§i. Zaci vybirali ze 3 moznosti, kterymi jsou: takové
ulohy fesim Casto / uz jsem takové ulohy nékdy fesil(a) / nikdy jsem takové ulohy nefeSil(a).
Cetnost jednotlivych odpovédi zobrazuje graf 10.

Muzeme zde také pozorovat rozdily mezi zaky nadanymi a béznymi. V obou skupinach
zakt dominovala odpovéd, Ze se s podobnymi ulohami jiz nékdy setkali. Obzvlasté u nadanych
tak odpovédelo 75 % zaku. Dale jsme zjistili, Ze nadani Zaci maji podstatn€ bohatsi zkusenosti
s feSenim matematickych problémi nez bézni zaci. Vidime zde souvislost s vypovédmi
tfidnich uciteld ohledné Cetnosti zafazovani nestandardnich tloh do vyuky. Pouze jeden nadany
zak uvedl, ze se s podobnymi tlohami doposud nesetkal. To se neda fici o zacich béznych tfid,
ktefi tuto odpoved uvedli ve 42 % pfipadi. To se mohlo vyrazn€ projevit na uspésnosti pfi

feSeni uloh v didaktickém testu.

83



Graf 10: Mira dosavadniho setkdni Zdku s nestandardnimi ulohami

Mira dosavadniho setkani zakda s NU
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8.  Shrnuti a vyhodnoceni vyzkumnych otazek

V této kapitole shrneme vysledky provedeného vyzkumu. Zaroven také zodpovime

vyzkumné otdzky, které jsme si stanovili v avodu praktické ¢asti.

VO1: Pouzivaji zaci heuristické strategie pri FeSeni nestandardnich matematickych taloh?

Pri feSeni predlozenych tloh Zaci postupovali riznymi zpuisoby, mezi nimiz mély
heuristické strategie vyznamné zastoupeni. Ulohu Kravy a slepice fesilo pomoci t&chto strategii
celkem 49 % zaka, pfi feSeni tlohy Drak je pouzilo 27 % zakl a bonusovou ulohu Havrani
fesilo pomoci heuristickych strategii 34 % zaku.

V souboru zakovskych feseni se objevily v rizném poméru vSechny vytipované
heuristické strategie. Uvedeme zde, které z nich byly nejfrekventovanéjsi a které se v testech
vyskytly jen ziidka.

Nejcasteji vyuzitou heuristickou strategii byla strategie P-O-K, a to hned ve dvou
ulohach. V uloze Kravy a slepice ji zaci aplikovali v 31 % a v bonusové uloze v 18 % piipadui.
Pomérné hojného vyuziti se dockala strategie ZPP, a to v uloze Drak, nebot pouze v ni se
ukazala byt efektivnim zpisobem feseni. Pouzilo ji 27 % respondentu.

O néco méné Casto volena byla strategie GZ. Objevila se sice ve dvou tlohach (Kravy
a slepice, Havrani), ale v obou pfipadech ji pouzilo méné nez 10 % respondentt. V tloze 1
konkrétné€ 6 % zakt a v bonusové uloze 8 % zaku. Nelze opomenout, Ze u bonusové ulohy zaci
s oblibou kreslili ilustracni obrazky, které také povazujeme za soucast grafického znazornéni,
byt je nezbytné doplnit je dalsim feSitelskym postupem. Pomohlo si tak 30 % zakt. Znazornéni
ulohy ilustraénim nakresem muzeme vnimat jako predstuperi fesitelského obrazku.

Jesté mensi zastoupeni méla strategie SE, kterou zaci pouzili pouze pfi feSeni ulohy
Kravy a slepice, a to ve 12 % piipadi. Podobné zastoupeni méla také heuristicka strategie CZ,
kterou pfi feSeni bonusové ulohy aplikovalo 10 % respondentt.

Z graft 1-6 je ziejmé, ze mira vyuziti heuristickych strategii je vyrazné vys$si u nadanych
zaka. Domnivame se, ze tato skutecnost je dana vice faktory, mezi nez patii jak pfirozena
tvorivost nadanych zakua, tak i Castéjsi zarazovani nestandardnich aloh do vyuky matematiky
a jejich feSeni pomoci heuristickych strategii. Zaci tak méli v&tsi moznost se se strategiemi

seznamit a naucit se je efektivné aplikovat.
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VO2: Jak jsou zaci aspéSni pri reSeni iloh pomoci jednotlivych heuristickych strategii

a pri vyuziti jinych zpusobu reSeni?

Je velmi zajimavé, ze praveé ty heuristické strategie, se kterymi jsme se pii analyze
didaktickych testd setkali nejmén€, maji nejvysSi procento uspésSnosti. Nejuspés$néjsi
z vyuzitych strategii se ukazala byt heuristicka strategie CZ, ktera dovedla fesitele k cili az
v 89 % pripadd. Jen o nékolik procent nizsi GspéSnost méla strategie SE. Jeji vyuziti bylo
efektivni v 82 % ptipada. Tyto dvé strategie nejsou tak intuitivni jako napt. P-O-K, a proto je
nejspis vyuzili pouze zaci, ktefi je znaji. Je mozné, ze vysoka uspésnost téchto strategii je dana
tim, ze zaci dobte védéli, co dé€laji a jak timto zptisobem dosahnou spravného feseni.

Pomérné aspésna byla 1 jiz zminéna strategie P-O-K. V tloze 1 dovedla ke spravnému
vysledku 71 % zaku, v bonusové uloze uz tak Gspésna nebyla. Pouze 38 % zaku s ni ziskalo
spravné feSeni. Strategie ZPP byla uspésné pouzita v 46 % piipadl, coz nepovazujeme za
Spatny vysledek.

Nejméne uspéchu ziskala strategie grafické znazornéni. Ta sice v tloze Kravy a slepice
uspéla ve 40 % piipadd, v bonusové tloze vSak pouze v 18 %. Je zfejmé, ze zakum je blizsi
tvorba ilustracnich obrazk.

Pro nas je vyznamnym objevem fakt, ze pomineme-li zaky, jejichz postup feSeni nebylo
mozné vyhodnotit, t¢éméf vSechna uspésnad feseni tloh zahrnovala aplikaci alespon jedné
heuristické strategie. Usp&snost feseni v tloze Kravy a slepice &ini 39 %, celkem 35 % zakl
vyuzilo jednu z heuristickych strategii. Rozdil 4 % cini kromé€ neznamych zpusobu feSeni
2 zaci, ktefi dosahli spravného vysledku aritmetickou cestou.

Ulohu Drak vyfesilo 18 % zakd, celkem 12 % pouzilo heuristickou strategii. Rozdil 6 %
tvorti ti, ktefi ilohu vyfesili pomoci uvahy.

Bonusovou ulohu vyfesilo 19 % zakd. Vsechna identifikovatelna feseni obsahuji
aplikaci nékteré z heuristickych strategii.

Jestlize bychom méli Gspésnost zaka shrnout do jedné véty, bez vyuziti heuristickych
strategii uspély pouze 2 % zaku, ktefi zvolili aritmetickou cestu, a 6 % zaka, ktefi resili problém
Drak pomoci usudku. Vsichni ostatni uspésni fesitelé vyuzili k feSeni nékterou z heuristickych
strategii.

Dle ocekavani procento uspésnosti vyrazné zvysili nadani zaci. Souvislost vidime ve
vys$8i mife vyuzivani heuristickych strategii, coz mize byt zptisobeno mimo jiné skutecnosti,

Ze se s témito strategiemi nadani zaci setkavaji podstatné Castéji nez zaci béznych tiid. Toto
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tvrzeni je podlozeno odpoveéd'mi tfidnich uciteld. Nelze také opomenout rozvinutéjsi logické

mySsleni nadanych zaku, které bezesporu mélo vliv na jejich uspésnost pfi feseni zadanych tloh.

VOs: Existuje statisticky vyznamny rozdil v aspéSnosti chlapcu a divek pri reSeni

nestandardnich matematickych tloh?

Vyzkum prokazal, ze v naS§em vyzkumném vzorku existuje statisticky vyznamny rozdil
v uspésnosti chlapct a divek. Pomoci testu dobré shody chi-kvadrat jsme dospéli k zavéru, ze
chlapci jsou uspésnéjSimi feSiteli matematickych problémt nez divky. VIliv nema ani

skuteCnost, zda se jedna o zaky nadané ¢i bézné.

Jak bylo popsano vyse, zaci pfi zadani testu dostali instrukci co nejlépe vysvétlit svij
postup feseni, tok myslenek. Béhem analyzy testd nas velmi zaujal rozdil, ktery se objevil mezi
ttidou E (tfida Svéta vzdélani s vyukou matematiky metodou profesora Hejného) a ostatnimi
tiidami. Zaci ze tfidy E projevili v porovnani s ostatnimi tiidami velmi dobrou schopnost
vysvétlit, jak pii feSeni postupovali. Méli jsme moznost promluvit si s ucitelem, ktery ve tiidé
vyucuje logiku. Ten uvedl, ze zaci jsou zvykli vzajemné sdilet své postupy feSeni, podavat
argumenty a kriticky hodnotit vysledky. Jelikoz se tato schopnost vyrazné neprojevila i u druhé
zucastnéné tfidy nadanych, domnivame se, ze Hejného metoda vyuky matematiky v této oblasti

hraje vyznamnou roli.
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Z.avér

V teoretické ¢asti diplomové prace jsme se seznamili s heuristikou, jejimi principy
a strategiemi vyuzitelnymi zaky na 1. stupni ZS, kterymi jsou: pokus-ovéfeni-korekce,
systematické experimentovani, grafické znazornéni, analogie, zavedeni pomocného prvku
a cesta zpét. Poukazali jsme na pfinosy zarazovani heuristické metody do vyuky matematiky,
ale také na obtize, se kterymi se uCitelé mohou v prabéhu setkat.

V ramci praktické casti jsme provedli vyzkum s cilem analyzovat, jakym zptisobem Zaci
5. tiidy ZS fesi matematické problémy, zda k feSeni vyuzivaji heuristické strategie, pripadné
které, a jak jsou pii svém pocinani uspé$ni. Dale pak identifikovat, zda existuje statisticky
vyznamny rozdil v uspésnosti chlapct a divek pfi feSeni nestandardnich matematickych uloh.
Za timto Ucelem jsme zakim predlozili didakticky test. Pfi analyze zakovskych feseni jsme
v ruzné mife narazili na vSechny vytipované heuristické strategie a jelikoz jsme méli moznost
provést vyzkum nejen v béznych tfidach, ale i ve tfidach nadanych zaku ¢i tfidé s vyukou
matematiky metodou profesora Hejného, mohli jsme jejich zplisoby feseni porovnat. Usp&snost
pii feSeni uloh pomoci jednotlivych strategii se také velmi liSila. NejCastéji vyuzitou strategii
se ukazal byt pokus-ovéfeni-korekce, na druhou stranu nejvétsiho procenta uspésnosti dosahla
méné frekventovana strategie cesta zpét.

Nadani zaci dosahli znatelné lepsich vysledki nez Zaci béznych tiid. Domnivame se
vsak, ze tento fakt neni dan pouze nadanim, ale zpiisobem vedeni vyuky. Z interview s uciteli
jasn€ vyplynulo, ze tfidy nadanych zaka se daleko Cast€ji setkavaji s heuristickymi principy
a jsou lépe seznameni s heuristickymi strategiemi.

Zastavam nazor, ze by se zact v hodinach matematiky méli pravidelné setkavat
s nestandardnimi ulohami. Refenim matematickych problémd rozviji nejen dovednost fesit
problémy obecng, ale také svou kreativitu, schopnost logického mysleni a samostatnost.

Touto diplomovou praci bych chtéla povzbudit zejména ucitele, aby se do hodin
matematiky nebali zafazovat heuristickou metodu a jeji strategie. Je totiz dilezité v zacich
probouzet jejich pfirozenou zvidavost a chut’ objevovat a u zakt mladsiho skolniho véku to

plati dvojnasobné.
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Piilohy

Priloha 1 — Interview s uciteli matematiky zucastnénych trid

1.

Interview s ucitelemm matematiky v 5. tride

Zaky soutasné 5. tfidy u¢im matematiku 1. 2. 3. 4. 5. rokem.

Rozhodnéte, jak jsou dle vaseho ndzoru tvrzeni pravdivd:

2.

8.

Uloha ¢. 1 se mi zd4 pro #iky obtiZn4.

[ Jrozhodng ano [ |spise ano [ |spiSe ne [ Jrozhodné ne
Uloha & 2 se mi zd4 pro ZaKy obtiZna.

[ Jrozhodné ano [ |spise ano [ |spise ne [ Jrozhodné ne
Bonusovi tiloha se mi zda pro Ziky obtiZna.

[ Jrozhodné ano [ |spise ano [ Jspife ne [ Jrozhodné ne
Do vyuky matematiky zai‘azuji nestandardni ilohy.

[ Jkazdy den []3-4dnyvtydou [ ]1-2 dny v tydnu [ |méné nez jednou tydné [ |nezafazuji

Pri vyuce matematiky uplatiiuji heuristické pristupy (= ucitel zdkiim nepredklada algoritmy
vedouci k feSeni 1ilohy, ale vede je k aktivhimu a samostatnému objevovini a nalézani vlastnich
zpusob Feseni).

[ Jvzdy [Jéasto [ Jobéas [ jen zfidka [ |nikdy

Vyberte heuristické strategie, se kterymi jste se jiZ pii 'eSeni iiloh z matematiky setkal/a:
[] pokus-omyl-korekce

systematické experimentovani

grafické zndazornéni

cesta zpét

zavedeni pomocného prvku

analogie

I I

U strategii, které jste vybral/a v predchozi otizce, rozhodnéte, zda vedete Zaky k uZivani
téchto strategii pri Fefeni dloh z matematiky:

s Pokus-omyl-korekce [ Jrozhodn& ano [ ]spise ano [ |spise ne [ Jrozhodné ne
¢ Systematické experimentovani [ |rozhodné ano | Jspige ano | |spiSe ne [ Jrozhodné ne
s  Grafické znazornéni [ Jrozhodné ano [ ]spise ano [ |spise ne [ Jrozhodné ne
e Cesta zpét [ Jrozhodné& ano [ ]spise ano [ |spiSe ne [ Jrozhodné ne

s Zavedeni pomocného prvku [ Jrozhodné ano | Jspise ano [ |spiSe ne [ Jrozhodné ne

¢ Analogie [ Jrozhodné ano [ ]spise ano [ |spise ne [ Jrozhodné ne



Priloha 2 — Didakticky test

Matematika netradic¢né

1. Na statku jsou kravy a slepice. Dohromady maji 20 hlav a 68 nohou. Kolik je
na statku krav?

2. Ondra se rozhodl vyrobit draka. Narysoval ho na papir pfesné tak, jak vidis
na obrazku. PfiSel za nim tatinek a fekl, ze drak poleti jen v pfipadé, pokud bude
mit obsah alespon 250 cm?. Poleti Ondriv drak? Zddavodni.

20 cm

10 cm

20 cm




BONUS:

Na dvou stromech sedélo 17 havrani. Jestlize z prvniho pieletéli na druhy strom
3 havrani a z druhého stromu odletélo celkem 5 havrand, zlstalo na prvnim stromé
dvakrat vic havrani neZ na druhém. Kolik havrant bylo ptivodné na kazdem
strome?



Priloha 3 — Dotaznik pro zaky

Hodnoceni

Vyber odpovéd a zaskrtni ji:

1. Pohlavi: [ Jdivka [ ]chlapec
2. Bavi té matematika?

[ Jrozhodné ano [ JspiSe ano [ |spiSe ne [ Jrozhodné ne
3. Bavilo té i'eSit tyto @lohy?

[ Jrozhodné ano [ JspiSe ano [ |spiSe ne [ Jrozhodné ne
4. UZ jsi nékdy takové ilohy i‘eSil/a?

[ ] ano, takové ulohy fe$im Casto
[ ] ano, uz jsem takové tilohy nékdy fesil/a

[ ] nikdy jsem takové ulohy nefesil/a

5. Jak obtiZzna pro tebe byla tloha ¢. 1?

[ ] jednoducha, vyfesil/a jsem ji naprosto bez problémr
[ ] obtiznd, dala mi zabrat, ale zvladnul/a jsem to

[ ] viibec jsem si s ni nevédél/a rady

6. Jak obtiZzna pro tebe byla tloha ¢. 2?

[ ] jednoducha, vyiesil/a jsem ji naprosto bez problémi
[ ] obtizna, dala mi zabrat, ale zvladnul/a jsem to

[ ] viibec jsem si s ni nevédél/a rady

7. Jak obtiZna pro tebe byla bonusova loha (pokud ses do ni pustil/a)?

[ ] jednoducha, vyiesil/a jsem ji naprosto bez problémit
[ ] obtiznd, dala mi zabrat, ale zvladnul/a jsem to

[ ] viibec jsem si s ni nevédél/a rady
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