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Abstrakt

Prace se zabyva problematikou feseni soustavy linedrnich rovnic v prostfedi ¢islicového
pocitace. Popisuje zdkladni pouzivané algoritmy s diirazem na jejich silné a slabé stranky.
Vénuje se obecnym problémim jako je ¢asova slozitost a paméfovd naro¢nost danych al-
goritmii. V zévéru popisujeme priibéh implementace vybranych procedur do algebraického
systému Octave.

Abstract

This work deals with issues linked to solving system of linear equations in the environment
of numerical computer. It describes the fundamental algorithms emphasizing their positive
as well as negative sides. The work is devoted to general issues such as time complexity and
memory demandingness of given algorithms. In the last part, the process of implementation
of selected procedures into the algebraic system Octave is described.
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Kapitola 1

Uvod

S rozvojem nagich znalosti ve vSech védnich oborech jde ruku v ruce potreba byt schopen
provadét miliardy operaci za vtefinu. Casto by ani takovy vykon nesta¢il. Proto hleddme
cesty, jak provadét vSechny typy operaci co mozna nejefektivnéji.

Mezi problémy, se kterymi se v praxi potkdvame, patii i feSeni soustav linearnich rovnic.
V konkrétnich situacich jiz neni vyjimkou feseni soustav o 10 000 a vice nezndmych. Takové
soustavy je s ohledem na ¢asovou slozitost a pamétovou ndro¢nost obtizné resit klasickymi
postupy. Navic lze predpokladat, ze velikost soustav, které budeme nuceni fesit, bude stale
nartstat.

Jako typicky priklad takovéto rozsahlé tilohy miizeme uvést aplikaci metody konec¢nych
prvki!. Metoda koneéngch prvki je numericka metoda, jejiz princip je zalozen na pfevodu
spojitého modelu do modelu tvofeného koneénym poctem prvka. Se vzristajici hustotou
téchto prvkid pak vzrista i presnost naslednych vypocti. Tato metoda se vyuziva napriklad
k simulaci deformaci, proudéni tepla nebo naméahani konstrukeci.

Problému feseni soustav linedrnich rovnic se budeme vénovat i obecnéji. Popiseme si
nejznaméjsi postupy a provedeme diskuzi jejich vyhod a nevyhod. Jak si totiz ukazeme pro
konkrétni pripady mize byt jeden algoritmus vyhodnéjsi nez algoritmus druhy. U vybranych
algoritmii si popiSeme i jejich ¢asovou slozitost a pamétovou narocnost.

Pomérné zajimavou technikou, kterd muze za jistych okolnosti zjednodusit feseni sou-
stavy linearnich rovnic, je takzvané predpodminéni, anglicky preconditioning. Pii pouZiti
této techniky dosahuji zpravidla iteracni algoritmy rychlejsi konvergence a dosazené feseni
je méné nachylné na chyby vzniklé v disledku zaokrouhlovani.

Pro usnadnéni numerickych vypocth existuje celd fada nastrojti, mezi jinymi naptiklad
Octave, coz je open-source program slouzici ke slozitym numerickjym vypoc¢tim. Je podobny
Matlabu a ve velké mife je s nim kompatibilni. Je tedy pravdépodobné, ze program napsany
pro Matlab pujde spustit v Octave a naopak.

Pro prvotni seznameni se s Octave je vhodné navstivit domovskou stranku projektu’.
Zde je ucelené na jednom misté k dispozici dokumentace k Octave, odkaz na e-mailovou
konferenci, pres kterou je pak mozné komunikovat s vyvojari, sekce poskytujici informace
dobrovolniktim prispivajicim do Octave, a v neposledni fadé jsou zde i zdrojové kédy. Z nich
miuzeme kompilaci ziskat spustitelnou aplikaci. Druhou variantou je stazeni jiz zkompilované
verze Octave pro nas operac¢ni systém. VétSina linuxovych distribuci ma Octave ve svém

"http://en.wikipedia.org/wiki/Finite_element_method
*http://www.gnu.org/software/octave/



repositafi softwaru. Verzi pro dalsi operac¢ni systémy, naptiklad Windows nebo Mac Os X,
je mozné ziskat ze stranek Octave Forge®, kde je i mnoho dalsich rozsifeni pro Octave.

Jak jsem jiz zminil vyse, Octave je open-source, coz znamend, zZe k dispozici jsou i jeho
zdrojové kédy. To prinasi celou fadu vyhod. Zdrojové kédy je mozné studovat, vylepsovat a
po prekladu spoustét i na jinych platforméch. Toto vSe je u aplikace, ktera je Sifena pouze
ve své binarni podobé, velice obtizné a v nékterych pripadech dokonce nemozné.

Cilem této préace je ve spolupréci s firmou Red Hat implementovat nékteré chybé&jici
funkce do néastroje Octave. Jedna se prevazné o funkce spojené pravé s fesenim soustav
linearnich rovnic. Konkrétné pak:

e BiConjugate Squared Method
e Conjugate Gradient Squared Method
e BiConjugate Squared Stabilized Method

Préce je navic rozsifena o nékolik oprav v jiz stavajicim kédu a implementaci funkce
pro vykresleni orientovaného grafu. Jak se totiz ukazalo, v Octave nejsou nastroje, které
by uzivateli daly jednoduchou moznost takovy graf komfortné vykreslit. Procedura gplot
se ukézala jako zcela nevhodné, proto jsme byli nuceni najit jiny nastroj, ktery by uzivateli
dovolil co mozna nejjednoduseji vykreslit orientovany graf a tim snadno vizualizovat nékteré
prechodové matice. Pro tuto vizualizaci je navic mozné pouzit dalsi implementované funkce,
které vygeneruji né€které z pozadovanych rozlozeni vrcholi.

3http://octave.sourceforge.net/



Kapitola 2

Octave

V této kapitole se sezndmime s programem Octave, jeho piivodem a historii. Nauéime se, jak
s programem pracovat, ovladat ho a jakjm zptisobem psat jednoduché funkce. V neposledni
fadé si fekneme i néco malo o nastrojich pro hledani chyb, které jsou v Octave dostupné, a
které ndm mohou v mnoha pripadech usnadnit praci. Na zavér si povime o zpiisobu, jakym
jsou funkce v Octave organizovany.

2.1 Octave jako program

GNU Octave je program slouzici ke slozitym numerickym vypocttim. Je plné ovladatelny
z prikazové Fadky, avSak existuji i nadstavby, které pridavaji grafické rozhrani. Je tvoren
mnozstvim moduld, jez reprezentuji jednotlivé funkce, které Octave nabizi svym uzivateltim.
Tyto moduly mohou byt napsany v celé skale rtznych jazykt jako jsou C, C++ nebo
Fortran.

Vznik programu Octave se datuje k roku 1988. Byl vyvinut na dvou americkych uni-
verzitach, konkrétné University of Wisconsin-Madison a University of Texas. Cilem bylo
stvorit vyukovy nastroj pro snazsi vypocty spojené s chemickymi reakcemi. Hlavnim ci-
lem projektu bylo dat studentim k dispozici prostiedi, které by je oprostilo od problémt
spojenych s programovanim na nizsi arovni—jako jsou prace s paméti a problémy spojené
s prekladem aplikaci. Tim mél zaroveni umoznit soustifedit se pouze na ¢ast navrhu algoritmu
a provedeni vlastniho vypoctu.

Dalsi podrobnosti o historii je mozné ziskat piimo na strankach projektu ', odkud byla
prevzata i tato podkapitola.

2.2 Zaklady jazyka Octave

Jazyk Octave je podobny Pascalu a do velké miry shodny s jazykem Matlabu, s kterym se
snazi byt co mozna nejvice kompatibilni. M4 vestavény garbage collector, coz je nastroj,
ktery hledd pamét, na kterou neodkazuje zadnéa uzivateli pfistupna reference. Takovou
pamét pak oznacuje jako volnou a pouziva ji pro ulozeni novych dat.

Standardné je Octave spousténo v interaktivnim rezimu. To znamené, Ze ihned po spu-
sténi programu muzeme zadavat prikazy na standardni vstup a ze standardniho vystupu
¢ist vysledky.

"http://www.gnu.org/software/octave/about.html



V této kapitole budeme dodrzovat konvenci, kdy ndmi zadany vstup v Octave bude psan
strojopisem a predchazet mu bude znak ,,>“. Radky, které timto znakem nezac¢inaji a jsou
psany strojopisem, jsou vypisy programu Octave.

2.2.1 Komentare

Komentéare jsou v Octave uvedeny znakem # nebo % a pokracuji az do konce fadku. V inter-
aktivnim rezimu nemaji velky vyznam, pouzivaji se hlavné pii psani funkce. To je obzvlasté
dilezité pro spravny chod funkce help, ktera je soucasti Octave. Tato funkce je schopna Cist
komentafe ve zdrojovych souborech a pokud jsou v tomto souboru nalezeny komentate
daného typu, zobrazi uzivateli zédkladni informace pro spravné pouziti dané funkce. Mezi
jinymi naptiklad popis vstupnich a vystupnich parametri.

2.2.2 Prvni prikazy

Mezi nejjednodussi operace, které muzeme v Octave provést, patii vyhodnoceni matema-
tického vyrazu.

>1 + 1
ans = 2

Octave vyraz vyhodnoti a vypiSe jeho vysledek. Pokud za vyraz napiSeme stiednik,
vypis je potlacen a neprovede se. V tomto prikladu se navic stalo to, ze vysledek byl ulozen
do proménné ans. O tom si ale vice povime v dalsi sekci.

2.2.3 Proménné

V predchozi sekci jsme si ukazali, jakym zptusobem miZeme spocitat hodnotu vyrazu.
V praxi vsak Casto potrebujeme tuto hodnotu nékde uchovéavat pro dalsi pouziti. K tomu
slouzi proménné. Proménna je pojmenované misto v paméti, na které byl ulozen nas vy-
sledek nebo jind hodnota. K tomuto vysledku se pak mutzeme vratit a znovu ho pouzit.
Proménnou zavedeme prostym prifazenim vyrazu, napiiklad takto:

>a=1
a=1

Tim jsme vytvorili proménou a s hodnotou 1. Vzhledem k tomu, Ze vysledkem operace
prifazeni je hodnota vyrazu na pravé strané, oznami nam Octave hodnotu vypisem, jako
by se jednalo o vysledek jakékoli jiné operace. Pfi definovani proménné nemusime uvadeét
jejl typ. Octave je jazyk dynamicky typovany a typ proménné se tedy detekuje sim za béhu
programu. Mezi v Octave podporované datové typy patii:

realné ¢islo (napiiklad 3.14),

komplexni éislo (napiiklad 3.14 + 17),
matice (tomuto se budeme vénovat pozdéji),
Fetézec (napiiklad 'Fetézec’),

struktura (tomuto typu bude vénovana samostatné sekce),



pole bunék (tento datovy typ v nasi praci nenaSel uplatnéni, zde tedy odkazeme zéjemce
na dokumentaci?).

Pokud nyni budeme chtit s proménou a pracovat, miZeme napsat prikaz:

>b=a+1
b =2

¢imz jsme provedli nové prifazeni vysledku do proménné b.

S proménnymi jsme se jiz setkali v sekci 2.2.2, kde jsme si uvedli ptiklad, kdy byl
vysledek uloZzen do proménné ans. To je specidlni proménnd, kam Octave ukladd vzdy
posledni vysledek, ktery nebyl uloZen jinam.

V nasSem projektu budeme casto pracovat s maticemi. Matici mtizeme vytvorit vypisem
jednotlivych prvku, kdy prvky ve sloupcich jsou oddéleny ¢arkou nebo mezerou a jednotlivé
tadky jsou oddéleny stfednikem:

> A= [1,2; 3 4]

A:
1 2
3 4

Tim jsme vytvorili matici o rozmérech 2 x 2. Pokud chceme vytvorit specifickou matici,
napiiklad nulovou matici, mizeme si pomoci nékterymi funkcemi jako napiiklad zeros()
nebo ones().

K jednotlivym prvkim pfistupujeme volanim:

>A(m,n) ;

kde m je ¢islo fadku a n ¢islo sloupce.

Velice jednoduse také zjistime rozméry matice volanim funkei rows() a columns(). S ma-
ticemi mtzeme dale vykonavat operace jako je nasobeni, déleni, s¢itani a od¢itani. Napriklad
nasobeni by mohlo vypadalo takto:

> A * [2,3;4,5]

ans =
10 13
22 29

Octave umi mimo vysSe popsanych zakladnich operaci i operace pokrocilejsi. Z nejpouziva-
néjsich tieba:

e vypocet inverzni matice (funkce inv())
e vypocet transponované matice (funkce trans())
e vypocet hodnosti matice (funkce rank() )
e vypocet determinantu matice (funkce det())
Vypocet determinantu by v praxi mohl vypadat napiiklad takto:

> det([2,3;4,5])
ans = -2

*http://www.gnu.org/software/octave/doc/interpreter /Cell-Arrays.html



Pokud chceme, mizeme nékteré maticové operace provadét i po prvcich matice, ¢ehoz
docilime teckou pfed danym operatorem. Tim se rozumi, Ze operace bude provedena nad
kazdym prvkem prvni matice a korespondujicim prvkem, tedy prvkem na stejnych souiad-
nicich v matici druhé. Zde je piiklad, jak by takova operace vypadala:

> [11;3 4] .x [2,3;4,5]

ans =
2 3
12 20

Tato vlastnost je velice dulezita, jelikoz je dobfe optimalizovana. O tom se ale vice zminime
v nékteré z dalSich kapitol.

2.2.4 Struktury

V nékterych piipadech potfebujeme data vice strukturovat. Casto bychom chtéli data, ktera
spolu tzce souvisi, uchovavat pospolu v jedné datové strukture. Matice je k tomu nevhodné,
jelikoZz muZe obsahovat hodnoty pouze jednoho typu. Namisto matice lze v takovém pripadé
uzit struktury, kterou vytvorime takto:

S.a=1

A~ W Vv

Zde vidime, Ze staci uvést nazev struktury, nasleduje tecka a index, do néhoZ chceme
ulozit hodnotu. Tvar struktury neni nutné nikde explicitné deklarovat, jelikoz je tvotren dy-
namicky za béhu programu. Podivejme se dale na nasledujici prikaz provedeny nad struk-
turou vytvorenou vyse:

> S.b.b = ’popisek’
S =
{
a= 1
b =
{
b = popisek
}
}

Vidime, ze Octave nas neomezuje pouze na uchovavani numerickych dat a Ze struktury
lze libovolné vnorovat.

V Octave je struktur vyuzito napfiklad u funkce mktime(), ktera ze struktury obsahujici
informace o datu jakymi jsou napiiklad rok, den a mésic vrati unixovou hodnotu ¢asu®. Vice
informaci o této funkci mizeme ziskat po vypsani prikazu:

> help mktime

3http://en.wikipedia.org/wiki/Unix_time



2.2.5 Rizeni toku programu

V Octave mame klasickou podminku:

if EXPRESSION1
STATEMENT1

elseif EXPRESSION2
STATEMENT2

else
STATEMENT3

endif

Zde se postupné vyhodnocuji vyrazy EXPRESSION1 az EXPRESSION_N a vykond se pravé
ta vétev programu, kterd nasleduje okamzité za prvnim vyrazem EXPRESSION, ktery vraci
jinou nez nepravdivou hodnotu (false). Jako false jsou vyhodnoceny hodnoty:

e (0 —nula,

e 7 — prazdny Tetézec,

e {} — prazdné struktura,

e []1 — préazdny vektor nebo vektor jinych hodnot, které se vyhodnocuji jako false.

Vsechny ostatni hodnoty lze pak chapat jako pravdivé (true).

V pripadé porovnani dvou hodnot je pri spravnosti porovnani hodnota tohoto vyrazu 1
(tedy true), v opa¢ném piipadé pak 0 (tedy false).

Pokud ani jeden z vyrazi EXPRESSION1 ... EXPRESSION_N v podmince nenabyva hod-
noty true, hodnoty provede se ¢ast kédu v bloku else. Tento blok je vSak nepovinny, stejné
jako bloky elseif.

2.2.6 Cykly

V Octave mame dva druhy cyklt — pocitany a nepocitany.
Pocitany cyklus vypada takto:
a=1
for iter = 1:10
a = axiter
end
Vyraz 1:10 se vyhodnoti jako vektor [1,2,3,4,5,6,7,8,9,10] a proménna iter pak po-
stupné nabyva vsech hodnot tohoto vektoru. Pro vSechny tyto hodnoty se nasledné provede
télo cyklu.
Nepocitany cyklus ma dvé varianty. Prvni varianta s podminkou na zacatku mé tvar:
while EXPRESSION
STATEMENT
end

Télo cyklu se provadi, dokud mé vyraz EXPRESSION pravdivou hodnotu.
Druhéa varianta s podminkou na konci ma tvar:
do
STATEMENT
until EXPRESSION



Teélo cyklu se provadi, dokud mé vyraz EXPRESSION nepravdivou hodnotu. V tomto
ptipadeé se télo provede minimalné jednou.

2.2.7 Funkce

V Octave muzeme vyuzivat celou fadu vestavénych funkci. Naptiklad vypocet determinantu
matice by mohl vypadat takto:

> det([ 1,2 ; 3,4]1)
Nékteré operace pro praci s maticemi jsme si jiz popsali v sekci 2.2.3. K dispozici mame
napiiklad i funkce pro pfevod z desitkové soustavy do binarni (dec2bin()) a z binarni do
desitkové (bin2dec()). Pro kompletni seznam funkci doporucuji nahlédnout do manudlu,
ktery je k dostupny i v elektronické podobé?.

Za pozornost stoji, ze v Octave se vSechny parametry funkcim predavaji hodnotou.
Nevyhodou tohoto pristupu je, ze ¢asto dochézi ke zbytecnému kopirovani obsahu paméti,
coz funkce zpomaluje. Na druhou stranu pro skupinu uzivateld, pro které je Octave urc¢eno,
je toto pravdépodobné prirozenéjsi chovani, jelikoz vSechny funkce jsou prosty vedlejsich
ucinkd. Navic interpret je schopen toto kopirovani do ur¢ité miry omezit.

Pokud nami pozadované funkcionalita v Octave jeSté neni obsaZena, naptiklad z divodu
prilis specifickych pozadavki, muzeme si potfebnou funkci napsat sami. Funkce definujeme
pomoci klicovych slov function a endfunction.

>function [Outl,0uT2,...0utN] = jmenoFunkce(Inl,In2,...InN)
>...

>endfunction

Pocet vstupnich i vystupnich parametri neni pevné dan a je mozné predat jen ¢ast para-
metri, jejich presny pocet je pak uvniti funkce pristupny v proménnych nargin pro vstupni
parametry a nargout pro parametry vystupni.

V nékterych programovacich jazycich, napiiklad v jazyce ¢, se mizeme setkat s pojmem
ukazatel na funkci. Takovy ukazatel je proménna obsahujici adresu paméti, na které se
nachazi dana funkce. Ptes tento ukazatel pak mtizeme funkci spoustét bez toho, aniz bychom
znali jeji nazev. Zaroven je mozné hodnotu tohoto ukazatele ménit a tim ménit i funkci,
ktera se bude vykonavat. Toho jsme schopni docilit i v Octave takto:

> fce = Qdet;

Pred néazev funkce umistime znak @ a vysledek néasledné uloZime do proménné.

Pokud se nam v programu vyskytuje jednoduchy, ¢asto se opakujici vyraz, je mozné ho
zapsat pomoci anonymni funkce (téZ se pouziva vyraz lambda funkce). Anonymni funkce
se definuje bez kli¢ového slova function a misto jména pouzijeme opét znak @. Vyraz pak
uvedeme za touto deklaraci. Navratova hodnota funkce je hodnota tohoto vyrazu:

> @(In1,In2,...InN) EXPRESION;
Je vidét, ze moznosti, které tato vlastnost poskytuje, nejsou prili§ Siroké a jsou spise

na urovni makra. Pfesto si své misto najde, napiiklad pfi zadévani jednoduchych podmi-
nek, které vyuzijeme pii psani filtr. Velmi uzite¢né jsou tyto funkce také v pripade, ze

*http://www.gnu.org/software/octave/doc/interpreter/
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piseme néjakou funkci, uvnitf které jsme nuceni pouzit jiz hotovou vestavénou funkci, ktera
jako jeden ze svych argumentt prebird pravé funkci. Naptiklad pokud potfebujeme pro-
vést numerickou integraci za pouziti funkce quad(), nemusime vytvafet integrovanou funkci
v globalnim jmenném prostoru, ale mizeme si pomoci pravé anonymni funkci:

>quad (@(x) sin (x) + sin(x"2), 0, 3));

Popis hlavicky

Jak jsme se zminili v sekci o komentarich, je dobré u nami psanych funkci dodrzovat jisté
konvence v psani komentaft. Pfed kazdou nami napsanou funkci by mél byt specialné
formatovany komentar, pro ktery plati:

1. Komentar se nachazi pfed samotnou funkei a kazdy radek zacina znaky ’## .

2. Prvni fddek ma tvar:
## —*- texinfo —*-

3. Na druhém fradku uvedeme podobu volani funkce s minimalnim mozZnym poctem
vstupnich parametri:

## Q@deftypefn {Function File} {} jmenoFunkce (@var{paramil})

4. Na tretim Ffadku mizeme uvést, jak vypada volani funkce se vSemi nepovinnymi pa-
rametry:

## Qdeftypefnx {Function File} {} jmenoFunkce (@var{paraml},...@var{paramN})
5. Nésleduje popis funkce:

## popis
6. Dale pak popis jednotlivych argumenti:

## popis @var{paraml} parametru 1

## popis @var{paramN} parametru N

7. Poté nésleduje volny radek: "## .

8. Déle je zde popis navratovych hodnot:

## popis vystupniho parametru @var{outl}
## popis vystupniho parametru @var{out2}

9. A cely vypis ukonéime Ffadkem:

@end deftypefn
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2.2.8 Hledani chyb

Pr1i psani vlastnich funkci je casto potieba provadét optimalizaci a hledani chyb. K tomu se
bézné pouziva aplikace nazyvana debugger. U kompilovanych jazyku je vétSinou nutné, aby
aplikace byly zkompilovany specidlnim zpiisobem, ktery usnadnuje hledéni chyb a umoziuje
pristup k dodateénym informacim. U skriptovacich jazykt a jazyku fungujicich v prostredi
virtualniho stroje je situace jednodussi. Vétsinou jsme schopni tyto informace ziskavat bez
vétsich potizi. Octave lze také prepnout do ladiciho rezimu a tim si ulehéit vyvoj. Slouzi
k tomu trojice prikazi:

e debug_on_warning(1) : Piepne Octave do ladiciho rezimu pii vyskytu chyby tGrovné
warning, coZ je chyba, se kterou se Octave dokaze vyporadat bez na$i pomoci, ale
pravdépodobné znaci chybu v algoritmu.

e debug_on_error(1) : Piepne Octave do ladiciho rezimu pii vyskytu chyby tirovné error.
Toto jsou chyby, ze kterych se Octave zotavit nedokéze a algoritmus se zastavi.

e dbstop(’ymenoFunkce’,1): Prepne Octave do ladictho reZzimu uvnit¥ funkce jmeno-
Funkce na fadku 1. Nutno dodat, zZe ¢islo fadku, na kterém dojde k prepnuti do ladi-
ciho rezimu, je pouze orientacni idaj. Octave provadi rizné optimalizace pri prekladu
a tato hodnota tedy malokdy odpovida skute¢nému ¢islu fadku v zdrojovém kdédu.

V ladicim rezimu jsme schopni nechat si vypsat obsah libovolné proménné prostym vy-
psanim jejiho nazvu. Taktéz muzeme krokovat algoritmus volanim funkce dbnext. Prestoze
se zdd na prvni pohled tento postup neptilis pohodlny, poskytuje ndm mnoho uzite¢njch
informaci a je plné postacujici.

2.2.9 Organizace modull

Jako jednu z vyhod skriptovaciho jazyka Octave jsme si uvedli, Ze neni nutné nové funkce
prekladat. Tyto funkce jsou naCteny automaticky a interpretovany za béhu programu. Aby
vSak bylo mozné tyto funkce nacist a interpretovat, musi byt ulozeny v souborech stejného
jména s priponou m. Napriklad funkce bcg tedy bude ulozena v souboru beg.m. Tento soubor
pak musi byt ulozen v jednom z predem definovanych adresaii. Seznam téchto adresaia lze
ziskat ptikazem path(). P¥ikazem addpath(adresar) jsme schopni do tohoto seznamu adresar
pridat, ptikazem rmpath(adresdr) pak muzeme adresaf ze seznamu odstranit.
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Kapitola 3

Reseni soustav linearnich rovnic

V této kapitole si popiSeme problém feSeni soustav linearnich rovnic a predstavime si nékteré
pouzivané postupy. Provedeme srovnani téchto algoritmt a popiseme jejich silné a slabé
stranky.

3.1 Uvod do problematiky

Reseni soustav linearnich rovnic je problém, se kterym se setkdvame ¢asto nejenom v ma-
tematice, ale i v mnoha jinych védnich odvétvich. Pfestoze se mtze zdat, ze v tomto sméru
neni mozné a snad ani nutné vyhledavat nové postupy, opak je pravdou. S postupujicim
pokrokem ve vSech védnich disciplinach vyvstéava potfeba feseni rozsahlejsich problémi
s rostouci presnosti.

3.2 Casova sloZitost

Dnes jiz nejsou vyjimkou soustavy o 10 000 proménnych. U nich se ve velké mife projevi
casova slozitost pouzitého algoritmu. Napiiklad algoritmus s ¢asovou slozitosti O (ng) bude
muset vykonat 1 000 000 000 000 operaci. Pocet operaci prudce nartista a mtizeme se dostat
do stavu, kdy se doba pro feseni problému pro nas stane neakceptovatelnou, obzvlasté
provadime-li dany vypocet opakované.

Resenim mitize byt ziskdni vykonn&jsiho hardwaru, ale tim vyfesime jenom nésledky, ne
samotny problém. Navic vykonnéjsi hardware je ¢asto drahy a ne vzdy dostupny. Mnohem
vyhodnéjsi je tedy zvolit takovy postup, ktery by snizil ¢asovou naroc¢nost. Pokud bychom
pro vyse zminény piiklad nasli postup s ¢asovou slozitosti O (n2), celkovy pocet operaci by
byl 10 000krat mensi.

3.3 Paméfova narocénost

Problém s ¢asem zminény v predeslé sekci vsak neni jedinym problémem, se kterym se
musime vypofadat. Druhym, neméné vyznamnym problémem je paméfova naro¢nost. Ves-
kerd data potiebna pro chod algoritmu je nutné uchovavat v paméti. V p¥ipadé nedostatku
paméti dochézi ke swapovani, coz déle zpomaluje béh programu. Budeme ptfedpokladat, ze
v nejjednodussim pripadé jediné, co budeme uchovavat, je vlastni soustava rovnic. Takova
soustava bez dodateénych optimalizaci spotfebuje O (n * (m + 1)) paméti, kde n je pocet
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rovnic a m pocet neznamych. Proto i zde budeme hledat zpiisob, jak tuto soustavu ulozit
efektivnéji a paméfovou narocnost tak snizit.

3.4 Zakladni pojmy

Nejprve si vysvétlime zakladni pojmy, které se budou vyskytovat v nasledujicim textu,
abychom s nimi mohli dale pracovat.

3.4.1 Soustava rovnic

Méjme jako priklad soustavu rovnic:

a11x1 + aprs + ... + apr, = b
a1 + axprs + ... + apmr, = by

(3.1)
amiT1 + amars + ... + amnTn = bm

Toto je obecna soustava m rovnic o n neznamych a vektorem pravych stran b. Cilem
feSeni je najit takové hodnoty neznadmych x1, ..., x,, kdy budou splnény vSechny rovnosti.

3.4.2 Transponovana matice

Pojem transponovana matice, ktery si nyni zavedeme, nachézi vyuziti naptiklad ve funkci
bicg, popsané v sekci 3.6.3.
Necht A = (a;;) je matice typu m x n. Pak matice AT = (ag;) je typu n x m, kde
ag;- = Ay
proi € {1,2,...m} aj € {1,2,...n}, se nazyva transponovand matice k matici A. Tedy
transponovanou matici ziskdme z ptivodni matice zdménou radki za sloupce. Pievzato z[4].

O matici, pro kterou plati:
A=AT

hovofime jako o symetrické.

3.4.3 Determinant

Vzhledem k tomu, zZe nékteré dalsi funkce vyuzivaji hodnotu determinantu matice, zavedeme
i tento pojem. Nasledujici odstavec byl prevzat z'.

Determinantem ¢tvercové matice fadu n nazyvame soucet vSech soucinti n prvki této
matice takovych, ze v zadném z uvedenych soucinti se nevyskytuji dva prvky z téhoz radku
ani z téhoz sloupce. Kazdy soucin pritom nasobime ¢isly r a s, kde r predstavuje ¢islo —1
umocnéno na hodnotu piislusnou poradi prvnich indexi a s ¢islo —1 umocnéno na hodnotu
prislusnou poradi druhych indext.

Existuji jednoduché vzorce pro vypocet determinantd matic o rozmérech 1 x 1, 2 x 2 a
3 x 3. Konkrétné plati:

det (a) = a. (3.2)

"http://cs.wikipedia.org/wiki/Determinant
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Pro matici o rozméru 2 plati:

det < “ bl > = a1b2 — azbl. (3.3)
a9 bg
Pro rozmeér 3 plati:
al bl C1
det a9 b2 (&) = a1b263 + Clagb3 + b102a3 — a3b261 — CL1b362 — CLlecg. (3.4)
as bg C3

Casto v8ak potiebujeme znat i determinanty matic vyssich fadd. Pro né existuje nékolik
vzorcl, které je mozné pouzit’. Pro pfedstavu si uvedeme pouze jediny, ktery vyuziva
Laplacetiv rozvoj:

det (A) = (—1)k+1 aklel + (—1)k+2 CLkQMk-Q + ...+ (_1)k+n a].kan (35)

zde A je puvodni matice, k pofadové ¢islo prvku rozvoje, ax, je prvek matice A na pozici
k,n a koneéné My, je subdeterminant (neboli minor) matice A vznikly odstranénim k-tého
radku a n-tého sloupce z matice A.

Za povsimnuti stoji rekurze plynouci z tohoto zapisu, ktera zpisobuje pomérné znacnou
naroc¢nost algoritmu.

3.4.4 Linearni kombinace a zavislost vektoru

Linearni kombinaci se rozumi operace:
a1U1 + ag¥s + ... + anUn (3.6)

kde a1, as, ... ay, jsou skalary a ¥, v, . .. U, jsou vektory.
Vektory v, .. .7, oznacime jako linedrné zavislé, pokud existuji takové nenulové koefi-
cienty a1, as...a,, pro které plati:

0=a1?71 +agts + ...+ a0y (3.7)
Pokud tato podminka neplati, ozna¢ime dané vektory jako linedrné nezavislé. Pro linearné

zavislé vektory plati, Ze jsme schopni miniméalné jeden z vektoru vyjadrit jako linearni
kombinaci vektori zbyvajicich.

3.4.5 Hodnost matice

Hodnost matice je dalsim pojmem velice tizce souvisejicim s FeSitelnosti soustavy rovnic.
Jedné se o cislo, které vyjadruje pocet linedrné nezavislych fadkt matice a znaci se jako

h(M),

kde M je danad matice.

2http:/ /www.aristoteles.cz/matematika/linearni_algebra/determinanty /determinanty-a-matice-
sarrusovo-pravidlo.php
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Dle Frobeniovy véty pak mtiZzeme uréit fesitelnost dané soustavy. Tato véta zni’:
,Nehomogenni soustava linearnich algebraickych rovnic méa feSeni pouze v pii-
padé, Ze hodnost matice soustavy h(A) je rovna hodnosti rozsitené matice sou-
stavy h(A[b). Pokud je h(A) rovno poétu nezndmych, mé soustava jedno fesent;
pokud je h(A) mensi nez pocet neznamych, je feSeni nekoneéné mnoho (je-li
vétsi nez pocet nezndmych, nemtize byt splnéna predchozi podminka a soustava
tedy nemé feSeni).“

V této vété padl pojem rozsifend matice soustavy, ktery bude vysvétlen v sekci 3.5.

3.4.6 Podminénost matice

Hodnotu podminénosti matice je mozné spocitat jako
R(A) = [lA] - [ A7) (3.8)

||Al| zna¢i normu matice A.
Plati, ze pro dobfe podminéné matice, je hodnota x malé. Soustavy popsané takovouto
matici jsou pak dobfe Fesitelné. Vice se tomuto budeme vénovat v kapitole 4.

3.4.7 Pozitivné definitni matice

Matice A se nazyva pozitivné definitni, pokud plati:
2T Az >0

pro kazdy nenulovy vektor x.

3.5 Reseni soustav linearnich rovnic v prostiedi ¢&islicového
pocitace

Prvni, co nas bude zajimat, je zptisob reprezentace téchto rovnic v pocitaci, a to z hlediska
paméfové narocnosti a snadnosti pristupu k jednotlivym prvkim. Praxe ukazuje, Ze nej-
vhodnéjsi je maticovy zapis, a to z divodu uniformity, kdy uchovavame pouze koeficienty
jednotlivych neznamych a pravou stranu rovnice, kterou budeme nazyvat vektorem pravych
stran. Pravou stranu pak mizeme uchovavat jako soucast této matice. Takové matici pak

fikame rozsifena matice soustavy:

ain aip | by
: |,
aml - QOQmn b3

Jinou moznosti je nechat pravou stranu osamostatnénou:

air o Q1 by
b2
aml PPN amn b3

Shttp://cs.wikipedia.org/wiki/Soustava_line%C3%A1rn%C3%ADch_rovnic
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Z hlediska rychlosti se jako nepatrné lepsi jevi prvni feseni*. Dtivodem je fakt, Ze proces
alokovani paméti je pomaly a nasim piranim je pocet pomalych operaci co mozné nejvice
omezit. Se vzristajici velikosti feSené soustavy se vSak tento vliv stavad zanedbatelny ve
srovnani s narocnosti samotného vypoctu. Proto je v praxi pouze na nés, které feseni
zvolime.

3.5.1 Ridké matice

Pro nékteré skupiny problému je Castym jevem, ze obsahuji prvky se stejnym, ¢asto pak
nulovym koeficientem. Logickou otézkou je, zda je nutné takovym prvkiam vyhradit misto
v paméti. Vezméme jako extrémni priklad jednotkovou matici, tj. matici, kterd mé na
diagonéle hodnoty 1, mimo ni ma prvky nulové. Takova matice o rozmérech 100 x 100 prvk
by zabrala v paméti 10 000 pamétovych jednotek v zavislosti na velikosti uchovavaného
¢iselného typu. Bylo by tedy vhodné pouzit strukturu, kterd nemusi explicitné uchovavat
tyto nulové prvky v paméti. Nenulovych prvki by pak bylo pouze 100 a paméfova naroénost
by signifikantné klesla.

Za timto ucelem se vétsinou vyuziva fidké matice. U této struktury se predpoklada, ze
neni-li feceno jinak, jsou prvky nulové. Obecné mizou mit i jinou hodnotu, avsak v pro-
stfedi Octave tomu tak neni. Hodnotu téchto prvkd pak neni nutné uchovavat v paméti a
je mozné tak snizit paméfovou naroc¢nost. Tento postup si samoziejmé vyzada i rezii navic.
Musime feSit problém s uchovanim informace, na které pozici se nachazi prvek nenulové
hodnoty. Takovy zdznam muze vypadat naptiklad takto: [z, y| value, kde x a y jsou sourad-
nice daného prvku a value je hodnota tohoto prvku. Vidime, ze pro zapis tohoto jednoho
prvku potfebujeme v paméti vyhradit 3 pamétové jednotky. Jednotkova matice z vyse uve-
deného prikladu by pak zabrala 300 pamétovych jednotek, coZ je stale nesrovnatelné méné
nez 10 000 v ptipadé klasické matice.

Dalsim podstatnéjsim problémem, ktery musime fesit, je pfistup k prvkim této ma-
tice. V prvnim ptipadé, pokud jsme chtéli pfistoupit k prvku na soufadnicich [z, y], mohli
jsme misto, kde se nachazi dand paméfova buiika, piesné najit jednoduchym vypoctem
offset + x x n + y. Zde n je pocet sloupct na fadku. Offset pak znaci adresu paméti, od
které je matice ulozena. Casova slozitost tohoto postupu je O (1), tedy konstantni. Pokud
vSak pouzijeme matici fidkou, tento postup zvolit nemizeme. Je-li napiiklad Fidka matice
uloZena jako seznam prvkt nenulové hodnoty, musime tento seznam projit a porovnavanim
zjistit, jestli se zde nami hledany prvek nachézi nebo ne. I v tomto pfipadé sice mtizeme pou-
zit techniky jako jsou hashované tabulky, ale rychlosti pfistupu na trovni klasické matice
v principu dosahnout nelze.

Pokud tedy nejsme omezeni velikosti operacni paméti, je vyhodné pouzit matici klasic-
kou. V situacich, kdy jsme nuceni pracovat s velkymi soustavami, které maji velky pocet
prvkl stejné hodnoty je pro nas vSak vyhodnéjsi vyuzit matici fidkou. Pamétové naroky
jsou v takovém pripadé mnohem mensi a ¢as nutny pro pfistup k jednotlivym prvkim v nej-
horsim piipadé roste linedrné s poctem prvki matice. Casova slozitost je tedy v nejhorsim
O (n). V ptipadé potfeby mizeme uchovéavat data napiiklad ve stromové struktute. Pak by
¢asova slozitost byla O (logan).

4V prosttedi vestavénych systému je situace odlisné, zde se o p¥istup k paméti vétsinou stard programéator
sdm a je na ném, jaky zpusob zvoli.
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3.6 Algoritmy pro feSeni soustav linearnich rovnic

Nyni, kdyz jsme si zavedli vSechny potfebné pojmy, mtizeme soustavu rovnic zapsat jako:

AT = b,

kde A je matice koeficientu, b je vektor pravych stran a & je vektor feSeni soustavy,
ktery se snazime nalézt. Algoritmy hledajici toto TeSeni soustavy rovnic muzeme rozdélit
do dvou zakladnich skupin:

e Stacionérni algoritmy, které nam daji pfesné feseni (pomineme-li chyby vzniklé v sou-
vislosti s reprezentaci ¢isel v ¢islicovych poéitacich).

e Iteracni algoritmy, které se k pfesnému FeSeni snazi priblizit.

3.6.1 Stacionarni algoritmy

V této ¢asti nas budou zajimat tyto stacionarni algoritmy:
e Gaussova elimina¢ni metoda,
e Gaussova-Jordanova redukce,
e Kramerovo pravidlo.

Tyto algoritmy upravuji tvar soustavy takovym zpiisobem, aby postupné vyjadiily
vSechny neznamé. K tomu muZzeme pouZzit pouze operace, které neméni hodnost matice,
coz je pojem zavedeny v podsekci 3.4.5. Jedné se o:

e nasobeni ¢i déleni Fadku ¢islem rdznym od nuly,
e pric¢itani nebo od¢itani nasobkd radki k jinému fadku,
e transpozice libovolnych radkt soustavy.

Gaussova elimina¢éni metoda

Gaussova elimina¢ni metoda prevede matici A na horni trojuhelnikovy tvar. Nésledné je
mozné posoudit TeSitelnost celé soustavy. Plati, Ze pokud je v horni trojihelnikové matici
vice nulovych radkt, nez je pocet prvkia ve vektoru pravé strany, soustava nema feseni.
Pokud je pocet radku stejny, soustava ma pravé jedno feseni. V jiném pripadé ma Teseni
vice. V pripadé, Ze je soustava fesitelna, postupnym vyjadfovanim a dosazovanim ziskdme
hodnotu vSech neznamjych.

Cely postup si predvedeme na prikladu. Mé&jme soustavu:

T Yy z
3 7 8|6
39 9|11
3 9 13|19
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Tuto soustavu prevedeme na rozsifenou matici soustavy popsanou v sekci 3.5 a dale na
horni trojuhelnikovou matici za pouziti vySe popsanych operaci.

T Yy z
3 7 8|6
0 2 1|5
0 0 48

Nyni mizeme zjistit presnou hodnotu neznamé z a dosadit do druhého radku.

6
3
2

o N R
— O oo W

—6.83
1.5

T
3
0
0
Nyni vyjadiime nezndmou y a dosazenim do prvniho fadku ziskdme vysledny tvar:
Y
0
1
0 2

o O~ 8
— o oW

Casovéa néaro¢nost tohoto algoritmu je O(n?) [2].

Gaussova-Jordanova eliminaéni metoda

Gaussova-Jordanova eliminac¢ni metoda je variantou Gaussovy eliminacni metody, ktera
upravuje matici rovnou do tvaru, kdy jsou vSechny prvky vyjma diagonalnich rovny nule.
Toho docilime tim, Ze v kazdém kroku postupné eliminace volime jeden prvek matice pi-
votem a povolenymi operacemi upravime matici do tvaru, kdy vSechny prvky nad i pod
pivotem jsou rovny nule. Tato metoda je pomalejsi zhruba o 50 procent nez prosta Gaus-
sova elimina¢ni metoda [2]. Jejim pfinosem vSak je schopnost fesit vice soustav se stejnou
levou stranou najednou. Opét uvedeme piiklad. Méjme tii soustavy rovnic:

1 1]3 1 1|6 1 1]8
2 1|15 2 119 2 1|10

Vsimnéme si stejnych levych stran. V tomto pfipadé mtizeme vSechny rovnice zapsat takto:

1 113 6 8
2 1|15 9 10 /"
Vyse popsanymi operacemi upravujeme. Nejprve odecteme prvni radek od druhého:
1 1|13 6 8
1 012 3 2 )/°
Néasledné pak odecteme druhy fadek od prvniho:
0 1{-9 3 6
1 0(12 3 2)°
Nyni jiz vidime feSeni vSech t¥i rovnic. Oproti feSeni samostatné rovnice jsme museli
vykonat operace navic nad pravou stranou, kterd obsahovala nyni i vysledky obou pfed-
chéazejicich rovnic, coz algoritmus zpomalilo. Pokud bychom vSak vSechny tfi rovnice fesili

samostatné, provadéli bychom pokazdé stejné operace nad levou stranou, ¢ehoz jsme nyni
byli uSetfeni a ¢asova narocnost tak poklesla témér o 2/3.
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Kramerovo pravidlo

Kramerovo pravidlo vyuziva faktu, ze pokud vyménime v ptivodni matici n-ty sloupec za
vektor feSeni, pak n-ty prvek tohoto vektoru mizeme vypocitat jako

_det A,
T et A
kde A, je upravend matice. Je vidét, ze pro vypocet vSech nezndmych touto metodou
musime spocitat n + 1 determinantd n-tého stupné. Pro vyssi fady, jak jsme zminili v sekci
3.4.3, se tento determinant pocita ze subdeterminantti, coz vede na rekurzi a velké mnozstvi
operaci. Konkrétné plati, ze ¢asové slozitost je O(n!). Pro velké soustavy se tedy tato metoda
prilis nehodi. Je vSak vyhodna pro velké pocty velmi malych soustav, kde nejsme nuceni
pouzivat pro vyjadifeni determinantu rekurzivni rozvoj, popfipadé specialni soustavy, kde
je mozné vypocitat determinant jinym, rychlejSim, zptisobem.
Zajimavou vlastnosti tohoto algoritmu je také moZnost paralerizace tulohy. Vypocty
jednotlivych determinantii je mozné rozdélit a distribuovat. Také ndm umoziiuje vypocitat
hodnotu pouze jednoho konkrétniho prvku, aniz bychom museli fesit celou soustavu.

(3.9)

3.6.2 Iteracni algoritmy

V této kapitole se seznamime s nejpouzivanéjsimi iteracnimi algoritmy. Popiseme si obecné
iteracni algoritmy a principy, kterymi se ridi.

Principy iteraénich algoritmu

Iteracni algoritmy jsou ve zna¢né mite odlisné od algoritmt stacionarnich. Vétsina iteracnich
algoritmt je zaloZena na postupu, kdy za pomoci méné pfesného vysledku ziskame vysledek
novy, presnéjsi. Tuto c¢innost muizeme provadét az do chvile, kdy napliiuje v nékterém
ohledu nase ocekavani. Vétsinou se jedné o dosazeni pozadované presnosti. Vyhodou téchto
algoritmu je mensi naro¢nost na vypocetni zdroje. Nevyhodou pak, Ze feseni nemusi nalézt
a to i presto, ze existuje. Obcas je proto nutné vyzkouset vice riznych metod.

Iteracni metody existuji pro feseni rtiznych skupin problémi. Napiiklad pro urceni druhé
odmocniny z a mizeme vyuzit rovnice:

1 A
Tpil = = <:z:n + ) , (3.10)

2 T,

kde g je pocatecni odhad, naptiklad muzeme zvolit zg = A.
Lze pak dokazat, ze plati:

VA = lim z, (3.11)

n—oo

Abychom mohli fici, Ze dany vysledek je pro nas dostateéné presny, musime byt schopni
urcit, jak moc se lisi od skutecného vysledku. Velikost této chyby se nazyva reziduum.
S hodnotou rezidua vsak v nasem pfipadé pfimo nepracujeme, jelikoz nezohlednuje velikost
soustavy, ve které se pohybujeme. Mnohem vice nas zajimé hodnota relativniho rezidua,
kterou budeme znacit €. Vzhledem k vlastnosti itera¢nich algoritmi, kdy vétsinou plati, ze
vysledek nasledujici iterace je presnéjsi nez vysledek iterace predchozi, mtizeme také vyuzit
rozdilu téchto dvou hodnot k odhadu nepfesnosti. Tato vlastnost, postupné se priblizovat
presnému feSeni, se nazyva konvergence. Pokud se od presného feSeni naopak vzdalujeme,
nazyvame tento jev divergence.
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Abychom zabranili zacykleni algoritmu, stanovime si podminky pfi kterych vypocet
ukoncime:

e aktualni hodnota relativniho rezidua je mensi nez pozadovand presnost,
e metoda diverguje,
e prekrocili jsme maximalni pocet iteraci.

Zde prvni podminka znac¢i aspésné ukonceni vypoctu, kdy jsme nasli vyhovujici vysledek.
Druha podminka zna¢i nevhodnost dané metody pro konkrétni tlohu. V urcitych pripadech
metoda konverguje ale pouze velmi pomalu, z toho divodu je vhodné kontrolovat i celkovy
pocet iteraci a pri dosazeni pfedem daného poctu téchto iteraci vypocet ukondit.

3.6.3 Popis vybranych iterac¢nich algoritmii

V této sekci si ve zkratce popiSeme tii zakladni itera¢ni metody pro feseni soustavy rovnic,
které byly v ramci na$i prace implementovany. Matematicky zaklad, na kterém jsou posta-
veny, je pomérné rozsahly a presahuje rdmec této kapitoly, proto zde budou uvedeny jen
zékladni principy. Veskeré dikazy, odvozeni a podrobnosti k matematickému zakladu lze
najit v publikacich [5], [6] a [7].

Conjugate Gradient Squared Method

Prvni itera¢ni metoda, kterou se budeme zabyvat, je Conjugate Gradient Squared Method
neboli cgs. Prestoze patii k nejstarsim, poskytuje pomérné dobré vysledky. Jejim problémem
vSak je divergence, ke které dochazi pokud je soustava Spatné podminéna. Problematiku
podminénosti soustavy si vice popiseme v samostatné sekci. Zde je prozatim postacujici
védét, ze 1 mald zména vstupnich parametri Spatné podminéné soustavy vyvola velkou
zménu vysledku této soustavy. Coz je jev pro iteracni algoritmy nevhodny.

Podrobny matematicky podklad véetné dikazu je popsan v [6]. My zde popiSeme pouze
hlavni myslenku. Lze dokazat, ze pro symetrickou, pozitivné definitni matici plati, Ze mi-

nimum funkce )
f(®) = ga‘c'TAf — b+

je zaroven feSenim soustavy AT = b. V pripadé, Zze A vyjadfuje soustavu rovnic o dvou
neznamych, mizeme funkci f reprezentovat napiiklad obrazkem 3.1, kde elipsy jsou tvoreny
mnozinou bodt, pro které nabyva funkce f stejné hodnoty. Xy je takzvany pocatecni odhad
vysledku. Tuto hodnotu zadd bud uZivatel, nebo se zvoli jako vychozi hodnota napriklad
vektor nul. Nasim pranim je zvolit takovy postup, ktery by nas co nejrychleji zavedl do
mista, kde dana funkce f nabyva svého minima, tedy do bodu X.

Problém nalezeni feseni se d& dale rozdélit na dva podproblémy. Prvni spoc¢iva v odhadu
smeéru, ve kterém se FeSeni nachézi, druhy problém spociva v odhadu vzdalenosti tohoto
feseni.

Ve funkci cgs je cely postup fesen nasledovné. Smér hledani znac¢me p, vzdalenost feseni
pak 7. Pro smér hledani plati:

_ ) ria+ Bipi i>1
bi b— Az i=1"

21



7

S

Obrazek 3.1: X je minimum dané funkce.

kde i je ¢islo dané iterace. Pro parametr § plati:

/8' _ 7“;'11717"7;_1
P =

T
Ti—oTi—2

Hodnotu rezidua vypocitdme v tomto pripadé jako:

_— i1+ oiApi_1 i >1
Y b— Az i=1

ri =ri—1+ aiApi—

Parametr o spo¢teme jako:

;= rintlrifl
piApi
Pro podrobny popis ostatnich funkei mtizeme doporuéit jiz vyse zminénou publikaci [6],
popfipadé [5]-niZe je uveden pouze jejich nastin.

BiConjugate Squared Method

Procedura BiConjugate Squared Method neboli bicg vychazi z cgs. Odstranuje problém
s obcasnou divergenci svého pfedchiidce ovSem za cenu zpomaleni celého algoritmu. Jeden
z dlivodt je, Ze pro vypocet rezidua a sméru feSeni vyuziva metoda transponovanou matici
AT viz sekce 3.4.2. Nésledkem toho musime v paméti bud uchovavat kromé matice A i jeji
transponovanou verzi, nebo upravit metodu pro pristup k jejim prvktm, coz déla algoritmus
méné Citelnym.

Zajimavou teoretickou vlastnosti tohoto postupu je, Ze prfi ur¢ité modifikaci algoritmu
jsme schopni kromé rovnice AZ = b vyFesit soucasné i rovnici ATZ = b.

BiConjugate Squared Stabilized Method

Metoda BiConjugate Squared Stabilized Method nebo také bicgstab, se zbavuje problému
obou predchozich metod. Vétsinou konverguje 1épe nez metoda cgs a nevyuziva transpono-
vanou matici A. V praxi se pouZivé asi nejéasté&ji.
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Kapitola 4
Predpodminéni

V této kapitole si vysvétlime nékteré dalsi pojmy souvisejici se soustavami linearnich rovnic,
hlavné pak pojem preconditioner (tento termin nemé doposud ustéleny cesky ekvivalent,
proto budeme pouzivat jeho anglicky tvar) a provedeme diskuzi vlivu podminénosti soustavy
na jeji fesitelnost. Jako vhodny zdroj idaji, na kterém je postavena tato kapitola, poslouzila
publikace [1].

4.1 Teorie

Podminénost matice (popsano v sekci 3.4.6) je pojem, ktery hraje klicovou roli v fesitel-
nosti soustavy iteracnimi metodami. Pokud je hodnota podminénosti matice malé, hovoiime
o soustavé zadané touto matici jako o dobfe podminéné. U takové soustavy plati, ze mald
zména, vstupnich parametri vyvola jen malou zménu parametru vystupnich. Pokud je hod-
nota podminénosti matice velkd, tak i malad zména vstupnich parametri vyvolé velké zmény
na vystupu o takové soustavé hovorime jako o $patné podminéné.

Mtizeme si uvést nazorny pfiklad Spatné podminéné soustavy. Mame-li dvé rovnice
o dvou neznamych, tak je mozné zakreslit je jako dvé piimky v roviné. ReSeni soustavy
pak mé podobu nalezeni jejich priiseciku. Zde Spatné podminénou soustavou bude pfipad,
kdy jsou tyto primky témeér rovnobézné. I mala zaokrouhlovaci chyba, které se jen malokdy
vyhneme, pak posune prisecik o velkou vzdalenost oproti spravné hodnoté.

Spatné podminéné soustavy jsou obecné hiife fesitelné, jelikoz velky vliv na vysledek
maji i chyby zpisobené zaokrouhlovanim. K tomuto problému bude nutné dochéazet vli-
vem reprezentace desetinnych mist v béznych pocitacich. Realné cislo je totiz ulozeno jako
mantisa a exponent a pro jejich reprezentaci mame jen omezeny pocet biti. Zde nepfed-
pokladame specializovany hardware ani software, kde je redlné ¢islo reprezentované napii-
klad formatem BCD!. Pro itera¢ni metody jsou tyto soustavy velice nevhodné. U vétsiny
algoritmti se s postupné zmensujici odchylkou, zmensuje i velikost zmény nové odhadnu-
tého vysledku od vysledku predchoziho. U dobie podminénych soustav se timto zptisobem
priblizujeme spravnému feseni, ale u soustav Spatné podminénych i tato nepatrnéd zména
vyvola velky posun, ktery ve vysledku miize zptsobit, Ze se od spravného feseni naopak
vzdalime.

!Binary-coded decimal: zpiisob reprezentace, kdy kazdému &slu v desitkové soustavé odpovida piesné
dana sekvence bitd v soustavé binarni.
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Nasim pfanim by tedy bylo, aby pokud mozZno vSechny nami resené soustavy byly dobre
podminéné. Ke zlepSeni podminénosti mtzeme vyuzit pravidla, které tika, ze pokud méame
soustavu:

AL = b, (4.1)

miizeme obé strany rovnice vynasobit matici P a bude platit:

—

PAZ = Pb (4.2)

Takovato matice se nazyva preconditioner.

Matici P volime tak, aby vysledna matice PA méla nizsi podminénost, nez puvodni
matice A, a byla tak snadnéji fesitelna. Problémem ale je najit takovou matici P. V praxi se
pouziva nékolik postupi. Prvnim je pouziti obecné matice, kterd vykazuje dobré primeérné
hodnoty, naptiklad jednotkové matice. Toto feseni je velice snadné, ale neni zaruceno, ze
pro konkrétni pripad se za pouziti této matice podminénost celé soustavy naopak nezhorsi.
bem reflektuje strukturu matice A. Hledani takové matice je ¢asto ¢asové narocnou operaci,
proto se prili§ nevyuzivé, pokud chceme fesit soustavu jen jedenkrat. Pokud vsak jsme po-
staveni do situace, kdy mame konstantni matici A a hledame FeSeni pro riznd b, je pro nas
vyhodné si vypocitat pomocnou matici P.

4.2 Pouzivané algoritmy

Mezi jedny z nejpouzivanéjsich algoritmti pro generovani preconditioneru patii algoritmy
z rodiny ILU?. My se budeme zabyvat témito:

e Jacobiho preconditioner,

e ILU(0) — nejjednodussi varianta algoritmu z rodiny ILU,

e MILU — modified ILU, modifikovana verze algoritmu ILU,

e ILUTP - ILU with pivoting, varianta ILU(0) s vybérem hlavniho prvku.

Pro algoritmy ILU(0), MILU a ILUTP plati, Ze jsou si velice podobné. VSechny tyto
funkce vychéazi z Gaussovy eliminacni metody popsané v sekci 3.6.1. Vysledkem téchto
metod je vétSinou horni trojuhelnikovd matice U a spodni trojihelnikovou matici L, pro

které plati:
A =LU (4.3)

Pro matice L a U plati, ze nad (respektive pod) diagondlou maji samé nuly. Toho se v praxi
casto vyuziva a obé tyto matice jsou ulozeny do jedné. Takto vygenerovana matice je pro
nas vhodna, jelikoz praxe ukazuje, Ze jako preconditioner vykazuje dobré vysledky.
Casova slozitost téchto algoritm je obecné O (nS), coz vychéazi z vyse zminéné Gaussovy
elimina¢ni metody, u které jsme si diive tekli, Ze jeji ¢asova slozitost je prave O (n3)

2ILU: incomplete LU factorization, neboli rozklad matice na jeji dolni a horni trojihelnikovou &ast.
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4.2.1 Jacobiho preconditioner

Jacobiho preconditioner je jeden z nejsnaze vygenerovatelnych. Z matice A ho ziskdme

takto: o
a; Pproi =
Dij = { 0” P J (4.4)

Vybereme tedy pouze diagonalni prvky matice A, zbylé prvky jsou nulové. Vyhodou to-
hoto postupu, ve srovnani s ostatnimi zminénymi metodami, je jeho mala ¢asova naroc¢nost,
ktera je O(n). Nevyhodou pak je, Ze ve srovnéani s ostatnimi poskytuje jen mélo kvalitni
vysledky.

4.2.2 Procedury z rodiny ILU

Zakladem je funkce ILU(0), coz je jedna z nejjednodussich variant LU rozkladu. Vychazi
z Gaussovy elimina¢ni metody a jeji princip je zaloZzen na postupné modifikaci matice
A. U tohoto algoritmu se nepracuje s nulovymi ¢leny puvodni matice A. Jako ptiklad
implementace si miZzeme uvést variantu popsanou v [5].

P =A;
for i =2
for k = 1:(i-1)
if Alik]!=0

P[i,k] = P[i,k]/P[kk];
for j = (k+1)mn

if Afi,j]!=0
endif
end
endif
end
end

Vidime 3 krat vnoteny for cyklus, z néhoz vyplyva i ¢asova slozitost O(n?).

Varianty MILU a ILUTP si popiseme jen velmi obecné—veskeré podrobnosti 1ze dohledat
v [5] a [3]. Prvni zminovand funkce MILU se od funkce ILU lisi v modifikaci vnitinich cykla,
kdy nepreskakuje nulové prvky ptvodni matice A, ale dale je zohlednuje.

Varianta ILUTP pridava vybér hlavniho prvku, pivotu, do druhého vnotfeného cyklu a
tak se snazi dale zlepSit vlastnosti generované matice.

4.3 Implementace v Octave

Octave doposud postrada kvalitni funkce pro generovani matic vhodnych pro preconditio-
ning. Pvodné jsem tedy chtél tyto funkce implementovat nad ramec ptavodniho zadani.

Po implementaci funkci ILU(0) a MILU jsem provedl zatézové testy a pfisel jsem k za-
véru, ze implementace v jazyku Octave neni v soucasnosti rozumnou volbou. Dtvodem je
pomalost nékterych operaci vykondvanych interpretem Octave. Vice se o problému s vyko-
nem rozepisuji v ¢asti 6, zde jenom uvedu, Ze hlavnim problémem byla pomalost for cyklu,
coz je v ptipadé jeho trojndsobného vnofeni velice citelné. ReSenim by bylo implementovat
dané funkce v jiném jazyce, napiiklad v C++.
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V nasledné diskuzi s vyvojari Octave vsak vyplynulo, ze Octave zacne pravdépodobné
vyuzivat né€které jiz hotové knihovny pravé pro generovani preconditioneru. Hovofi se na-
ptiklad o knihovné Hypre?, ktera je jiz velmi dobie optimalizovana a dosahuje tedy velmi
dobrych vysledki.

3http://acts.nersc.gov/hypre/
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Kapitola 5

Implementace vybranych
iteraénich algoritmu

Nyni si muzeme blize popsat vlastni implementaci iteracnich metod pro feSeni soustav
linearnich rovnic, které byly vytvoreny a néasledné zafazeny do Octave.

Nami popsané a implementované funkce byly vybrany ze seznamu chybéjicich funkci,
ktery je dostupny na strankéach projektu'. V tomto seznamu jsou nejzadanéjsi funkce vhodné
k implementaci. Praci jsme navic konzultovali a koordinovali s ostatnimi vyvojaii. Toto se
délo prostrednictvim elektronické konference, kterou je mozné sledovat na internetové ad-
rese: hitp://www.nabble.com/Octave-f1895.html. Zamezily jsme tim duplicitni praci. Dalsim
dilezitym krokem bylo nalezeni vhodné studijni literatury. Zdroje, ze kterych jsme cerpaly,
jsou uvedeny v ptiloze.

Prosta implementace vybranych funkci je ale pouze ¢asti naseho tkolu. Druhou je jejich
zaclenéni do projektu Octave. Samotny proces zaclenéni je nasledujici, po napsani funkce se
prislusny soubor zasle do e-mailové konference. Zde je podroben kritice hlavnich vyvojara
a pokud jsou s jeho kvalitou spokojeni, zafadi ho do jadra Octave, v opacném piipadé
navrhnou, co je potfeba zménit. Pripadné dalsi tpravy se pak zasilaji formou rozdilovych
aktualizaci vygenerovanych programem diff. V open-source komunité obecné plati ,, Vydave;j
hodné a vydéavej Casto“. S postupem prace a implementaci je pak seznameno vice lidi, ktefi
prinasi vlastni poznatky a napady.

Zdrojové soubory nami implementovanych funkci jsou soucasti piilohy, popripadé pro-
jektu Octave.

5.1 Zpusob implementace

Nové funkce je mozné psat dvéma zpusoby — bud piimo v jazyce Octave, nebo v nékterém
z jinych podporovanych jazyku, které jsou kompilovany do jazyka cilové platformy. Vétsina
funkei vyssi Grovné je psana pravé prvnim zpusobem prostfednictvim tzv. M-souboru (an-
glicky M-File). Dari za niz$i vykon oproti kompilovanym funkcim je vykoupena vyssi mirou
abstrakce a oprosténi se od problémii, které jsou blizké jazyktim nizsi tirovné. Dalsi vyhodou
je snadnéjsi udrzba a pristup k funkcim, které jsou distribuovany v textové podobé a jsou
ulozeny v adresarich k tomu urcenych.

Vétsina rozsahlejsich projekti se fidi tzv. Coding Standard. Coding Standard je vlastné
souhrn rad, doporuceni a pravidel fikajici, jakym zptisobem pséat program, aby byl snadno

Thttp://www.gnu.org/software/octave/index.html
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udrzovatelny a citelny. Souhrn pravidel zahrnuje v prvé rfadé styl odsazovani blokt kédu a
zévorek, konvence v pojmenovavani proménnych, ale i takové drobnosti, jako je styl zapisu
fetézcl. Tyto standardy je dobré dodrzovat nejen pro zvyseni ¢itelnosti kédu, ale také proto,
Ze jsou v nich ¢asto zahrnuty pro dany jazyk ¢i projekt drobné specifikace, které maji za
ukol zvysit vykon, popiipadé potlacit konstrukce, které jsou ¢asto zdrojem chyb. Standard
pouzity v Octave je popsan v [8], kde je mozné se s nim blize seznamit.

Krom vyse zminéného je navic dobré ziskat obecny piehled o silnych a slabych strankach
jazyka Octave. Zakladni informace je mozné opét najit na strankach projektu. Bohuzel
tento seznam neni Uplny, jak jsme se presvédcili pii pokusech implementovat metody pro
preconditioning. Zminuje pouze nékolik malo faktd, z nichZ nejdulezitéjsi je snaha omezit
realokace paméti na nezbytné minimum.

Pokud naptiklad vime, Ze naSe funkce vygeneruje matici o rozméru n X n, je rychlejsi
vygenerovat nejprve prazdnou matici danych rozmérti a tu pak plnit, nez vytvofit matici
mensi a tu pak zvétSovat postupnym pridavanim radkd. Informace, kterd se vSak v téchto
radach nezminuje, a kterd dle naseho nazoru za zminku stoji, je rozdil v rychlosti téchto
dvou funkei:

function [out] = slow(A)
out = zeros (1, rows(A));
for i=1:rows(A)
out(1,i) = A(di,i)+ix*i;
endfor
endfunction

Takovato funkce je fddové pomalejsi nez:

function [out] = quick(A)
out = diag(A)’ + (1:rows(A))."2 ;
endfunction

Obeé pritom vykonavaji stejnou ¢innost. Na vstupu ocekavaji ¢tvercovou matici a vysledkem
je vektor diagondlnich prvki této matice, kde ke kazdému z téchto prvki je navic prictena
druh4& mocnina ¢isla odpovidajici jeho poradi.

Pro pfedstavu jsme provedli test na jednotkové matici o rozméru 10000 x 10000. Zde
se ukazalo, ze druhd varianta je vice nez 80x rychlejsi nez varianta prvni. Obé funkce
ptitom vykonavaji stejnou ¢innost. Prvni vyuziva konstrukce for, druha o mnoho rychlejsi
konstrukci popsanou v sekci 2.2.3. Pravdou ale je, Zze u druhé funkce je o poznani méné
ziejma podstata jeji ¢innosti, proto je nutné ji fadné okomentovat.

5.2 Postup prace

Nejprve bylo nutné zvolit konkrétni funkce k implementaci. Toto se délo v soucinnosti
s vyvojari a spolecnosti Red Hat. Nasledné jsme zacali sbirat podklady pro jednotlivé
funkce. Zde se vyskytl prvni problém, a to ten, Ze vétSina zdroju nabizela algoritmy, které
v néjakém ohledu neodpovidaly nasim potfebam. Nejcastéjsim nedostatkem bylo, ze tyto
algoritmy nepocitaly s moznosti pfedpodminéni. Vyhody pfedpodminéni jsme diskutovali
v kapitole 4 a dle naseho nézoru jsou pomérné zasadni pro rozumnou pouzitelnost nadmi
psanych funkci. Jako nejobsahlejsi zdroj dat se nam nakonec osvédcila publikace [5], kte-
rou jsem dale konfrontovali pfevazné s [(]. Za osvédéeny zdroj se také povazuje stranka
http://mathworld.wolfram.com/.
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Po shroméazdéni potfebnych materialti nasledoval navrh rozhrani novych funkci. Zde
jsme méli situaci zjednodusenou, jelikoz nasim pfanim bylo dosahnout kompatibility s Matla-
bem, proto jsme prejali rozhrani, které mé u téchto funkci praveé ten.

Nasledoval pfepis algoritmi do jazyka Octave. Tato ¢ast sama o sobé nebyla az tak na-

N

v kapitole 6.
Zavérecnou fazi pak byla validace vysledki, kdy jsme museli provéfit, ze vysledky vy-
poctené nasimi funkcemi jsou spravné.

5.3 Popis rozhrani implementovanych procedur

Implementované funkce, které jsme do této doby popsali maji stejné rozhrani. Na vstupu
ocekavaji az sedm vstupnich parametri:

e A — Ctvercové, symetrickd a pozitivné definitni matice redlnych ¢isel o rozmérech n xn.
e b — vektor feseni o délce n.

tol — specifikace cilové tolerance, implicitné 1076.

e maxit — specifikace maximalniho po¢tu iteraci, implicitné mensi z ¢isel 20 a n.

e M1 — specifikace preconditioneru M, miuzeme byt pouzita i funkce, kterd vraci M\X.
e M2 — v kombinaci s M1 definuje preconditioner tak, ze plati M = M1 x M?2.

e x0 — specifikace poc¢atecniho odhadu feseni, implicitné pak nulovy vektor délky n.

Prvni dva parametry jsou povinné. Zbylé parametry jsou volitelné.
Vysledkem funkci pak je 5 hodnot:

e x — vypocitany vysledek.

o flag — pfiznak, ktery nabyva hodnoty 0, pokud funkce dosahne feseni v predem daném
poctu iteraci, 1 pokud Feseni nedosdhne nebo 3 pokud funkce za¢ne stagnovat tzn.
v dvou nésledujicih krocich se nezménila hodnota relativniho rezidua. V prostiedi
Matlabu muzZe parametr flag nabyvat i hodnoty 2, coz znaci Spatny preconditioner,
ale jak si popiseme dale, tuto kontrolu z praktickych divodt neprovadime.

e relres — obsahuje hodnotu relativniho rezidua v poslednim kroku, které je spocitano
ok norm(b—Ax)
Jaxo norm(b)

e iter — je Cislo iterace, pri kterém funkce skondila.

e resvec — je vektor relativnich rezidui pro kazdou iteraci.
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Pouziti nami vytvorenych funkci vypada tedy nasledovné:

> A=[5 -1 3;-1 2 -2;3 -2 3];

> b=[7;-1;4];

> [x,flag,relres,iter,resvec] = cgs(A,b)
x=

1.00000
1.00000
1.00000
flag = 0
relres = 1.2529e-14
iter = 3
resvec =
1.0000e+00
1.9178e-01
7.2378e-03
1.2529e-14

Misto funkce cgs je mozné pouzit i bicg nebo bicgstab.
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Kapitola 6

Testy

Vsechny vyse popsané algoritmy byly dikladné testovany. Zakladnim problémem bylo najit
vhodné testovaci rovnice. Vzhledem k tomu, Ze pro malé matice je témér jedno jaky algorit-
mus je pouzit, jelikoZ se ve vétsi mire neprojevi jejich ¢asova efektivita, bylo nutno pouzit
soustavy o nékolika stech az tisici neznamych. Idealné takové, které se skutecné realné resi.
Takovéto matice miizeme najit tfeba na strance MatrixMarket', kde je na vybér nékolik
desitek matic, véetné popisu jejich vlastnosti, jako je pocet nulovych ¢lenu a grafy rozlozeni
hodnot.
Do testu jsme nakonec zaradili tyto soustavy:

besstm112,

besstm123,
e pores_3*,
o watt_1°.

Cas potfebny pro vypocet byl méfen na poéitaci Merlin, jehoz aktualni hardwarova kon-
figurace je uvedena v ptiloze. Po prvnich testech vyslo najevo, Ze vétSina algoritmi ma
radové horsi vysledky nez jejich ekvivalent v Matlabu. Bylo tedy nutné najit zdroj potizi
a tento odstranit. Vhodny nastroj, pouzitelny pro profiling, ktery je v Octave dostupny, je
funkce cputime(), kterd vraci procesorovy ¢as uplynuly od zapoceti prace s Octave.

6.1 Optimalizace kédu

V nasich funkcich jsme obévili nékolik slabych mist. Asi nejvyraznéjsim je funkce cond().
Tato funkce vrati podminénost matice. V nagich funkcich slouzila pro kontrolu toho, Ze pre-
davany preconditioner ma dobré charakteristiky a nezhorsi fesSitelnost soustavy. Pfi testech
na nadhodnych maticich se ukézalo, ze pro klasické matice je tato funkce zhruba dvakrat
pomalejsi nez implementace v matlabu. Pro matice fidké, které jsou velmi ¢asto predavany
jako preconditioner, je ale v Matlabu pouzita funkce condest(), kterd je pro tuto skupinu
matic optimalizovana. Tato funkce vsak v Octave dosud neni k dispozici a pouziti metody

Thttp://math.nist.gov/MatrixMarket /

Zhttp://math.nist.gov/MatrixMarket /data/Harwell-Boeing /besstrucl /besstm11.html
3http://math.nist.gov/MatrixMarket /data/Harwell-Boeing/besstrucl /besstm12.html
“http://math.nist.gov/MatrixMarket/data/Harwell-Boeing,/pores/pores_3.html
®http://math.nist.gov/MatrixMarket /data/Harwell-Boeing/watt /watt__1.html
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cond() se ukazalo byt fatdlni chybou. Pro rozumnou pouzitelnost tedy bylo nutné kontrolu
na podminénost preconditioneru odstranit a spoléhat se na to, Ze uzivatel zad4 rozumné
hodnoty.

Po odstranéni volani cond() se vSechny algoritmy Fadové zrychlily, avsak stéle byly
patrné rozdily. P¥i nasledném profilingu jsme odhalili dalsi diivody zpomaleni nami psanych
algoritmt, konkrétné pak funkce inv() a det() z nichz obé jsou zhruba 10krat pomalejsi nez
jejich implementace v Matlabu. Vzhledem k charakteru préace jsme se vsak rozhodli, ze obé
funkce ve funkcich ponechame s patfiénym komentafem a je mozné, ze v dalsi verzi Octave
budou optimalizovany.

Poslednim zna¢nym zklamanim bylo zjisténi, Ze Octave samo o sobé neni tak rychlé
jako Matlab. Demonstracni cyklus:

a=1

for iter = 1:5000

a = axiter

end
probéhne v Matlabu v fadu milisekund, zatimco Octave trva zhruba desetiny sekundy. Pii
hledani divodu tohoto rozdilu vyslo najevo, ze Matlab pouziva techniky JIT® kompilace.
Tato technika spociva v tom, Ze zdrojovy skript je pfi spusténi preveden nikoli do kédu vir-
tudlniho stroje, ale pfimo do kédu cilové platformy. Tim je mozné nékolikandsobné zrychlit
provadény kéd. U cykli je pak tento rozdil jesté zfetelnéjsi. Matlab si navic udrzuje cache
takto jiz jednou zkompilovanych funkci, a proto volame-li jednu funkci vicekrat, je druhé a
dalsi volani mnohonésobné rychlejsi.

6.2 Testovaci metodika

7 vyse zminéného vyplyva, Ze za soucasnych podminek bude drtiva vétsina operaci rych-
lejsi v prostiedi Matlabu. Srovnéani cast tedy neni nejlepsi volbou pro srovnani kvality
implementace nasich funkci. K tomu se mnohem vice hodi pocet iteraci nutny pro nalezeni
spravného reseni.

Testovaci metodika byla nasledujici. Pro kazdou matici a funkei bylo provedeno celkem
5 méfeni, a byla vybrana nejmensi hodnota. Na prvni pohled je zfejmé Ze rozdily v ¢asech
jsou znacné ve prospéch Matlabu. O néco zajimavéjsi je pocet iteraci, kterych bylo potieba
k dosazeni spravného vysledku. Je patrné, ze zde jsou si vysledky velice blizké. Lze tedy
predpokladat, ze pokud bude Octave dale optimalizovano, pfiblizi se nAmi implementované
funkce rychlosti Matlabu.

Pro méfeni jsme tentokrate nepouzili funkce cputime(), ale dle doporuceni na strankach
Matlabu jsme pouzili funkce tic() a toc(). Volanim funkce tic() zapneme ¢asova¢ a volanim
funkce toc() ziskdme cas, jenz ubéhl od posledniho volani funkce tic().

Jelikoz ne vSechny testované soustavy nalezené na MatrixMarket obsahovaly i vektor
FeSeni, byl tento vypocten jako Axones(rows(A),1), kde A byla testovana soustava , druhy
vyraz odpovida vektoru jednicek o po¢tu fadkt shodném s matici A. Vysledky pro vSechny
neznamé by se tedy mély ptiblizovat 1. Pro zajimavost jsme do méfeni zahrnuli i prosté
déleni. Maximalni pocet iteraci byl nastaven na 1 000.

6 Just-in-time
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6.3 Vysledky méreni

Veskeré naméiené udaje shrnuji tabulky 6.1-6.4. Sloupec Cas obsahuje dobu vypoétu
prislusného algoritmu ve vtefinach, sloupec It pak prislusny krok, béhem kterého metoda
nasla feseni. V pripadé, Ze metoda nenasla feSeni v daném poctu iteraci, je zde NA.

Rovnou zde upozornime, Ze implementované algoritmy maji vice variant. Lisi se vza-
jemné poradim operaci a i prostfedi Octave se od prostfedi Matlabu muze liSit, naptiklad
v presnosti provadénych vypocti. Timto si vysvétlujeme drobné rozdily v poctu iteraci
ur¢itych metod v Octave a Matlabu.

Octave bez predpodminéni
bcesstmll | besstm12 pores_3 watt_1
Algoritmus Cas ‘ It | Cas ‘ It | Cas ‘ It Cas ‘ It
bcg 0.0964 | 20 | 0.0778 | 3 | 0.6188 | NA | 0.0386 | 1
cgs 0.0817 | 20 | 0.0644 | 3 | 0.4020 | NA | 0.0347 | 1
bicgstab 0.0767 | 16 | 0.0798 | 3 | 0.5863 | 961 | 0.0346 | 1
prosté déleni || 0.0183 | - | 0.0173 | - | 0.0293 | - | 0.0392 | -

Tabulka 6.1: Octave bez pfedpodminéni.

Matlab bez predpodminéni
bcsstmil1 bcsstm12 pores_3 watt_1
Algoritmus | Cas ‘ It Cas ‘ It Cas ‘ It Cas ‘ It
beg 0.0182 | 20 | 0.0088 | 3 | 0.5382 | NA | 0.0045 | 1
cgs 0.0186 | 18 | 0.0077 | 3 | 0.5820 | NA | 0.0037 | 1
bicgstab 0.0252 | 16.5 | 0.0097 | 2.5 | 0.5663 | NA | 0.0033 | 1
prosté déleni || 0.0004 | - 0.0005 | - | 0.0090 | - | 0.2467 | -

Tabulka 6.2: Matlab bez pfedpodminéni.

V tabulce 6.2 nas mize zaujmout pocet iteraci u metody bicgstab, ktery ve dvou pri-
padech nabyva hodnot 16.5 a 2.5. Toto je pravdépodobné zplisobeno tim, Ze u této funkce
v zavislosti na konkrétni implementaci mizeme provadét zmeénu vysledku dvoukrokové
s postupnym vyhodnocenim podminky, nebo jednokrokové. Matlab pravdépodobné zvo-
lil dvoukrokovy postup a vysledek 16.5 znaci, ze pozadované presnosti bylo dosazeno jiz
v mezikroku.

Asi nejzajimavéjsi jsou matice pores_3, kde se k feSeni blizime jen velmi pomalu. Tato
matice tedy neni ptilis vhodné pro feseni danymi metodami. Oproti tomu matice watt_1 se
zda byt idedlnim kandidatem pro feseni novymi funkcemi. Jeden z dtivodi je pravdépodobné
i ten, Ze soustava ma vice spravnych feSeni.

V nésledujicich méfenich shrnujeme vysledky dosazené za pomoci predpodminéni. Jak
jsme si fekli diive, Octave postrada metody pro preconditining, proto byl preconditioner
vypocitan v Matlabu takto:

> setup.type = ’nofill’;
> P = ilu(A,setup)
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Octave s pfedpodminénim
bcsstmll | besstm12 pores_3 watt_1
Algoritmus Cas ‘ It | Cas ‘ It | Cas ‘ It | Cas ‘ It
beg 0.1043 | 35 | 0.0824 | 3 | 3.5353 | NA | NA | NA
cgs 0.0306 | 1 | 0.0641 | 1 | 3.6968 | NA | NA | NA
bicgstab 0.0316 | 1 | 0.0312 | 1 | 1.6126 | 81 | NA | NA
Tabulka 6.3: Octave s predpodminénim.
Matlab s predpodminénim
bcesstmll | besstm12 pores_3 watt_1
Algoritmus Cas ‘ It Cas ‘ It Cas ‘ It | Cas ‘ It
beg 0.0017 | 1 | 0.0055 | 1 | 1.2158 | 133 | NA | NA
cgs 0.0017 | 1 |0.0045 | 1 | 0.7990 | 121 | NA | NA
bicgstab 0.0018 | 0.5 | 0.0020 | 0.5 | 0.5576 | 79.5 | NA | NA

Tabulka 6.4: Matlab s pfedpodminénim.

kde A je feSend matice a nasledné exportovan do Octave.

V tabulkdch 6.4 a 6.3 mlzeme pozorovat, pozitivni vliv pfedpodminéni na rychlost
konvergence. U vétsiny soustav bylo feseni nalezeno po mensim poctu iteraci. V prostiedi
conditionerem jsou totiz nejprve provedeny operace, které maji usnadnit naslednou fesitel-
nost, jedna se pravé o v sekci 6.1 zminény vypocet inverze a determinantu. Tyto funkce
jsou vSak nanestésti v Octave v soucasné dobé pomérné pomalé a pfestoze muzeme sledo-
vat zmenseni poctu iteraci, ¢as nutny pro nalezeni feSeni se nezkratil. Na mailing listu vsak
jiz padla zminka o probihajicich optimalizacich téchto funkci a proto jsme se je rozhodli
ponechat.

Ve vétsiné méteni bylo prosté déleni rychlejsi nez ndmi implementované algoritmy. Toto
je vSak mozné prisoudit tomu, Ze déleni je velice castd operace a je tedy jiz velice dobte
optimalizovand, navic pravdépodobné napsana v nativnim kédu. Navic, jak jiz bylo zminéno
vyse, ne pro vSechny typy soustav jsou itera¢ni metody vhodné. Nam se podafilo najit pouze
jednu takovou, kde by bylo pouZiti ndmi implementovanych funkci pfinosné.

Pfi srovnani s funkcemi napsanymi v Matlabu si, dle naseho nézoru, vedeme dobfe.
Pocty iteraci jsou vyrovnané a lze tedy predpokladat, Ze s postupnym vylepSenim interpretu
Octave dosdhneme i srovnatelnych casti.
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Kapitola 7

Dalsi implementované funkce

Nad ramec nasi pavodni prace jsme navic implementovali nékteré dalsi funkce, konkrétné
pak skupinu funkci schopnou snadno vykreslovat orientované grafy a funkci treelayout pro
generovani soufadnic, které mohou slouzit jako podklad pro vykresleni grafu. Procedura
treelayout je prostou modifikaci jiz hotové funkce treeplot, proto ji zde nebudeme vénovat
vétsi pozornost a zaméfime se rovnou na problematiku vykresleni orientovaného grafu.

7.1 Analyza problému

-----

Nasledkem toho musi byt schopna pfijimat co mozné nejvice vstupnich parametrd, z nichz
ale povinny bude pouze jediny. Timto jedinym parametrem je prechodova matice popisujici
hrany mezi jednotlivymi vrcholy. Nasledné by tato funkce méla umoznit specifikovat popisky
jednotlivich vrcholi, pozice téchto vrcholtt a mnoho dalsich.

V soucasné verzi pouziva Octave pro vykreslovani grafi nastroje GNU Plot. Po nastu-
dovani dokumentace! k tomuto nastroji vyslo najevo, ze hlavnim cilem tohoto nastroje je
kresba statistickych grafii. Pokud bychom chtéli kreslit graf orientovany, museli bychom ho
vykreslit z jednotlivych grafickych primitiv, coz by bylo naro¢né.

Nasi snahou bylo najit jiny open-source program, ktery by vice vyhovoval nasim po-
tfebam. Vsechny nase pozadavky naplnila skupina utilit z projektu graphviz?, pro ktery
jsme se rozhodli napsat v Octave interface, abychom néasledné mohli vyuzit sluzeb tohoto
programu.

7.1.1 Graphviz

Graphviz se skldda celkem ze ¢tyt utilit. Pro néas pripadaji v ivahu dveé:
e neato a
e dot.

Obeé jsou schopny vykreslit orientovany graf, ale mirné se lisi. Prvni umoznuje pfesné defino-
vat pozici jednotlivych vrcholt a ma Sirsi moznosti v kresleni neorientovanych grafti. Druhé
jmenovana vrcholy pozicovat neumi a je vice optimalizovana pro orientované grafy. Z téchto

"http://www.gnuplot.info/documentation.html
http:/ /www.graphviz.org/
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dvou jsme nakonec zvolili utilitu neato, hlavné z divodu, Ze umoznuje presné specifikovat
pozice vrcholi.

7.2 Navrh reSeni

Utilita neato se ovlada prostfednictvim jazyka dot. Nasim tikolem tedy v prvé fadé je napsat
modul, ktery bude schopen generovat popis grafu v tomto jazyce, predavat ho na vstup pro-
gramu neato a zobrazovat vysledny graf. Nasledné pak mizeme napsat funkce, které budou
tento modul vyuzivat a budou zobrazovat nékteré specidlni typy graf. Pro zobrazeni graf
jsme se nakonec rozhodli pouzit utility display z programu imagemagick, jelikoz je znacné
rozsifend a pravdépodobné bude nainstalovana na velkém mnozstvi unixovych pocitaca.

7.3 Vlastni implementace

Prvnim problémem, ktery musime Tesit, je zptsob predavani parametri. Téchto parametri
je velmi mnoho, jsou riznorodé a jen malokdy povinné. Idealni se ndm pro tento ticel zdalo
pouzit datového typu struktura popsaného v 2.2.4. Tim naplnime vSechny nase potieby
a v budoucnu umoznime velice snadno nové parametry piidat. V rédmci feSeni jsme se
navic rozhodli problém dekomponovat na jednotlivé dil¢i tikoly, které jsme dale rozdélili do
samostatnych funkci. Témito problémy jsou:

e vygenerovani obecného popisu grafu, vrcholu a hran.

e vygenerovani popisu jednotlivich hran.

e vygenerovani popisu jednotlivich vrcholi.

e prebrani vygenerovaného kédu v jazyce dot a zobrazeni vlastniho grafu.

Kazdy z téchto problémi je feSen v samostatné funkci. Samotné zdrojové soubory jsou

soucasti prilohy.

7.4 Porovnani a ukazky grafi

Zde porovname soucasnou funkci gplot s nami napsanou funkci dotplot. Prvni vyhodou
nové implementované funkci dotplot je, Ze i bez explicitniho uvedeni soufadnic je schopna
vykreslit pfehledny orientovany graf. Pro dalsi pfiklady vyuzijeme pfechodové matice:

01000
11000
00110 (7.1)
00010
00111

Graf vykresleny metodou neatoplot bez doplnujicich parametrii je zobrazen na obrazku 7.1.

Zde vyvstava prvni nedostatek funkce gplot, ktera potifebuje parametry miniméalné dva,
pricemz druhym parametrem je pozice jednotlivych vrcholi. Navic, jak vidime na obrazku
7.2, takto vykresleny graf nedosahuje zdaleka prehlednosti grafu naseho, nehledé na to, ze
napiiklad hrana z vrcholu 5 do vrcholu 5 neni vykreslena viibec.
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Obrazek 7.1: Zakladni vystup Obrazek 7.2: Zakladni vystup
funkce neatoplot funkce gplot

Novéa funkce dotplot navic pfidava mnoho volitelnych parametri. Podrobny popis je
mozné ziskat v Octave po vypsani prikazu:

>help dotplot
@deftypefn {Function File} {} dotplot (@var{matrix})
@deftypefnx {Function File} {} dotplot (@var{matrix},@var{position},@var{options})

Zde uvadime pouze ¢ast vypisu, kompletni popis dané procediry je soucasti jejiho zdrojo-
vého souboru.

Zde si predvedeme jenom jednoduchou ukézku, ¢eho je nase funkce schopnéa po zadani
téchto doplnujicich parametrt. Predpokladejme opétovné pouziti prechodové matice 7.1:

options.node{1}.shape = ’box’;
options.node{1}.1label = ’vrhol_A’;
options.node{1}.fontcolor = ’red’;
options.edge{5,4}.fontcolor = ’blue’;
options.edge{5,4}.1label = ’hrana’;

V V. V V V

Na obrazku 7.3 vidime zmény zptisobené pravé dodateénymy agumenty.

Obréazek 7.3: Ukazka formatovani
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7.5 Podpurné funkce

Prestoze funkce dotplot poskytuje velmi dobré vysledky a je schopna mnoho grafi sama
naformatovat do pirehledné podoby, miiZzeme se setkat s potfebou zvolit si vlastni rozlozeni
vrchold. Abychom nemuseli vypisovat pozici vrcholt ruéné, implementovali jsme ¢tyfi po-
mocné funkce:

gplotgen: generuje soufadnice pro funkci gplot a neatoplot, a to takovym zpusobem, aby
vrcholy lezely na kruznici (obrazek 7.4).

gplotgensplit: podobné funkci gplotgen; navic Casti grafu, které nejsou spojité, budou
lezet na samostatnych kruznicich (obrazek 7.5).

gplotgenline: generuje souradnice pro funkci gplot a neatoplot, a to takovym zptsobem,
aby vrcholy lezely na jedné ptimce (obrazek 7.6).

gplotgenlinesplit: podobné funkci gplotgenline; navic Casti grafu, které nejsou spojité,
budou lezet na samostatnych primkach (obrazek 7.7).

Vs8echny vyse jmenované funkce najdou uplatnéné hlavné pfi vizualizaci orientovanych
grafli. Je mozné je pfitom vyuzit pro funkci dotplot i gplot.

Obrazek 7.4: Ukazka vystupu funkce gplotgen
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Obrazek 7.5: Ukazka vystupu funkce gplotgensplit

Y o modet Y
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O

Obrazek 7.6: Ukazka vystupu funkce gplotgenline

<> o

Obrazek 7.7: Ukazka vystupu funkce gplotgenlinesplit

39



Kapitola 8
Zaver

V Gvodu nasi prace jsme se seznamili s programem Octave a jeho historii. Naucili jsme se
jej obsluhovat a Tesit jeho prosfednictvim zakladni algebraické tlohy. Polozili jsme si tak
zéklad k naslednému rozsireni programu Octave o nové funkce, které jsou zapsany prave v
jazyce Octave.

Nasledné jsme se seznamili s problematikou feSeni soustav linarnich rovnic. Popsali jsme
si nékteré postupy a seznamili se s jejich vyhodami i nevyhodami, ukazali jsme si, zZe nékteré
funkce jsou vhodné pro urcitou t¥idu problémil, zatimco pro jinou jsou témér nepouzitelné
s ohledem na ¢asovou slozitost.

V dalsi kapitole jsme zuzitkovali nové nabyté védomosti a prikrocili jsme k praktické
¢asti nasi prace. Nasim cilem bylo implementovat chybéjici funkce, konkrétné pak: treela-
yout, cgs, bicg a bicgstab. Toto se nam podarilo a vSechny jmenovanné se staly soucasti
jadra Octave. Tim je zaruceno, Ze budou Sifeny spolu s programem a dostanou se ke kon-
covym uzivatelim. Napomiizou tak dalsi kompatibilité a pienositelnosti kddu mezi Octave
a Matlabem. V pribéhu této prace jsme navic objevili drobnou chybu ve stavajicim kédu
funkce treeplot, na kterou jsme upozornili jejiho autora, ktery nasledné provedl opravu.

Prestoze jsme se snazili ndmi implementované funkce optimalizovat jak jen to bylo
mozné, nékteré prekazky se nam piekonat nepodafilo. Asi nejvétS$im zklamanim pro nas
bylo zjisténi, Ze interpret jazyka Octave nedosahuje rychlosti interpretu Matlabu. Jednim
z dtvodi je jiz diive zminéna absence JIT kompilace. I zde se vSak situace postupné zle-
psSuje. Do Octave jsou neustéle zaclenovany patche ostatnich vyvojait z nichz nékteré jsou
zameéreny praveé na zlepseni vykonu. Mnoho prace vsak jesté zbyva a jakakoli pomoc je ze
strany vyvojart Octave vitana.

Octave ma ale i silné stranky, mezi nejvyraznéjsi bezpochyby patii svobodnd licence,
pod kterou je tento program sifen. Tato licence zarucuje pravo na pfistup ke zdrojovym
kédum Octave, coz umoziuje jejich studium a napomaha dalsimu rozvoji.

Soucasti nasi prace se nakonec stalo i rozsifeni Octave o zcela novou funkcnost, a to
generovani popisu orientovanych grafi. Toto je nad ramec soucasné funkcénosti Matlabu,
proto nebyly tyto funkce zafazeny pfimo do Octave, ale budou zafazeny do podobného
projektu Octave Forge. Zde jsou udrzovany funkce, jenz nejsou soucasti hlavni distribuce
Octave, ale jsou s ni kompatibilni, coz umoznuje uzivatelim jejich snadnou instalaci a
pouziti.
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Seznam priloh

Dodatek A — Konfigurace studentského serveru Merlin.
Dodatek B — Obsah CD.
Dodatek C — CD.
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Dodatek A

Konfigurace studentského serveru
Merlin

OS — CentOS 5.3 64bit
Pamét — 4 GB RAM
CPU - 2xDual Core Opteron 2216

Pevné disky — 2x150 GB + 2x 300GB HDD
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Dodatek B

Obsah CD

e Zdrojové soubory
e Zdrojové soubory textové zpravy

o Textova zprava
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