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A b s t r a k t 
P r á c e se zabývá problematikou řešení soustavy l ineárn ích rovnic v p r o s t ř e d í číslicového 
poč í t ače . Popisuje zák ladn í p o u ž í v a n é algori tmy s d ů r a z e m na jejich silné a s labé s t r ánky . 
Věnuje se o b e c n ý m p r o b l é m ů m jako je časová s loži tost a p a m ě ť o v á n á r o č n o s t d a n ý c h al
go r i tmů . V závěru popisujeme p r ů b ě h implementace v y b r a n ý c h procedur do a lgebra ického 
s y s t é m u Octave. 

Abstrac t 
This work deals w i th issues l inked to solving system of linear equations i n the environment 
of numerical computer. It describes the fundamental algorithms emphasizing their positive 
as well as negative sides. The work is devoted to general issues such as t ime complexity and 
memory demandingness of given algorithms. In the last part, the process of implementat ion 
of selected procedures into the algebraic system Octave is described. 
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Kapitola 1 

Úvod 

S rozvojem naš ich zna los t í ve všech vědních oborech jde ruku v ruce p o t ř e b a bý t schopen 
p rovádě t s t á le náročně jš í výpoč ty . Ne v ž d y m á m e k dispozici h a r d w a r o v é vybaven í schopné 
p rovádě t mi l ia rdy operac í za v t e ř inu , č a s t o by ani t a k o v ý výkon nes tač i l . P ro to h l e d á m e 
cesty, jak p r o v á d ě t všechny typy ope rac í co m o ž n á nejefektivněji . 

M e z i p rob lémy, se k t e r ý m i se v praxi p o t k á v á m e , p a t ř í i řešení soustav l ineárn ích rovnic. 
V konk ré tn í ch s i tuac ích j iž nen í vý j imkou řešení soustav o 10 000 a více n e z n á m ý c h . Takové 
soustavy je s ohledem na časovou složi tost a paměťovou n á r o č n o s t ob t í žné řeši t k las ickými 
postupy. Navíc lze p ř e d p o k l á d a t , že velikost soustav, k t e r é budeme nuceni řeši t , bude s tá le 
n a r ů s t a t . 

Jako typ ický p ř ík l ad t akové to rozsáhlé ú lohy m ů ž e m e uvés t aplikaci metody konečných 
p r v k ů 1 . M e t o d a konečných p r v k ů je n u m e r i c k á metoda, jejíž pr incip je za ložen na p ř e v o d u 
spo j i t ého modelu do modelu t v o ř e n é h o k o n e č n ý m p o č t e m p r v k ů . Se vzrůs ta j íc í hustotou 
t ěch to p r v k ů pak v z r ů s t á i p ře snos t nás l edných v ý p o č t ů . Tato metoda se využ ívá n a p ř í k l a d 
k simulaci deformací , p r o u d ě n í tepla nebo n a m á h á n í kons t rukc í . 

P r o b l é m u řešení soustav l ineárn ích rovnic se budeme věnova t i obecněj i . P o p í š e m e si 
ne jznámějš í postupy a provedeme diskuzi jejich v ý h o d a n e v ý h o d . Jak si to t i ž u k á ž e m e pro 
konk ré tn í p ř í p a d y m ů ž e bý t jeden algoritmus výhodně j š í než algoritmus d ruhý . U v y b r a n ý c h 
a lgo r i tmů si p o p í š e m e i jejich časovou složi tost a paměťovou n á r o č n o s t . 

P o m ě r n ě za j ímavou technikou, k t e r á m ů ž e za j i s tých okolnos t í z j ednoduš i t řešení sou
stavy l ineárn ích rovnic, je t a k z v a n é p ř e d p o d m í n ě n í , anglicky preconditioning. P ř i použ i t í 
t é t o techniky dosahuj í zpravidla i t e račn í algoritmy rychlejší konvergence a dosažené řešení 
je m é n ě náchy lné na chyby vzniklé v d ů s l e d k u zaokrouh lován í . 

P ro u s n a d n ě n í numer i ckých v ý p o č t ů existuje celá ř a d a n á s t r o j ů , mezi j i nými n a p ř í k l a d 
Octave, což je open-source program sloužící ke s lož i tým n u m e r i c k ý m v ý p o č t ů m . Je p o d o b n ý 
M a t l a b u a ve velké mí ře je s n í m kompa t ib i l n í . Je tedy p r a v d ě p o d o b n é , že program n a p s a n ý 
pro M a t l a b p ů j d e spustit v Octave a naopak. 

Pro p r v o t n í s eznámen í se s Octave je v h o d n é navš t ív i t domovskou s t r á n k u pro jek tu 2 . 
Zde je uce leně na jednom m í s t ě k dispozici dokumentace k Octave, odkaz na e-mailovou 
konferenci, p řes kterou je pak m o ž n é komunikovat s vývojá ř i , sekce poskytu j íc í informace 
d o b r o v o l n í k ů m př i sp íva j íc ím do Octave, a v nepos ledn í ř a d ě jsou zde i zdro jové kódy. Z nich 
m ů ž e m e kompi lac í z ískat spustitelnou aplikaci . Druhou variantou je s t ažen í j iž zkompi lované 
verze Octave pro n á š ope račn í sy s t ém. V ě t š i n a l inuxových d i s t r ibuc í m á Octave ve svém 

1 http: //en. wikipedia.org / wiki/Finite_element _method 
2http://www.gnu.org/software/octave/ 
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r epos i t á ř i softwaru. Verz i pro dalš í ope račn í sys témy, n a p ř í k l a d Windows nebo M a c Os X , 
je m o ž n é získat ze s t r á n e k Octave Forge 3 , kde je i mnoho dalš ích rozší ření pro Octave. 

Jak jsem již zmíni l výše , Octave je open-source, což z n a m e n á , že k dispozici jsou i jeho 
zdrojové kódy. To p ř ináš í celou ř a d u v ý h o d . Zdrojové k ó d y je m o ž n é studovat, vy lepšova t a 
po p ř e k l a d u s p o u š t ě t i na j iných p l a t fo rmách . Toto vše je u aplikace, k t e r á je š í řena pouze 
ve své b i n á r n í p o d o b ě , velice ob t í žné a v n ě k t e r ý c h p ř í p a d e c h dokonce n e m o ž n é . 

Cí lem t é t o p r á c e je ve spo lup rác i s firmou R e d Hat implementovat n ě k t e r é chybějící 
funkce do n á s t r o j e Octave. J e d n á se p ř e v á ž n ě o funkce spo jené p r á v ě s ř e šen ím soustav 
l ineárních rovnic. K o n k r é t n ě pak: 

• BiConjugate Squared M e t h o d 

• Conjugate Gradient Squared M e t h o d 

• BiConjugate Squared Stabil ized M e t h o d 

P r á c e je nav íc rozš í řena o několik oprav v j iž s t áva j í c ím k ó d u a implementaci funkce 
pro vykres lení o r i en tovaného grafu. Jak se to t i ž ukáza lo , v Octave nejsou n á s t r o j e , k t e ré 
by už iva te l i daly jednoduchou m o ž n o s t t a k o v ý graf komfor tně vykresl i t . Procedura gplot 
se ukáza l a jako zcela n e v h o d n á , proto jsme by l i nuceni na j í t j iný n á s t r o j , k t e r ý by uživate l i 
dovoli l co m o ž n á ne j jednoduše j i vykresli t o r i en tovaný graf a t í m snadno vizualizovat něk t e r é 
p řechodové matice. P r o tuto vizual izaci je nav íc m o ž n é použ í t dalš í i m p l e m e n t o v a n é funkce, 
k t e r é vygeneruj í n ě k t e r é z p o ž a d o v a n ý c h rozložení vrcholů . 

3http://octave. sourceforge.net/ 
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Kapitola 2 

Octave 

V t é t o kapitole se s e z n á m í m e s programem Octave, jeho p ů v o d e m a his tor i í . N a u č í m e se, jak 
s programem pracovat, ov láda t ho a j a k ý m z p ů s o b e m p s á t j e d n o d u c h é funkce. V nepos ledn í 
ř a d ě si ř e k n e m e i něco m á l o o nás t ro j í ch pro h l edan í chyb, k t e r é jsou v Octave d o s t u p n é , a 
k t e r é n á m mohou v mnoha p ř í p a d e c h usnadnit p rác i . N a závěr si p o v í m e o z p ů s o b u , j a k ý m 
jsou funkce v Octave organizovány. 

2.1 Octave jako program 

G N U Octave je program sloužící ke s lož i tým n u m e r i c k ý m v ý p o č t ů m . Je p lně ov lada t e lný 
z př íkazové řádky , avšak existuj í i nadstavby, k t e r é p ř idáva j í grafické rozh ran í . Je t v o ř e n 
m n o ž s t v í m m o d u l ů , jež reprezen tu j í j edno t l ivé funkce, k t e r é Octave nabíz í s v ý m už iva t e lům. 
T y t o moduly mohou bý t n a p s á n y v celé škále různých j a z y k ů jako jsou C , C + + nebo 
Fortran. 

V z n i k programu Octave se datuje k roku 1988. B y l vyvinut na dvou amer ických uni
verz i tách , k o n k r é t n ě Univers i ty of Wiscons in-Madison a Univers i ty of Texas. C í lem bylo 
s tvoř i t výukový n á s t r o j pro snazší v ý p o č t y spo jené s chemickými reakcemi. H l a v n í m cí
lem projektu bylo d á t s t u d e n t ů m k dispozici p ros t ř ed í , k t e r é by je oprostilo od p r o b l é m ů 
spo jených s p r o g r a m o v á n í m na nižší ú r o v n i - j a k o jsou p r á c e s p a m ě t í a p r o b l é m y spo jené 
s p ř e k l a d e m apl ikací . T í m mě l zá roveň u m o ž n i t sous t ř ed i t se pouze na čás t n á v r h u algori tmu 
a p roveden í v l a s tn ího v ý p o č t u . 

Další podrobnosti o histori i je m o ž n é získat p ř í m o na s t r á n k á c h projektu 1 , odkud byla 
p ř e v z a t a i tato podkapitola . 

2.2 Základy jazyka Octave 

Jazyk Octave je p o d o b n ý Pascalu a do velké m í r y s h o d n ý s jazykem M a t l a b u , s k t e r ý m se 
snaží bý t co m o ž n á nejvíce kompa t ib i l n í . M á ves tavěný garbage collector, což je n á s t r o j , 
k t e r ý h l e d á paměť , na kterou neodkazuje ž á d n á uživate l i p ř í s t u p n á reference. Takovou 
paměť pak označuje jako volnou a použ ívá j i pro uložení nových dat. 

S t a n d a r d n ě je Octave s p o u š t ě n o v i n t e r a k t i v n í m rež imu. To z n a m e n á , že ihned po spu
š tění programu m ů ž e m e z a d á v a t p ř íkazy na s t a n d a r d n í vstup a ze s t a n d a r d n í h o v ý s t u p u 
číst výsledky. 

xhttp: / / www.gnu.org/software/octave/about.html 
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V t é t o kapitole budeme d o d r ž o v a t konvenci, kdy n á m i z a d a n ý vstup v Octave bude p s á n 
strojopisem a p ř e d c h á z e t m u bude znak „>" . Ř á d k y , k t e r é t í m t o znakem nezač ína j í a jsou 
p s á n y strojopisem, jsou výp i sy programu Octave. 

2.2.1 K o m e n t á ř e 

K o m e n t á ř e jsou v Octave uvedeny znakem # nebo % a pokraču j í až do konce ř á d k u . V inter
a k t i v n í m rež imu n e m a j í velký v ý z n a m , používa j í se h l av n ě př i p s a n í funkce. To je obzv láš tě 
dů lež i té pro s p r á v n ý chod funkce help, k t e r á je součás t í Octave. Tato funkce je schopna číst 
k o m e n t á ř e ve zdro jových souborech a pokud jsou v tomto souboru nalezeny k o m e n t á ř e 
d a n é h o typu, zobraz í už ivate l i zák ladn í informace pro s p r á v n é použ i t í d a n é funkce. M e z i 
j i nými n a p ř í k l a d popis v s t u p n í c h a v ý s t u p n í c h p a r a m e t r ů . 

2.2.2 P r v n í p ř í k a z y 

M e z i ne j j ednodušš í operace, k t e r é m ů ž e m e v Octave provés t , p a t ř í v y h o d n o c e n í matema
t ického vý razu . 

> 1 + 1 
ans = 2 

Octave vý raz v y h o d n o t í a vypíše jeho výsledek. P o k u d za výraz n a p í š e m e s t ř edn ík , 
výpis je p o t l a č e n a neprovede se. V tomto p ř í k l a d u se nav íc stalo to, že výs ledek b y l u ložen 
do p r o m ě n n é ans. O t om si ale více p o v í m e v dalš í sekci. 

2.2.3 P r o m ě n n é 

V předchoz í sekci jsme si ukázal i , j a k ý m z p ů s o b e m m ů ž e m e s p o č í t a t hodnotu vý razu . 
V praxi v šak čas to p o t ř e b u j e m e tuto hodnotu n ě k d e uchováva t pro dalš í použ i t í . K tomu 
slouží p r o m ě n n é . P r o m ě n n á je p o j m e n o v a n é m í s t o v p a m ě t i , na k t e r é b y l u ložen náš vý
sledek nebo j i n á hodnota. K tomuto výs ledku se pak m ů ž e m e v r á t i t a znovu ho použ í t . 
P r o m ě n n o u zavedeme p r o s t ý m p ř i ř a z e n í m vý razu , n a p ř í k l a d takto: 

> a = 1 
a = 1 

T í m jsme vytvoř i l i p r o m ě n o u a s hodnotou 1. Vzh ledem k tomu, že výs l edkem operace 
př i řazen í je hodnota v ý r a z u na p ravé s t r a n ě , o z n á m í n á m Octave hodnotu výp i sem, jako 
by se jednalo o výs ledek jakékol i j iné operace. P ř i definování p r o m ě n n é n e m u s í m e u v á d ě t 
její typ. Octave je jazyk dynamicky t y p o v a n ý a typ p r o m ě n n é se tedy detekuje s á m za b ě h u 
programu. M e z i v Octave p o d p o r o v a n é d a t o v é typy pa t ř í : 

r e á l n é č í s l o ( nap ř ík l ad 3.14), 

k o m p l e x n í č í s l o ( nap ř ík l ad 3.14 + H), 

matice (tomuto se budeme věnova t pozděj i ) , 

ř e t ě z e c ( nap ř ík l ad ' ř e tězec ' ) , 

struktura (tomuto typu bude věnována s a m o s t a t n á sekce), 
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pole b u n ě k (tento d a t o v ý typ v naš í p rác i nenaše l u p l a t n ě n í , zde tedy o d k á ž e m e zá jemce 
na dokumentaci 2 ) . 

Pokud nyní budeme cht í t s p r o m ě n o u a pracovat, m ů ž e m e napsat př íkaz: 

> b = a + 1 
b = 2 

čímž jsme provedli nové p ř i ř azen í výs ledku do p r o m ě n n é b. 
S p r o m ě n n ý m i jsme se již setkali v sekci 2.2.2, kde jsme si uvedli p ř ík lad , kdy by l 

výs ledek u ložen do p r o m ě n n é ans. To je speciá ln í p r o m ě n n á , kam Octave u k l á d á vždy 
pos lední výsledek, k t e r ý nebyl u ložen j inam. 

V n a š e m projektu budeme čas to pracovat s mat icemi. M a t i c i m ů ž e m e vy tvo ř i t výp i sem 
j edno t l i vých p r v k ů , kdy p rvky ve s loupcích jsou oddě leny čá rkou nebo mezerou a j edno t l ivé 
ř á d k y jsou oddě leny s t ř edn íkem: 

> A = [1,2; 3 4] 
A= 
1 2 
3 4 

T í m jsme vytvoř i l i mat ic i o rozměrech 2 x 2 . P o k u d chceme vy tvo ř i t specifickou mat ic i , 
n a p ř í k l a d nulovou mat ic i , m ů ž e m e si pomoci n ě k t e r ý m i funkcemi jako n a p ř í k l a d zeros() 
nebo onesQ. 

K j e d n o t l i v ý m p r v k ů m p ř i s t u p u j e m e volán ím: 

>A(m,n); 

kde m je číslo ř á d k u a n číslo sloupce. 

Velice j e d n o d u š e t a k é z j is t íme r o z m ě r y matice vo lán ím funkcí rows() a columns(). S ma
t icemi m ů ž e m e dá le v y k o n á v a t operace jako je násoben í , dělení , sč í t án í a odč í t an í . N a p ř í k l a d 
ná soben í by mohlo vypadalo takto: 
> A * [2,3;4,5] 
ans = 
10 13 
22 29 

Octave u m í mimo výše p o p s a n ý c h zák ladn ích operac í i operace pokroči le jš í . Z ne jpoužíva-
nějších t ř e b a : 

• v ý p o č e t inverzní matice (funkce invQ) 

• v ý p o č e t t r a n s p o n o v a n é matice (funkce transQ) 

• v ý p o č e t hodnosti matice (funkce rank() ) 

• v ý p o č e t determinantu matice (funkce detQ) 

V ý p o č e t determinantu by v praxi mohl vypadat n a p ř í k l a d takto: 

> det([2,3;4,5]) 
ans = -2 

2http://www.gnu.org/software/octave/doc/interpreter/Cell-Arrays.html 
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Pokud chceme, m ů ž e m e n ě k t e r é ma t i cové operace p r o v á d ě t i po prvc ích matice, čehož 
docí l íme tečkou p ř e d d a n ý m o p e r á t o r e m . T í m se rozumí , že operace bude provedena nad 
k a ž d ý m prvkem p r v n í matice a ko respondu j í c ím prvkem, tedy prvkem na s te jných souřad
nicích v mat ic i d r u h é . Zde je p ř ík lad , jak by t aková operace vypadala: 

> [1 i;3 4] .* [2,3;4,5] 
ans = 
2 3 
12 20 

Tato vlastnost je velice dů lež i t á , jelikož je d o b ř e op t ima l i zovaná . O tom se ale více z m í n í m e 
v n ě k t e r é z dalš ích kapi tol . 

2 . 2 . 4 S t r u k t u r y 

V n ě k t e r ý c h p ř í p a d e c h p o t ř e b u j e m e data více strukturovat, č a s t o bychom chtěl i data, k t e r á 
spolu úzce souvisí , uchováva t pospolu v j e d n é d a t o v é s t r u k t u ř e . Mat i ce je k tomu n e v h o d n á , 
jelikož m ů ž e obsahovat hodnoty pouze jednoho typu. N a m í s t o matice lze v t a k o v é m p ř í p a d ě 
uží t struktury, kterou v y t v o ř í m e takto: 

> S.a = 1 
S = 
{ 

a = 1 
} 

Zde v id íme , že s tač í uvés t n á z e v struktury, nás leduje t ečka a index, do něhož chceme 
uložit hodnotu. Tva r s t ruktury nen í n u t n é nikde expl ic i tně deklarovat, jelikož je t v o ř e n dy
namicky za b ě h u programu. P o d í v e j m e se dá le na následuj íc í p ř íkaz p rovedený nad struk
turou v y t v o ř e n o u výše: 

> S.b.b = 'popisek' 
S = 
{ 

a = 1 
b = 
{ 

b = popisek 
} 

} 

Vid íme , že Octave n á s neomezuje pouze na uchováván í numer i ckých dat a že s t ruktury 
lze l ibovolně vnořova t . 

V Octave je s t ruktur využ i to n a p ř í k l a d u funkce mktimeQ, k t e r á ze s t ruktury obsahuj íc í 
informace o datu j a k ý m i jsou n a p ř í k l a d rok, den a měsíc v r á t í unixovou hodnotu č a s u 3 . Více 
informací o t é t o funkci m ů ž e m e získat po v y p s á n í p ř íkazu: 

> help mktime 
3http: / / en.wikipedia.org/wiki/Unix_time 
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2 . 2 . 5 Ř í z e n í t o k u p r o g r a m u 

V Octave m á m e klasickou p o d m í n k u : 

if E X P R E S S I 0 N 1 
STATEMENT1 

elseif E X P R E S S I O N 2 
STATEMENT2 

else 
STATEMENT3 

endif 
Zde se p o s t u p n ě vyhodnocu j í v ý r a z y EXPRESSI0N1 až EXPRESSION_N a v y k o n á se p rávě 
ta vě tev programu, k t e r á nás leduje o k a m ž i t ě za p r v n í m v ý r a z e m EXPRESSION, k t e r ý vrac í 
j inou než nepravdivou hodnotu (falše). Jako falše jsou vyhodnoceny hodnoty: 

• 0 - nula, 

• " - p r á z d n ý ře tězec , 

• {} - p r á z d n á struktura, 

• [] - p r á z d n ý vektor nebo vektor j iných hodnot, k t e r é se vyhodnocu j í jako falše. 

Všechny o s t a t n í hodnoty lze pak c h á p a t jako p ravd ivé (true). 
V p ř í p a d ě p o r o v n á n í dvou hodnot je př i sp r ávnos t i p o r o v n á n í hodnota tohoto v ý r a z u 1 

(tedy true), v o p a č n é m p ř í p a d ě pak 0 (tedy falše). 
Pokud ani jeden z v ý r a z ů EXPRESSI0N1 ... EXPRESSION_N v p o d m í n c e n e n a b ý v á hod

noty true, hodnoty provede se čás t k ó d u v bloku else. Tento blok je však nepovinný , s te jně 
jako bloky e l s e i f . 

2 . 2 . 6 C y k l y 

V Octave m á m e dva druhy cyklů - p o č í t a n ý a nepoč í t aný . 
P o č í t a n ý cyklus v y p a d á takto: 

a = 1 
for iter =1:10 

a = a*iter 
end 

V ý r a z 1:10 se v y h o d n o t í jako vektor [1,2,3,4,5,6,7,8,9,10] a p r o m ě n n á iter pak po
s t u p n ě n a b ý v á všech hodnot tohoto vektoru. P r o všechny tyto hodnoty se n á s l e d n ě provede 
tě lo cyklu . 

N e p o č í t a n ý cyklus m á dvě varianty. P r v n í varianta s p o d m í n k o u na z a č á t k u m á tvar: 
while E X P R E S S I O N 

STATEMENT 
end 

Tělo cyk lu se provádí , dokud m á vý raz EXPRESSION pravdivou hodnotu. 
D r u h á varianta s p o d m í n k o u na konci m á tvar: 

do 
STATEMENT 

until E X P R E S S I O N 
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Tělo cyk lu se p rovád í , dokud m á vý raz EXPRESSION nepravdivou hodnotu. V tomto 
p ř í p a d ě se tě lo provede m i n i m á l n ě jednou. 

2.2.7 F u n k c e 

V Octave m ů ž e m e využ íva t celou ř a d u ves tavěných funkcí. N a p ř í k l a d v ý p o č e t determinantu 
matice by mohl vypadat takto: 
> det([ 1,2 ; 3,4]) 

N ě k t e r é operace pro p rác i s mat icemi jsme si j iž popsali v sekci 2.2.3. K dispozici m á m e 
n a p ř í k l a d i funkce pro p ř e v o d z des í tkové soustavy do b i n á r n í (dec2bin()) a z b i n á r n í do 
des í tkové (bin2dec()). P r o k o m p l e t n í seznam funkcí doporuču j i n a h l é d n o u t do m a n u á l u , 
k t e r ý je k d o s t u p n ý i v e lekt ronické p o d o b ě 4 . 

Za pozornost s toj í , že v Octave se všechny parametry funkcím p ředáva j í hodnotou. 
N e v ý h o d o u tohoto p ř í s t u p u je, že čas to docház í ke z b y t e č n é m u kopí rování obsahu p a m ě t i , 
což funkce zpomaluje. N a druhou stranu pro skupinu už iva te lů , pro k t e r é je Octave u rčeno , 
je toto p r a v d ě p o d o b n ě př i rozenějš í chování , jelikož všechny funkce jsou prosty vedlejších 
úč inků . Nav íc interpret je schopen toto kopí rování do u rč i t é m í r y omezit. 

Pokud n á m i p o ž a d o v a n á funkcionalita v Octave j e š t ě nen í obsažena , n a p ř í k l a d z d ů v o d u 
příliš specifických p o ž a d a v k ů , m ů ž e m e si p o t ř e b n o u funkci napsat sami. Funkce definujeme 
p o m o c í kl íčových slov function a endfunction. 

>function [0utl,0uT2,...OutN] = jmenoFunkce(lni,In2,...InN) 
>. . . 
>endfunction 

P o č e t v s t u p n í c h i v ý s t u p n í c h p a r a m e t r ů nen í p e v n ě d á n a je m o ž n é p ř e d a t jen čás t para
m e t r ů , jejich p ře sný p o č e t je pak u v n i t ř funkce p ř í s t u p n ý v p r o m ě n n ý c h nargin pro v s t u p n í 
parametry a nargout pro parametry v ý s t u p n í . 

V n ě k t e r ý c h p rog ramovac í ch jazycích , n a p ř í k l a d v jazyce c, se m ů ž e m e setkat s pojmem 
ukazatel na funkci. Takový ukazatel je p r o m ě n n á obsahuj íc í adresu p a m ě t i , na k t e r é se 
nacház í d a n á funkce. P ř e s tento ukazatel pak m ů ž e m e funkci s p o u š t ě t bez toho, aniž bychom 
znali její název . Zároveň je m o ž n é hodnotu tohoto ukazatele m ě n i t a t í m m ě n i t i funkci, 
k t e r á se bude v y k o n á v a t . Toho jsme schopni docíl i t i v Octave takto: 

> fce = @det; 

P ř e d n á z e v funkce u m í s t í m e znak @ a výs ledek nás l edně u lož íme do p r o m ě n n é . 
Pokud se n á m v programu vyskytuje j ednoduchý , č a s to se opakuj íc í vý raz , je m o ž n é ho 

zapsat p o m o c í a n o n y m n í funkce ( též se použ ívá vý raz lambda funkce). A n o n y m n í funkce 
se definuje bez kl íčového slova function a m í s t o j m é n a použ i j eme opě t znak @. V ý r a z pak 
uvedeme za touto dek la rac í . N á v r a t o v á hodnota funkce je hodnota tohoto vý razu : 

> @(Inl,In2,...InN) EXPRESION; 

Je v idě t , že možnos t i , k t e r é tato vlastnost poskytuje, nejsou příl iš široké a jsou spíše 
na ú rovn i makra . P ř e s t o si své m í s t o najde, n a p ř í k l a d př i z adávan í j e d n o d u c h ý c h p o d m í 
nek, k t e r é využ i j eme př i p san í filtrů. V e l m i už i t ečné jsou tyto funkce t a k é v p ř í p a d ě , že 

4http: / / www.gnu.org/software / octave / doc / interpreter / 
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píšeme ně jakou funkci, u v n i t ř k t e r é jsme nuceni p o u ž í t j iž hotovou ves tavěnou funkci, k t e r á 
jako jeden ze svých a r g u m e n t ů p ř e b í r á p rávě funkci. N a p ř í k l a d pokud p o t ř e b u j e m e pro
vést numerickou integraci za použ i t í funkce quad(), n e m u s í m e v y t v á ř e t integrovanou funkci 
v g lobá ln ím j m e n n é m prostoru, ale m ů ž e m e si pomoci p rávě a n o n y m n í funkcí: 

>quad (@(x) sin (x) + sin(x~2), 0, 3)); 

Popis h l a v i č k y 

Jak jsme se zmíni l i v sekci o komen tá ř í ch , je d o b r é u n á m i p s a n ý c h funkcí d o d r ž o v a t j i s té 
konvence v psan í k o m e n t á ř ů . P ř e d každou n á m i napsanou funkcí by mě l bý t spec iá lně 
fo rmá tovaný k o m e n t á ř , pro k t e r ý p la t í : 

1. K o m e n t á ř se nacház í p ř e d samotnou funkcí a k a ž d ý ř á d e k zač íná znaky '## '. 

2. P r v n í ř á d e k m á tvar: 

## -*- texinfo -*-

3. N a d r u h é m ř á d k u uvedeme podobu volání funkce s m i n i m á l n í m m o ž n ý m p o č t e m 
v s t u p n í c h p a r a m e t r ů : 

## Odeftypefn {Function File} {} jmenoFunkce (Ovar{parami]-) 

4. N a t ř e t í m ř á d k u m ů ž e m e uvés t , jak v y p a d á volání funkce se všemi n e p o v i n n ý m i pa
rametry: 

## Odeftypefnx {Function File} {} jmenoFunkce (@var{paraml},...@var{paramN)-) 

5. Nás ledu je popis funkce: 

## popis 

6. Dá le pak popis j edno t l i vých a r g u m e n t ů : 

## popis @var{paramlj- parametru 1 
## popis @var{paramNj- parametru N 

7. P o t é nás leduje volný řádek : '## '. 

8. Dá le je zde popis n á v r a t o v ý c h hodnot: 

## popis výstupniho parametru @var{outl} 
## popis výstupniho parametru @var{out2} 

9. A celý výpis ukonč íme ř á d k e m : 

@end deftypefn 
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2.2.8 H l e d á n í chyb 

P ř i p san í v las tn ích funkcí je čas to p o t ř e b a p r o v á d ě t opt imal izaci a h l edán í chyb. K tomu se 
běžně použ ívá aplikace n a z ý v a n á debugger. U kompi lovaných j a z y k ů je vě t š inou n u t n é , aby 
aplikace byly zkompi lovány spec iá ln ím z p ů s o b e m , k t e r ý u s n a d ň u j e h l edán í chyb a umožňu je 
p ř í s t u p k d o d a t e č n ý m in fo rmac ím. U skr ip tovac ích j a z y k ů a j a z y k ů fungujících v p r o s t ř e d í 
v i r t u á l n í h o stroje je situace j e d n o d u š š í . Vě t š inou jsme schopni tyto informace z ískávat bez 
větš ích po t íž í . Octave lze t a k é p ř e p n o u t do ladíc ího r ež imu a t í m si u lehči t v ý v o j . Slouží 
k tomu trojice p ř íkazů : 

• debug-on-warning(l) : P ř e p n e Octave do ladíc ího r ež imu př i v ý s k y t u chyby ú rovně 
warning, což je chyba, se kterou se Octave dokáže v y p o ř á d a t bez naš í pomoci , ale 
p r a v d ě p o d o b n ě značí chybu v algoritmu. 

• debug-ori-error( 1) : P ř e p n e Octave do ladíc ího r ež imu př i v ý s k y t u chyby ú rovně error. 
Toto jsou chyby, ze k t e r ý c h se Octave zotavit nedokáže a algoritmus se zas tav í . 

• dbstop('jmenoFunkce',l): P ř e p n e Octave do ladíc ího rež imu u v n i t ř funkce jmeno-
Funkce na ř á d k u 1. Nutno dodat, že číslo ř á d k u , na k t e r é m dojde k p ř e p n u t í do ladí
cího rež imu, je pouze o r i en tačn í ú d a j . Octave p rovád í r ů z n é optimalizace př i p ř e k l a d u 
a tato hodnota tedy m á l o k d y o d p o v í d á s k u t e č n é m u číslu ř á d k u v zd ro jovém kódu . 

V lad íc ím rež imu jsme schopni nechat si vypsat obsah l ibovolné p r o m ě n n é p r o s t ý m vy
p s á n í m jej ího n á z v u . Tak též m ů ž e m e krokovat algoritmus vo lán ím funkce dbnext. P ř e s t o ž e 
se zdá na p r v n í pohled tento postup nepří l iš pohod lný , poskytuje n á m mnoho už i t ečných 
informací a je p lně pos tačuj íc í . 

2.2.9 O r g a n i z a c e m o d u l ů 

Jako jednu z v ý h o d sk r ip tovac ího j azyka Octave jsme si uvedli , že nen í n u t n é nové funkce 
p ř e k l á d a t . T y t o funkce jsou n a č t e n y automaticky a i n t e r p r e t o v á n y za b ě h u programu. A b y 
však bylo m o ž n é tyto funkce nač í s t a interpretovat, mus í bý t u loženy v souborech s t e jného 
j m é n a s p ř í p o n o u m. N a p ř í k l a d funkce bcg tedy bude u ložena v souboru bcg.m. Tento soubor 
pak mus í bý t u ložen v jednom z p ř e d e m def inovaných ad re sá řů . Seznam t ě c h t o a d r e s á ř ů lze 
získat p ř í k a z e m path(). P ř í k a z e m addpath(adresář) jsme schopni do tohoto seznamu ad re sá ř 
p ř i d a t , p ř í k a z e m rmpath(adresář) pak m ů ž e m e a d r e s á ř ze seznamu odstranit. 
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Kapitola 3 

Řešení soustav lineárních rovnic 

V t é t o kapitole si p o p í š e m e p r o b l é m řešení soustav l ineárn ích rovnic a p ř e d s t a v í m e si něk t e r é 
použ ívané postupy. Provedeme s rovnán í t ě ch to a lg o r i tmů a p o p í š e m e jejich silné a s labé 
s t r ánky . 

3.1 Úvod do problematiky 

Řešení soustav l ineárn ích rovnic je p r o b l é m , se k t e r ý m se s e t k á v á m e ča s to nejenom v ma
tematice, ale i v mnoha j iných vědních odvě tv ích . P ř e s t o ž e se m ů ž e z d á t , že v tomto s m ě r u 
není m o ž n é a snad ani n u t n é v y h l e d á v a t nové postupy, opak je pravdou. S p o s t u p u j í c í m 
pokrokem ve všech vědních d isc ip l ínách v y v s t á v á p o t ř e b a řešení rozsáhlejš ích p r o b l é m ů 
s ros touc í p řesnos t í . 

3.2 Časová složitost 

Dnes j iž nejsou výj imkou soustavy o 10 000 p r o m ě n n ý c h . U nich se ve velké mí ře p ro jev í 
časová složi tost p o u ž i t é h o algoritmu. N a p ř í k l a d algoritmus s časovou s loži tost í O (n 3 ) bude 
muset vykonat 1 000 000 000 000 operac í . P o č e t operac í prudce n a r ů s t á a m ů ž e m e se dostat 
do stavu, kdy se doba pro řešení p r o b l é m u pro n á s stane neakceptovatelnou, obzv láš tě 
p rovádíme- l i d a n ý v ý p o č e t opakovaně . 

Ř e š e n í m m ů ž e bý t získání výkonnějš ího hardwaru, ale t í m vy řeš íme jenom nás ledky, ne 
s a m o t n ý p r o b l é m . Navíc výkonnějš í hardware je čas to d r a h ý a ne v ž d y dos tupný . M n o h e m 
výhodně j š í je tedy zvolit t a k o v ý postup, k t e r ý by snížil časovou n á r o č n o s t . P o k u d bychom 
pro výše z m í n ě n ý p ř ík l ad našl i postup s časovou s loži tos t í O (n2), celkový p o č e t ope rac í by 
by l 10 OOOkrát menš í . 

3.3 Paměťová náročnost 

P r o b l é m s č a s e m z m í n ě n ý v předeš lé sekci v šak není j e d i n ý m p r o b l é m e m , se k t e r ý m se 
m u s í m e v y p o ř á d a t . D r u h ý m , n e m é n ě v ý z n a m n ý m p r o b l é m e m je paměťová n á r o č n o s t . Veš
kerá data p o t ř e b n á pro chod algori tmu je n u t n é uchováva t v p a m ě t i . V p ř í p a d ě nedostatku 
p a m ě t i docház í ke swapován í , což dá le zpomaluje b ě h programu. Budeme p ř e d p o k l á d a t , že 
v n e j j e d n o d u š š í m p ř í p a d ě j ed iné , co budeme uchováva t , je v las tn í soustava rovnic. Taková 
soustava bez d o d a t e č n ý c h op t imal izac í s p o t ř e b u j e O (n * (m + 1)) p a m ě t i , kde n je p o č e t 
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rovnic a m p o č e t n e z n á m ý c h . Pro to i zde budeme hledat z p ů s o b , jak tuto soustavu uloži t 
efektivněji a paměťovou n á r o č n o s t tak sníži t . 

3.4 Základní pojmy 

Nejprve si vysvě t l íme zák l adn í pojmy, k t e r é se budou vyskytovat v nás leduj íc ím textu, 
abychom s n imi mohl i dá le pracovat. 

3.4.1 Soustava rovnic 

M ě j m e jako p ř ík l ad soustavu rovnic: 

a\\X\ + a\2X2 + . . . + a \ n x n = b\ 

a2\xi + 0,22X2 + • • • + a2nXn = b2 

• (3-1) 

OmlX\ ~\~ Om2X2 • • • OmnXn — bm 

Toto je o b e c n á soustava m rovnic o n n e z n á m ý c h a vektorem p r a v ý c h stran b. C í lem 
řešení je na j í t t akové hodnoty n e z n á m ý c h x\,... ,xn, kdy budou sp lněny všechny rovnosti . 

3.4.2 T r a n s p o n o v a n á mat ice 

Pojem t r a n s p o n o v a n á matice, k t e r ý si nyní zavedeme, nacház í využ i t í n a p ř í k l a d ve funkci 
bicg, p o p s a n é v sekci 3.6.3. 

Nechť A = (dij) je matice typu m x n. Pak matice AT = (ajj) je typu n x m, kde 

T _ 
aij ~ aji 

pro i G { 1 , 2 , . . . m} aj G {1, 2 , . . . n} , se n a z ý v á t r a n s p o n o v a n á matice k mat ic i A. Tedy 
transponovanou mat ic i z í skáme z p ů v o d n í matice z á m ě n o u ř á d k ů za sloupce. P ř e v z a t o z[ ]. 

O mat ic i , pro kterou p la t í : 
A = AT 

hovoř íme jako o symetrické. 

3.4.3 D e t e r m i n a n t 

Vzhledem k tomu, že n ě k t e r é další funkce využíva j í hodnotu determinantu matice, zavedeme 
i tento pojem. Následuj ící odstavec b y l p ř e v z a t z 1 . 

Determinantem čtvercové matice ř á d u n n a z ý v á m e součet všech součinů n p r v k ů t é t o 
matice t akových , že v ž á d n é m z uvedených součinů se nevysky tu j í dva p rvky z t éhož ř á d k u 
ani z t éhož sloupce. K a ž d ý součin p ř i t o m n á s o b í m e čísly ras, kde r p ř e d s t a v u j e číslo — 1 
u m o c n ě n o na hodnotu p ř í s lušnou p o ř a d í p rvn í ch i ndexů a s číslo — 1 u m o c n ě n o na hodnotu 
př í s lušnou p o ř a d í d r u h ý c h indexů . 

Exis tu j í j e d n o d u c h é vzorce pro v ý p o č e t d e t e r m i n a n t ů matic o rozměrech 1 x 1, 2 x 2 a 
3 x 3 . K o n k r é t n ě p la t í : 

det(o) = a. (3.2) 

1http://cs.wikipedia.org/ wiki/Determinant 
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Pro mat ic i o r o z m ě r u 2 p la t í : 

detí Q l f1 ) = a\bo — aob\. (3.3) 
v a 2 6 2 ' 

P ro r o z m ě r 3 p la t í : 

a\ b\ ci 
det | a 2 6 2 c 2 | = a i & 2 c 3 + c i a 2 6 3 + 6 i c 2 a 3 - a 3 6 2 c i - a i & 3 c 2 - a 2 6 i c 3 . (3.4) 

a3 &3 c 3 

č a s t o však p o t ř e b u j e m e z n á t i determinanty matic vyšších ř á d ů . P r o ně existuje několik 
vzorců , k t e r é je m o ž n é p o u ž í t 2 . P ro p ř e d s t a v u si uvedeme pouze jediný, k t e r ý využ ívá 
Lap l aceův rozvoj: 

det (A) = ( - l ) f c + 1 aklMkl + ( - l ) f c + 2 ak2Mk2 + ... + ( - l ) k + n aknMkn (3.5) 

zde A je p ů v o d n í matice, k p o ř a d o v é číslo p rvku rozvoje, a k n je prvek matice A na pozici 
k, n a konečně Mkn je subdeterminant (neboli minor) matice A vzniklý o d s t r a n ě n í m fc-tého 
ř á d k u a n - t é h o sloupce z matice A. 

Za p o v š i m n u t í s toj í rekurze p lynouc í z tohoto zápisu , k t e r á způsobu je p o m ě r n ě z n a č n o u 
n á r o č n o s t algoritmu. 

3.4.4 L i n e á r n í kombinace a z á v i s l o s t v e k t o r ů 

Lineárn í kombinac í se r o z u m í operace: 

aivi + a2V2 + . . . + anvn (3.6) 

kde a i , a 2 , . . . an jsou ska lá ry a v\, i ; 2 , . . . vn jsou vektory. 
Vektory v\,... vn označ íme jako l ineá rně závislé, pokud existuj í t akové nenulové koefi

cienty a i , a 2 . . . a „ , pro k t e r é p la t í : 

0 = a iwi + a 2 w 2 + . . . + a„w„ (3.7) 

P o k u d tato p o d m í n k a nep la t í , označ íme d a n é vektory jako l ineá rně nezávis lé . P ro l ineárně 
závislé vektory p la t í , že jsme schopni m i n i m á l n ě jeden z v e k t o r ů vy jádř i t jako l ineárn í 
kombinaci v e k t o r ů zbývaj íc ích. 

3.4.5 H o d n o s t mat ice 

Hodnost matice je da l š ím pojmem velice úzce souvisej íc ím s řeš i te lnos t í soustavy rovnic. 
J e d n á se o číslo, k t e r é vy jadřu je p o č e t l ineárně nezávis lých ř á d k ů matice a znač í se jako 

h(M), 

kde M je d a n á matice. 

2http://www.aristoteles.cz/matematika/linearni_algebra/determinanty/determinanty-a-matice- 
sarrusovo-pravidlo.php 
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Dle Frobeniovy vě ty pak m ů ž e m e urč i t řeš i te lnos t d a n é soustavy. Tato vě t a z n í 3 : 

„ N e h o m o g e n n í soustava l ineárn ích a lgebra ických rovnic m á řešení pouze v př í 
padě , že hodnost matice soustavy h(A) je rovna hodnosti rozš í řené matice sou
stavy h(A\b). P o k u d je h(A) rovno p o č t u n e z n á m ý c h , m á soustava jedno řešení; 
pokud je h(A) menš í než p o č e t n e z n á m ý c h , je řešení nekonečně mnoho (je-li 
větší než p o č e t n e z n á m ý c h , n e m ů ž e bý t sp lněna p ředchoz í p o d m í n k a a soustava 
tedy n e m á ř e šen í ) . " 

V t é t o vě tě padl pojem rozš í řená matice soustavy, k t e r ý bude vysvě t len v sekci 3.5. 

3.4.6 P o d m í n ě n o s t mat ice 

Hodnotu p o d m í n ě n o s t i matice je m o ž n é s p o č í t a t jako 

||A|| značí normu matice A . 
P l a t í , že pro d o b ř e p o d m í n ě n é matice, je hodnota K m a l á . Soustavy p o p s a n é takovouto 

ma t i c í jsou pak d o b ř e řeš i te lné . Více se tomuto budeme věnova t v kapitole 4. 

3.4.7 P o z i t i v n ě d e f i n i t n í mat ice 

Mat ice A se n a z ý v á poz i t i vně defini tní , pokud p la t í : 

pro k a ž d ý nenu lový vektor x. 

3.5 Řešení soustav lineárních rovnic v pros t ředí číslicového 
počí tače 

P r v n í , co n á s bude za j íma t , je z p ů s o b reprezentace t ěch to rovnic v poč í t ač i , a to z hlediska 
paměťové n á r o č n o s t i a snadnosti p ř í s t u p u k j e d n o t l i v ý m p r v k ů m . Praxe ukazuje, že nej-
vhodně j š í je m a t i c o v ý zápis , a to z d ů v o d u uniformity, kdy u c h o v á v á m e pouze koeficienty 
j edno t l i vých n e z n á m ý c h a pravou stranu rovnice, kterou budeme n a z ý v a t vektorem p r a v ý c h 
stran. Pravou stranu pak m ů ž e m e uchováva t jako součás t t é t o matice. Takové mat ic i pak 
ř íkáme rozš í řená matice soustavy: 

K(A) = \\A\\ • I I A ' 

xTAx > 0 

ain 

J inou možnos t í je nechat pravou stranu o s a m o s t a t n ě n o u : 

3http: / / cs.wikipedia.org/ wiki/SoustavaJine%C3%Alrn%C3%ADch_rovnic 
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Z hlediska rychlosti se jako n e p a t r n ě lepší jeví p r v n í ř e š e n í 4 . D ů v o d e m je fakt, že proces 
a lokování p a m ě t i je p o m a l ý a n a š i m p ř á n í m je p o č e t p o m a l ý c h operac í co m o ž n á nejvíce 
omezit. Se vzrůs ta j íc í velikostí řešené soustavy se však tento v l iv s t ává z a n e d b a t e l n ý ve 
s rovnán í s n á r o č n o s t í s a m o t n é h o v ý p o č t u . Pro to je v praxi pouze na nás , k t e r é řešení 
zvolíme. 

3.5.1 Ř í d k é mat ice 

Pro n ě k t e r é skupiny p r o b l é m ů je č a s t ý m jevem, že obsahuj í p rvky se s t e jným, čas to pak 
n u l o v ý m koeficientem. Logickou o t á z k o u je, zda je n u t n é t a k o v ý m p r v k ů m vyhradi t m í s t o 
v p a m ě t i . V e z m ě m e jako e x t r é m n í p ř ík l ad jednotkovou mat ic i , t j . mat ic i , k t e r á m á na 
d iagoná le hodnoty 1, mimo ni m á p rvky nulové. Taková matice o rozměrech 100 x 100 p r v k ů 
by zabrala v p a m ě t i 10 000 paměťových jednotek v závis lost i na velikosti uchovávaného 
číselného typu. B y l o by tedy v h o d n é použ í t s t rukturu, k t e r á nemus í expl ic i tně uchováva t 
tyto nulové p rvky v p a m ě t i . Nenu lových p r v k ů by pak bylo pouze 100 a p a m ě ť o v á n á r o č n o s t 
by s ignif ikantně klesla. 

Za t í m t o úče lem se vě t š inou v y u ž í v á ř ídké matice. U t é t o s t ruktury se p ř e d p o k l á d á , že 
není-li řečeno j inak, jsou p rvky nulové. O b e c n ě m ů ž o u m í t i j inou hodnotu, avšak v pro
s t řed í Octave tomu tak nen í . Hodno tu t ě c h t o p r v k ů pak nen í n u t n é uchováva t v p a m ě t i a 
je m o ž n é tak sníži t paměťovou n á r o č n o s t . Tento postup si s a m o z ř e j m ě v y ž á d á i režii navíc . 
M u s í m e řeši t p r o b l é m s u c h o v á n í m informace, na k t e r é pozic i se nacház í prvek nenulové 
hodnoty. Takový z á z n a m m ů ž e vypadat n a p ř í k l a d takto: [x, y] value, kde x a y jsou souřad
nice d a n é h o p rvku a value je hodnota tohoto p rvku . V id íme , že pro zápis tohoto jednoho 
prvku p o t ř e b u j e m e v p a m ě t i vyhradi t 3 paměťové jednotky. J e d n o t k o v á matice z výše uve
deného p ř í k l a d u by pak zabrala 300 paměťových jednotek, což je s t á le ne s rovna t e lně m é n ě 
než 10 000 v p ř í p a d ě klasické matice. 

Da l š ím p o d s t a t n ě j š í m p r o b l é m e m , k t e r ý m u s í m e řeši t , je p ř í s t u p k p r v k ů m t é t o ma
tice. V p r v n í m p ř í p a d ě , pokud jsme chtěli p ř i s t o u p i t k p rvku na souřadn ic í ch [x,y], mohl i 
jsme mís to , kde se nacház í d a n á p a m ě ť o v á b u ň k a , p ře sně na j í t j e d n o d u c h ý m v ý p o č t e m 
offset + x x n + y. Zde n je p o č e t s loupců na ř á d k u . Offset pak znač í adresu p a m ě t i , od 
k t e r é je matice u ložena . Časová s loži tost tohoto postupu je O (1), tedy k o n s t a n t n í . P o k u d 
však použ i j eme mat ic i ř ídkou , tento postup zvolit n e m ů ž e m e . Je- l i n a p ř í k l a d ř í dká matice 
u ložena jako seznam p r v k ů nenulové hodnoty, m u s í m e tento seznam pro j í t a p o r o v n á v á n í m 
zjistit, jestl i se zde n á m i h l e d a n ý prvek nacház í nebo ne. I v tomto p ř í p a d ě sice m ů ž e m e pou
žít techniky jako jsou h a s h o v a n é tabulky, ale rychlosti p ř í s t u p u na ú rovn í klasické matice 
v pr inc ipu d o s á h n o u t nelze. 

Pokud tedy nejsme omezení velikostí ope račn í p a m ě t i , je v ý h o d n é p o u ž í t mat ic i klasic
kou. V s i tuac ích , kdy jsme nuceni pracovat s ve lkými soustavami, k t e r é ma j í velký p o č e t 
p r v k ů s te jné hodnoty je pro n á s však výhodně j š í využ í t mat ic i ř ídkou . P a m ě ť o v ě n á r o k y 
jsou v t a k o v é m p ř í p a d ě mnohem menš í a čas n u t n ý pro p ř í s t u p k j e d n o t l i v ý m p r v k ů m v nej-
ho r š ím p ř í p a d ě roste l ineá rně s p o č t e m p r v k ů matice. Časová s loži tost je tedy v ne jhorš ím 
O (n). V p ř í p a d ě p o t ř e b y m ů ž e m e uchováva t data n a p ř í k l a d ve s t r o mo v é s t r u k t u ř e . Pak by 
časová složi tost by la 0{log2n). 

4 V prostředí vestavěných systému je situace odlišná, zde se o přístup k paměti většinou stará programátor 
sám a je na něm, jaký způsob zvolí. 
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3.6 Algori tmy pro řešení soustav lineárních rovnic 

Nyní , když jsme si zavedli všechny p o t ř e b n é pojmy, m ů ž e m e soustavu rovnic zapsat jako: 

Ax = b, 

kde A je matice koeficientu, b je vektor p r a v ý c h stran a f je vektor řešení soustavy, 
k t e r ý se s n a ž í m e na léz t . A lgo r i tmy hledaj íc í toto řešení soustavy rovnic m ů ž e m e rozděl i t 
do dvou zák ladn ích skupin: 

• S t ac ioná rn í algoritmy, k t e r é n á m da j í p ře sné řešení (pomineme-li chyby vzniklé v sou
vislosti s r ep rezen tac í čísel v číslicových poč í t ač í ch ) . 

• I t e r ačn í algoritmy, k t e r é se k p ř e s n é m u řešení snaží př ibl íž i t . 

3.6.1 S t a c i o n á r n í a l g o r i t m y 

V t é t o čás t i n á s budou za j íma t tyto s t ac ioná rn í algoritmy: 

• Gaussova e l iminační metoda, 

• Gaussova-Jordanova redukce, 

• Kramerovo pravidlo. 

T y t o algori tmy upravu j í tvar soustavy t a k o v ý m z p ů s o b e m , aby p o s t u p n ě vyjádř i ly 
všechny n e z n á m é . K tomu m ů ž e m e použ í t pouze operace, k t e r é n e m ě n í hodnost matice, 
což je pojem zavedený v podsekci 3.4.5. J e d n á se o: 

• ná soben í či dělení ř á d k ů čís lem r ů z n ý m od nuly, 

• p ř i č í t án í nebo o d č í t á n í n á s o b k ů ř á d k ů k j i n é m u ř á d k u , 

• transpozice l ibovolných ř á d k ů soustavy. 

Gaussova e l i m i n a č n í metoda 

Gaussova e l iminační metoda p řevede mat ic i A na ho rn í t ro júhe ln íkový tvar. N á s l e d n ě je 
m o ž n é posoudit řeš i te lnos t celé soustavy. P l a t í , že pokud je v h o r n í t ro júhe ln íkové mat ic i 
více nu lových ř á d k ů , než je p o č e t p r v k ů ve vektoru p ravé strany, soustava n e m á řešení . 
P o k u d je p o č e t ř á d k ů stejný, soustava m á p rávě jedno řešení . V j i n é m p ř í p a d ě m á řešení 
více. V p ř í p a d ě , že je soustava řeš i te lná , p o s t u p n ý m v y j a d ř o v á n í m a dosazován ím z ískáme 
hodnotu všech n e z n á m ý c h . 

Celý postup si p ř e d v e d e m e na p ř ík l adu . M ě j m e soustavu: 

/ X y z \ 
3 7 8 6 
3 9 9 11 

V 3 9 13 1 9 / 
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Tuto soustavu p ř e v e d e m e na rozš í řenou mat ic i soustavy popsanou v sekci 3.5 a dá le na 
horn í t ro júhe ln íkovou mat ic i za použ i t í výše p o p s a n ý c h operac í . 

/ X y z \ 
3 7 8 6 
0 2 1 5 

0 4 8) 

Nyní m ů ž e m e zjistit p ř e s n o u hodnotu n e z n á m é z a dosadit do d r u h é h o ř á d k u . 

/ X y z \ 
3 7 8 6 
0 2 0 3 

V o 0 1 2 / 

Nyn í v y j á d ř í m e n e z n á m o u y a d o s a z e n í m do p r v n í h o ř á d k u z í skáme výs ledný tvar: 

/ X y z \ 
1 0 0 - 6 . 8 3 
0 i 0 1.5 

V o 0 1 2 / 
Časová n á r o č n o s t tohoto algori tmu je 0 ( n 3 ) [ ]. 

Gaussova-Jordanova e l i m i n a č n í metoda 

Gaussova-Jordanova e l iminačn í metoda je variantou Gaussovy e l iminační metody, k t e r á 
upravuje mat ic i rovnou do tvaru, kdy jsou všechny p rvky vyjma d iagoná ln ích rovny nule. 
Toho doc í l íme t í m , že v k a ž d é m kroku p o s t u p n é eliminace vol íme jeden prvek matice p i 
votem a povo lenými operacemi u p r a v í m e mat ic i do tvaru, kdy všechny p rvky nad i pod 
pivotem jsou rovny nule. Tato metoda je pomale jš í zhruba o 50 procent než p r o s t á Gaus-
sova e l iminační metoda [ ]. J e j ím p ř í n o s e m však je schopnost řeši t více soustav se stejnou 
levou stranou najednou. O p ě t uvedeme p ř ík l ad . M ě j m e t ř i soustavy rovnic: 

. 1 3 
15 1 10 

V š i m n ě m e si s te jných levých stran. V tomto p ř í p a d ě m ů ž e m e všechny rovnice zapsat takto: 

3 
15 10 

Výše p o p s a n ý m i operacemi upravujeme. Nejprve o d e č t e m e p r v n í ř á d e k od d r u h é h o : 

3 
12 

Nás l edně pak o d e č t e m e d r u h ý ř á d e k od p r v n í h o : 

- 9 
12 

Nyní j iž v id íme řešení všech t ř í rovnic. Opro t i řešení s a m o s t a t n é rovnice jsme museli 
vykonat operace nav íc nad pravou stranou, k t e r á obsahovala nyn í i výs ledky obou před
cházejících rovnic, což algoritmus zpomali lo . P o k u d bychom však všechny t ř i rovnice řešili 
s a m o s t a t n ě , p rováděl i bychom p o k a ž d é s te jné operace nad levou stranou, čehož jsme nyní 
by l i u še t ř en i a časová n á r o č n o s t tak poklesla t é m ě ř o 2 /3 . 
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Kramerovo pravidlo 

Kramerovo pravidlo využ ívá faktu, že pokud v y m ě n í m e v p ů v o d n í mat ic i n - tý sloupec za 
vektor řešení , pak n - tý prvek tohoto vektoru m ů ž e m e v y p o č í t a t jako 

_ det AN 

X n ~ det A ' ( J 

kde AN je u p r a v e n á matice. Je v idě t , že pro v ý p o č e t všech n e z n á m ý c h touto metodou 
m u s í m e s p o č í t a t n + 1 d e t e r m i n a n t ů n - t ého s t u p n ě . P ro vyšší řády, jak jsme zmíni l i v sekci 
3.4.3, se tento determinant p o č í t á ze s u b d e t e r m i n a n t ů , což vede na rekurzi a velké m n o ž s t v í 
operac í . K o n k r é t n ě p la t í , že časová složi tost je 0(n\). P r o velké soustavy se tedy tato metoda 
příliš nehod í . Je však v ý h o d n á pro velké p o č t y velmi m a l ý c h soustav, kde nejsme nuceni 
použ íva t pro vy jádřen í determinantu rekurz ívn í rozvoj, p o p ř í p a d ě speciá ln í soustavy, kde 
je m o ž n é v y p o č í t a t determinant j i n ý m , rychle jš ím, z p ů s o b e m . 

Za j ímavou v l a s tnos t í tohoto algori tmu je t a k é m o ž n o s t paralerizace úlohy. V ý p o č t y 
j edno t l i vých d e t e r m i n a n t ů je m o ž n é rozděl i t a distribuovat. Také n á m umožňu je v y p o č í t a t 
hodnotu pouze jednoho k o n k r é t n í h o prvku , aniž bychom museli řeši t celou soustavu. 

3.6.2 I t e r a č n í a lgor i tmy 

V t é t o kapitole se s e z n á m í m e s ne jpouž ívaně jš ími i t e r ačn ími algoritmy. P o p í š e m e si obecné 
i t e račn í algori tmy a principy, k t e r ý m i se ř ídí . 

Princ ipy i t e r a č n í c h a l g o r i t m ů 

I t e račn í algori tmy jsou ve z n a č n é mí ře odl išné od a lg o r i tmů s t ac ioná rn í ch . Vě t š ina i t e račn ích 
a lgo r i tmů je za ložena na postupu, kdy za p o m o c í m é n ě p ř e s n é h o výs ledku z í skáme výs ledek 
nový, přesnějš í . Tuto č innos t m ů ž e m e p r o v á d ě t až do chvíle, kdy nap lňu je v n ě k t e r é m 
ohledu naše očekávání . Vě t š inou se j e d n á o dosažení p o ž a d o v a n é p řesnos t i . V ý h o d o u t ě c h t o 
a lgo r i tmů je menš í n á r o č n o s t na v ý p o č e t n í zdroje. N e v ý h o d o u pak, že řešení nemus í na léz t 
a to i p ř e s to , že existuje. O b č a s je proto n u t n é vyzkouše t více různých metod. 

I t e račn í metody existuj í pro řešení různých skupin p r o b l é m ů . N a p ř í k l a d pro určení d r u h é 
odmocniny z a m ů ž e m e využ í t rovnice: 

Xn+1 = (3.10) 

kde xo je p o č á t e č n í odhad, n a p ř í k l a d m ů ž e m e zvolit x$ = A. 
Lze pak d o k á z a t , že p la t í : 

VA~ = l i m xn (3.11) 
n—>oo 

A b y c h o m mohl i říci, že d a n ý výs ledek je pro n á s d o s t a t e č n ě přesný, m u s í m e bý t schopni 
urč i t , jak moc se liší od s k u t e č n é h o výs ledku . Velikost t é t o chyby se n a z ý v á reziduum. 
S hodnotou rezidua však v n a š e m p ř í p a d ě p ř í m o nepracujeme, jelikož nezohledňuje velikost 
soustavy, ve k t e r é se pohybujeme. M n o h e m více n á s z a j í m á hodnota r e l a t ivn ího rezidua, 
kterou budeme znač i t e. Vzh ledem k vlastnosti i t e račn ích a lgo r i tmů , kdy vě t š inou p la t í , že 
výs ledek následuj íc í iterace je přesnějš í než výs ledek iterace předchozí , m ů ž e m e t a k é využ í t 
rozdí lu t ěch to dvou hodnot k odhadu nep řesnos t i . Tato vlastnost, p o s t u p n ě se př ib l ižovat 
p ř e s n é m u řešení , se n a z ý v á konvergence. P o k u d se od p ře sného řešení naopak vzdalujeme, 
n a z ý v á m e tento jev divergence. 
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A b y c h o m zabrán i l i zacyklení algoritmu, s t a n o v í m e si p o d m í n k y př i k t e r ý c h v ý p o č e t 
ukonč íme: 

• a k t u á l n í hodnota re l a t ivn ího rezidua je menš í než p o ž a d o v a n á p řesnos t , 

• metoda diverguje, 

• překroči l i jsme m a x i m á l n í p o č e t i te rac í . 

Zde p r v n í p o d m í n k a značí ú s p ě š n é ukončen í v ý p o č t u , kdy jsme našl i vyhovuj íc í výsledek. 
D r u h á p o d m í n k a značí nevhodnost d a n é metody pro k o n k r é t n í ú lohu . V u rč i tých p ř í p a d e c h 
metoda konverguje ale pouze velmi pomalu, z toho d ů v o d u je v h o d n é kontrolovat i celkový 
poče t i te rac í a př i dosažen í p ř e d e m d a n é h o p o č t u t ě c h t o i te rac í v ý p o č e t ukonč i t . 

3.6.3 P o p i s v y b r a n ý c h i t e r a č n í c h a l g o r i t m ů 

V t é t o sekci si ve zkratce p o p í š e m e t ř i z ák l adn í i t e račn í metody pro řešení soustavy rovnic, 
k t e r é byly v r á m c i naš í p r á c e imp lemen továny . M a t e m a t i c k ý zák lad , na k t e r é m jsou posta
veny, je p o m ě r n ě rozsáh lý a p řesahu je r á m e c t é t o kapitoly, proto zde budou uvedeny jen 
zák ladn í principy. Veškeré důkazy, odvození a podrobnosti k m a t e m a t i c k é m u z á k l a d u lze 
na j í t v publ ikac ích [5], [6] a [7]. 

Conjugate Gradient Squared M e t h o d 

P r v n í i t e račn í metoda, kterou se budeme z a b ý v a t , je Conjugate Gradient Squared M e t h o d 
neboli cgs. P ř e s t o ž e p a t ř í k ne j s t a r š ím, poskytuje p o m ě r n ě d o b r é výsledky. Je j ím p r o b l é m e m 
však je divergence, ke k t e r é docház í pokud je soustava š p a t n ě p o d m í n ě n á . Prob lemat iku 
p o d m í n ě n o s t i soustavy si více p o p í š e m e v s a m o s t a t n é sekci. Zde je p r o z a t í m pos tačuj íc í 
vědě t , že i m a l á z m ě n a v s t u p n í c h p a r a m e t r ů š p a t n ě p o d m í n ě n é soustavy vyvolá velkou 
z m ě n u výs ledku t é t o soustavy. Což je jev pro i t e račn í algoritmy nevhodný . 

P o d r o b n ý m a t e m a t i c k ý podklad vče tně d ů k a z u je p o p s á n v [6]. M y zde p o p í š e m e pouze 
h lavní myš l enku . Lze d o k á z a t , že pro symetrickou, poz i t i vně defini tní mat ic i p la t í , že mi 
n imum funkce 

je zá roveň ř e šen ím soustavy Ax = b. V p ř í p a d ě , že A vy jadřu je soustavu rovnic o dvou 
n e z n á m ý c h , m ů ž e m e funkci / reprezentovat n a p ř í k l a d o b r á z k e m 3.1, kde elipsy jsou t vo řeny 
m n o ž i n o u b o d ů , pro k t e r é n a b ý v á funkce / s te jné hodnoty. XQ je t a k z v a n ý p o č á t e č n í odhad 
výs ledku . Tuto hodnotu z a d á b u ď už iva te l , nebo se zvolí jako výchozí hodnota n a p ř í k l a d 
vektor nul . N a š i m p ř á n í m je zvolit t a k o v ý postup, k t e r ý by n á s co nejrychleji zavedl do 
mís t a , kde d a n á funkce / n a b ý v á svého minima, tedy do bodu X. 

P r o b l é m nalezení řešení se d á dá le rozděl i t na dva p o d p r o b l é m y . P r v n í spoč ívá v odhadu 
směru , ve k t e r é m se řešení nacház í , d r u h ý p r o b l é m spoč ívá v odhadu vzdá lenos t i tohoto 
řešení . 

Ve funkci cgs je celý postup řešen nás l edovně . Směr h l edán í z n a č m e p, vzdá lenos t řešení 
pak r. P r o s m ě r h l edán í p la t í : 

r j _ i + (3iPi-i i > 1 
b — Ax i = 1 
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O b r á z e k 3.1: X je m i n i m u m d a n é funkce. 

kde i je číslo d a n é iterace. P r o parametr j3 p la t í : 

ft 

Hodnotu rezidua v y p o č í t á m e v tomto p ř í p a d ě jako: 

r % = 
n-i + otiApi-i i > i 
b — Ax i = 1 

r i = r i-! + oiiApi-i 

Parametr a s p o č t e m e jako: 

p\Api 

Pro p o d r o b n ý popis o s t a t n í c h funkcí m ů ž e m e d o p o r u č i t j iž výše z m í n ě n o u publ ikaci [6], 
p o p ř í p a d ě [ ] -níže je uveden pouze jejich nás t i n . 

BiConjugate Squared M e t h o d 

Procedura BiConjugate Squared M e t h o d neboli bicg vycház í z cgs. O d s t r a ň u j e p r o b l é m 
s o b č a s n o u divergencí svého p ř e d c h ů d c e ovšem za cenu z p o m a l e n í celého algori tmu. Jeden 
z d ů v o d ů je, že pro v ý p o č e t rezidua a s m ě r u řešení využ ívá metoda transponovanou mat ic i 
AT, v iz sekce 3.4.2. N á s l e d k e m toho m u s í m e v p a m ě t i b u ď uchováva t k r o m ě matice A i její 
transponovanou verzi, nebo upravit metodu pro p ř í s t u p k j e j ím p r v k ů m , což dě lá algoritmus 
m é n ě č i t e lným. 

Za j ímavou teoretickou v la s tnos t í tohoto postupu je, že př i u rč i t é modifikaci algori tmu 
jsme schopni k r o m ě rovnice Ax = b vyřeš i t současně i rovnici ATx = b. 

BiConjugate Squared Stabilized M e t h o d 

M e t o d a BiConjugate Squared Stabil ized M e t h o d nebo t a k é bicgstab, se zbavuje p r o b l é m ů 
obou předchoz ích metod. Vě t š inou konverguje lépe než metoda cgs a nevyuž ívá transpono
vanou mat ic i A. V praxi se použ ívá asi nejčastěj i . 
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Kapitola 4 

Předpodmínění 

V t é t o kapitole si vysvě t l íme n ě k t e r é další pojmy související se soustavami l ineárn ích rovnic, 
h l avně pak pojem preconditioner (tento t e r m í n n e m á doposud us t á l ený český ekvivalent, 
proto budeme použ íva t jeho angl ický tvar) a provedeme diskuzi v l i v u p o d m í n ě n o s t i soustavy 
na její řeš i te lnos t . Jako v h o d n ý zdroj ú d a j ů , na k t e r é m je postavena tato kapitola, pos louži la 
publikace [1]. 

4.1 Teorie 

P o d m í n ě n o s t matice ( p o p s á n o v sekci 3.4.6) je pojem, k t e r ý hraje klíčovou rol i v řeši tel
nosti soustavy i t e r ačn ími metodami. P o k u d je hodnota p o d m í n ě n o s t i matice m a l á , hovoř íme 
o sous tavě z a d a n é touto ma t i c í jako o d o b ř e p o d m í n ě n é . U takové soustavy p la t í , že m a l á 
z m ě n a v s t u p n í c h p a r a m e t r ů vyvolá jen malou z m ě n u parametru v ý s t u p n í c h . P o k u d je hod
nota p o d m í n ě n o s t i matice velká, tak i m a l á z m ě n a v s t u p n í c h p a r a m e t r ů vyvolá velké z m ě n y 
na v ý s t u p u o t akové sous t avě hovoř íme jako o š p a t n ě p o d m í n ě n é . 

M ů ž e m e si uvés t n á z o r n ý p ř ík lad š p a t n ě p o d m í n ě n é soustavy. Máme- l i dvě rovnice 
o dvou n e z n á m ý c h , tak je m o ž n é zakreslit je jako dvě p ř í m k y v rovině . Řešen í soustavy 
pak m á podobu nalezení jejich p růseč íku . Zde š p a t n ě p o d m í n ě n o u soustavou bude p ř í p a d , 
kdy jsou tyto p ř í m k y t é m ě ř r o v n o b ě ž n é . I m a l á zaokrouhlovac í chyba, k t e r é se jen m á l o k d y 
vyhneme, pak posune průseč ík o velkou vzdá lenos t oproti s p r á v n é h o d n o t ě . 

Š p a t n ě p o d m í n ě n é soustavy jsou obecně h ů ř e řeš i te lné , jelikož velký v l i v na výs ledek 
maj í i chyby z p ů s o b e n é zaok rouh lován ím. K tomuto p r o b l é m u bude n u t n ě d o c h á z e t v l i 
vem reprezentace dese t inných mís t v běžných poč í t ač ích . R e á l n é číslo je to t i ž u loženo jako 
mantisa a exponent a pro jejich reprezentaci m á m e jen omezený poče t b i t ů . Zde nep řed 
p o k l á d á m e specia l izovaný hardware ani software, kde je r eá lné číslo r e p r e z e n t o v a n é např í 
k lad f o r m á t e m B C D 1 . P r o i t e račn í metody jsou tyto soustavy velice n e v h o d n é . U vě tš iny 
a lgo r i tmů se s p o s t u p n ě zmenšuj íc í odchylkou, zmenšu je i velikost z m ě n y nově odhadnu
t é h o výs ledku od výs ledku p ředchoz ího . U d o b ř e p o d m í n ě n ý c h soustav se t í m t o z p ů s o b e m 
př ib l ižu jeme s p r á v n é m u řešení , ale u soustav š p a t n ě p o d m í n ě n ý c h i tato n e p a t r n á z m ě n a 
vyvolá velký posun, k t e r ý ve výs ledku m ů ž e z p ů s o b i t , že se od s p r á v n é h o řešení naopak 
vzdá l íme . 

1Binary-coded decimal: způsob reprezentace, kdy každému číslu v desítkové soustavě odpovídá přesně 
daná sekvence bitů v soustavě binární. 
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N a š i m p ř á n í m by tedy bylo, aby pokud m o ž n o všechny n á m i řešené soustavy byly d o b ř e 
p o d m í n ě n é . K e zlepšení p o d m í n ě n o s t i m ů ž e m e využ í t pravidla , k t e r é ř íká, že pokud m á m e 
soustavu: 

Ax = b, (4.1) 

m ů ž e m e obě strany rovnice vynásob i t ma t i c í P a bude plati t : 

PAx = Pb (4.2) 

T a k o v á t o matice se n a z ý v á preconditioner. 
M a t i c i P vol íme tak, aby výs l edná matice P A m ě l a nižší p o d m í n ě n o s t , než p ů v o d n í 

matice A, a byla tak snadně j i řeš i te lná . P r o b l é m e m ale je na j í t takovou mat ic i P. V praxi se 
použ ívá několik p o s t u p ů . P r v n í m je použ i t í obecné matice, k t e r á vykazuje d o b r é p r ů m ě r n é 
hodnoty, n a p ř í k l a d j edno tkové matice. Toto řešení je velice s n a d n é , ale nen í za ručeno , že 
pro konk ré tn í p ř í p a d se za použ i t í t é t o matice p o d m í n ě n o s t celé soustavy naopak nezhorš í . 

D r u h ý m , lepším, ale t a k é ná ročně j š ím z p ů s o b e m je použ i t í matice, k t e r á n ě j a k ý m způso
bem reflektuje s t rukturu matice A. H l e d á n í t akové matice je ča s to časově n á r o č n o u operac í , 
proto se příl iš nevyuž ívá , pokud chceme řeši t soustavu jen j e d e n k r á t . P o k u d však jsme po
staveni do situace, kdy m á m e k o n s t a n t n í mat ic i A a h l e d á m e řešení pro r ů z n á 6, je pro n á s 
v ý h o d n é si v y p o č í t a t pomocnou mat ic i P. 

4.2 Používané algoritmy 

M e z i jedny z nej používanějš ích a lgo r i tmů pro generování preconditioneru p a t ř í algoritmy 
z rodiny I L U 2 . M y se budeme z a b ý v a t t ě m i t o : 

• Jacobiho preconditioner, 

• ILU(O) - ne j j ednodušš í varianta algori tmu z rodiny I L U , 

• M I L U - modified I L U , modi f ikovaná verze algori tmu I L U , 

• I L U T P - I L U wi th pivoting, varianta ILU(O) s v ý b ě r e m h lavn ího prvku . 

Pro algori tmy ILU(O) , M I L U a I L U T P p la t í , že jsou si velice p o d o b n é . Všechny tyto 
funkce vycház í z Gaussovy e l iminačn í metody p o p s a n é v sekci 3.6.1. V ý s l e d k e m t ě c h t o 
metod je vě t š inou ho rn í t ro júhe ln íková matice U a s p o d n í t ro júhe ln íkovou ma t i c í L , pro 
k t e r é p la t í : 

A =LU (4.3) 

P r o matice L a U p la t í , že nad (respektive pod) d i agoná lou ma j í s a m é nuly. Toho se v praxi 
čas to využ ívá a obě tyto matice jsou u loženy do j e d n é . Takto v y g e n e r o v a n á matice je pro 
n á s v h o d n á , jelikož praxe ukazuje, že jako preconditioner vykazuje d o b r é výsledky. 

Časová složi tost t ě c h t o a lgo r i tmů je obecně O ( n 3 ) , což vycház í z výše z m í n ě n é Gaussovy 
e l iminační metody, u k t e r é jsme si dř íve řekli , že její časová složi tost je p rávě O ( n 3 ) . 

2 I L U : incomplete L U factorization, neboli rozklad matice na její dolní a horní trojúhelníkovou část. 

24 



4.2.1 J a c o b i h o precondi t ioner 

Jacobiho preconditioner je jeden z ne jsnáze vygenerova te lných . Z matice A ho z í skáme 
takto: 

= W O l = 3 (4-4) 

Vybereme tedy pouze d iagoná ln í p rvky matice A , zbylé p rvky jsou nulové. V ý h o d o u to
hoto postupu, ve s rovnán í s o s t a t n í m i z m í n ě n ý m i metodami, je jeho m a l á časová n á r o č n o s t , 
k t e r á je 0{n). N e v ý h o d o u pak je, že ve s rovnán í s o s t a t n í m i poskytuje jen m á l o kva l i tn í 
výsledky. 

4.2.2 P r o c e d u r y z r o d i n y I L U 

Z á k l a d e m je funkce ILU(O) , což je jedna z ne j j ednodušš ích variant L U rozkladu. Vycház í 
z Gaussovy e l iminačn í metody a její pr incip je za ložen na p o s t u p n é modifikaci matice 
A. U tohoto algori tmu se nepracuje s nu lovými členy p ů v o d n í matice A. Jako p ř ík l ad 
implementace si m ů ž e m e uvés t variantu popsanou v [5]. 

P = A ; 
for i = 2:n 

for k = l :( i-l) 
if A[i,k]!=0 

P[i,k] = P [ i , k ] / P [ k , k ] ; 
for j = (k+l) :n 

if A[i,j]!=0 
P[i,j] = P[i,j] - P[i,k]P[k,j]; 

endif 
end 

endif 
end 

end 

V i d í m e 3 k r á t v n o ř e n ý for cyklus, z něhož v y p l ý v á i časová s loži tost 0 ( n 3 ) . 
Var ianty M I L U a I L U T P si p o p í š e m e jen velmi obecně -veške ré podrobnosti lze dohledat 

v [5] a [3]. P r v n í z m i ň o v a n á funkce M I L U se od funkce I L U liší v modifikaci vn i t řn í ch cyklů , 
kdy nep řeskaku je nulové p rvky p ů v o d n í matice A, ale dá le je zohledňuje . 

Var ianta I L U T P p ř i d á v á v ý b ě r h l avn ího prvku , pivotu, do d r u h é h o v n o ř e n é h o cyk lu a 
tak se snaží dá le zlepšit vlastnosti gene rované matice. 

4.3 Implementace v Octave 

Octave doposud p o s t r á d á kva l i tn í funkce pro generování matic v h o d n ý c h pro preconditio
ning. P ů v o d n ě jsem tedy chtěl tyto funkce implementovat nad r á m e c p ů v o d n í h o zadán í . 

Po implementaci funkcí ILU(O) a M I L U jsem provedl zá těžové testy a př išel jsem k zá
věru , že implementace v j azyku Octave nen í v současnos t i rozumnou volbou. D ů v o d e m je 
pomalost n ě k t e r ý c h operac í v y k o n á v a n ý c h interpretem Octave. Více se o p r o b l é m u s výko
nem rozepisuji v čás t i 6, zde jenom uvedu, že h l a v n í m p r o b l é m e m byla pomalost for cyk lu , 
což je v p ř í p a d ě jeho t r o j n á s o b n é h o vnořen í velice c i te lné . Ř e š e n í m by bylo implementovat 
d a n é funkce v j i n é m jazyce, n a p ř í k l a d v C | + . 
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V nás l edné diskuzi s vývojá ř i Octave však vyplynulo, že Octave začne p r a v d ě p o d o b n ě 
v y u ž í v a t n ě k t e r é již ho tové knihovny p r á v ě pro generování preconditioneru. Hovoří se na
př ík lad o kn ihovně H y p r e 3 , k t e r á je j iž velmi d o b ř e o p t i m a l i z o v á n a a dosahuje tedy velmi 
d o b r ý c h výs ledků . 

3http://acts.nersc.gov/hypre/ 
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Kapitola 5 

Implementace vybraných 
iteračních algoritmů 

Nyní si m ů ž e m e blíže popsat v las tn í implementaci i t e račn ích metod pro řešení soustav 
l ineárních rovnic, k t e r é byly v y t v o ř e n y a nás l edně za řazeny do Octave. 

N á m i p o p s a n é a i m p l e m e n t o v a n é funkce byly v y b r á n y ze seznamu chyběj ících funkcí, 
k t e r ý je d o s t u p n ý na s t r á n k á c h p ro jek tu 1 . V tomto seznamu jsou ne jžádanějš í funkce v h o d n é 
k implementaci . P r á c i jsme navíc konzultovali a koordinovali s o s t a t n í m i vývo já ř i . Toto se 
dělo p r o s t ř e d n i c t v í m e lekt ronické konference, kterou je m o ž n é sledovat na in t e rne tové ad
rese: http://www.nabble.com/Octave-fl895.html. Zamezily jsme t í m dup l i c i tn í p rác i . Da l š ím 
dů l ež i t ým krokem bylo nalezení v h o d n é s tud i jn í l i teratury. Zdroje, ze k t e r ý c h jsme čerpaly, 
jsou uvedeny v pří loze. 

P r o s t á implementace v y b r a n ý c h funkcí je ale pouze čás t í n a š e h o úkolu . Druhou je jejich 
začlenění do projektu Octave. S a m o t n ý proces začlenění je následující , po n a p s á n í funkce se 
př í s lušný soubor zašle do e-mailové konference. Zde je podroben kri t ice h lavn ích v ý v o j á ř ů 
a pokud jsou s jeho kval i tou spokojeni, za řad í ho do j á d r a Octave, v o p a č n é m p ř í p a d ě 
navrhnou, co je p o t ř e b a z m ě n i t . P ř í p a d n é dalš í ú p r a v y se pak zasílají formou rozdí lových 
ak tua l i zac í vygene rovaných programem diff. V open-source k o m u n i t ě obecně p la t í „Vydáve j 
h o d n ě a vydávej č a s t o " . S postupem p r á c e a i m p l e m e n t a c í je pak s e z n á m e n o více lidí, k t e ř í 
p ř ináš í v l a s tn í poznatky a n á p a d y . 

Zdrojové soubory n á m i i m p l e m e n t o v a n ý c h funkcí jsou součás t í pří lohy, p o p ř í p a d ě pro
jek tu Octave. 

5.1 Způsob implementace 

Nové funkce je m o ž n é p s á t d v ě m a z p ů s o b y - b u ď p ř í m o v jazyce Octave, nebo v n ě k t e r é m 
z j iných p o d p o r o v a n ý c h j a z y k ů , k t e r é jsou kompi lovány do jazyka cílové platformy. V ě t š i n a 
funkcí vyšší ú r o v n ě je p s á n a p rávě p r v n í m z p ů s o b e m p r o s t ř e d n i c t v í m tzv. M - s o u b o r ů (an
glicky M - F i l e ) . D a ň za nižší výkon oproti k o m p i l o v a n ý m funkcím je vykoupena vyšší m í r o u 
abstrakce a oproš těn í se od p r o b l é m ů , k t e r é jsou bl ízké j a z y k ů m nižší ú rovně . Dalš í v ý h o d o u 
je snadnějš í ú d r ž b a a p ř í s t u p k funkcím, k t e r é jsou d i s t r i b u o v á n y v t ex tové p o d o b ě a jsou 
uloženy v adresá ř í ch k tomu určených . 

Vě t š ina rozsáhlejš ích p r o j e k t ů se ř ídí tzv. Cod ing Standard. C o d i n g Standard je v l a s tně 
souhrn rad, d o p o r u č e n í a pravidel říkající , j a k ý m z p ů s o b e m p s á t program, aby by l snadno 

1 http: //www.gnu. org/software / octave / index, html 
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udržova t e lný a čitelný. Souhrn pravidel zahrnuje v p rvé ř a d ě s tyl odsazován í b loků k ó d u a 
závorek, konvence v p o j m e n o v á v á n í p r o m ě n n ý c h , ale i t akové drobnosti , jako je s tyl záp i su 
ře tězců . T y t o standardy je d o b r é d o d r ž o v a t nejen pro zvýšení č i te lnos t i kódu , ale t a k é proto, 
že jsou v nich ča s to zahrnuty pro d a n ý jazyk či projekt d r o b n é specifikace, k t e r é ma j í za 
úkol zvýši t výkon, p o p ř í p a d ě po t l ač i t konstrukce, k t e r é jsou čas to zdrojem chyb. Standard 
použ i t ý v Octave je p o p s á n v [8], kde je m o ž n é se s n í m blíže s eznámi t . 

K r o m výše z m í n ě n é h o je nav íc d o b r é získat obecný p řeh led o si lných a s labých s t r á n k á c h 
jazyka Octave. Zák ladn í informace je m o ž n é o p ě t na j í t na s t r á n k á c h projektu. Bohuže l 
tento seznam není úplný, jak jsme se přesvědči l i p ř i pokusech implementovat metody pro 
preconditioning. Zmiňuje pouze několik m á l o faktů , z nichž nejdůleži tě jš í je snaha omezit 
realokace p a m ě t i na n e z b y t n é min imum. 

Pokud n a p ř í k l a d v íme, že na še funkce vygeneruje mat ic i o r o z m ě r u n x n , je rychlejší 
vygenerovat nejprve p r á z d n o u mat ic i d a n ý c h r o z m ě r ů a t u pak plnit , než vy tvo ř i t mat ic i 
menš í a t u pak zvě t šova t p o s t u p n ý m p ř i d á v á n í m ř á d k ů . Informace, k t e r á se však v t ě c h t o 
r a d á c h nezmiňuje , a k t e r á dle n a š e h o n á z o r u za z m í n k u s toj í , je rozdí l v rychlosti t ě c h t o 
dvou funkcí: 

function [out] = slow(A) 
out = zeros ( 1 , rows(A)); 
for i=l:rows(A) 

o u t ( l . i ) = A ( i , i ) + i * i ; 
endfor 

endfunction 

T a k o v á t o funkce je ř ádově pomale jš í než: 

function [out] = quick(A) 
out = diag(A)' + (1:rows(A)).~2 ; 

endfunction 

O b ě p ř i t o m vykonáva j í stejnou č innos t . N a vstupu očekávaj í č tvercovou mat ic i a výs ledkem 
je vektor d iagoná ln ích p r v k ů t é t o matice, kde ke k a ž d é m u z t ěch to p r v k ů je nav íc p ř i č t e n a 
d r u h á mocnina čísla odpovída j íc í jeho po řad í . 

P ro p ř e d s t a v u jsme provedli test na j e d n o t k o v é mat ic i o r o z m ě r u 10000 x 10000. Zde 
se ukáza lo , že d r u h á varianta je více než 80x rychlejší než varianta p r v n í . O b ě funkce 
p ř i t o m vykonáva j í stejnou č innos t . P r v n í využ ívá konstrukce for, d r u h á o mnoho rychlejší 
konstrukci popsanou v sekci 2.2.3. P ravdou ale je, že u d r u h é funkce je o p o z n á n í m é n ě 
z ře jmá podstata její č innos t i , proto je n u t n é j i ř á d n ě okomentovat. 

5.2 Postup práce 

Nejprve bylo n u t n é zvolit konk ré tn í funkce k implementaci . Toto se dělo v souč innos t i 
s vývojá ř i a společnos t í R e d Hat . N á s l e d n ě jsme začali sb í r a t podklady pro j edno t l ivé 
funkce. Zde se v y s k y t l p r v n í p r o b l é m , a to ten, že vě t š ina z d r o j ů nab íze la algoritmy, k te ré 
v ně j akém ohledu n e o d p o v í d a l y n a š i m p o t ř e b á m . Nejčas tě j š ím nedostatkem bylo, že tyto 
algori tmy n e p o č í t a l y s možnos t í p ř e d p o d m í n ě n í . V ý h o d y p ř e d p o d m í n ě n í jsme diskutovali 
v kapitole 4 a dle na šeho n á z o r u jsou p o m ě r n ě zá sadn í pro rozumnou použ i t e lnos t n á m i 
p saných funkcí. Jako nejobsáhlejš í zdroj dat se n á m nakonec osvědči la publikace [5], kte
rou jsem dá le konfrontovali p ř e v á ž n ě s [(3]. Za osvědčený zdroj se t a k é považuje s t r á n k a 
h t tp : / /mathwor ld .wolf ram.com/ . 
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Po s h r o m á ž d ě n í p o t ř e b n ý c h m a t e r i á l ů nás ledova l n á v r h rozh ran í nových funkcí. Zde 
jsme měl i si tuaci z j ednodušenou , jelikož n a š í m p ř á n í m bylo d o s á h n o u t kompat ib i l i ty s M a t l a -
bem, proto jsme přejal i rozh ran í , k t e r é m á u t ěch to funkcí p r á v ě ten. 

Nás ledoval p řep i s a lgo r i tmů do jazyka Octave. Tato čás t sama o sobě nebyla až tak ná
ročná . Náročně jš í byly nás l edné optimalizace pro zvýšení výkonu , o tomto se více rozepisuji 
v kapitole 6. 

Závěrečnou fází pak byla validace výs ledků , kdy jsme museli p rověř i t , že výs ledky vy
p o č t e n é na š imi funkcemi jsou sp rávné . 

5.3 Popis rozhraní implementovaných procedur 

I m p l e m e n t o v a n é funkce, k t e r é jsme do t é t o doby popsali ma j í s te jné r o z h r a n í . N a vs tupu 
očekávaj í až sedm v s t u p n í c h p a r a m e t r ů : 

• A - č tvercová, syme t r i cká a poz i t ivně defini tní matice reá lných čísel o rozměrech nxn. 

• b - vektor řešení o délce n. 

• to l - specifikace cílové tolerance, impl i c i tně 1 0 - 6 . 

• maxi t - specifikace m a x i m á l n í h o p o č t u i te rac í , impl ic i tně menš í z čísel 20 a n. 

• M l - specifikace preconditioneru M , m ů ž e m e bý t p o u ž i t a i funkce, k t e r á vrac í M \ X . 

• M 2 - v kombinaci s M l definuje preconditioner tak, že p la t í M = Ml x Ml. 

• xO - specifikace p o č á t e č n í h o odhadu řešení , impl i c i tně pak nulový vektor dé lky n. 

P r v n í dva parametry jsou pov inné . Zbylé parametry jsou vol i te lné. 
V ý s l e d k e m funkcí pak je 5 hodnot: 

• x - v y p o č í t a n ý výsledek. 

• flag - p ř í znak , k t e r ý n a b ý v á hodnoty 0, pokud funkce d o s á h n e řešení v p ř e d e m d a n é m 
p o č t u i te rac í , 1 pokud řešení n e d o s á h n e nebo 3 pokud funkce začne stagnovat tzn . 
v dvou nás leduj íc íh kroc ích se nezměn i l a hodnota r e l a t ivn ího rezidua. V p r o s t ř e d í 
M a t l a b u m ů ž e parametr flag n a b ý v a t i hodnoty 2, což znač í š p a t n ý preconditioner, 
ale jak si p o p í š e m e dá le , tuto kontrolu z p r a k t i c k ý c h d ů v o d ů n e p r o v á d í m e . 

• relres - obsahuje hodnotu r e l a t ivn ího rezidua v p o s l e d n í m kroku, k t e r é je s p o č í t á n o 
• -i norm(b-Ax) 
íako v 7TŇ • 

J norm(o) 
• iter - je číslo iterace, p ř i k t e r é m funkce skončila. 

• resvec - je vektor re la t ivn ích rez iduí pro každou iteraci. 
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Použ i t í n á m i vy tvo řených funkcí v y p a d á tedy nás ledovně : 

> A=[5 -1 3;-l 2 -2;3 -2 3]; 
> b=[7;-l;4]; 
> [x,flag,relres,iter,resvec] = cgs(A,b) 
x = 

1.00000 
1.00000 
1.00000 

f l a g = 0 
relres = 1.2529e-14 
i t e r = 3 
resvec = 

Í.0000e+00 
1.9178e-01 
7.2378e-03 
1.2529e-14 

M í s t o funkce cgs je m o ž n é použ í t i bicg nebo bicgstab. 
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Kapitola 6 

Testy 

Všechny výše p o p s a n é algoritmy byly d ů k l a d n ě t es továny . Z á k l a d n í m p r o b l é m e m bylo na j í t 
v h o d n é tes tovac í rovnice. Vzhledem k tomu, že pro m a l é matice je t é m ě ř jedno j a k ý algorit
mus je použ i t , jel ikož se ve větš í m í ř e nepro jev í jejich časová efektivita, bylo nutno p o u ž í t 
soustavy o někol ika stech až tisíci n e z n á m ý c h . Ideá lně t akové , k t e r é se s k u t e č n ě reá lně řeší. 
Takové to matice m ů ž e m e na j í t t ř e b a na s t r á n c e M a t r i x M a r k e t 1 , kde je na v ý b ě r někol ik 
des í tek matic, vče tně popisu jejich v la s tnos t í , jako je p o č e t nu lových členů a grafy rozložení 
hodnot. 

Do testu jsme nakonec zařadi l i tyto soustavy: 

• b c s s t m l l 2 , 

• b c s s t m l 2 3 , 

• pores_3 4, 

• w a t t _ l 5 . 

č a s p o t ř e b n ý pro v ý p o č e t by l m ě ř e n na poč í t ač i M e r l i n , j ehož a k t u á l n í h a r d w a r o v á kon
figurace je uvedena v př í loze. P o p rvn í ch testech vyšlo najevo, že vě t š ina a lgo r i tmů m á 
řádově horš í výs ledky než jejich ekvivalent v M a t l a b u . B y l o tedy n u t n é na j í t zdroj po t íž í 
a tento odstranit . V h o d n ý n á s t r o j , použ i t e lný pro profiling, k t e r ý je v Octave dos tupný , je 
funkce cputime(), k t e r á vrací p rocesorový čas u p l y n u l ý od započe t í p r á c e s Octave. 

6.1 Optimalizace kódu 

V naš ich funkcích jsme oběvil i několik s labých mís t . A s i ne jvýrazně j š ím je funkce condQ. 
Tato funkce v r á t í p o d m í n ě n o s t matice. V naš ich funkcích sloužila pro kontrolu toho, že pře 
d á v a n ý preconditioner m á d o b r é charakterist iky a nezhorš í řeš i te lnos t soustavy. P ř i testech 
na n á h o d n ý c h ma t i c í ch se ukáza lo , že pro klasické matice je tato funkce zhruba d v a k r á t 
pomale jš í než implementace v mat labu. P r o matice ř ídké , k t e r é jsou velmi ča s to p ř e d á v á n y 
jako preconditioner, je ale v M a t l a b u p o u ž i t a funkce condest(), k t e r á je pro tuto skupinu 
matic op t ima l i zována . Tato funkce však v Octave dosud nen í k dispozici a použ i t í metody 

xhttp: / / math.nist.gov/MatrixMarket / 
2http://math.nist.gov/MatrixMarket/data/Harwell-Boeing/bcsstrucl/bcsstmll.html  
3http://math.nist.gov/MatrixMarket/data/Harwell-Boeing/bcsstrucl/bcsstml2.html  
4http: / / math.nist.gov/MatrixMarket / data/Harwell-Boeing/pores/pores _3.html 
5http: / / math.nist.gov/MatrixMarket / data/Harwell-Boeing/ watt / watt__l.html 
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cond() se ukáza lo bý t fa tá ln í chybou. P r o rozumnou použ i t e lnos t tedy bylo n u t n é kontrolu 
na p o d m í n ě n o s t preconditioneru odstranit a spo l éha t se na to, že už iva te l z a d á r o z u m n é 
hodnoty. 

Po o d s t r a n ě n í volání cond() se všechny algori tmy řádově zrychlily, avšak s tá le byly 
p a t r n é rozdíly. P ř i n á s l e d n é m profilingu jsme odhal i l i dalš í d ů v o d y z p o m a l e n í n á m i p s a n ý c h 
a lgo r i tmů , k o n k r é t n ě pak funkce inv() a det() z nichž obě jsou zhruba lOkrá t pomale j š í než 
jejich implementace v M a t l a b u . Vzh ledem k charakteru p r á c e jsme se však rozhodli , že obě 
funkce ve funkcích p o n e c h á m e s p a t ř i č n ý m k o m e n t á ř e m a je možné , že v dalš í verzi Octave 
budou opt imal izovány. 

P o s l e d n í m z n a č n ý m z k l a m á n í m bylo zj iš tění , že Octave samo o sobě nen í tak rychlé 
jako M a t l a b . D e m o n s t r a č n í cyklus: 

a = 1 
for iter = 1:5000 

a = a*iter 
end 

p r o b ě h n e v M a t l a b u v ř á d u mil isekund, z a t í m c o Octave t r v á zhruba desetiny sekundy. P ř i 
h ledán í d ů v o d u tohoto rozdí lu vyšlo najevo, že M a t l a b použ ívá techniky J I T 6 kompilace. 
Tato technika spoč ívá v tom, že zd ro jový skript je př i spuš t ěn í p ř e v e d e n nikol i do k ó d u vir
t u á l n í h o stroje, ale p ř í m o do k ó d u cílové platformy. T í m je m o ž n é něko l ikanásobně zrychli t 
p rováděný kód . U cyklů je pak tento rozdí l j e š t ě zřete lnějš í . M a t l a b si nav íc ud ržu je cache 
takto již jednou zkompi lovaných funkcí, a proto voláme-l i jednu funkci v ícekrá t , je d r u h é a 
další volání m n o h o n á s o b n ě rychlejší . 

6.2 Testovací metodika 

Z výše z m í n ě n é h o vyp lývá , že za současných p o d m í n e k bude d r t i v á vě t š ina operac í rych
lejší v p r o s t ř e d í M a t l a b u . S rovnán í časů tedy nen í nejlepší volbou pro s rovnán í kval i ty 
implementace naš ich funkcí. K tomu se mnohem více h o d í p o č e t i te rac í n u t n ý pro na lezení 
s p r á v n é h o řešení . 

Testovací metodika byla následuj íc í . P r o každou mat ic i a funkci bylo provedeno celkem 
5 měřen í , a by la v y b r á n a ne jmenš í hodnota. N a p r v n í pohled je z ře jmé že rozdí ly v časech 
jsou značné ve p rospěch M a t l a b u . O něco zaj ímavějš í je p o č e t i te rac í , k t e r ý c h bylo p o t ř e b a 
k dosažení s p r á v n é h o výs ledku . Je p a t r n é , že zde jsou si výs ledky velice bl ízké. Lze tedy 
p ř e d p o k l á d a t , že pokud bude Octave dá le op t ima l i zováno , př ibl íží se n á m i i m p l e m e n t o v a n é 
funkce rychlos t í M a t l a b u . 

Pro měřen í jsme t e n t o k r á t e nepouži l i funkce cputimeQ, ale dle dopo ručen í na s t r á n k á c h 
M a t l a b u jsme použi l i funkce tic() a í oc ( ) . Vo lán ím funkce ticQ zapneme časovač a vo lán ím 
funkce toc() z í skáme čas , j enž u b ě h l od pos ledn ího volání funkce ticQ. 

Jelikož ne všechny t e s t o v a n é soustavy na lezené na M a t r i x M a r k e t obsahovaly i vektor 
řešení , by l tento v y p o č t e n jako A*ones(rows(Á), 1), kde A by la t e s t o v a n á soustava , d r u h ý 
vý raz o d p o v í d á vektoru j edn iček o p o č t u ř á d k ů s h o d n é m s ma t i c í A. Výs l edky pro všechny 
n e z n á m é by se tedy měly př ib l ižovat 1. P r o za j ímavos t jsme do měřen í zahrnuli i p ros t é 
dělení . M a x i m á l n í p o č e t i te rac í by l nastaven na 1 000. 

6Just-in-time 
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6.3 Výsledky měření 

Veškeré n a m ě ř e n é ú d a j e shrnuj í tabulky 6.1-6.4. Sloupec Cas obsahuje dobu v ý p o č t u 
p ř í s lušného algori tmu ve v t e ř inách , sloupec It pak př í s lušný krok, b ě h e m k t e r é h o metoda 
naš la řešení . V p ř í p a d ě , že metoda nenaš l a řešení v d a n é m p o č t u i terací , je zde NA. 

Rovnou zde u p o z o r n í m e , že i m p l e m e n t o v a n é algori tmy ma j í více variant. Liší se vzá
j e m n ě p o ř a d í m operac í a i p ros t ř ed í Octave se od p r o s t ř e d í M a t l a b u m ů ž e lišit, n a p ř í k l a d 
v p ře snos t i p rováděných v ý p o č t ů . T í m t o si vysvě t lu jeme d r o b n é rozdí ly v p o č t u i te rac í 
u rč i tých metod v Octave a M a t l a b u . 

Octave bez p ř e d p o d m í n ě n í 
b c s s t m l l bcsstml2 pores_3 watt_l 

Algori tmus Cas It Cas It Cas It Cas It 

bcg 0.0964 20 0.0778 3 0.6188 N A 0.0386 1 
cgs 0.0817 20 0.0644 3 0.4020 N A 0.0347 1 

biegst ab 0.0767 16 0.0798 3 0.5863 961 0.0346 1 
p r o s t é dělení 0.0183 - 0.0173 - 0.0293 - 0.0392 -

Tabulka 6.1: Octave bez p ř e d p o d m í n ě n í . 

M a t l a b bez p ř e d p o d m í n ě n í 
b c s s t m l l bcsstml2 pores_3 watt_l 

Algori tmus Cas It Cas It Cas It Cas It 

bcg 0.0182 20 0.0088 3 0.5382 N A 0.0045 1 
cgs 0.0186 18 0.0077 3 0.5820 N A 0.0037 1 

bicgstab 0.0252 16.5 0.0097 2.5 0.5663 N A 0.0033 1 
p r o s t é dělení 0.0004 - 0.0005 - 0.0090 - 0.2467 -

Tabulka 6.2: M a t l a b bez p ř e d p o d m í n ě n í . 

V tabulce 6.2 n á s m ů ž e zaujmout p o č e t i t e rac í u metody bicgstab, k t e r ý ve dvou pří
padech n a b ý v á hodnot 16.5 a 2.5. Toto je p r a v d ě p o d o b n ě z p ů s o b e n o t í m , že u t é t o funkce 
v závislost i na konk ré tn í implementaci m ů ž e m e p r o v á d ě t z m ě n u výs ledku dvoukrokově 
s p o s t u p n ý m v y h o d n o c e n í m p o d m í n k y , nebo j ednokrokově . M a t l a b p r a v d ě p o d o b n ě zvo
l i l dvouk rokový postup a výs ledek 16.5 značí , že p o ž a d o v a n é p řesnos t i bylo dosaženo již 
v mezikroku. 

A s i nejzaj ímavějš í jsou matice pores_3, kde se k řešení b l íž íme jen velmi pomalu . Tato 
matice tedy nen í příl iš v h o d n á pro řešení d a n ý m i metodami. Opro t i tomu matice wat t_ l se 
zdá bý t ideá ln ím k a n d i d á t e m pro řešení n o v ý m i funkcemi. Jeden z d ů v o d ů je p r a v d ě p o d o b n ě 
i ten, že soustava m á více sp r ávných řešení . 

V následuj íc ích měřen ích shrnujeme výs ledky dosažené za p o m o c í p ř e d p o d m í n ě n í . Jak 
jsme si řekli dř íve , Octave p o s t r á d á metody pro preconditining, proto by l preconditioner 
v y p o č í t á n v M a t l a b u takto: 

> setup.type = 'nofilľ; 
> P = ilu(A,setup) 
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Octave s p ř e d p o d m í n ě n í m 
b c s s t m l l bcsstml2 pores_3 watt_l 

Algoritmus Cas It Cas It Cas It Cas It 

beg 0.1043 35 0.0824 3 3.5353 N A N A N A 
egs 0.0306 1 0.0641 1 3.6968 N A N A N A 

biegst ab 0.0316 1 0.0312 1 1.6126 81 N A N A 

Tabulka 6.3: Octave s p ř e d p o d m í n ě n í m . 

M a t l a b s p ř e d p o d m í n ě n í m 
b c s s t m l l bcsstml2 pores_3 watt_l 

Algori tmus Cas It Cas It Cas It Cas It 

beg 0.0017 1 0.0055 1 1.2158 133 N A N A 
cgs 0.0017 1 0.0045 1 0.7990 121 N A N A 

bicgstab 0.0018 0.5 0.0020 0.5 0.5576 79.5 N A N A 

Tabulka 6.4: M a t l a b s p ř e d p o d m í n ě n í m . 

kde A je řešená matice a nás l edně e x p o r t o v á n do Octave. 
V t a b u l k á c h 6.4 a 6.3 m ů ž e m e pozorovat, poz i t ivn í v l iv p ř e d p o d m í n ě n í na rychlost 

konvergence. U vě tš iny soustav bylo řešení nalezeno po m e n š í m p o č t u i te rac í . V p r o s t ř e d í 
M a t l a b u m ů ž e m e pozorovat i zkrácen í b ě h u programu. V Octave je situace složitější. S pre-
conditionerem jsou to t iž nejprve provedeny operace, k t e r é ma j í usnadnit n á s l e d n o u řeši tel
nost, j e d n á se p rávě o v sekci 6.1 z m í n ě n ý v ý p o č e t inverze a determinantu. T y t o funkce 
jsou však n a n e š t ě s t í v Octave v současné d o b ě p o m ě r n ě p o m a l é a p ře s tože m ů ž e m e sledo
vat zmenšen í p o č t u i te rac í , čas n u t n ý pro nalezení řešení se nezkrá t i l . N a mai l ing l is tu však 
j iž padla z m í n k a o probíha j íc ích op t imal izac ích t ě c h t o funkcí a proto jsme se je rozhodli 
ponechat. 

Ve vě t š ině měřen í bylo p r o s t é dělení rychlejší než n á m i i m p l e m e n t o v a n é algoritmy. Toto 
je v š a k m o ž n é p ř i soud i t tomu, že dělení je velice č a s t á operace a je tedy j iž velice d o b ř e 
op t ima l i zovaná , nav íc p r a v d ě p o d o b n ě n a p s á n a v n a t i v n í m kódu . Navíc , jak již bylo z m í n ě n o 
výše, ne pro všechny typy soustav jsou i t e račn í metody v h o d n é . N á m se poda ř i l o na j í t pouze 
jednu takovou, kde by bylo použ i t í n á m i i m p l e m e n t o v a n ý c h funkcí p ř ínosné . 

P ř i s rovnán í s funkcemi n a p s a n ý m i v M a t l a b u si, dle na šeho názo ru , vedeme dobře . 
P o č t y i te rac í jsou v y r o v n a n é a lze tedy p ř e d p o k l á d a t , že s p o s t u p n ý m vy lepšen ím interpretu 
Octave d o s á h n e m e i s rovna te lných časů. 
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Kapitola 7 

Další implementované funkce 

N a d r á m e c naš í p ů v o d n í p r á c e jsme navíc implementovali n ě k t e r é dalš í funkce, k o n k r é t n ě 
pak skupinu funkcí schopnou snadno vykreslovat o r i en tované grafy a funkci treelayout pro 
generování sou řadn i c , k t e r é mohou sloužit jako podklad pro vykres lení grafu. Procedura 
treelayout je prostou modif ikací již ho tové funkce treeplot, proto j í zde nebudeme věnova t 
větš í pozornost a z a m ě ř í m e se rovnou na problemat iku vykres lení o r i en tovaného grafu. 

7.1 Analýza problému 

N a š i m cí lem bylo vy tvo ř i t funkci schopnou vykresli t co nejširší skupinu o r i en tovaných grafů. 
N á s l e d k e m toho mus í bý t schopna p ř i j íma t co m o ž n á nejvíce v s t u p n í c h p a r a m e t r ů , z nichž 
ale pov inný bude pouze jediný. T í m t o j e d i n ý m parametrem je p ř e c h o d o v á matice popisuj ící 
hrany mezi j e d n o t l i v ý m i vrcholy. N á s l e d n ě by tato funkce m ě l a u m o ž n i t specifikovat popisky 
j edno t l iv í ch vrcholů , pozice t ěch to v rcho lů a mnoho dalších. 

V současné verzi použ ívá Octave pro vykres lování grafů n á s t r o j e G N U P lo t . Po nastu
dování dokumentace 1 k tomuto n á s t r o j i vyšlo najevo, že h l a v n í m cí lem tohoto n á s t r o j e je 
kresba s t a t i s t i ckých grafů. P o k u d bychom chtěl i kreslit graf or ientovaný, museli bychom ho 
vykresli t z j edno t l i vých grafických pr imi t iv , což by bylo n á r o č n é . 

Naší snahou bylo na j í t j i ný open-source program, k t e r ý by více vyhovoval n a š i m po
t ř e b á m . Všechny naše p o ž a d a v k y naplni la skupina ut i l i t z projektu graphviz 2 , pro k t e r ý 
jsme se rozhodli napsat v Octave interface, abychom nás l edně mohl i využ í t s lužeb tohoto 
programu. 

7.1.1 G r a p h v i z 

Graphviz se sk l ádá celkem ze č ty ř u t i l i t . P r o n á s p ř i p a d a j í v ú v a h u dvě: 

• neato a 

• dot. 

O b ě jsou schopny vykresli t o r i en tovaný graf, ale m í r n ě se liší. P r v n í umožňu je p ře sně defino
vat pozici j edno t l i vých vrcholů a m á širší možnos t i v kreslení neo r i en tovaných grafů. D r u h á 
j m e n o v a n á vrcholy pozicovat n e u m í a je více o p t i m a l i z o v á n a pro o r i en tované grafy. Z t ě c h t o 

1 http: //www.gnuplot. info / documentation. html 
2http: / / www.graphviz.org/ 
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dvou jsme nakonec zvol i l i u t i l i t u neato, h l av n ě z d ů v o d u , že umožňu je p ře sně specifikovat 
pozice vrcholů . 

7.2 Návrh řešení 

U t i l i t a neato se ov ládá p r o s t ř e d n i c t v í m jazyka dot. N a š i m úko lem tedy v p rvé ř a d ě je napsat 
modul , k t e r ý bude schopen generovat popis grafu v tomto jazyce, p ř e d á v a t ho na vstup pro
gramu neato a zobrazovat výs ledný graf. N á s l e d n ě pak m ů ž e m e napsat funkce, k t e r é budou 
tento modu l využ íva t a budou zobrazovat n ě k t e r é speciá ln í typy grafů. P r o zobrazen í grafů 
jsme se nakonec rozhodli použ í t u t i l i ty display z programu imagemagick, jelikož je značně 
rozš í řená a p r a v d ě p o d o b n ě bude n a i n s t a l o v á n a na ve lkém m n o ž s t v í un ixových p o č í t a č ů . 

7.3 Vlastní implementace 

P r v n í m p r o b l é m e m , k t e r ý m u s í m e řeši t , je z p ů s o b p ř e d á v á n í p a r a m e t r ů . Těch to p a r a m e t r ů 
je velmi mnoho, jsou r ů z n o r o d é a jen m á l o k d y pov inné . Ideá ln í se n á m pro tento účel zdá lo 
použ í t d a t o v é h o typu struktura p o p s a n é h o v 2.2.4. T í m n a p l n í m e všechny naše p o t ř e b y 
a v budoucnu u m o ž n í m e velice snadno nové parametry p ř i d a t . V r á m c i řešení jsme se 
navíc rozhodli p r o b l é m dekomponovat na j edno t l ivé dílčí úkoly, k t e r é jsme dá le rozdělil i do 
s a m o s t a t n ý c h funkcí. T ě m i t o p r o b l é m y jsou: 

• vygenerován í o b e c n é h o popisu grafu, vrcholu a hran. 

• vygenerován í popisu j edno t l iv í ch hran. 

• vygenerován í popisu j edno t l iv í ch vrcholů . 

• p ř e b r á n í vygene rovaného k ó d u v jazyce dot a zobrazen í v l a s tn ího grafu. 

K a ž d ý z t ě c h t o p r o b l é m ů je řešen v s a m o s t a t n é funkci. S a m o t n é zdro jové soubory jsou 
součás t í pří lohy. 

7.4 Porovnání a ukázky grafů 

Zde p o r o v n á m e současnou funkci gplot s n á m i napsanou funkcí dotplot. P r v n í v ý h o d o u 
nově i m p l e m e n t o v a n é funkcí dotplot je, že i bez exp l ic i tn ího uveden í s o u ř a d n i c je schopna 
vykresli t p ř e h l e d n ý o r i en tovaný graf. P r o další p ř í k l ady využ i jeme p řechodové matice: 

/ 0 1 0 0 0 \ 
1 1 0 0 0 
0 0 1 1 0 
0 0 0 1 0 

V 0 0 1 1 1 / 

(7.1) 

Gra f vykres lený metodou neatoplot bez doplňuj íc ích p a r a m e t r ů je zobrazen na o b r á z k u 7.1. 
Zde v y v s t á v á p r v n í nedostatek funkce gplot, k t e r á p o t ř e b u j e parametry m i n i m á l n ě dva, 

p ř ičemž d r u h ý m parametrem je pozice j e d n o t l i v ý c h vrcholů . Navíc , jak v id íme na o b r á z k u 
7.2, takto vykres lený graf nedosahuje zdaleka p řeh l ednos t i grafu našeho , neh ledě na to, že 
n a p ř í k l a d hrana z vrcholu 5 do vrcholu 5 není vykreslena v ů b e c . 

36 



O b r á z e k 7.1: Zák ladn í v ý s t u p O b r á z e k 7.2: Zák ladn í v ý s t u p 
funkce neatoplot funkce gplot 

Nová funkce dotplot nav íc p ř i d á v á mnoho vol i te lných p a r a m e t r ů . P o d r o b n ý popis je 
m o ž n é z ískat v Octave po v y p s á n í p ř íkazu : 

>help dotplot 
Odeftypefn {Function File} {} dotplot (@var{matrix}) 
Odeftypefnx {Function File} {} dotplot (@var{matrix},@var{position},@var{options}) 

Zde u v á d í m e pouze čás t výpisu , k o m p l e t n í popis d a n é procedury je součás t í je j ího zdrojo
vého souboru. 

Zde si p ř e d v e d e m e jenom jednoduchou ukázku , čeho je na še funkce s c h o p n á po z a d á n í 
t ě ch to doplňuj íc ích p a r a m e t r ů . P ř e d p o k l á d e j m e o p ě t o v n é použ i t í p řechodové matice 7.1: 

> options.node{l}.shape = 'box'; 
> options.node{l}.label = 'vrhol_A'; 
> options.node{l}.fontcolor = 'red'; 
> options.edge{5,4}.fontcolor = 'blue'; 
> options.edge{5,4}.label = 'hrana'; 

N a o b r á z k u 7.3 v id íme z m ě n y z p ů s o b e n é p ravě d o d a t e č n ý m y agumenty. 

O b r á z e k 7.3: U k á z k a fo rmá tován í 
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7.5 P o d p ů r n é funkce 

P ř e s t o ž e funkce dotplot poskytuje velmi d o b r é výs ledky a je schopna mnoho grafů sama 
n a f o r m á t o v a t do p ř e h l e d n é podoby, m ů ž e m e se setkat s p o t ř e b o u zvolit si v la s tn í rozložení 
v rcholů . A b y c h o m nemuseli vypisovat pozic i v rcho lů ručně , implementovali jsme č tyř i po
m o c n é funkce: 

gplotgen: generuje sou řadn i ce pro funkci gplot a neatoplot, a to t a k o v ý m z p ů s o b e m , aby 
vrcholy ležely na kružnic i (obrázek 7.4). 

gplotgensplit: p o d o b n é funkci gplotgen; nav íc čas t í grafu, k t e r é nejsou spo j i t é , budou 
ležet na s a m o s t a t n ý c h kružnic ích (obrázek 7.5). 

gplotgenline: generuje sou řadn i ce pro funkci gplot a neatoplot, a to t a k o v ý m z p ů s o b e m , 
aby vrcholy ležely na j e d n é p ř ímce (obrázek 7.6). 

gplotgenlinesplit: p o d o b n é funkci gplotgenline; nav íc čas t í grafu, k t e r é nejsou spo j i t é , 
budou ležet na s a m o s t a t n ý c h p ř í m k á c h (obrázek 7.7). 

Všechny výše j m e n o v a n é funkce najdou u p l a t n ě n é h l avně př i vizual izaci o r i en tovaných 
grafů. Je m o ž n é je p ř i t o m využ i t pro funkci dotplot i gplot. 

O b r á z e k 7.4: U k á z k a v ý s t u p u funkce gplotgen 
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O b r á z e k 7.5: U k á z k a v ý s t u p u funkce gplotgensplit 

O b r á z e k 7.6: U k á z k a v ý s t u p u funkce gplotgenline 

O b r á z e k 7.7: U k á z k a v ý s t u p u funkce gplotgenlinesplit 

39 



Kapitola 8 

Závěr 

V ú v o d u naš í p r á c e jsme se seznámi l i s programem Octave a jeho his tor i í . Nauči l i jsme se 
jej obsluhovat a řeši t jeho p r o s ř e d n i c t v í m zák ladn í a lgebraické úlohy. Položil i jsme si tak 
zák lad k n á s l e d n é m u rozšíření programu Octave o nové funkce, k t e r é jsou z a p s á n y p rávě v 
jazyce Octave. 

Nás l edně jsme se seznámil i s problematikou řešení soustav l inárn ích rovnic. Popsal i jsme 
si n ě k t e r é postupy a seznámi l i se s jejich v ý h o d a m i i n e v ý h o d a m i , ukáza l i jsme si, že něk t e r é 
funkce jsou v h o d n é pro u r č i t ou t ř í d u p rob l émů , z a t í m c o pro j inou jsou t é m ě ř nepouž i t e lné 
s ohledem na časovou s loži tost . 

V dalš í kapitole jsme zuži tkoval i nově n a b y t é vědomos t i a př ikroči l i jsme k p rak t i cké 
čás t i naš í p r á c e . N a š i m cí lem bylo implementovat chybějící funkce, k o n k r é t n ě pak: treela-
yout, cgs, bicg a bicgstab. Toto se n á m p o d a ř i l o a všechny j m e n o v a n n é se staly součás t í 
j á d r a Octave. T í m je za ručeno , že budou š í řeny spolu s programem a dostanou se ke kon
covým u ž i v a t e l ů m . N a p o m ů ž o u tak dalš í k o m p a t i b i l i t ě a p řenos i t e lnos t i k ó d u mezi Octave 
a Ma t l abem. V p r ů b ě h u t é t o p r á c e jsme nav íc objevil i drobnou chybu ve s t áva j í c ím k ó d u 
funkce treeplot, na kterou jsme upozorni l i je j ího autora, k t e r ý nás l edně provedl opravu. 

P ř e s t o ž e jsme se snažil i n á m i i m p l e m e n t o v a n é funkce optimalizovat jak jen to bylo 
možné , n ě k t e r é p ř e k á ž k y se n á m p ř e k o n a t n e p o d a ř i l o . A s i ne jvě t š ím z k l a m á n í m pro nás 
bylo zj iš tění , že interpret j azyka Octave nedosahuje rychlosti interpretu M a t l a b u . J e d n í m 
z d ů v o d ů je j iž dř íve z m í n ě n á absence J I T kompilace. I zde se však situace p o s t u p n ě zle
pšuje . Do Octave jsou neus t á l e zač leňovány patche o s t a t n í c h v ý v o j á ř ů z nichž n ě k t e r é jsou 
z a m ě ř e n y p rávě na zlepšení výkonu . M n o h o p r á c e však j e š t ě zbývá a jakákol i pomoc je ze 
strany v ý v o j á ř ů Octave v í t a n á . 

Octave m á ale i silné s t r ánky , mezi ne jvýraznějš í bezpochyby p a t ř í s v o b o d n á licence, 
pod kterou je tento program šířen. Tato licence za ruču je p rávo na p ř í s t u p ke z d r o j o v ý m 
k ó d ů m Octave, což umožňu je jejich s tudium a n a p o m á h á da l š ímu rozvoji . 

Součás t í naš í p r á c e se nakonec stalo i rozší ření Octave o zcela novou funkčnost , a to 
generování popisu o r i en tovaných grafů. Toto je nad r á m e c současné funkčnost i M a t l a b u , 
proto nebyly tyto funkce za řazeny p ř í m o do Octave, ale budou za řazeny do p o d o b n é h o 
projektu Octave Forge. Zde jsou u d r ž o v á n y funkce, j enž nejsou součás t i h lavn í distribuce 
Octave, ale jsou s ní kompa t ib i l n í , což umožňu je u ž i v a t e l ů m jejich snadnou instalaci a 
použ i t í . 
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Dodatek A 

Konfigurace studentského serveru 
Merlin 

OS - Cen tOS 5.3 64bit 

P a m ě t 4 G B R A M 

C P U - 2 x D u a l Core Opteron 2216 

P e v n é disky - 2x150 G B + 2x 300GB H D D 
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Dodatek B 

Obsah CD 

• Zdrojové soubory 

• Zdrojové soubory t ex tové z p r á v y 

• T e x t o v á z p r á v a 
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